13. SOUVISLOST

Dtikazy

Miroslav Husek, Pavel Pyrih
KMA MFF UK

2009

13. Diikazy



1. Existuje spojité zobrazeni X do aspoii dvoubodového diskrétniho prostoru, které neni konstantni pravé kdyz v X existuje netrivialni obojetnd
podmnoZina
2. Je-li za podminek tvrzeni U neprazdna obojetnd mnozina v B, je jeji prinik s A neprazdna obojetnd mnozina v A.

3. Je-li U neprédzdnd obojetnd mnozinav Y = (J A;, je kazdé A; &sti bud U nebo X \ U. Odtud jiz plyne, Ze bud U nebo X \ U je prazdna
mnozina.

4. Dikaz je skoro stejny jako pro bod 3.

5. Necht f je spojité zobrazeni 1, X; do dvoubodového diskrétniho prostoru D a viechny prostory X; jsou souvislé. To znamend, Ze pro kazdé

i € Ije f(x) = f(y) jakmile body x, y se li§i v jediné soufadnici. M&jme nyni dva libovolné body x = {x;}, y = {y;} ze sou¢inu a dobie
usporddejme mnozinu J = {i € I; x; # y; } jako {jo; « € k}.Pro a € k definujme indukci body z, , které se na I \ J shodujis x a v
soufadnicich z J jsou definovany nasledovné:

xg, iff < a
Zo =y (Zcx)ﬂ :{ .Vg1 ifB > a.

ProtoZe body z¢, , Zo 41 se liSi v jediné soufadnici, je £ /zo ) = f(zq+1). Indukei a ze spojitosti nyni plyne, Ze f(zo) = f(z9) = f(y) pro
kazdé o. ProtoZe limita viech bodii z, je bod x, vyplyvé odtud i rovnost f(x) = f(y).
Zbyla tvrzeni tohoto bodu jsou trividlni. (m}
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Tvrzeni 1 plyne ihned z definice, tvrzeni 2 a 3 plynou piimo z 1.

4. Prvni tvrzeni je jednoduché, druhé plyne ze soucinovosti souvislosti, tfeti je trividlni.

Necht je f : X — Y kvocientové zobrazeni a X je lokdln& souvisly. Vezmeme otevienou mnoZinu G C Y ay € G. Kazdy bod

x € f~(y) md souvislé oteviené okoli Ux C f~(G). Mnozina Wo = |J f(Ux) je tedy souvisld &dst G (nemusi viak byt okolim y).
Opakujme stejny postup pro body x € f L (Wpo) a dostaneme souvislou mnoZinu Wy a postupné dle rostouci posloupnost souvislych mnoZzin
{Wp,} obsazenou v G. Mnozina W = |J W, je souvislda f ~ (W) = |J £~ (W) je oteviend, takze W je hledané souvislé okoli bodu y.
5.2227222227? MoZnd moc sloZité pro tento text - ddt do cviceni nebo poznamek????? O
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2. Necht U je okoli bodu x Lokélné kompaktniho parakompaktniho totdlné nesouvislého prostoru X a V' C U je oteviené okoli x s kompaktnim
uzévérem. Protoze kvazikomponenty splyvaji s komponentami ve V/, existuje kone¢né mnoho obojetnych mnozin G; ve V, %

x € G =() G; C V.Uvédomte si, ze G je obojetnd v X.

3. Ve je jednoduché (soucinovost plyne ze cvic¢eni o komponentéich v soucinu).

4. Napt. [0, 1] je spojity obraz Cantorova diskontiua.
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2. Necht X je Lindelfiv nuldimenziondlni prostor. ProtoZe X je normalni, budeme oddglovat dvé jeho uzaviené disjunktni mnoziny A, B.
Existuje posloupnost { Gp } obojetnych mnozin, takze Zadn4 z téchto mnozin neprotind souasné A i B. Mnoziny

Hp = G; \ (G1 U ... U G,_1) je obojetné pokryti X a napt. |J{Hn; Hn N A # 0} je obojetnd mnoZina obsahujici A a disjunktni s B.
Pro druhou &ast tvrzeni si sta¢i uvédomit, Ze lokdlné kompaktni parakompaktni prostor je disjunktni sumou Lindeléfovych prostort.

3. Necht X je siln€ nuldimenziondlni prostor. DokdZeme, Ze 3X je totdln€ nesouvisly, tedy nuldimenziondlni. Necht x # y jsou dva body v 3X
a U, V jejich disjunktni okoli, které jsou souc¢asné nulovymi mnozinami. Potom existuje obojetnd mnozina G v X tak, Ze

UNX C G C X\ V.Existuje tedy obojetnd mnozina H v 3X, H N F = G (specidlni vlastnost 3X). H je hledand mnoZina odd&lujici
U, Vatedyix,y.

Je-li BX je nuldimenziondlni je i (jako kompaktni prostor) silné nuldimenziondlni. ProtoZe kazdé dvé disjunktni nulové podmnoziny v X maji
disjunktni uzévéry v 3X, je i X siln& nuldimenziondlni prostor.

5. Pro kvocienty opét staci vzit interval jako kvocient Cantorovy mnoziny.

Pro podprostory si staéi uvédomit, Ze kazdy nuldimenziondlni Hausdorffiv prostor (i takovy, ktery nenf siln& nuldimenzionélni), 1ze vnofit do
né&jakého Cantorova prostoru 2/, ktery je silné nuldimenzionalni.
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Ziejmé 5 = 4 = 3 = 2 = 1. Nechi nyni je X extremdln& nesouvisly prostor a Y jeho husty podprostor. Pro C*-vnofitelnost Y v X staci

podle Urysonova postupu dokazat, Ze dv& disjunktni nulové mnoziny v Y maji disjunktni uzavéry v X. To vyplyne z toho, Y je extreméln&
nesouvisly jako husty podprostor X (viz ndsledujici vétu).

(]
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Diikaz tvrzeni 1 (kromé zdvorky) je jednoduchy, tvrzeni 2 plyne z pfedchozi charakterizace a z bodu 4.

3. Staci ukazat, Ze pro konvergentni posloupnost, kterd neni skoro konstantni, existuji dvé disjunktni oteviené mnoziny, majici limitu posloupnosti
ve svych uzavérech.

Diikaz tvrzeni 4 je jednoduchy. Piiklad na souciny je uveden v Prikladech O
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