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12. Metrizace



N Metrické prostory jsou pro aplikace velmi dulezité, pracuje se s nimi znacné lépe nez s
= obecnéjsimi topologickymi prostory. Pfi riznych topologickych konstrukcich vychézejicich
z metrickych prostort je vSak vysledkem néjaky topologicky prostor. Tento vysledny prostor

muze a nemusi byt metrizovatelny. Jak lze zjistit, zda je metrizovatelny?




Pro toto zjistovani existuji topologické charakterizace metrizovatelnych prostord, tzv. met-
rizacni véty. Tém je vénovdna tato kapitola.




N Nejdfive v prehledu zopakujeme z piedchozich kapitol zakladni vlastnosti metrickych pro-
= stort. Ty je vhodné si pfipominat, protoZe pii jejich nesplnéni snadno zjistime, Ze se nejedna
o metrizovatelny prostor. Formulace budou uvedeny pro pseudometrizovatelné prostory. Pro
metrizovatelné prostory staci pfidat vlastnost To (ekvivalentné T1 nebo T2).




Zakladni vlastnosti metrickych prostorti

Zkuste zopakovat diikazy nasledujicich vlastnosti.




TVRZENI (Vlastnosti pseudometrizovatelnych prostorii)

Pseudometrizovatelny prostor md spocetné bdze okoli (je tedy FU-prostor a tedy sekvencni).



Zakladni vlastnosti metrickych prostorti
Metrizacni véty

Metrizace specialnich topo kych prostorti

Pseudometrizovatelny prostor je parakompaktni (tedy je indukovdn tiplnou uniformitou,).



Zakladni vlastnosti metrickych prostorti
Metrizacni véty

Metrizace specialnich topo kych prostorti

Trida pseudometrizovatelnych prostorii je dédicnd, spocetné soucinovd a uzaviend na disjunktni
soucty. Neni uzaviend na kvocienty.



Zakladni vlastnosti metrickych prostorti
Metrizacni véty

rizace specialnich topologickych prostorii

TVRZENI

Nasledujici podminky pro pseudometrizovatelny prostor X jsou ekvivalentni:
X je separabilni.




Zakladni vlastnosti metrickych prostorti
Metrizacni véty

Metrizace specialnich topo kych prostorti

X md spocetnou otevienou bdzi.



Zakladni vlastnosti metrickych prostorti
Metrizacni véty

Metrizace specialnich topo kych prostorti

X je Lindeldfiiv.



Zakladni vlastnosti metrickych prostorti
Metrizacni véty

Metrizace specialnich topo kych prostorti

B X md pseudometrizovatelnou kompaktifikaci.



Zakladni vlastnosti metrickych prostorti
trizacni véty

Metrizace specialnich topologickych prostorti

TVRZENI

Ndsledujici podminky pro pseudometrizovatelny prostor X jsou ekvivalentni:
X je kompaktni.




Zakladni vlastnosti metrickych prostorti
Metrizacni véty

Metrizace specialnich topologickych prostorti

X je spocetné kompaktni.



Zakladni vlastnosti metrickych prostorti
Metrizacni véty

Metrizace specialnich topologickych prostorti

X je pseudokompaktni.



Zakladni vlastnosti metrickych prostorti
Metrizacni véty

Metrizace specialnich topologickych prostorti

X je sekvencné kompaktni.



Pokryvaci metrizaéni véty
Metrizacni véty Modifikace metrik

Vlastnosti soustav okoli
Vlastnosti otevrenych bazi

Metrizacnich vét je velké mnozstvi, které se da rozdglit zhruba do 4 skupin.




Pokryvaci metrizaéni véty
Metrizacni véty Modifikace metrik

Vlastnosti soustav okoli
Vlastnosti otevrenych bazi

V prvni skupiné jsou charakterizace, které pozaduji existence realnych funkci v jistém smyslu
nahrazujicich metriky. Z této skupiny uvedeme Chittendenovu metrizacni vétu.




Pokryvaci metrizaéni véty
Metrizacni vé Modifikace metrik
Vlastnosti soustav okoli

Vlastnosti otevrenych bazi

Druhd skupina charakterizuje metrizovatelnost pomoci posloupnosti pokryti. Reprezentanta
této skupiny snadno vyvodime z metrizovatelnosti uniformnich prostoru. Je zde fada dalsich
znamych charakterizaci, napf. pomoci tzv. development, coz je jisté oslabeni vlastnosti
normalnich posloupnosti z uniformit — pak je tfeba siln€jsich podminek napf. na zkoumany
prostor.




Pokryvaci metrizaéni véty
Metrizacni vé Modifikace metrik
Vlastnosti soustav okoli

Vlastnosti otevrenych bazi

5 Ve tieti skupin€ jsou charakterizace vzniklé zkoumdnim specifickych soustav okoli met-
rickych prostord. Sem patii napt. metrizaéni véta Frinkové nebo Nagaty.



Pokryvaci metrizaéni véty
Metrizacni vé Modifikace metrik
Vlastnosti soustav okoli

Vlastnosti otevrenych bazi

) Posledni skupina je nejzndméjsi a asi i nejuzivanéjsi. Jsou to charakterizace vyuZzivajici spe-
cifické vlastnosti otevienych bazi metrickych prostort. Nejzndméjsi metrizacni véty tohoto
typu jsou Urysonova, Nagatova-Smirnovova, Bingova a také Archangelského.




Pokryvaci metrizaéni véty
Metrizacni véty Modifikace metrik

Vlastnosti soustav okoli
Vlastnosti otevrenych bazi

Reprezentantem pokryvacich metrizaénich vét je dusledek metrizacni véty uniformnich pro-
storti. Je vSak nutné fici, Ze toto tvrzeni bylo zndmo dlouho pied zavedenim uniformnich
prostort, dokonce v obecnéj$im znéni.




Pokryvaci metrizaéni véty
Metrizacni véty Modifikace metrik

Vlastnosti soustav okoli

Vlastnosti otevrenych bazi

TVRZENI (Aleksandrov, Uryson, 1923)

Topologicky prostor X je pseudometrizovatelny pravé kdy? existuje normdini posloupnost otevienych pokryti
{Un} takovd, Ze pro kaZdé x € X tvoFi soustavy {sty, x }n bdzi okoli v x.

» Ditkaz




Pokryvaci metrizaéni véty
Metrizacni vé Modifikace metrik

Vlastnosti soustav okoli
Vlastnosti otevrenych bazi

N V normalni posloupnosti se pozaduje hvézdovité zjemnéni ndsledujicich pokryti v posloup-
¥ nosti. Pokud se pozaduje jen zjemnéni a nechd se pozadavek o bazich okoli z pfedchozi véty,
dostane se tzv. development (Cesky termin nebyl urcen). Mezi metrizacni véty pouZivajici
development patii napt. Bingova véta a Mooreova véta.




Pokryvaci metrizaéni véty
Metrizacni vé Modifikace metrik

Vlastnosti soustav okoli
Vlastnosti otevrenych bazi

Prvni metrizacni vétu s pouZitim developmentu dokdzali Aleksandrov s Urysonem jiZ v r.
1923 (prida se jakasi slaba vlastnost hvézdovitého zjemnéni). DokdZe se podobné jako uni-
formni metrizacni véta; lze vyhodné pouzit metrizacni vétu Chittendena uvedenou dale.




Pokryvaci metrizaéni véty
Metrizacni véty Modifikace metrik

Vlastnosti soustav okoli
Vlastnosti otevrenych bazi

Diikaz je stejny jako u uniformni metrizacni véty, staci si uvédomit, Ze neni potfeba
hvézdovité zjemnéni v plné sile, staci zjemnéni ve smyslu nasledujici véty.

TVRZENI (Aleksandrov, Uryson, 1923)

Topologicky prostor X je pseudometrizovatelny pravé kdyZ existuje posloupnost {Un} otevienych pokryti X
takovd, Ze pro kazdé x € X tvoii soustavy {sty, x}n bdzi okoli v x, a pro kaZdé n € N plati
(U,VEM,,+1,UOV7$(Z):>3W€Z/I,,,WD uu V).




Pokryvaci metrizaéni véty
Metrizacni vé Modifikace metrik

Vlastnosti soustav okoli
Vlastnosti otevrenych bazi

2

) Z piedchozi ,uniformni” metrizacni véty plyne snadno nésledujici tvrzeni, jejiz pavodni
dikaz byl znaéné komplikovany (pochézel z r. 1917 a fesil otazku Frécheta). Vyznam tvr-
zeni spociva v zobecnéni trojihelnikové nerovnosti.




Pokryvaci metrizaéni véty
Metrizacni véty Modifikace metrik

Vlastnosti soustav okoli

Vlastnosti otevrenych bazi

TVRZENI (Chittenden, 1917)

Topologicky prostor X je pseudometrizovatelny pravé kdy? existuje d : X x X — R s vlastnostmi:
d(x,x) = 0 pro kazdé x € X;

d(x,y) = d(y, x) pro kazdé x,y € X;
existuje funkce f : (0,00) — (0,00), lim,—o, f(r) = 0, majici pro kazdé x, y,z € X vlastnost

d(x,z) <r, d(y,z) <r, = d(x,y) < f(r);
(x e AC X & inf{d(x,a);a € A} =0).

» Ditkaz



adni vlastnosti metr r r Pokryvaci metrizaéni véty
Metrizacni véty Modifikace metrik

alnich topo ych prostorti Vlastnosti soustav okoli
Vlastnosti otevrenych bazi

Ve cviceni je ukdzano, jak se lze vyhnout funkci £ a misto ni pouzit konvergenci.




Zakladni vlastnosti metrickych prostorti Pokryvaci metrizaéni véty
Metrizacni véty Modifikace metrik

ialnich topologickych prostorti Vlastnosti soustav okoli
Vlastnosti otevrenych bazi

Pozdéji ukaZeme pouziti pfedchoziho tvrzeni pfi ditkazu Urysonovy metrizacni véty.




Pokryvaci metrizaéni véty
Metrizacni vé Modifikace metrik

Vlastnosti soustav okoli
Vlastnosti otevrenych bazi

Metrizovatelny prostor mé v kazdém bodé za bazi okoli nerostouci posloupnost otevienych
mnoZzin. To samo o sobé nestaci k metrizovatelnosti (najdéte piiklad). Tyto posloupnosti v§ak
maji dalsi specifické vlastnosti, jejichz vyzadovani uz metrizovatelnost zaruci.




Pokryvaci metrizaéni véty
Metrizacni véty Modifikace metrik

Vlastnosti soustav okoli

Vlastnosti otevrenych bazi

TVRZENI (Frink, 1937)

Topologicky prostor X je pseudometrizovatelny pravé kdy? kazdy bod x € X md nerostouci bdzi okoli
{Un(x); n € N} takovou, Ze pro kazdé n € N existuje k > n s vlastnosti
(Um(x) N Um(y) # 0 = Um(x) C Un(y)).

» Ditkaz
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Pokryvaci metrizaéni véty
Metrizacni vé Modifikace metrik

Vlastnosti soustav okoli
Vlastnosti otevrenych bazi

Tvrzeni podobného typu pochdzi od Nagaty z r. 1957.




Pokryvaci metrizaéni véty
Metrizacni vé Modifikace metrik

Vlastnosti soustav okoli
Vlastnosti otevrenych bazi

A Do posledni skupiny metrizacnich vét patii ,nejtopologiCtéjsi” charakterizace metrizova-
= telnych prostorti (moznd i nejuzite¢né&jsi).

Nasledujici véta je klasické tvrzeni, které nemélo jednoduchy vyvoj. Je to ziejmé nejjed-
nodussi metrizacni topologicka véta.




Pokryvaci metrizaéni véty
Metrizacni véty Modifikace metrik

Vlastnosti soustav okoli

Vlastnosti otevrenych bazi

TVRZENI (Uryson, 1924)

Separabilni topologicky prostor je pseudometrizovatelny prdvé kdy? je reguldrni a md spocetnou otevienou

bdzi.

» Ditkaz



Pokryvaci metrizaéni véty
Metrizacni véty Modifikace metrik

Vlastnosti soustav okoli
Vlastnosti otevrenych bazi

~2 Trvalo pres 25 let, nez se podafilo Urysonovu metrizacni vétu zobecnit do podoby platné i
pro neseparabilni prostory. Zakladnim kamenem zobecnéni byla Stoneova véta z r. 1948 o
parakompaktnosti metrizovatelnych prostort. Dikaz obecné véty ma stejnou myslenku jako
dikaz Urysonovy véty.




Pokryvaci metrizaéni véty
Metrizacni véty Modifikace metrik

Vlastnosti soustav okoli
Vlastnosti otevrenych bazi

TVRZENI (Nagata, Smirnov, 1950-1)

Topologicky prostor je pseudometrizovatelny pravé kdy? je reguldrni a md o-lokdiné konecnou otevienou bdzi.

» Ditkaz



Zakladni vlastnosti metr rostor Pokryvaci metrizaéni véty
Metrizacni véty Modifikace metrik

alnich topo ych prostorti Vlastnosti soustav okoli
Vlastnosti otevrenych bazi

Dalsi zobecnéni Urysonovy véty vyuziva silnéjsiho vysledku Stoneova postupu, nez jsme
formulovali v kapitole o parakompaktnosti.




Pokryvaci metrizaéni véty
Modifikace metrik

Vlastnosti soustav okoli
Vlastnosti otevrenych bazi

TVRZENI (Bing, 1951)

Topologicky prostor je pseudometrizovatelny prdvé kdy? je reguldrni a md o-diskrétni otevienou bdzi.

» Ditkaz

=



Metrizovatelnost kompaktnich prostorii

Metrizace specialnich topologickych prostorii Metrizovatelnost usporadatelnych prostorii

Pro nékteré tiidy topologickych prostora Ize dokézat dalsi (a jednodussi) metrizaéni véty.
Podivame se na kompaktni prostory a na usporadatelné prostory.




Metrizovatelnost kompaktnich prostorii

Metrizace specialnich topologickych prostorii Metrizovatelnost usporadatelnych prostorii

Pro jednoduchost se nyni omezime na metrizovatelné prostory, tedy na pseudometrizovatelné
Hausdorffovy prostory.




Metrizovatelnost kompaktnich prostorii
Metrizace specialnich topologickych prostorii Metrizovatelnost usporadatelnych prostorii

TVRZENI (Metrizovatelnost kompaktnich prostoru, Snejder 1945)

Kompaktni prostor X je metrizovatelny pravé kdy? diagondlav X x X je Gs-mnoZina.

» Ditkaz

=



Metrizovatelnost kompaktnich prostorii

Metrizace specialnich topologickych prostorii Metrizovatelnost usporadatelnych prostorii

Usporadatelny prostor je vzdycky Hausdorffliv, takZze miizeme rovnou probirat metrizovatel-
nost.




Metrizovatelnost kompaktnich prostorii
Metrizace specialnich topologickych prostorii Metrizovatelnost usporadatelnych prostorii

TVRZENI (Metrizovatelnost usporadatelnych prostorit)

Usporddatelny prostor X je metrizovatelny pravé kdy? diagondla v X x X je Gg-mnoZina.

» Dikaz



Metrizovatelnost kompaktnich prostorii

Metrizace specialnich topologickych prostorii Metrizovatelnost usporadatelnych prostorii

Predchozi tvrzeni plati i pro GO prostory.
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