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11. Cvičení



Pokrytí
Modifikace zjemnění pro kompaktnosti

Konstrukce
Čechovsky úplné prostory

Pokrytí

1 Najděte bodově konečné otevřené pokrytı́ na R, které nenı́ lokálně konečné.

2 Najděte disjunktnı́ otevřené pokrytı́ prostoru iracionálnı́ch čı́sel, které nenı́ diskrétnı́. (Lze takový
přı́klad nalézt v R?)

3 Najděte na nějakém konečném topologickém prostoru přı́klad otevřeného pokrytı́, které nemá otevřené
hvězdovité zjemněnı́. Jaká je minimálnı́ mohutnost takového prostoru?

4 Najděte přı́klad soustavy {Ai} otevřených množin nějakého úplně regulárnı́ho prostoru, která nenı́
lokálně konečná, ale platı́ rovnost

⋃
Ai =

⋃
Ai .

5 Ukažte, že každé otevřené bodově konečné pokrytı́ obsahuje tzv. minimálnı́ (nebo ireducibilnı́)
podpokrytı́ (tzn. že vynechánı́m jakéhokoli prvku pokrytı́ se nedostane pokrytı́).

6 Je-li X normálnı́ prostor, existuje pro každé otevřené bodově konečné pokrytı́ {Gi}I (speciálně tedy
pro konečná pokrytı́) otevřené pokrytı́ {Hi}I s vlastnostı́ Hi ⊂ Gi pro každé i ∈ I .
[Návod: Pro pokrytı́ {Gα}α∈κ definujte transfinitnı́ indukcı́ Hα jako okolı́ množiny
X \

(⋃
β<α Hβ ∪

⋃
β>α Gβ , které ležı́ i s uzávěrem v Gα.]

Zformulujte podobné otázky a najděte přı́slušné přı́klady pro σ-varianty předchozı́ch otázek.

⇒⇒⇒
11. Cvičení
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pro konečná pokrytı́) otevřené pokrytı́ {Hi}I s vlastnostı́ Hi ⊂ Gi pro každé i ∈ I .
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podpokrytı́ (tzn. že vynechánı́m jakéhokoli prvku pokrytı́ se nedostane pokrytı́).
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otevřené báze a báze okolí
Dokažte ekvivalenci následujı́cı́ch podmı́nek s kompaktnostı́ prostoru X .

1 Každé otevřené pokrytı́ prostoru X má konečné otevřené zjemněnı́.

2 Každé otevřené pokrytı́ prostoru X má konečné uzavřené zjemněnı́.

3 Každé otevřené pokrytı́ prostoru X má konečné zjemněnı́.

Dokažte analogie předchozı́ch ekvivalencı́ pro spočetnou kompaktnost, pseudokompaktnost
a Lindelöfovost (viz formulace v hlavnı́m textu).

σ-P zjemnění

Jsou následujı́cı́ podmı́nky ekvivalentnı́ kompaktnosti prostoru X?

1 Každé otevřené pokrytı́ prostoru X má σ-disjunktnı́ konečné otevřené zjemněnı́.

2 Každé otevřené pokrytı́ prostoru X má σ-konečné uzavřené zjemněnı́.

3 Každé otevřené pokrytı́ prostoru X má σ-konečné zjemněnı́.

Zformulujte podobný problém pro spočetnou kompaktnost, pseudokompaktnost a Lindelöfo-
vost a najděte řešenı́.

⇒⇒⇒
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Dokažte ekvivalenci následujı́cı́ch podmı́nek s kompaktnostı́ prostoru X .
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Zformulujte podobný problém pro spočetnou kompaktnost, pseudokompaktnost a Lindelöfo-
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a Lindelöfovost (viz formulace v hlavnı́m textu).

σ-P zjemnění

Jsou následujı́cı́ podmı́nky ekvivalentnı́ kompaktnosti prostoru X?
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Pokrytí
Modifikace zjemnění pro kompaktnosti

Konstrukce
Čechovsky úplné prostory

Kolektivně normální prostory
Různé

Bylo již zmı́něno, že zachovávánı́ parakompaktnosti konstrukcemi je obdobné jako u norma-
lity. I přı́klady jsou obdobné.

Konstrukce a parakompaktnost

1 Ukažte, že podobně jako normalita, je i parakompaktnost zachovávána Fσ-podprostory (důkaz je
mnohem snazšı́ při použitı́ σ-lokálně konečných zjemněnı́).

2 Pro přı́klad dvou parakompaktnı́ch prostorů, jejichž součin nenı́ parakompaktnı́, lze použı́t jako u
normality Sorgenfreyovu přı́mku – ověřte to.

3 Ukažte, že součin parakompaktnı́ho prostoru s kompaktnı́m symetrickým prostorem je parakompaktnı́
(mı́sto kompaktnı́ho lze vzı́t i lokálně kompaktnı́ prostor).

4 Najděte přı́klad neparakompaktnı́ho úplně regulárnı́ho kvocientu parakompaktnı́ho prostoru.

5 Ukažte, že symetrický prostor, který je spojitým uzavřeným obrazem parakompaktnı́ho prostoru, je
parakompaktnı́. Najděte přı́klad, že nelze mı́sto uzavřenosti zobrazenı́ požadovat jeho otevřenost.
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Normalitu lze zobecnit na tzv. kolektivnı́ normalitu: Pro každý diskrétnı́ systém {Fi}
uzavřených množin existuje disjunktnı́ systém {Gi} otevřených množin s vlastnostı́ Fi ⊂ Gi
pro každé i .

Kolektivní normalita

1 Ukažte, že parakompaktnı́ prostor je kolektivně normálnı́.

2 Dokažte, že každý GO prostor je kolektivně normálnı́.

3 Najděte kolektivně normálnı́ úplně regulárnı́ prostor, který nenı́ parakompaktnı́.

Existuje normálnı́ prostor, který nenı́ kolektivně normálnı́; jeho konstrukce je složitějšı́.
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Pokrytí
Modifikace zjemnění pro kompaktnosti

Konstrukce
Čechovsky úplné prostory

Kolektivně normální prostory
Různé

Připomeňme, že staciomárnı́ podmnožina množiny ordinálů α je taková množina, která
protı́ná každou uzavřenou nahoru neomezenou množinu v α.

Uspořádatelné prostory

1 Ukažte, že LOTS X je parakompaktnı́ právě když má každé otevřené pokrytı́ otevřené bodově spočetné
zjemněnı́.

2 Stacionárnı́ podprostor ω1 nenı́ parakompaktnı́. (Toto tvrzenı́ platı́ pro stacionárnı́ podmnožiny α, kdy
α má nespočetnou konfinalitu.)

3 Ukažte, že LOTS nenı́ parakompaktnı́ právě když obsahuje uzavřený podprostor homeomorfnı́
stacionárnı́ podmnožině α s nespočetnou konfinalitou.
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Uspořádatelné prostory

1 Ukažte, že LOTS X je parakompaktnı́ právě když má každé otevřené pokrytı́ otevřené bodově spočetné
zjemněnı́.

2 Stacionárnı́ podprostor ω1 nenı́ parakompaktnı́. (Toto tvrzenı́ platı́ pro stacionárnı́ podmnožiny α, kdy
α má nespočetnou konfinalitu.)

3 Ukažte, že LOTS nenı́ parakompaktnı́ právě když obsahuje uzavřený podprostor homeomorfnı́
stacionárnı́ podmnožině α s nespočetnou konfinalitou.

⇒⇒⇒
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α má nespočetnou konfinalitu.)
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Vı́me, že každý symetrický Lindelöfův prostor je parakompaktnı́. Pro separabilnı́ prostory
platı́ opačné tvrzenı́.

Lindelöfův prostor

Separabilnı́ parakompaktnı́ prostor je Lindelöfův.

Lokálně kompaktní parakompaktní prostor

Lokálně kompaktnı́ parakompaktnı́ prostor je disjunktnı́ sumou Lindelöfových prostorů.
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Parakompaktnest a úplnost

Dokažte následujı́cı́ tvrzenı́.

1 Každý parakompaktnı́ prostor má úplnou uniformitu.

2 Pseudokompaktnı́ parakompaktnı́ prostor je kompaktnı́.

3 Parakompaktnı́ prostor neměřitelné mohutnosti je reálně kompaktnı́.
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1 Každý parakompaktnı́ prostor má úplnou uniformitu.
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2 Pseudokompaktnı́ parakompaktnı́ prostor je kompaktnı́.
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Konstrukce
Čechovsky úplné prostory

Některé vlastnosti čechovsky úplných prostorů

1 Čechovsky úplný prostor X má tzv. bodově spočetný typ, t.j., každý bod je obsažen v kompaktnı́
podmnožině X , která má spočetnou bázi svých okolı́ v X .

2 Je-li X čechovsky úplný prostor bez izolovaných bodů, pak |X | ≥ 2ω .

3 Necht’ f je zobrazenı́ úplně regulárnı́ho prostoru X na úplně regulárnı́ prostor Y , které je tzv. dokonalé
(perfektnı́), tj. je spojité, uzavřené a vzory bodů jsou kompaktnı́. Pak X je čechovsky úplný právě když
Y je čechovsky úplný.
[Návod. Spojité rozšı́řenı́ βX → βY zobrazuje doplněk X na doplněk Y .]

4 Najděte úplně regulárnı́ prostor, který je vytvořen úplnou uniformitou a nenı́ čechovsky úplný.

5 Najděte čechovsky úplný prostor, jehož jemná uniformita nenı́ úplná.

⇒⇒⇒
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