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11. Diikazy



1. Necht {Gy, ..., Gn } je oteviené pokryti normélniho prostoru X. Podle tvrzeni ze cvicenf existuje oteviené pokryti {Hx, ..., Hn } takové, Ze
H; C G; pro kazdé i. Z normality nyni vyplyva existence spojitych zobrazeni f; : X — [0, 1], které se anuluji na H; a maji hodnotu 1 na
doplitku G;. Pak d(x, y) = >4 |f;(x) — f;(y)| je spojitd pseudometrika na X, jejiz koule s polomérem 1 zjemiiuji pokryti { G, ..., Gn},
takZe toto pokryti je normalni.

Opatné tvrzeni je jednodussi. Jsou-li A, B disjunktni uzaviené podmnoZiny prostoru X, je { X \ A, X \ B} oteviené pokryti a ma tedy dvojité
hvézdovité zjemnéni $). Hvézdy mnoZin A, B vzhledem k $) jsou pak disjunktni oteviena okoli obou mnoZin.

2. Nechi & je oteviené pokryti pseudometrizovatelného prostoru (X, d); najdeme jeho hvézdovité zjemnéni. PoloZme
@(x) =sup{d(x, X \ G); G € &}/4all = {B,(x)(X)}x.Prozvolené x € X existuje G € & tak, Ze d(x, X \ G) > 3p(x). Je-li

y € starg(x),je d(x,y) < ¢(x)atedyy € G. o
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1 = 2 Necht je X parakompakini a d je spojita pseudometrika, jejiz koule o polomé&ru 2 zjemiuji dané normalni pokryti. Pfedpoklddejme, Ze
mnozina X je dobie usporddind jako {xq } 1. Polozme go = 0, go = min(1, sup{d(x, X \ B2(xg)); 8 < a} pro & > 0. Funkce

fo = 8a+1 — Ba» @ € K, tvoii hledany rozklad jednotky.

2 = 3 Stai dokdzat nasledujici vlastnost: Je-li {; } rozklad jednotky v X, existuje oteviené lokdlné konecné pokryti zjemiiujici

{f;” L (0, o0) };. Opravdu, funkce f = sup; f; je spojitd funkce na X (protoZe lokalng je to supremum jen kone¢n& mnoha funkei — ukazte to) a
oteviené mnoziny G; = {x; f;(x) > f(x)} tvoii hledané lokaln& konecné pokryti.

3 = 1 Necht {G;} je oteviené lokélng konetné pokryti X. Vlastnost 3 snadno implikuje normalitu X, a tedy podle cvieni existuje oteviené
pokryti {H;} s vlastnosti H; C G; pro kazdé i. Pro x € X polozme Ux = ({G;j; x € H;} (ukaZte, Ze Ux jsou oteviené mnoziny) a

Fx = U{H;; x & H;} (ukazte, Ze Fx jsou uzaviené mnoziny). Potom oteviené pokryti { Ux \ Fx;x € X} hvézdovité zjemiiuje pokryti
{Gi}1-
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Implikace 1 =- 2 je trividlni. Dokazme 2 = 3. Necht pro n € N jsou {G; ,} oteviené lokdln& konetné soustavy a lJ; ,, G;

D =%
n
(opakovénim ) lze pfedpoklddat, Ze indexové mnoZiny jsou stejné pro viechna n). Soustava

{U Gi,n\ U G;yk?"eN}

icl icl,k<n

je lokdlng kone¢né pokryti X. Soustava sklddajici se ze viech priniki mnoZiny z pravé definované posloupnosti a mnozin G; , je hledané lokalné
konec¢né zjemnéni.

Implikace 3 = 4 také nenf sloZitd. Nechi G je oteviené pokryti X. Pro kazdé € X oznaéme Gx mnoZinu z G obsahujici x a najdéme otevienou
mnozinu Hy tak, Ze x € Hx C Hx C Gx. Oteviené pokryti { Hx } x ma lokdlné kone¢né zjemnéni { P; }. Pak { P; } je hledané uzaviené
lokalné kone¢né pokryti.

Zbyva dokdzat 4 = 1. Nechi G je oteviené pokryti X a F jeho uzaviené lokdlné kone¢né zjemnéni. Zvolme oteviené pokryti H takové, Ze
kazdy prvek ‘H protind jen kone¢n& mnoho prvkii z F, a necht P je uzaviené lokdlné kone¢né zjemnéni H. Pro F € F definujme

F=X\U{P € P; P C X\ F}.Soustava {F} £ je oteviené lokdln& konetné pokryti X. Hledanou soustavou je pak { F N Gg} 7, kde
GE je n&jaky prvek z G obsahujici F. (]
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Je-li X &echovsky tplny a {Gp } je pifslusné posloupnost otevienych pokryti, staci pro dané n rozsifit jednotlivé oteviené mnoziny G € G, na
oteviené mnoziny v kompaktifikaci X a sjednotit je. Dostanou se oteviené mnoziny Hp v kompaktifikaci a jejich prinik je x.
Obricené, pokud je X = (| Hp, kde Hp, jsou oteviené mnoziny v n&jaké kompaktifikaci X, stali pro kazdé x € X zvolit oteviené okoli Gp x v

kompaktifikaci, jehoz uzdvér je ¢asti Hp,. Potom pokryti { G, x M X; x € X} tvofi hledané n-té pokryti z definice Cechovsky tplnych
prostora.

O
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1. Diikaz je velmi podobny diikazu Baireovy véty pro R. Nechi { U } je posloupnost hustych neprazdnych mnoZin v X a {Gp } je piislusnd
posloupnost otevienych pokryti z definice Cechovsky tdplnych prostori. Zvolme Gy € Gi. Mnozina Uy N Gy obsahuje uzavér n&jaké neprazdné
oteviené mnoZiny Hj . Existuje Go € G tak, Ze Hy N G2 # 0, takze Hy N G N Us obsahuje uzavér n&jaké neprazdné oteviené mnoZiny
H>. Ziejmym pokratovanim se dostane monoténni posloupnost uzavienych mnozin Hj, splitujicich podminku definice &echovsky tiplnych
prostort, takze jeji prinik je neprazdny a je obsazen v priniku mnozin Up,.

2. Jeding souginovost nemusi byt ziejmd. Zde je jednodussi pouZit charakterizaci &echovsky tplnych prostorii pomoci kompaktifikaci. Necht

X =Nn kan, ka" jsou oteviené mnoZiny v betaX pro k € N. Definujte Hi n = GIG" X I'I‘-#kBX,-. Pak Hy , jsou oteviené
mnoZiny v kompaktifikaci 13X prostoru MX) a jejich priinik je roven nXy.

3. Je-li X uplny pseudometricky prostor, pak spocetnd béaze jeho uniformnich pokryti mé vlastnosti z definice ¢echovsky tiplnych prostor (ony
subbize jsou cauchyovské). Obracené, nechi X je pseudometricky prostor tplny ve smyslu Cecha a {Gn} je piislusna posloupnost otevienych
pokryti X. Kazdé toto pokryti je prvnim ¢lenem normélni posloupnosti pokryti (viz predchozi kapitolu) a v§echna tato pokryti vytvaieji
pseudometrizovatelnou uniformitu na X (Ize predpoklddat, Ze v§echny prvky ze viech pokryti G, tvoii bézi X). Podminka o priniku subbézi
filtri z definice Cechovsky tplnych prostord v tomto pfipadé znamend, Ze sestrojend uniformita je dplna. (m}
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Je-li prostor X ipln& metrizovatelny, je Gplny ve smyslu Cecha. Necht Y je kompaktifikace zdplnéni X a tedy i kompaktifikace X. Pak X je G5
v Y aprotoiv X. Je-li X isometricky vnofen do metrického prostoru Z, je X isometricky vnoren do ziplnéni Z a je v ném uzavieny a tedy Gs.
Odtud jiz vyplyva, Ze je X G5 v Z.

Necht je metricky prostor X Gg ve svém ziiplnéni X. Podle piedchoziho odstavce je X Gs v [3)? atedy také X je G5 v [3)?. O
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