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8. Prostory funkci



. Mnozina U(X, Y) je uzaviend v (YX), a tedy je tplnd, pokud je Y tplny prostor. Tato
& situace uz nemusf platit v (YX)s pro obecngjif soubory S. Prvky U(X, Y) jsou zobrazeni
stejnomérné spojita na X, coz je prvek S pro stejnomérnou konvergenci na X. Vezméme
tedy pro obecné S mnozinu SU(X, Y) zobrazeni X — Y stejnomérn& spojitych na kazdé
mnoziné S € S. Potom bude vyse uvedené tvrzeni opét platit:

Y
D
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TVRZENI

Mnozina SU(X, Y) je uzaviend v (YX)s a tedy je uzaviend, pokud je iiplnd, pokud je Y tiplny.

By
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) Je tedy vhodné védét, kdy je SU(X, Y) = U(X, Y). To bude pravda v piipadg, Ze uniformni
prostor X je silné vytvofen vnofenimi S — X, S € S (ale i v jinych pfipadech). Nékdy staci
védet, 7e SU(X, Y) je husty v Us (X, Y).

By
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— Je-li X lokdlné kompaktni Hausdorffiv prostor a S se sklddd ze vSech kompaktnich
podmnozin X, je SU(X, Y) = C(X, Y). Takze SU(X, Y) = U(X, Y) plati, je-li navic
X jemny uniformni prostor.

Pro Y = R a X lokdln€ kompaktni Hausdorffiv prostor plati vidy U(X) = Cc(X).

By
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Mnozina U(X, Y) je uzaviend v (YX), a tedy je tiplnd, pokud je Y tplny prostor. Tato
@ situace uz nemusi platit v (YX)s pro obecn&jsi soubory S. Prvky U(X, Y) jsou zobrazeni
stejnomérné spojitd na X, coz je prvek S pro stejnomérnou konvergenci na X. Vezméme
tedy pro obecné S mnozinu SU(X, Y') zobrazeni X — Y stejnomérné spojitych na kazdé
mnoziné S € S. Potom bude vyse uvedené tvrzeni opét platit:

TVRZENI

Mnozina SU(X, Y) je uzaviend v (YX)s a tedy je uzaviend, pokud je viplnd, pokud je Y iplny.

@ Je tedy vhodné védét, kdy je SU(X, Y) = U(X, Y). To bude pravda v piipadé, Ze uniformni
prostor X je silné vytvofen vnofenimi S — X, S € S (ale i v jinych piipadech). Nékdy staci
védeét, ze SU(X, Y) je husty v Us (X, Y).

Je-li X lokdlné kompaktni Hausdorffav prostor a S se skldadd ze vSech kompaktnich
@ podmnozin X, je SU(X, Y) = C(X, Y). Takze SU(X, Y) = U(X, Y) plati, je-li navic
X jemny uniformni prostor.
Pro Y = R a X lokdln&¢ kompaktni Hausdorffav prostor plati vzdy U(X)

Ce(X).

Piikladem, kdy SU(X, Y) je ,vzddlen” od U(X, Y') je napi. U(X,N) = N pro souvisly
@ prostor a S sklddajicf se z koneénych mnozin X (pak SU(X,N) = (NX),). Je-li X veliky
(napt. R” pro velky kardinal ), neni mocnina NX separabilni a tedy U(X,N) neni husté v
SU(X,N).
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Na YX lze zavést topologii pomoci soustavy S i kdyZ Y je ,jen” topologicky prostor. Je to
obdoba kompaktné oteviené topologie.
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DEFINICE (S oteviena topologie)

Nechf Y je topologicky prostor a S je soustava podmnoZin mnoZiny X. Pak S oteviend topologie na YX ma
za otevienou subbdzi soustavu O(S, G) = {f : X — Y;f(S) C G},S € S, Goteviendv Y.
Na rozdil od (Y*)s budeme pro tuto chvili znaéit definovany topologicky prostor jako s (YX).
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Vlastnosti S oteviena topologie

Nechi X je T3 1 prostor a Y, Z jsou jeho kompaktifikace.
2

Je-1i S slozeno ze vSech kone¢nych podmnozin X, splyva S oteviena topologie s topologii bodové
konvergence.
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Vlastnosti S otevrena topologie

Nechi X je T3 1 prostor a Y, Z jsou jeho kompaktifikace.
2

Je-1i S slozeno ze vSech kone¢nych podmnozin X, splyva S oteviena topologie s topologii bodové
konvergence.

Je-li (Y, 1) uniformni prostor, pak topologie na YX stejnomé&mé konvergence na mnozinich z S je
jemnéjsi nez S oteviend topologie pravé kdyz { U[f(S)]; U € U} je béze okoli mnoZiny f(S) pro
kazdé S € S.
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Vlastnosti S otevrena topologie
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konvergence.

Je-li (Y, 1) uniformni prostor, pak topologie na YX stejnomé&mé konvergence na mnozinich z S je
jemnéjsi nez S oteviend topologie pravé kdyz { U[f(S)]; U € U} je béze okoli mnoZiny f(S) pro
kazdé S € S.

Je-li Y uniformnf prostor, pak topologie na YX stejnomérné konvergence na mnozinich z S je
jemn&j8i nez S oteviena topologie prave kdyz kazdé f(S), S € S, je prekompaktni v Y.
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Vlastnosti S otevrena topologie

Nechi X je T3 1 prostor a Y, Z jsou jeho kompaktifikace.
2

Je-1i S slozeno ze vSech kone¢nych podmnozin X, splyva S oteviena topologie s topologii bodové
konvergence.

Je-li (Y, 1) uniformni prostor, pak topologie na YX stejnomé&mé konvergence na mnozinich z S je
jemnéjsi nez S oteviend topologie pravé kdyz { U[f(S)]; U € U} je béze okoli mnoZiny f(S) pro
kazdé S € S.

Je-li Y uniformnf prostor, pak topologie na YX stejnomérné konvergence na mnozinich z S je

jemn&j8i nez S oteviena topologie prave kdyz kazdé f(S), S € S, je prekompaktni v Y.

V nasledujicich pripadech topologie Fs a s F splyvaji (pro uniformni prostor Y):
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Vlastnosti S otevrena topologie
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Vlastnosti S otevrena topologie

Nechi X je T3 1 prostor a Y, Z jsou jeho kompaktifikace.
2

Je-1i S slozeno ze vSech kone¢nych podmnozin X, splyva S oteviena topologie s topologii bodové
konvergence.

Je-li (Y, 1) uniformni prostor, pak topologie na YX stejnomé&mé konvergence na mnozinich z S je
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Je-li Y uniformnf prostor, pak topologie na YX stejnomérné konvergence na mnozinich z S je
jemn&j8i nez S oteviena topologie prave kdyz kazdé f(S), S € S, je prekompaktni v Y.

V nasledujicich pripadech topologie Fs a s F splyvaji (pro uniformni prostor Y):

B S je slozeno ze viech kone&nych podmnozin X, F C YX;
m S je sloZzeno ze viech kompaktnich podmnoZin X, F C C(X, Y);
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Vlastnosti S otevrena topologie

Nechi X je T3 1 prostor a Y, Z jsou jeho kompaktifikace.
2

Je-1i S slozeno ze vSech kone¢nych podmnozin X, splyva S oteviena topologie s topologii bodové
konvergence.
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Vlastnosti S otevrena topologie

Nechi X je T3 1 prostor a Y, Z jsou jeho kompaktifikace.
2

Je-1i S slozeno ze vSech kone¢nych podmnozin X, splyva S oteviena topologie s topologii bodové
konvergence.

Je-li (Y, 1) uniformni prostor, pak topologie na YX stejnomé&mé konvergence na mnozinich z S je
jemnéjsi nez S oteviend topologie pravé kdyz { U[f(S)]; U € U} je béze okoli mnoZiny f(S) pro
kazdé S € S.

Je-li Y uniformnf prostor, pak topologie na YX stejnomérné konvergence na mnozinich z S je
jemn&j8i nez S oteviena topologie prave kdyz kazdé f(S), S € S, je prekompaktni v Y.

V nasledujicich pripadech topologie Fs a s F splyvaji (pro uniformni prostor Y):

B S je slozeno ze viech kone&nych podmnozin X, F C YX;

m S je sloZzeno ze viech kompaktnich podmnoZin X, F C C(X, Y);

B Y je parakompaktni, S je sloZeno ze viech pseudokompaktnich podmnozin X, F C C(X, Y);
B X je uniformni prostor, S je sloZeno ze vSech prekompaktnich podmnozin X, F C U(X, Y)a

kazda prekompaktni podmnozina Y je kone¢na.
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-9 Stejné, jako jsme misto zobrazeni (stejnomérné) spojitych na celém X zkoumali zobra-
i zeni (stejnomérné) spojité na danych podmnozinach, mizeme relativizovat i ekviuniformni
podminku.
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DEFINICE (Ekviuniformni mnozina vzhledem k podmnozinam)

Necht (X,U), (Y, V) jsou uniformni prostory. Mnozina F C YX se nazyva S-ekviuniformni, jestliZe pro
kazdé S € S,V € Vexistuje U € U tak, Ze (f(x), f(y)) € V jakmile x,y € S, (x,y) € Uaf € F.
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Vlastnosti relativné ekviuniformnich mnozin

KaZzd4 S-ekviuniformni mnoZina je &asti SU(X, Y).
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Vlastnosti relativné ekviuniformnich mnozin

Kazda S-ekviuniformni mnoZina je ¢asti SU(X, Y).

Obsahuje-li S jen uniformné diskrétni mnoziny, je YX S-ekviuniformni, ale miZe obsahovat
zobrazeni, kterd nejsou stejnomérné spojitd na X.
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Vlastnosti relativné ekviuniformnich mnozin

Kazda S-ekviuniformni mnoZina je ¢asti SU(X, Y).
Obsahuje-li S jen uniformné diskrétni mnoZiny, je Y X S-ekviuniformni, ale miZe obsahovat

zobrazeni, kterd nejsou stejnomérné spojitd na X.

Kazda prekompaktni podmnoZina S Us (X, Y') je S-ekviuniformni.
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Vlastnosti relativné ekviuniformnich mnozin

Kazda S-ekviuniformni mnoZina je ¢asti SU(X, Y).

Obsahuje-li S jen uniformné diskrétni mnoziny, je YX S-ekviuniformni, ale miize obsahovat
zobrazeni, kterd nejsou stejnomérné spojita na X.

Kazdé prekompaktni podmnozina SUs (X, Y) je S-ekviuniformni.

Jestlize S je sloZen z prekompaktnich mnoZin, pak podmnozina S Us (X, Y') je prekompaktni pravé
kdyz je prekompaktni v bodové konvergenci a je S-ekviuniformni.

Je-li S dédi¢nd soustava, tak uniformity bodové konvergence a stejnomérné konvergence na
prekompaktnich mnozindch z S splyvaji na kazdé S-ekviuniformni mnoZzing.

[@ Nechi Y je tplny Hausdorffiiv prostor, S je sloZzeno ze viech kompaktnich podmnoZin X a F je
uzaviend podmnozina SU(X, Y). Pak Fc je kompaktn{ pravé kdyZ je bodové prekompaktni a je
S-ekviuniformni.
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D) Je-li Y = X, pak na XX méme bindrni operaci skladani {(f,g) ~ fo g} : XX x XX —
’ XX Mizeme se ptit, kdy je tato operace spojitd nebo stejnomérmé spojitd. V dalsi &asti je
F C XX, S je soustava n&jakych podmnoZin v X a/ je uniformita na X.
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Spojitost operace skladani

Operace sklddanf o : Fs x Fs — XX je spojitd pokud je bud F C U(X, X) a pro kazdé
S €S, f € Fexistuje U € U tak, ze U[f(S)] € S, nebo je F ekviuniformni a f(S) € S pro kazdé
SeS,feF.
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Spojitost operace skladani

Operace sklddani o : Fs x Fs — XX je spojitd pokud je bud F C U(X, X) a pro kazdé
S eS8, f e Fexistuje U € U tak, ze U[f(S)] € S, nebo je F ekviuniformni a f(S) € S pro kazdé
SeS, feF.

Operace sklddanf o : Fs x Fs — XX je stejnomérné spojitd pokud je F ekviuniformni a
Ux£{f(S)} € Sprokazdé S € S.
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Spojitost operace skladani

Operace sklddani o : Fs x Fs — XX je spojitd pokud je bud F C U(X, X) a pro kazdé
S e S, f e Fexistuje U € U tak, ze U[f(S)] € S, nebo je F ekviuniformni a f(S) € S pro kazdé
SeS,feF.

Operace skldddni o : Fs x Fs — XX je stejnomérné spojita pokud je  ekviuniformni a

U£{f(S)} € Sprokazdé S € S.
Z predchozich dvou vysledki 1ze odvodit nasledujici specialni piipady:
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Spojitost operace skladani

Operace sklddani o : Fs x Fs — XX je spojitd pokud je bud F C U(X, X) a pro kazdé

S eS8, f e Fexistuje U € U tak, ze U[f(S)] € S, nebo je F ekviuniformni a f(S) € S pro kazdé
SeS,feF.

Operace skldddni o : Fg X Fs
U£{f(S)} € Sprokazdé S € S.

XX je stejnomérné spojitd pokud je F ekviuniformni a
Z predchozich dvou vysledku 1ze odvodit nasledujici specidlni piipady:

o: Fu X Fu — Uy(X, X) je vzdy spojité;

je stejnomérné spojité, pokud je F ekviuniformni.
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Spojitost operace skladani
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0 Fpe X Fpe — Upc(X, X) je spojité pokud bud kazda prekompaktni podmnoZina A v X
md prekompaktni okoli U[A] nebo je F ekviuniformni;

je stejnomérné spojité, pokud je F prekompaktni.
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Spojitost operace skladani

Operace sklddani o : Fs x Fs — XX je spojitd pokud je bud F C U(X, X) a pro kazdé

S eS8, f e Fexistuje U € U tak, ze U[f(S)] € S, nebo je F ekviuniformni a f(S) € S pro kazdé
SeS,feF.

Operace skldddni o : Fg X Fs
U£{f(S)} € Sprokazdé S € S.

XX je stejnomérné spojitd pokud je F ekviuniformni a

Z predchozich dvou vysledku 1ze odvodit nasledujici specidlni piipady:

0: Fe X Fe — Uc(X, X) je spojité, je-li bud X lokéln& kompaktni nebo je F ekviuniformni;

je stejnomérné spojité, pokud je F prekompaktni.
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Spojitost operace skladani

Operace sklddani o : Fs x Fs — XX je spojitd pokud je bud F C U(X, X) a pro kazdé

S e S, f e Fexistuje U € U tak, ze U[f(S)] € S, nebo je F ekviuniformni a f(S) € S pro kazdé
SeS,feF.

Operace skldddni o : Fg X Fs
U£{f(S)} € Sprokazdé S € S.

XX je stejnomérné spojita pokud je F ekviuniformni a

Z predchozich dvou vysledku 1ze odvodit ndsledujici specidlni piipady:

Necht F je mnoZina H vSech uniformnich izomorfizmi X — X.
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Spojitost operace skladani

Operace sklddani o : Fs x Fs — XX je spojitd pokud je bud F C U(X, X) a pro kazdé

S eS8, f e Fexistuje U € U tak, ze U[f(S)] € S, nebo je F ekviuniformni a f(S) € S pro kazdé
SeS,feF.

Operace skldddni o : Fg X Fs
U£{f(S)} € Sprokazdé S € S.

XX je stejnomérné spojitd pokud je F ekviuniformni a

Z predchozich dvou vysledku 1ze odvodit nasledujici specidlni piipady:

Nechi F je mnoZina H vSech uniformnich izomorfizmi X — X.

Operace sklddédni na H p nemusi byt spojitd v bodé (1x, 1x) ani pro kompaktni prostor X.

8. Prostory funkci



Spojitost operace skladani

Operace sklddani o : Fs x Fs — XX je spojitd pokud je bud F C U(X, X) a pro kazdé

S eS8, f e Fexistuje U € U tak, ze U[f(S)] € S, nebo je F ekviuniformni a f(S) € S pro kazdé
SeS,feF.

Operace skldddni o : Fg X Fs
U£{f(S)} € Sprokazdé S € S.

XX je stejnomérné spojitd pokud je F ekviuniformni a

Z predchozich dvou vysledku 1ze odvodit nasledujici specidlni piipady:

Nechi F je mnoZina H vSech uniformnich izomorfizmi X — X.

Neni-li X lokdlné kompaktni, operace sklddani na Hc nemusi byt spojitd v bodé (1x, 1x).
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Spojitost operace skladani

Operace sklddani o : Fs x Fs — XX je spojitd pokud je bud F C U(X, X) a pro kazdé

S eS8, f e Fexistuje U € U tak, ze U[f(S)] € S, nebo je F ekviuniformni a f(S) € S pro kazdé
SeS,feF.

Operace skldddni o : Fg X Fs
U£{f(S)} € Sprokazdé S € S.

XX je stejnomérné spojitd pokud je F ekviuniformni a

Z predchozich dvou vysledku 1ze odvodit nasledujici specidlni piipady:

Nechi F je mnoZina H vSech uniformnich izomorfizmi X — X.

Pro X = R existuje ekviuniformni mnozina 7 C H tak, Ze operace skladani Fc X Fc — Hp

neni stejnomérné spojitd.
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<3 Pokud je F C X mnozina bijekef (prostych zobrazeni na), lze uvazovat i inverzni zobrazen{
— inv = {f ~ f~1}. Podobng, jako u skladdnt, i pro inverzi je jeho spojitost nebo stejnomérna
spojitost v tizké souvislosti s ekviuniformni vlastnosti 7. Tvrzeni jsou velmi podobnd tém pro
skladanti.

o/
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o/

y Existuje jeSté jiny pojem vlastnosti skldddni, ktery je znacné jiny nez ten piedchozi.
: Neprézdnd podmnozina F C RX md (uniformni) vlastnost skladani, jestlize pro kazdou
kone¢nou podmnoZzinu v F, feknéme fi, ..., fn, a pro kazdou (stejnomérné) spojitou funkci
g:R" > Rjego(fi X..xf)={x~ g(fi(x),...fa(x))} : X — R prvkem F.
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By

' Ma-li F vlastnost sklddani, je podalgebrou a podsvazem v C(X) obsahujici vSechny kon-
i stanty. Naopak, je-li F uzaviend podalgebra v U} (X) (nebo v Upc(X)) obsahujici viechny
konstanty, ma vlastnost skladani.
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Stejnomérné spojita omezena pseudometrika d na podmnoziné A uniformniho prostoru X je
stejnomérnou omezenou realnou funkei na A X A a lze tedy rozsifit na stejnomérné spojitou
realnou omezenou funkci na X x X. Ovsem, toto rozsifeni nemusi uz mit vlastnosti pseu-
dometriky. Pokud se cely postup provede opatrné s ohledem na axiémy pseudometrik, bude i

ono rozsifeni pseudometrikou.
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TVRZENI (Rozsifeni pseudometrik)

Necht X je uniformni prostor a d je pseudometrika na podmnoziné A C X. Je-li d omezend a stejnomérné
spojitd na A X A, existuje stejnomérné spojitd pseudometrika D na X rozsifujici d.
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Ekvivalentni formulacf je tento tvar: Nechf X je metrizovatelny uniformni prostor a d je pseudometrika na
podmnoziné A C X vytvdrejici uniformitu podprostoru A. Pak existuje uniformita D na X vytvdrejici
uniformitu na X a rozsifujict d.
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Podobna tvrzeni plati i pro spojité pseudometriky (pak lze rozsifit i neomezené pseudomet-
riky).
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U rozsifovani jsme zatim stdle hovorili o redlnych funkcich. Lze (stejnomérné€) spojité
) rozsifovat i zobrazeni do jinych prostord, nez jsou podprostory R? Do obecnych prostort
to urcité neptjde (i kdyz Hausdorff sestrojil spojita rozsifeni z podprostoru metrického pro-
storu do libovolného metrického prostoru — ale tento libovolny obor hodnot se musel také
rozsifit).
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DEFINICE (Injektivni prostory)

Uniformni prostor / se nazyva injektivni, jestlize kazdé stejnomérné spojité zobrazeni z podprostoru
uniformniho prostoru do / se da rozsifit stejnomérné spojité na cely prostor.

8. Prostory funkci



Podle Katétovovy véty je kazdy uzavieny omezeny interval v R injektivni. Kazdy indiskrétni
prostor ke injektivni.
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KaZdy injektivni prostor je dplny.
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__________________________________________________________________________________________|
Kazdy injektivni prostor je tplny.

Kazdy injektivni prostor je souvisly (tj. spojita zobrazeni na ném do N jsou jen konstanty).
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__________________________________________________________________________________________|
Kazdy injektivni prostor je tplny.
Kazdy injektivni prostor je souvisly (tj. spojitd zobrazeni na ném do N jsou jen konstanty).

Ttida injektivnich prostort je uzaviend na souciny a retrakty.
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__________________________________________________________________________________________|
Kazdy injektivni prostor je tplny.
Kazdy injektivni prostor je souvisly (tj. spojitd zobrazeni na ném do N jsou jen konstanty).
Ttida injektivnich prostort je uzaviend na souciny a retrakty.

B Je-li / injektivni, je i (/%) injektivni (pro libovolnou mnoZinu X).




__________________________________________________________________________________________|
Kazdy injektivni prostor je tplny.
Kazdy injektivni prostor je souvisly (tj. spojitd zobrazeni na ném do N jsou jen konstanty).
Ttida injektivnich prostort je uzaviend na souciny a retrakty.
Je-li | injektivni, je i (IX)U injektivni (pro libovolnou mnozinu X).

Injektivni prostor je retraktem kazdého uniformniho prostoru, do kterého je vnoren.




__________________________________________________________________________________________|
Kazdy injektivni prostor je tplny.
Kazdy injektivni prostor je souvisly (tj. spojitd zobrazeni na ném do N jsou jen konstanty).
Ttida injektivnich prostort je uzaviend na souciny a retrakty.
Je-li I injektivni, je i (1X), injektivni (pro libovolnou mnozinu X).
Injektivni prostor je retraktem kazdého uniformniho prostoru, do kterého je vnoten.

I[@ Kazdy uniformni prostor lze vnofit do injektivniho prostoru.
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__________________________________________________________________________________________|
Kazdy injektivni prostor je tplny.
Kazdy injektivni prostor je souvisly (tj. spojitd zobrazeni na ném do N jsou jen konstanty).
Ttida injektivnich prostort je uzaviend na souciny a retrakty.
Je-li / injektivni, je i (/X)u injektivni (pro libovolnou mnozinu X).
Injektivni prostor je retraktem kazdého uniformniho prostoru, do kterého je vnoten.

Kazdy uniformni prostor Ize vnofit do injektivniho prostoru.

Jako dusledky pfedchozich tvrzeni dostdvame napt., ze kazdy absolutni retrakt (tj. retrakt
mocniny [0, 1]*) je injektivni (a kazdy kompaktni injektivni prostor je absolutnim retraktem).
Jednotkova koule v (RX), je injektivni. (Jednotkové koule v mnoha Banachovych prostorech
jsou injektivni.) Redlnd ¢isla, ani jiné nedegenerované normované prostory, nejsou injektivni.
Kazdy metrizovatelny jezek je injektivni.
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