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8. Prostory funkci



TVRZENI (Uplnost a prekompaktnost prostort funkci)

Necht S je pokryti neprdazdné mnoZiny X a Y je alespori dvoubodovy Hausdorffitv
prostor.

Uniformni prostor (Y*X)s je pseudometrizovatelny prdvé kdyz je Y
pseudometrizovatelny a existuje spocetny podsoubor So C S takovy, Ze kaZdé
S € S je &dsti sjednocent prvkii 7 S.

J ] p

Uniformni prostor (YX)s je prekompaktni pravé kdyz je Y prekompaktni a kazdé
S € S je konecné.

Uniformni prostor (YX)s je uniformné nuldimenziondlni pravé kdyz je Y
uniformné nuldimenziondlni.

B Uniformni prostor (YX)s je tiplny prdvé kdyZ je Y iiplny.
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Z predchozich pozoroviani vyplyva, Ze Y je uzavieny podprostor YX, takze d&di
uvedené vlastnosti.

Je-li (YX)s pseudometrizovatelny, ma spocetnou subbazi { E(U,, S,)}. Je snadno
vidét, Ze soustava {S,} md vlastnost uvedenou v tvrzeni. Naopak, pokud je Y
pseudometrizovatelny, ma spocetnou bazi { U, } a spolu s uvedenou
predpoklddanou soustavou {S,} tvoii { E(U,, S,)} spocetnou subbazi (Y*)s.

Je-li kazdé S € S koneené, je (Y*)s hrubsi neZ uniformita bodové konvergence a
tedy je prekompaktni pokud je Y prekompaktni. Naopak, je-li (YX)s
prekompaktni a Z dvoubodovy podprostor Y (je uniformné diskrétni), je pro
ka?dé S € S uniformng diskrétni prostor (Z°), stejnom&rné spojity obraz (YX)s,
takZe S musi byt konecny.

Toto tvrzeni plyne z dvahy, ze E(U, S) je ekvivalence, pokud je U ekvivalence.

Necht Y je tplny. Pak je Gplnd mocnina YX a (YX)s md jemn&jsi uniformitu,
kterd md za subbazi pokryti soustavy {E(U, S)[g]; g € Y}, jejiz prvky

E(U, S)[g] jsou uzaviené v (YX)s pro uzaviené mnoZiny U. Podle tvrzeni o
Giplnosti jemné&;jsi uniformity je (YX)s tplny.

O
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DUSLEDEK (Vlastnosti prostori spojitych zobrazeni)
Necht S je pokryti prostoru X a Y je alespori dvoubodovy Hausdorffitv prostor.
Prostory U, (X, Y) a C,(X,Y) jsou uzaviené v (YX), a tedy jsou tipIné, pokud je
Y dplny.
Necht F = {f : X — Y f je stejnomémné spojité na kazdém S € S. Pak Fs je
uzavieny v (YX), a tedy je iiplny, pokud je Y iipiny.
Je-li X lokdlné kompaktni Hausdorffitv prostor nebo sekvencni prostor a Y je
liplny uniformni prostor, pak C.(X, Y) je iiplny.
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Toto tvrzeni ma stejny postup dikazu, jako je znamy dukaz (stejnomérné)
spojitosti stejnomérné limity (stejnomérné) spojitych funkeci.

Toto tvrzeni plyne z predchoziho a z popisu Fs jako slabé topologie vytvorené
projekcemi do (Y*),.

Posledni tvrzeni plyne z predchoziho, uvédomime-li si, Ze v uvedenych dvou
pfipadech je F z 2 rovno C(X, Y).
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Nechi g € C(X, Y), C je kompaktni podmnoZina X a G je oteviend podmnoZina Y
obsahujici g(C). Musime najit U, S (S kompaktni) tak, Ze pro f € E(U, S)[g] je

f(C) C G.Z kompaktnosti C vyplyva, Ze existuje uniformni okoli diagondly U takové,
ze U[g(C)] € G. Toto U spolu s S = C jsou hledané mnoZiny.

Obracené, pro dané U, S (S kompaktn{) musime najit kompaktni mnoziny G, ..., C, a
oteviené mnoziny Gy, ..., G, tak, Ze g(C;) C G; pro vSechna i a pokud f(C;) C G; pro
vSechna i, musi byt f € E(U, S)[g]. Nejdfive se zvoli V' € U tak, Ze

VoVoVoV CUabody s,...,s, € S tak, ze mnoziny V[g(s;)],/ =1,...,n,
pokryvaji g(S). Nyni staéi vzit G; = SN g=1(V[g(si)]) a Gi = (V o V)[g(si)]- O
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TVRZENI (Vlastnosti ekviuniformnich mnozin)

Soustava vsech ekviuniformnich mnoZin je aditivni a dédicnd.

Mnozina F C U(X,Y) je ekviuniformni pravé kdy? je zobrazeni (tzv. evaluace)
e={(x,f) ~ f(x)}: X X F — Y stejnomérné spojité, piicemZ F md
libovolnou uniformitu jemnéjsi nez uniformita bodové konvergence.

MnoZina F C U(X,Y) je ekviuniformni prdvé kdyz je zobrazeni
{x ~ {f ~ f(X)}} : X = Uu(F,Y) stejnomérné spojité, pricem? F md
libovolnou uniformitu jemnéjsi neZ uniformita bodové konvergence.

B Kazdd prekompakini podmnoZina v U, (X, Y) je ekviuniformni.

Uzdvér ekviuniformni mnoZiny v topologii bodové konvergence na Y je
ekviuniformni.
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Sta¢i dokazat 4.tvrzeni, ostatni jsou jednoduchd. Necht F je prekompaktni podmnoZina
Uy(X, Y). Pro uniformni okoli U diagondly v Y najdeme kone¢nou mnozinu H C F
tak, ze E(U, X)[H] D F. Pak pro W = N{(f x f)~Y(U); f € H} je

(F x F)(W) C UoUo Uprokazdé f € F. O
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Nechi F C U(X, Y) je ekviuniformni, U je uniformni okoli diagondly Ay a S je
prekompaktni mnozina v X. Hleddme uniformni okoli V' diagondly Ay a kone¢nou
mnozinu K v X tak, ze E(V,K) N (F x F) C E(U, S). Nejdfive zvolime symetrické
uniformni okoli V diagonaly Ay tak, ze V o V o V C U a uniformni okoli W
diagondly Ax tak, ze (f x f)(W) C V pro kazdé f € F. Existuje kone¢nd podmnoZina
K C S s vlastnosti W[K] D S. Pak V, K jsou hledané mnoZiny. O
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Dikaz.

Jeding posledn{ tvrzeni potfebuje uvést dikaz. Protoze

max(a, b) = (|a — b| + (a + b)) /2, stali ukdzat, Ze ndlezi-li f do uzaviené podalgebry
v U*(X), nalezi do ni i |f| = v/f2. To vyplyva z uniformni konvergence fady
Z;“;O(fl)"(lf)x" k 1 — x na intervalu [0, 1], nebof pak

k Z:io(*l)"(l,/,z)(l — k?f2(x))", kde k = sup{|f(x)|; x € X}, konverguje
stejnomérné k |f|. O
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Nejdfive ukdZeme, Ze pro kazdé A C X a kazdé kone¢né uniformni pokryti 7 prostoru
X existuje f € F, kterd ma hodnoty 0 na A a 1 na dopliiku star, A. ProtoZe F slabé
vytvari X, existuji n, k € Na g, ..., g, € F tak, Ze (oznacime g : X — [—k, k]" soucin
zobrazeni gi, ..., gn) g-vzor pokryti [—k, k]" otevienymi Etverci o strandch délky 1
zjemtiuje 7. Nech je 3 konecné pokryti [—k, k]" otevienymi Ctverci o strandch délky
1/3. Jsou-li B, C dva takové ¢tverce z (3, pro néz

g (B)yNA#0,g7(C)\ star,A # 0, pak existuje soufadnice k a jejich strany v této
soufadnici By, Cy, e vzdalenost téchto dvou intervali je alespoii 1/3. Reknéme, Ze

Bk = (a, b) lezi nalevo od C = (c, d), tj. b < c. Pak funkce

fe.c = inf(3(h— b),1), kde h = sup(b,inf(pry o g,c))
ndlezi do F. Podobné se sestroji funkce fg ¢ v piipadé, Ze d < a. Potom

f = inf{sup{fa.c(x); C € B,g 1(C) \ star,A# 0}; B € 3,g 1 (B) N A # 0}

je hledana funkce.

Vezméme nyni g > 0 € U(X) an € N. Necht g < k € N a definujme

A; = g~ 1([0,i/n]), pro i = 0, ..., kn. Podle pfedchozi &4sti existuji funkce

fi € F,|fi| <1/n, které maji hodnotu O na A; a1/nna X \ Ajy1. Je lehké zjistit, ze

|g( ) — Zk f(x)| < 1/npro vsechna x € X.Pro g, které neni nezaporné, se pouZije
ad na pezapor: q kla
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Vnofime X do mocniny Z = [0, 1]. Vezmeme za F ztiZeni na Y vSech spojitych
redlnych funkci na Z. Snadno se ukdZe, Ze F je podalgebra a podsvaz C(Y,R)
obsahujici v§echny konstanty a rozlisujici body X. Podle Stoneovy-Weierstrassovy véty
je F husty v C(X,R). Staéi nyni , Ze F je uzavieny v C(X,R), tj., je-li f € C(X,R)
stejnomérnou limitou posloupnosti {f,} z F, ndlezi i f do F. MuzZeme psit

f=fo+ > 0 o(far1 = fn) akazdy Elen fady se dé rozsifit na spojitou funkci na X
leZici ve stejném uzavieném intervalu jako ptvodni funkce. Odtud plyne, Ze i fada takto
rozsitenych funkei stejnomérné konverguje ke spojité funkci na X, ktera rozsiruje
funkci f. ]
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Nechi f : A — [a, b] je stejnomé&rna funkce z podprostoru A uniformniho prostoru X. Z
omezenosti f vyplyva, Ze f je stejnomérné spojitd na prekompaktni modifikaci A, coz je
zdZeni prekompaktni uniformity ¥V na X. Podle tvrzeni o rozsifent, lze f stejnomérné
spojité rozsifit na uzaveér mnoziny A, coz je kompaktni podmnoZzina ziplnéni Y
prostoru (X, W).Z Cechovy véty vyplyvi, Ze toto roziifeni Ize ddle spojité rozsifit na
celé Y, cozZ je ale kompaktni prostor, takZe nase posledni rozsifeni je i stejnomérné

spojité na X. O
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