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7. Uplné a prekompaktni prostory



Prekompaktni prostory

Vime, Ze kompaktni topologické prostory jsou velmi dulezité. Jsou definovany pomoci exis-
D) tence konecnych podpokryti nebo pomoci hromadnych bodu filtri. Kdyz obé vlastnosti
ptevedeme do uniformit, dostaneme ruzné vlastnosti a kazda z nich mize v nékterych si-
tuacich nahradit kompaktnost.

Nejdiive pouzijeme existenci konecnych podpokryti u uniformnich pokryti.
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Prekompaktni prostory

DEFINICE (Prekom i prostory)

Uniformni prostor se nazyva prekompaktni, jestlize kazdé jeho uniformni pokryti obsahuje konecné
podpokryti.
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Prekompaktni prostory

Prekompaktni prostory se také nazyvaji totalné omezené.

i prostory




Prekompaktni prostory

Ziejmé kazdy kompaktni uniformni prostor je prekompaktni.
Prostor wy je prekompaktni.
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Prekompaktni prostory

Metricky prostor (X, d) je prekompaktni (ve své uniformité vytvoiené metrikou d), pravé
' kdyz kazda jeho r-sit je kone¢nd. Kazdy prekompaktni metricky prostor je tedy separabilni
i (opak neplati — viz R).

Podmnozina euklidovského prostoru je prekompaktni pravé kdyz je omezend (nemusi tedy
byt kompaktni).
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Prekompaktni prostory

Uplné prostory

TVRZENI (Vlastnosti prekompaktnich prostoru)

Uniformni prostor (X ,U) je prekompaktni pravé kdy? pro kaZdé U € U existuje konecnd mnoZina
K C X svlasmosti U[K] = X.
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Prekompaktni prostory

Uplné prostory

TVRZENI (Vlastnosti prekompaktnich prostoru)

Uniformni prostor (X ,U) je prekompaktni pravé kdy? pro kaZdé U € U existuje konecnd mnoZina
K C X svlasmosti U[K] = X.
Trida vSech prekompaktnich prostorii je dédicnd a soucinovd, a je uzaviend na stejnomérné spojité

obrazy.
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Prekompaktni prostory

Uplné prostory

TVRZENI (Vlastnosti prekompaktnich prostoru)

Uniformni prostor (X ,U) je prekompaktni pravé kdy? pro kaZdé U € U existuje konecnd mnoZina
K C X svlasmosti U[K] = X.

Trida vSech prekompaktnich prostorii je dédicnd a soucinovd, a je uzaviend na stejnomérné spojité
obrazy.

Trida vSech prekompaktnich prostorii je bireflektivni ve tFidé vSech uniformnich prostorii (1., pro kazdy
uniformni prostor (X,U) existuje hrubsi prekompakini prostor (X, V) tak, Ze kazdé stejnomérné
spojité zobrazeni z (X,U) do prekompakmiho prostoru je stejnomérné spojité na (X, V).
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Prekompaktni prostory

Uplné prostory

TVRZENI (Vlastnosti prekompaktnich prostoru)

Uniformni prostor (X ,U) je prekompaktni pravé kdy? pro kaZdé U € U existuje konecnd mnoZina
K C X svlasmosti U[K] = X.

Trida vSech prekompaktnich prostorii je dédicnd a soucinovd, a je uzaviend na stejnomérné spojité
obrazy.

Trida vSech prekompaktnich prostorii je bireflektivni ve tFidé vSech uniformnich prostorii (1., pro kazdy
uniformni prostor (X,U) existuje hrubsi prekompakini prostor (X, V) tak, Ze kazdé stejnomérné
spojité zobrazeni z (X,U) do prekompakmiho prostoru je stejnomérné spojité na (X, V).

B Uniformita V md za bdzi viechna koneénd uniformni pokryti prostoru (X,U).
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Prekompaktni prostory

Uplné prostory

TVRZENI (Vlastnosti prekompaktnich prostoru)

Uniformni prostor (X ,U) je prekompaktni pravé kdy? pro kaZdé U € U existuje konecnd mnoZina
K C X svlasmosti U[K] = X.
Trida vSech prekompaktnich prostorii je dédicnd a soucinovd, a je uzaviend na stejnomérné spojité
obrazy.
Trida vSech prekompaktnich prostorii je bireflektivni ve tFidé vSech uniformnich prostorii (1., pro kazdy
uniformni prostor (X,U) existuje hrubsi prekompakini prostor (X, V) tak, Ze kazdé stejnomérné
spojité zobrazeni z (X,U) do prekompakmiho prostoru je stejnomérné spojité na (X, V).
Uniformita V md za bdzi vSechna konecnd uniformni pokryti prostoru (X, U).

Prostor (X, V) vytvdri stejnou topologii jako (X,U).
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Prekompaktni prostory

Uplné prostory

TVRZENI (Vlastnosti prekompaktnich prostoru)

Uniformni prostor (X ,U) je prekompaktni pravé kdy? pro kaZdé U € U existuje konecnd mnoZina
K C X svlasmosti U[K] = X.

Trida vSech prekompaktnich prostorii je dédicnd a soucinovd, a je uzaviend na stejnomérné spojité
obrazy.

Trida vSech prekompaktnich prostorii je bireflektivni ve tFidé vSech uniformnich prostorii (1., pro kazdy
uniformni prostor (X,U) existuje hrubsi prekompakini prostor (X, V) tak, Ze kazdé stejnomérné
spojité zobrazeni z (X,U) do prekompakmiho prostoru je stejnomérné spojité na (X, V).

Uniformita V md za bdzi vSechna konecnd uniformni pokryti prostoru (X, U).

a
Prostor (X, V) vytvdri stejnou topologii jako (X,U).
6]

Je-li ziiZeni uniformity na husty podprostor prekompakini, je piivodni uniformita prekompakitni.

» Dikaz
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TVRZENI (Vlastnosti prekompaktnich prostoru)

o Jclf -~

Prekompaktni prostory

Uplné prostory

Uniformni prostor (X ,U) je prekompaktni pravé kdy? pro kaZdé U € U existuje konecnd mnoZina

K C X svlasmosti U[K] = X.

Trida vSech prekompaktnich prostorii je dédicnd a soucinovd, a je uzaviend na stejnomérné spojité
obrazy.

Trida vSech prekompaktnich prostorii je bireflektivni ve tFidé vSech uniformnich prostorii (1., pro kazdy
uniformni prostor (X,U) existuje hrubsi prekompakini prostor (X, V) tak, Ze kazdé stejnomérné
spojité zobrazeni z (X,U) do prekompakmiho prostoru je stejnomérné spojité na (X, V).

Uniformita V md za bdzi vSechna konecnd uniformni pokryti prostoru (X, U).

Prostor (X, V) vytvdri stejnou topologii jako (X,U).

Je-li ziiZeni uniformity na husty podprostor prekompakini, je piivodni uniformita prekompakitni.

Z druhé vlastnosti vyplyvd, Ze kazda stejnomérné spojitd redlnd funkce na prekompaktnim
prostoru je omezena.
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Prekompaktni prostory

i Uplné regulérni prostory jsou charakterizovany svymi spojitymi realnymi (omezenymi) funk-
& cemi — jsou jimi slabé vytvofeny. Obdoba pro uniformni prostory neni moznd, protoZe
7 jakdkoli uniformita na R md za bazi spocetna pokryti a slabé vytvareni tuto spocetnost za-
chovd. Prekompaktni prostory maji vSak za bazi konecnd pokryti. Lze aspoii tyto prostory
slabg& vytvofit redlnymi funkcemi? Odpovéd je kladn4.
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Prekompaktni prostory

Pojem U-sif pro uniformni okoli U diagondly uniformniho prostoru X odpovida e-siti v metrickych
prostorech: je to mnozina A C X s vlastnosti U[x] N U[y] = 0 pro libovolné rizné body x, y € A.

7. Uplné a prekompaktni prostory



Prekompaktni prostory

TVRZENI (Reélné funkce na prekompaktnim prostoru)

Pro uniformni prostor X jsou ndsledujici podminky ekvivalentni.

X je prekompaktni.
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Prekompaktni prostory

TVRZENI (Reélné funkce na prekompaktnim prostoru)

Pro uniformni prostor X jsou ndsledujici podminky ekvivalentni.
X je prekompaktni.

Prostor X je slabé vytvoren omezenymi redlnymi funkcemi.
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Prekompaktni prostory

TVRZENI (Reélné funkce na prekompaktnim prostoru)

Pro uniformni prostor X jsou ndsledujici podminky ekvivalentni.
X je prekompaktni.
Prostor X je slabé vytvoren omezenymi redlnymi funkcemi.

Prostor X je slabé vytvoien mnoZinou vSech svych stejnomérné spojitych omezenych redlnych funkci.
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Prekompaktni prostory

Pro uniformni prostor X jsou ndsledujici podminky ekvivalentni.
X je prekompaktni.
Prostor X je slabé vytvoren omezenymi redlnymi funkcemi.
Prostor X je slabé vytvoien mnoZinou vSech svych stejnomérné spojitych omezenych redlnych funkci.
B U(X) = U*(X) a X je slabé vytvoren soustavou U(X).
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Prekompaktni prostory

TVRZENI (Reélné funkce na prekompaktnim prostoru)

Pro uniformni prostor X jsou ndsledujici podminky ekvivalentni.
X je prekompaktni.

Prostor X je slabé vytvoren omezenymi redlnymi funkcemi.

Prostor X je slabé vytvoien mnoZinou vSech svych stejnomérné spojitych omezenych redlnych funkci.
B U(X) = U*(X) a X je slabé vytvoren soustavou U(X).

» Ditkaz
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Prekompaktni prostory

TVRZENI (Reélné funkce na prekompaktnim prostoru)

Pro uniformni prostor X jsou ndsledujici podminky ekvivalentni.
X je prekompaktni.
Prostor X je slabé vytvoren omezenymi redlnymi funkcemi.
Prostor X je slabé vytvoien mnoZinou vSech svych stejnomérné spojitych omezenych redlnych funkci.
B U(X) = U*(X) a X je slabé vytvoren soustavou U(X).

Diikaz predchozi véty implikuje Urysonovo lemma:

Necht X je normdlni prostor a A, B jsou jeho disjunktni uzavrené podmnoZiny. Pak existuje spojitd funkce
f : X — [0, 1], kterd md hodnotu 0 na A a hodnotu I na B.

Opravdu, {X \ A, X \ B} je konecné oteviené pokryti normélniho prostoru, a tedy ndlezi do prekompaktni
modifikace jemné uniformity na X; v dikazu sestrojena funkce  oddéli mnoziny A, B.
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Cauchyovskeé filtry
Uplné prostory

Uplné prostory Zuplnéni
Kompaktifikace

Piejdeme k uniformni modifikaci charakterizace kompaktnosti pomoci hromadnych boda
D) filtrG nebo uspofadanych soubort. U pokryti bylo celkem jasné, z jakych pokryti uniformniho
prostoru se maji vybirat kone¢na podpokryti. U filtri nebo usmérnénych soubort to tak
ziejmé neni. Mély by obsahovat néjaké malé mnoZiny v uniformnim smyslu. Z metrickych
prostoru je postup zndmy: cauchyovské posloupnosti.
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Cauchyovskeé filtry
2 Uplné prostory
Uplné prostory Zuplnéni

Kompaktifikace

DEFINICE (Cauchyovské filtry)

Filtr F v uniformnim prostoru (X, ) se nazyva cauchyovsky, jestlize pro kazdé U € U existuje F € F tak,
ze F x FCU.
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Cauchyovskeé filtry
2 Uplné prostory
Uplné prostory Zuplnéni

Kompaktifikace

DEFINICE (Cauchyovské filtry)

Filtr v uniformnim prostoru (X, ) se nazyva cauchyovsky, jestlize pro kazdé U € U existuje F € F tak,
ze F X FCU.

Piislusna definice a vlastnosti cauchyovskych usmérnénych soubort jsou uvedeny ve
cvicenich.
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Cauchyovskeé filtry
2 Uplné prostory
Uplné prostory Zuplnéni

Kompaktifikace

DEFINICE (Cauchyovské filtry)

Filtr v uniformnim prostoru (X, ) se nazyva cauchyovsky, jestlize pro kazdé U € U existuje F € F tak,
ze F X FCU.

& V metrickém prostoru je filtr cauchyovsky pravé kdyz obsahuje mnoziny libovolné malého
. praméru.
V uniformné diskrétnim prostoru je filtr cauchyovsky pravé kdyz obsahuje singleton.
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Cauchyovskeé filtry
Prekompaktni prostory Uplné prostory
Uplné prostory Zuplnéni
Kompaktifikace

DEFINICE (Cauchyovské filtry)

Filtr F v uniformnim prostoru (X, ) se nazyvé cauchyovsky, jestlize pro kazdé U € U existuje F € F tak,
ze F x FCU.

TVRZENI (Vlastnosti cauchyovskych filtru)

Filtr F v uniformnim prostoru (X,U) je cauchyovsky pravé kdyz pro kazdé U € U existuje x € X tak,
Ze U[x] € F.
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Cauchyovskeé filtry
Prekompaktni prostory Uplné prostory
Uplné prostory Zuplnéni
Kompaktifikace

DEFINICE (Cauchyovské filtry)

Filtr F v uniformnim prostoru (X, ) se nazyvé cauchyovsky, jestlize pro kazdé U € U existuje F € F tak,
ze F x FCU.

TVRZENI (Vlastnosti cauchyovskych filtru)

Filtr F v uniformnim prostoru (X,U) je cauchyovsky pravé kdyz pro kazdé U € U existuje x € X tak,
Ze U[x] € F.

Filtr F v uniformnim prostoru X je cauchyovsky prdavé kdy? kazdé uniformni pokryti obsahuje prvek
filtru F.
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Cauchyovskeé filtry
Prekompaktni prostory Uplné prostory
Uplné prostory Zuplnéni
Kompaktifikace

DEFINICE (Cauchyovské filtry)

Filtr F v uniformnim prostoru (X, ) se nazyvé cauchyovsky, jestlize pro kazdé U € U existuje F € F tak,
ze F x FCU.

TVRZENI (Vlastnosti cauchyovskych filtru)
Filtr F v uniformnim prostoru (X,U) je cauchyovsky pravé kdyz pro kazdé U € U existuje x € X tak,
Ze U[x] € F.

Filtr F v uniformnim prostoru X je cauchyovsky prdavé kdy? kazdé uniformni pokryti obsahuje prvek
filtru F.

Je-li F cauchyovsky filtr v (X,U), pak {U[F]; F € F, U € U} je baze minimdlniho (vzhledem k
inkluzi) cauchyovského filtru.
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Cauchyovskeé filtry
Prekompaktni prostory Uplné prostory
Uplné prostory Zuplnéni
Kompaktifikace

DEFINICE (Cauchyovské filtry)

Filtr F v uniformnim prostoru (X, ) se nazyvé cauchyovsky, jestlize pro kazdé U € U existuje F € F tak,
ze F x FCU.

TVRZENI (Vlastnosti cauchyovskych filtru)

Filtr F v uniformnim prostoru (X,U) je cauchyovsky pravé kdyz pro kazdé U € U existuje x € X tak,
Ze U[x] € F.

Filtr F v uniformnim prostoru X je cauchyovsky prdavé kdy? kazdé uniformni pokryti obsahuje prvek
filtru F.

Je-li F cauchyovsky filtr v (X,U), pak {U[F]; F € F, U € U} je baze minimdlniho (vzhledem k
inkluzi) cauchyovského filtru.

B Hromadny bod cauchyovského ultrafiltru je jeho limitou.
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Cauchyovskeé filtry
Prekompaktni prostory Uplné prostory
Uplné prostory Zuplnéni
Kompaktifikace

DEFINICE (Cauchyovské filtry)

Filtr F v uniformnim prostoru (X, ) se nazyvé cauchyovsky, jestlize pro kazdé U € U existuje F € F tak,
ze F x FCU.

TVRZENI (Vlastnosti cauchyovskych filtru)

Filtr F v uniformnim prostoru (X,U) je cauchyovsky pravé kdyz pro kazdé U € U existuje x € X tak,
Ze U[x] € F.

Filtr F v uniformnim prostoru X je cauchyovsky prdavé kdy? kazdé uniformni pokryti obsahuje prvek
filtru F.

Je-li F cauchyovsky filtr v (X,U), pak {U[F]; F € F, U € U} je baze minimdlniho (vzhledem k
inkluzi) cauchyovského filtru.

B N

Hromadny bod cauchyovského ultrafiltru je jeho limitou.

(=)

KazZdy konvergentni filtr v uniformnim prostoru je cauchyovsky, kazdy filtr okoli bodu je minimdlni
cauchyovsky filtr.
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Cauchyovskeé filtry
Prekompaktni prostory Uplné prostory
Uplné prostory Zuplnéni
Kompaktifikace

DEFINICE (Cauchyovské filtry)

Filtr F v uniformnim prostoru (X, ) se nazyvé cauchyovsky, jestlize pro kazdé U € U existuje F € F tak,
ze F x FCU.

TVRZENI (Vlastnosti cauchyovskych filtru)

Filtr F v uniformnim prostoru (X,U) je cauchyovsky pravé kdyz pro kazdé U € U existuje x € X tak,
Ze U[x] € F.

Filtr F v uniformnim prostoru X je cauchyovsky prdavé kdy? kazdé uniformni pokryti obsahuje prvek
filtru F.

Je-li F cauchyovsky filtr v (X,U), pak {U[F]; F € F, U € U} je baze minimdlniho (vzhledem k
inkluzi) cauchyovského filtru.

B N

Hromadny bod cauchyovského ultrafiltru je jeho limitou.

(=)

KazZdy konvergentni filtr v uniformnim prostoru je cauchyovsky, kazdy filtr okoli bodu je minimdlni
cauchyovsky filtr.

Je-li ziiZent cauchyovského filtru na podprostor opét filtr, je i cauchyovsky.
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Cauchyovskeé filtry
Prekompaktni prostory Uplné prostory
Uplné prostory Zuplnéni
Kompaktifikace

DEFINICE (Cauchyovské filtry)

Filtr F v uniformnim prostoru (X, ) se nazyvé cauchyovsky, jestlize pro kazdé U € U existuje F € F tak,
ze F x FCU.

TVRZENI (Vlastnosti cauchyovskych filtru)

B N

(=)
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Filtr F v uniformnim prostoru (X,U) je cauchyovsky pravé kdyz pro kazdé U € U existuje x € X tak,
Ze U[x] € F.

Filtr F v uniformnim prostoru X je cauchyovsky prdavé kdy? kazdé uniformni pokryti obsahuje prvek
filtru F.

Je-li F cauchyovsky filtr v (X,U), pak {U[F]; F € F, U € U} je baze minimdlniho (vzhledem k
inkluzi) cauchyovského filtru.

Hromadny bod cauchyovského ultrafiltru je jeho limitou.

KazZdy konvergentni filtr v uniformnim prostoru je cauchyovsky, kazdy filtr okoli bodu je minimdlni
cauchyovsky filtr.

Je-li ziiZent cauchyovského filtru na podprostor opét filtr, je i cauchyovsky.

Stejnomérné spojity obraz cauchyovského filtru je cauchyovsky filtr.
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Cauchyovskeé filtry
Prekompaktni prostory Uplné prostory
Uplné prostory Zuplnéni
Kompaktifikace

DEFINICE (Cauchyovské filtry)

Filtr F v uniformnim prostoru (X, ) se nazyvé cauchyovsky, jestlize pro kazdé U € U existuje F € F tak,
ze F x FCU.

TVRZENI (Vlastnosti cauchyovskych filtru)

B N

(=)

BER

Filtr F v uniformnim prostoru (X,U) je cauchyovsky pravé kdyz pro kazdé U € U existuje x € X tak,
Ze U[x] € F.

Filtr F v uniformnim prostoru X je cauchyovsky prdavé kdy? kazdé uniformni pokryti obsahuje prvek
filtru F.

Je-li F cauchyovsky filtr v (X,U), pak {U[F]; F € F, U € U} je baze minimdlniho (vzhledem k
inkluzi) cauchyovského filtru.

Hromadny bod cauchyovského ultrafiltru je jeho limitou.

KazZdy konvergentni filtr v uniformnim prostoru je cauchyovsky, kazdy filtr okoli bodu je minimdlni
cauchyovsky filtr.

Je-li ziiZent cauchyovského filtru na podprostor opét filtr, je i cauchyovsky.
Stejnomérné spojity obraz cauchyovského filtru je cauchyovsky filtr.
Uniformni prostor je prekompaktni pravé kdyz je kazdy jeho ultrafiltr cauchyovsky.

» Dikaz
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Cauchyovskeé filtry
2 Uplné prostory
Uplné prostory Zuplnéni

Kompaktifikace

Nyni slibovand druhd varianta kompaktnosti v uniformnich prostorech.

i prostory



Cauchyovskeé filtry
2 Uplné prostory
Uplné prostory Zuplnéni

Kompaktifikace

DEFINICE
Uniformni prostor (X, /) se nazyva tplny, jestlize kazdy jeho cauchyovsky filtr mé hromadny bod.
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Cauchyovskeé filtry
2 Uplné prostory
Uplné prostory Zuplnéni

Kompaktifikace

DEFINICE
Uniformni prostor (X, /) se nazyva tplny, jestlize kazdy jeho cauchyovsky filtr mé hromadny bod.

Vime, Ze misto ,ma hromadny bod” bylo mozné fici ,konverguje”. Navic lze brat v definice
jen nékteré cauchyovské filtry, napf. minimalni nebo maximdlni (ultrafiltry).
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Cauchyovskeé filtry
2 Uplné prostory
Uplné prostory Zuplnéni

Kompaktifikace

DEFINICE
Uniformni prostor (X, /) se nazyva tplny, jestlize kazdy jeho cauchyovsky filtr mé hromadny bod.

- Ziejmé je kazdy kompaktni iplné regularni prostor tplny.
i Euklidovské prostory jsou tplné. Uniformné diskrétni a indiskrétni prostory jsou tplné.
Prostor w1 nent tplny.
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Cauchyovskeé filtry
2 Uplné prostory
Uplné prostory Zuplnéni

Kompaktifikace

DEFINICE
Uniformni prostor (X, /) se nazyva tplny, jestlize kazdy jeho cauchyovsky filtr mé hromadny bod.

TVRZENI (Vlastnosti tiplngch prostort)

TFida vSech viplnych prostorii je uzaviené dédicnd a soucinovd.
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Cauchyovskeé filtry
2 Uplné prostory
Uplné prostory Zuplnéni

Kompaktifikace

DEFINICE
Uniformni prostor (X, /) se nazyva tplny, jestlize kazdy jeho cauchyovsky filtr mé hromadny bod.

TVRZENI (Vlastnosti tiplngch prostort)

TFida vSech viplnych prostorii je uzaviené dédicnd a soucinovd.

Uplny podprostor Hausdorffova prostoru je v ném uzavreny.
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2 Uplné prostory
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Kazdy uniformni prostor je kvocientem tiplného prostoru.
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Uniformni prostor (X, /) se nazyva tplny, jestlize kazdy jeho cauchyovsky filtr mé hromadny bod.

TVRZENI (Vlastnosti tiplngch prostort)

TFida vSech viplnych prostorii je uzaviené dédicnd a soucinovd.

Uplny podprostor Hausdorffova prostoru je v ném uzavreny.
Kazdy uniformni prostor je kvocientem tiplného prostoru.

Soucet viplnych prostorii je tplny.

» Ditkaz
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Uplny podprostor Hausdorffova prostoru je v ném uzavreny.
Kazdy uniformni prostor je kvocientem tiplného prostoru.

Soucet viplnych prostorii je tplny.

=4 Uvedeme nyni dvé dulezita tvrzeni. To prvni ukazuje souvislost prekompaktnosti a tiplnosti s
kompaktnosti a druhé ukazuje podstatny rozdil dplnosti oproti kompaktnosti.
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DEFINICE

Uniformni prostor (X, /) se nazyva tplny, jestlize kazdy jeho cauchyovsky filtr mé hromadny bod.

TVRZENI (Vlastnosti tiplngch prostort)

TFida vSech viplnych prostorii je uzaviené dédicnd a soucinovd.

Uplny podprostor Hausdorffova prostoru je v ném uzavreny.
Kazdy uniformni prostor je kvocientem tiplného prostoru.

Soucet viplnych prostorii je tplny.

TVRZENI

Uplné reguldrni prostor je kompaktni prdvé kdy? je kazdd (nebo aspori jedna) jeho uniformita
prekompakmi a vplnd.
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DEFINICE

Uniformni prostor (X, /) se nazyva tplny, jestlize kazdy jeho cauchyovsky filtr mé hromadny bod.

TVRZENI (Vlastnosti tiplngch prostort)

TFida vSech viplnych prostorii je uzaviené dédicnd a soucinovd.

Uplny podprostor Hausdorffova prostoru je v ném uzavreny.
Kazdy uniformni prostor je kvocientem tiplného prostoru.

Soucet viplnych prostorii je tplny.

TVRZENI

Uplné reguldrni prostor je kompaktni prdvé kdy? je kazdd (nebo aspori jedna) jeho uniformita
prekompakmi a vplnd.

Necht f : A — Y je stejnomérné spojité zobrazeni podprostoru A uniformniho prostoru X do tiplného
prostoru Y. Pak existuje stejnomérné spojité rozsireni zobrazeni f z Ado Y.

» Ditkaz
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Ve cvicenich je ukdzano, ze uplnost uniformniho prostoru se prendsi na jemnéjsi prostor
vytvarejici tutéZ topologii. Je zfejmé, Ze podminku o vytvareni stejné topologie nelze vyne-
chat. Nicméné existuje jeden pripad, kdy lze uplnost zachovat pfi prechodu k jemné&jsi unifor-
mité vytvarejici jinou topologii (a tim nemyslime trividlni pfipady, napf. pfechod k uniformné
diskrétni topologii). Nasledujici tvrzeni bude vyhodné pouzito v ndsledujici kapitole o pro-
storech funkeci.
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Necht Y je tiplny uniformni prostor a X je jemnéjsi uniformni prostor majici bdzi uniformnich pokryti
sloZenych z mnoZin uzavienych v Y. Pak X je tiplny prostor.

» Ditkaz
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V topologickych prostorech byla ukdzana souvislost mezi epireflektivnimi tfidami Hausdor-
ffovych prostorti a vlastnostmi tfidy byt uzaviené dédicna a soudinovd. Zcela stejny po-
stup dava stejny vysledek i pro tfidy Hausdorffovych uniformnich prostord, takze podle
predchozich vlastnosti je tiida vSech Hausdorffovych tplnych prostort epireflektivni ve tiidé
vSech Hausdorffovych uniformnich prostori. V tomto piipadé vsak lze fici vice. Nejdiive
zadefinujeme pojem obdobny kompaktifikacim.
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DEFINICE (Zplnéni)

Uniformni prostor (Y, V) se nazyva ziiplnéni (nebo tplny obal) uniformniho prostoru (X, /), pokud je tplny
a obsahuje (X, ) jako husty uniformni podprostor.
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DEFINICE (Zuplnéni)

Uniformni prostor (Y, V) se nazyva ziiplnéni (nebo tplny obal) uniformniho prostoru (X, /), pokud je tplny
a obsahuje (X, ) jako husty uniformni podprostor.

Zminéna epireflekce nezarucuje existenci ziplnéni (pro¢?). Postup podobny pfi dokazovani
2 existence kompaktifikaci ale existenci ziplnéni zaru¢i. Vime, Ze kazdy uniformni prostor
se da vnofit do soucinu pseudometrizovatelnych uniformnich prostort. Staci proto ukazat
existenci ziplnéni pro pseudometrizovatelné prostory, které se da elegantné ukazat pomoci
vnofeni do prostoru funkci za predpokladu, Ze je znama uplnost R (klasicky pfistup ne-
pouZzivajici této znalosti je uveden ve cvicent).
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DEFINICE (Zplnéni)

Uniformni prostor (Y, V) se nazyva ziiplnéni (nebo tplny obal) uniformniho prostoru (X, /), pokud je tplny
a obsahuje (X, ) jako husty uniformni podprostor.

TVRZENI (Existence ziplnéni)

Kazdy uniformni prostor X md ziiplnéni. Je-li X Hausdorffiiv, existuje jediné ziiplnéni prostoru X, které je
Hausdorffovo (toto ziiplnéni je zdroveri epireflekci X v Hausdorffovych iiplnych prostorech).

» Ditkaz
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DEFINICE (Zuplnéni)

Uniformni prostor (Y, V) se nazyva ziiplnéni (nebo tplny obal) uniformniho prostoru (X, /), pokud je tplny
a obsahuje (X, ) jako husty uniformni podprostor.

Slovo ,jediné” v pfedchozim tvrzeni znamena ,az na izomorfizmus, ktery je identita na X".
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Vréitime se znovu ke kompaktifikacim, protoZe tu existuje uzkd souvislost mezi nimi a
zuplnénimi.
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TVRZENI (Kompaktifikace a prekompaktnost)

Kazdy podprostor kompaktniho uniformniho prostoru je prekompaktni.

Ziplnéni prekompakiniho prostoru je kompaktni prostor.

» Dikaz
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=/ Kompaktifikaci prostoru X tedy pfifadime ziZeni na X jediné uniformity kompaktifikace, a
prekompaktni uniformité na X pfifadime jeji ziplnéni (Hausdorffovo).
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Cechova-Stoneova kompaktifikace 5X tedy odpovida nejjemné&jsi prekompaktni uniformité
vytvarejici topologii X. Je to prekompaktni modifikace jemné uniformity na X; Casto se
nazyva Cechova uniformita.

Jednobodové kompaktifikaci odpovidd nejhrubsi uniformita vytvarejici topologii na X (ta
musi byt prekompaktni— proc?) — ta tedy existuje praveé kdyz existuje jednobodova kompak-
tifikace (Hausdorffova), coZ nastdva pravé kdyz je X lokdlné kompaktni.
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