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Právě jsme viděli, že topologický prostor je vytvořen úplnou uniformitou, právě když je jeho
jemná uniformita úplná. Parakompaktnı́ prostor má úplnou jemnou uniformitu, jsou však i
neparakompaktnı́ prostory s úplnou jemnou uniformitou.

TVRZENÍ (Prostory s úplnou uniformitou)

1 Třı́da D všech topologických prostorů vytvořených úplnými uniformnı́mi prostory je součinová a
uzavřeně dědičná.

2 Třı́da všech T3 1
2

-prostorů z D je epireflektivnı́ ve všech T3 1
2

-prostorech.

3 Přı́slušná epireflekce prostoru X je topologie zúplněnı́ jemné uniformity na X .

Přirozený název pro prostory ze třı́dy D je úplně uniformizovatelné prostory. ´Použı́vá se i
název Dieudonné complete spaces.
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TVRZENÍ (Prostory s úplnou uniformitou)
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název Dieudonné complete spaces.

7. Úplné a prekompaktní prostory



Úplně uniformizovatelné prostory
Uspořádání kompaktifikací

Proximitní prostory
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TVRZENÍ (Úplně uniformizovatelné prostory)

1 Každý parakompaktnı́ (speciálně tedy i každý metrizovatelný) prostor je úplně uniformizovatelný.

2 Každý reálně kompaktnı́ prostor je úplně uniformizovatelný.

3 Diskrétnı́ topologický prostor měřitelné mohutnosti je úplně uniformizovatelný a nenı́ reálně kompaktnı́.

4 Pokud neexistujı́ měřitelné mohutnosti, třı́da reálně kompaktnı́ch prostorů splývá s třı́dou úplně
uniformizovatelných prostorů.

Je nutné si znovu uvědomit, že tato ,,úplnost” metrizovatelných prostorů nenı́ totéž jako úplná
metrizovatelnost, tj., že daný metrizovatelný prostor je vytvořen úplnou metrikou. Např. pro-
stor racionálnı́ch čı́sel nenı́ úplně metrizovatelný, ale je úplně uniformizovatelný.
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V kapitole o kompaktifikacı́ch byla naznačena možnost uspořádánı́ kompaktifikacı́ daného
prostoru X . Budeme se zajı́mat jen o T3 1

2
-prostory X a o jejich Hausdorffovy kompaktifi-

kace. Známe-li vztah mezi kompaktifikacemi a prekompaktnı́mi uniformitami na X , můžeme
dát do souvislosti i uspořádánı́ těchto struktur.

DEFINICE (Uspořádání kompaktifikací)

Řekneme, že kompaktifikace ϕ : X → Y je jemnějšı́ (nebo většı́) než kompaktifikace ψ : X → Z , jestliže
existuje spojité zobrazenı́ f : Y → Z tak, že f ◦ ϕ = ψ.

Polosvaz kompaktifikací

Necht’ X je T3 1
2

prostor a Y ,Z jsou jeho kompaktifikace.

1 Čechova-Stoneova kompaktifikace je nejjemnějšı́ kompaktifikace na X .

2 Jednobodová kompaktifikace (pokud existuje) je nejhrubšı́ kompaktifikace na X

3 Y je jemnějšı́ než Z právě když prekompaktnı́ unifomita přı́slušná k Y je jemnějšı́ než prekompaktnı́
unifomita přı́slušná k Z .

4 Množina všech kompaktifikacı́ prostoru X je úplný dolnı́ polosvaz (existujı́ libovolná infima
neprázdných podmnožin). Tato množina je úplný svaz právě když je X lokálně kompaktnı́.
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dát do souvislosti i uspořádánı́ těchto struktur.

DEFINICE (Uspořádání kompaktifikací)
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1 Čechova-Stoneova kompaktifikace je nejjemnějšı́ kompaktifikace na X .
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kace. Známe-li vztah mezi kompaktifikacemi a prekompaktnı́mi uniformitami na X , můžeme
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2 Jednobodová kompaktifikace (pokud existuje) je nejhrubšı́ kompaktifikace na X

3 Y je jemnějšı́ než Z právě když prekompaktnı́ unifomita přı́slušná k Y je jemnějšı́ než prekompaktnı́
unifomita přı́slušná k Z .

4 Množina všech kompaktifikacı́ prostoru X je úplný dolnı́ polosvaz (existujı́ libovolná infima
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Je známo, že zobrazenı́ f : (X , d) → (Y , e) mezi metrickými prostory je stejnoměrně
spojité právě když zachovává blı́zkost množin ve smyslu d(A,B) = 0⇒ e(f (A), f (B)) =
0. Vztah d(A,B) = 0 lze popsat i tak, že každá r -koule okolo A protı́ná B , neboli, že
Ur [A] ∩ B 6= ∅. To už je ale smysluplné i pro libovolné uniformity, kde mı́sto Ur bereme
prvky dané uniformity. Zı́skaný vztah má jednoduché vlastnosti, které si popı́šeme.

DEFINICE (Proximitní prostory)

Proximitnı́ prostor je dvojice (X , p), kde X je množina a p je relace na podmnožinách X s vlastnostmi pro
libovolná A,B,C ⊂ X :

1 (∅,B) /∈ p, A ∩ B 6= ∅ ⇒ (A,B) ∈ p;

2 (A,B) ∈ p ⇔ (B,A) ∈ p;

3 (A ∪ C ,B) ∈ p ⇔ bud’ (A,B) ∈ p nebo (C ,B) ∈ p;

4 (A,B) /∈ p ⇒ existuje C tak, že (A,C) /∈ p, (B,X \ C) /∈ p.

Relace p se nazývá proximita (nebo blı́zkost) a vztah (A,B) ∈ p se značı́ i jako Ap B a čte se A je blı́zké k B
v proximitě p.
Zobrazenı́ f : (X , p)→ (Y , q) se nazývá proximálně spojité, jestliže Ap B ⇒ f (A) q f (B).
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Každá uniformita U na X vytvářı́ proximitu na X : Ap B ⇔ U[A] ∩ B 6= ∅ pro každé U ∈ U .

Možná je překvapujı́cı́ i částečně obrácený vztah, uvedený v následujı́cı́m tvrzenı́. Nejdřı́ve
si však uvědomme, že každá proximita p na X vytvářı́ na X i topologii:

x ∈ A, jestliže {x} p A .

⇒⇒⇒
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TVRZENÍ

1 Každá proximita p na X je vytvořena uniformitou na X .

2 Dvě uniformity vytvářejı́ stejnou proximitu právě když majı́ stejnou prekompaktnı́ modifikaci.

3 Zobrazenı́ f : (X , p)→ (Y , q) je proximálně spojité právě když je f : (X ,Up)→ (Y ,Uq)
stejnoměrně spojité.

Třı́da proximitnı́ch prostorů se tedy dá ztotožnit s třı́dou prekompaktnı́ch prostorů. Situaci lze
však chápat i tak, že máme jiný popis prekompaktnı́ch prostorů, který se někdy může hodit.
Např. dřı́ve uvedený vztah mezi kompaktifikacemi a prekompaktnı́mi uniformitami přejde
na vztah mezi kompaktifikacemi a proximitami. Jak se popı́še proximita přı́slušná k dané
kompaktifikaci Y prostoru X? Velice přirozeně:

Ap B ⇔ AY ∩ BY 6= ∅ .

TVRZENÍ (Urysonovo lemma pro proximitnı́ prostory)

Necht’ (X , p) je proximitnı́ prostor a A,B nejsou blı́zké podmnožiny. Pak existuje proximálně spojitá funkce
f : X → [0, 1], která má hodnotu 0 na A a hodnotu 1 na B .
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stejnoměrně spojité.
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