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7. Uplné a prekompaktni prostory



TVRZENI (Vlastnosti prekompaktnich prostoru)

Uniformni prostor (X,U) je prekompaktni pravé kdyZ pro kazdé U € U existuje
konednd mnozina K C X s vlastosti U[K] = X.

TFida vSech prekompaktnich prostori je dédicnd a soucinovd, a je uzaviend na
stejnomérné spojité obrazy.

TFida vsech prekompaktnich prostorii je bireflektivni ve t¥idé vsSech uniformnich
prostorii (1., pro kaZdy uniformni prostor (X ,U) existuje hrubsi prekompakini
prostor (X, pU) tak, Ze kazdé stejnomérmné spojité zobrazeni z (X,U) do
prekompakmiho prostoru je stejnomérné spojité na (X, pU).

A Uniformita pU md za bdzi vSechna konecnd uniformni pokryti prostoru (X,U).

Prostor (X, pU) vytvdri stejnou topologii jako (X,U).

@ Je-li ziiZeni uniformity na husty podprostor prekompaktni, je piivodni uniformita
prekompakini.
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Dikazy prvnich ti{ tvrzeni jsou jednoduché. Dokézat 4.tvrzeni znamend ukazat, Ze
kazdé konecné uniformni pokryti G ma konecné hvézdovité uniformni zjemnéni.
Mizeme predpokladat, Ze G se skldda ze dvou prvkd A, B (viz cviceni). Vime, Ze G ma
dvojité hvézdovité uniformni zjemnéni H. Definujme

Hy = U{H € H;staryH C A\ B}, Ho = |U{H € H;staryH C B\ A},H3 = U{H €
H; starpH C A, starpH N B # 0}, Hy = | J{H € H; staryH C B, staryy, HN A # 0}
Pak pokryti {Hy, Ha, Hs, Ha} hvézdovité zjemiiuje G.

5.tvrzeni plyne snadno z pfedchoziho popisu modifikace pl{. Pro dikaz 6.tvrzeni
vezméme uniformitu ¢/ na X, jejiz ziZeni na hustou podmnozinu Y je prekompaktni.
Pro U € U najdeme V' € U s vlastnosti V o V' C U a konecnou mnozinu K C Y tak, Ze
V[K] D Y. Snadno ukézete, Ze U[K] = X. O
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TVRZENI (Reilné funkce na prekompaktnim prostoru)

Pro uniformni prostor X jsou ndsledujici podminky ekvivalentni.

X je prekompakitni.

Prostor X je slabé vytvoren omezenymi redlnymi funkcemi.

Prostor X je slabé vytvoren mnoZinou vSech svych stejnomérné spojitych
omezenych redlnych funkct.

A U(X) = U*(X) a X je slabé vytvoren soustavou U(X).
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Vlastnosti 2, 3 a 4 jsou ekvivalentni a z 4 plyne jednoduse 1, protoZe vzor kone¢ného
pokryti je kone&né pokryti. Zbyva ukézat 1 = 2. Necht je V kone¢né uniformni pokryti
X. Mizeme predpokladat, Ze V je dvouprvkové pokryti, V = {A, B} (viz cviceni).
Podle metrizovatelnosti pokryti existuje stejnomérné spojita pseudometrika d na X tak,
Ze pokryti koulemi o polomé&ru 1 zjemiiuje V. Zvolme f(x) = inf(1, d(x, A\ B)). Pak
je stejnomérné spojitd funkce na X a jeji vzory pokryti R intervaly o délce 1/2 zjemiuji
pokryti V. ]
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TVRZENI (Vlastnosti cauchyovskych filtri)

Filtr F v uniformnim prostoru (X,U) je cauchyovsky pravé kdyz pro kazdé U € U
existuje x € X tak, ze U[x] € F.

Filtr F v uniformnim prostoru X je cauchyovsky prdveé kdyz kazdé uniformni
pokryti obsahuje prvek filtru F.

Je-li F cauchyovsky filtr v (X,U), pak {U[F]; F € F,U € U} je bdze
minimdlniho (vzhledem k inkluzi) cauchyovského filtru.

B Hromadny bod cauchyovského filtru je jeho limitou.

KaZdy konvergentni filtr v uniformnim prostoru je cauchyovsky, kaZdy filtr okolt
bodu je minimdlni cauchyovsky filtr.

@ Je-li ziizent cauchyovského filtru na podprostor opét filtr, je i cauchyovsky.
Stejnomérné spojity obraz cauchyovského filtru je cauchyovsky filtr.
Bl Uniformni prostor je prekompaktni pravé kdy? je kazdy jeho ultrafiltr cauchyovsky.
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A7 moZn4 na posledni tvrzeni jsou vSechna ostatni tvrzeni jednoduSe dokazatelna
(vétSinou za pomoci ,trojuhelnikové nerovnosti” v uniformitach). Je-li X prekompaktni
a F je ultrafiltr na X, tak z kazdého konecného uniformniho pokryti musi obsahovat
jeden prvek, takze je cauchyovsky. Opacné, vezméme uniformni pokryti X, z kterého
nelze vybrat kone¢né podpokryti a zvolme ultrafiltr, ktery obsahuje dopliky prvka
tohoto pokryti — tento ultrafiltr neni cauchyovsky. ]
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Dokédzeme jen soucinovost a 3.vlastnost, ostatni plynou snadno z definic. Je-1i F
cauchyovsky filtr v soucinu 1.X; Gplnych prostort, je jeho projekce do kazdého X;
cauchyovska a tedy konvergentni. Odtud plyne, Ze i F je konvergentni.

Kazdy uniformni prostor je kvocientem souctu prostord uvedenych v dukazu, Ze kazdy
uniformni prostor je kvocientem uniformné nuldimenzionalniho prostoru, protoze
uvedené prostory jsou Gplné. O
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Prvni tvrzeni plyne snadno z charakterizaci uvedenych pojmi pomoci ultrafiltra.

Necht jsou splnény podminky druhého tvrzeni. Podle véty ze cviceni stadi dokdzat
existenci spojitého rozsifeni a podle charakterizace regularity staéi rozsifit f spojité na
kazdy bod x € A. Soubor {U N A; a € U, } je cauchyovsky na A a jeho obraz pomoci f
tedy konverguje v Y k néjakému bodu y. PoloZi se f(x) = y a snadno se dokdze, Ze f je
spojité na AU {x}. O]
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Cauchyovsky filtr F na X konverguje v Y k né€jakému bodu y. Vezméme okoli G bodu
y v X. Existuje uniformni pokryti n v X sloZené z mnozin uzavienych v Y takové, Ze

star,(y) C G. Protoze F je cauchyovsky v X, existuje P € n N F.Pak y € P’ = P,
takze P C G atedy G € F. O
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Prostor X vnofime do soucinu pseudometrickych prostort, které l1ze brat uplné (jinak

vezmeme jejich zaplnéni). Uzavér X v tomto soucinu je Gplny prostor.

Je-li X Hausdorfuiiv, Ize v uvedené konstrukci brat metrické prostory misto

pseudometrickych a dostane se Hausdorffovo ziplnéni. Byva dokazat jeho

jednoznacnost. Nechf i : X — Y, j : X — Z jsou dv& Hausdorffovy ziiplnéni prostoru

X Podle tvrzeni o rozsiteni zobrazeni existuji stejnomérné spojitd rozsient
:Z—Y,j:Y — Z jejichzsloZeni Y — Y a Z — Z jsou identickd zobrazeni na X,

takze i tato sloZeni jsou identickd zobrazeni. Tedy ia j jsou uniformni izomorfizmy. []
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Prvni tvrzeni plyne z dédicnosti prekompaktnosti, druhé tvrzeni z charakterizace
prekompaktnosti pomoci uniformné diskrétnich podmnoZzin. Zbyva tieti tvrzeni.

Kazdé kompaktifikaci prostoru X prifadime zizeni jeho jediné (prekompaktni)
uniformity na podprostor X a kazdé prekompaktni uniformité na X pfiradime jeho
zuplnéni. Vzdjemna jednoznacnost téchto pfifazeni je snadna (v jednom sméru se
pouzije jednoznacnost ziplnéni). O
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