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7. Uplné a prekompaktni prostory



Na topologickém prostoru redlnych ¢isel existuje kompatibilni dplnd uniformita i kompati-

bilni totdln¢ omezena uniformita.

i prostory




Poznamky

Neexistuje na ném vsSak uniformita, jez by byla zdroven uplna i totdlné omezend, protoze
prostor R neni kompaktni.
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Poznamky

Mame-li na mnoziné X definovanou totdlné omezenou uniformitu, pak kazda hrubsi unifor-
mita je jiZ také totdlné omezend.
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Poznamky

Podobné pokud mame na topologickém prostoru X definovanou tplnou uniformitu, pak
kazda jemnéjsi uniformita (generujici stejnou topologii!) je také tplna.
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Poznamky

Na spocetné mnozin€ w definujme uniformitu ¢/ v zdvislosti na néjakém netrivialnim ultrafil-
tru F tak, Ze bazi okoli diagondly budou tvofit mnoZiny tvaru (M x M) U Aw pro M € F.
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Uved me si n&jaké vlastnosti tohoto prostoru.
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Topologie generovana uniformitou I je diskrétni.
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Topologie generovana uniformitou I/ je diskrétni.

Filtr F je cauchyovsky, ale nenf konvergentni. Prostor (w, ) proto neni tplny.
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Poznamky

Vlastnosti

Topologie generovana uniformitou I/ je diskrétni.

Filtr F je cauchyovsky, ale neni konvergentni. Prostor (w, /) proto neni Gplny.
Ziplnéni prostoru (w, U) ziskdme ptidanim jednoho bodu co. Na mnozinu w U {co} ddéme uniformitu
s bazi (M U {oo}) X (MU {o0}) U Aw pro M € F.
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Topologie generovana uniformitou I/ je diskrétni.

Filtr F je cauchyovsky, ale neni konvergentni. Prostor (w, /) proto neni Gplny.
Zuplnéni prostoru (w, ) ziskdme pridanim jednoho bodu co. Na mnozinu w U {oo} ddme uniformitu
s bazi (M U {oo}) x (MU {oco}) U Aw pro M € F.

Uniformni prostor (w, /) neni metrizovatelny (zatimco topologie generovana touto uniformitou

metrizovatelna je).
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Konstrukce zaplnéni

Ziplnéni uniformniho prostoru (X, /) miZeme vyrobit ndsledujici elegantni konstrukei.
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Konstrukce zaplnéni

) Oznalme jako Y mnozinu vSech minimélnich cauchyovskych filtri na X. Je dualezité si
uvédomit, ze minimdlni cauchyovské filtry jsou ty, které obsahuji pouze v jistém smyslu
velké mnoZiny.
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Konstrukce zaplnéni

Minimalni cauchyovsky filtr

X

Ngjaky cauchyovsky filtr

X
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Konstrukce zaplnéni

Minimalni cauchyovsky filtr

X

Ngjaky cauchyovsky filtr

X

Diky tomu, Ze uvazujeme pouze minimalni filtry, nemusime nékteré prvky mnoziny Y slepo-
vat, jako tomu bylo v ptipadé cauchyovskych usmérnénych soubord.
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Konstrukce zaplnéni

Uniformitu V na Y definujeme pomoci baze okoli diagonaly, kterou budou tvofit mnoziny
{(F1,F2) : existuje F € F1 N Fa: F x F C U}

zakazdé U € U.
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Konstrukce zaplnéni

Puvodni prostor X se do Y vnofi tim nejpfirozenéjsim zpusobem. Bodu x pfifadime cauchyovsky filtr v§ech
(ne nutné otevienych) okoli tohoto bodu.

—3
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Konstrukce zaplnéni

A jak ovéfime dplnost vysledného prostoru (Y, ))? K tomu ndm dobie poslouZi ndsledujici
pozorovani.
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Konstrukce zaplnéni

LEMMA (Ovérovani Gplnosti na husté podmnoziné)

Je-li (Y, V) uniformni prostor a X jeho hustd podmnozina takovd, Ze kazdy cauchyovskych filtr v X md v
prostoru Y hromadny bod, pak je jiZ prostor Y tplny.
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Konstrukce zaplnéni

K dtikazu je tfeba si rozmyslet, Ze pro libovolny cauchyovsky filtr F v prostoru Y je

F' ={VI[F]: V € V, F € F} minimdln{ cauchyovsky filtr obsazeny v Fa {F N X : F € F'} je
cauchyovsky filtr v X. Ten ma podle pfedpokladu hromadny bod, ktery je nutné hromadnym bodem
puvodniho filtru F.
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Hyperprostory

Z uniformniho prostoru (X, /) miZeme pfirozenym zptisobem vyrobit jiny — takzvany hy-
perprostor. Budeme ho znagit (2X, 211).
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Hyperprostory

Jeho nosnou mnoZzinu budou tvofit v§echny neprazdné uzaviené podmnoziny X (vzhledem k topologii
generované uniformitou {f). Pro okoli diagondly U € U definujeme nové okoli diagondly

U' = {(E,F) € 2X x 2X . E c U[F],F C U[E]}.

Mnoziny U’ pro U € U tvoii bazi uniformity na 2X.
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Hyperprostory

Jaky je vztah prostoru X a jeho hyperprostoru 2X ? Pokud je prostor X Hausdorffiiv, miZeme
/\/ definovat zobrazeni f : X — 2X které prvku x piifadi jednobodovou (uzavienou) mnozinu
{x}. Zobrazeni f i jeho inverze jsou stejnom&rné spojitd a obrazem je uzaviend podmnoZina
hyperprostoru. Z tohoto vztahu Ize odvodit, které vlastnosti hyperprostoru 2% se prenesou na
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Hyperprostory

Hyperprostory a prekompaktnost

Pokud je prostor (X, ) totdlné omezeny, je také jeho hyperprostor (2%, 21) totdln& omezeny.
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>znamky
Konstru zaplnéni

Hyperprostory

P-adicka éisla

=

Méme-li zadané okol{ diagonély U’, kde U € U, najdeme nejprve V' € U a koneénou mnoZinu K C X, Ze
V[K] = X. Pak si stali jen uvédomit, Ze neprazdnych podmnoZin K je jen kone¢n& mnoho a Ze pro kazdou
uzavienou neprazdnou F C X je U'(U[F]N K) > F.
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Hyperprostory

Neékteré pojmy se neprendsi na cely hyperprostor, ale jen na jeho specidlni ¢ast. Ta je tvorena
vSemi neprazdnymi kompaktnimi podmnozinami pivodniho prostoru.
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Hyperprostory

TVRZENI

Oznacme jako Z(X) podprostor hyperprostoru 2X tvoreny viemi neprdzdnymi kompaktnimi mnoZinami v
prostoru X. Pokud je prostor X uplny, pak je také prostor Z(X) uplny.
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Poznamky
Konstrukce zGplnéni

Hyperprostory
P-adicka éisla

K ovéfeni uplnosti potfebujeme ukdzat, ze kazdy cauchyovsky usmérnény soubor K, pro o € A ma limitu. V
nasem piipadé jsou K, kompaktni podmnoziny X. UkdZeme, Ze limitou je kompakt

N U

a€AB>a

Jak ovéfime, Ze K je kompakt? Vime, Ze jde o uzavieny podprostor tiplného prostoru, tedy K je tplny. Jesté
potiebujeme ovéfit totdlni omezenost. K tomu budeme uvazovat libovolné okoli diagonaly U € U. Najdeme
V €U, aby V o Vo V C U.Z cauchyovskosti najdeme index ag od kterého pocinaje mame

(Ko, Kag) € V. Kompakt Ko, je jiZ totdlng omezeny a proto miZeme najit kone¢nou mnoZinu S C X, aby
V[S] D Kag- Z cauchyovskosti dané posloupnosti obdrzime pro kazdé ov > oy inkluze

Vo V[S] D V[Kae] D K. To miZeme piepsat do tvaru V o V[S] D |J

— Ka- Kdyz na predchozi
inkluze vypustime jesté jednou relaci V' dostaneme
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P-adicka cisla

Pro prvocislo p je p-adickd uniformita U/, na celych ¢islech Z definovana pomoci baze, kterou tvoii okoli
diagonaly tvaru Uy = {(a,b) € Z x Z : pK|(a — b)} pro k € w.
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P-adicka cisla

Takto vznikly uniformni prostor je metrizovatelny. Staci definovat metriku
d(a, b) = inf{p=k : pk|(a — b)}. Ztejmé plati, Ze U, = {(a, b) : d(a, b) < p—}.
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P-adicka cisla

Vlastnosti

Pro riznd prvocisla p a g jsou uniformity Uy a Uqy rizné. Dokonce urcuji na Z rizné topologie.
Napiiklad proto, Ze posloupnost (p" : n € w) konverguje k nule v topologii uréené uniformitou U,
nikoli vSak v topologii urcené uniformitou Uyg.

7. Uplné a prekompaktni prostory



P-adicka cisla

Pro riznd prvocisla p a g jsou uniformity Uy a Uy rizné. Dokonce urcuji na Z rizné topologie.
Napiiklad proto, Ze posloupnost (p” : n € w) konverguje k nule v topologii uréené uniformitou Uy,
nikoli v§ak v topologii ur¢ené uniformitou .

Uniformni prostor (Z, Up) neni tplny. Posloupnost 1,1 + p,1 4+ p + P2, ... je cauchyovska, nenf ale
konvergentni.

i prostory




P-adicka cisla

Pro riznd prvocisla p a g jsou uniformity Uy a Uy rizné. Dokonce urcuji na Z rizné topologie.
Napiiklad proto, Ze posloupnost (p” : n € w) konverguje k nule v topologii uréené uniformitou Uy,
nikoli v§ak v topologii ur¢ené uniformitou .
Uniformni prostor (Z, Up) neni tplny. Posloupnost 1,1 + p, 1+ p + p?, ... je cauchyovskd, nenf ale
konvergentni.

Tento uniformni prostor je totalné omezeny, protoze pro libovolné k € w najdeme kone¢nou mnozinu
K ={0,1,..., p¥}, pro kterou Uy [K] = Z.
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P-adicka cisla

Vlastnost

ro rizna prvocisla p a g jsou uniformity a Ug ruzné. Dokonce urcuji na Z rizné topologie.
P 1 ] f ty Up allg Dok ] topolog

Napiik
nikoli v§ak v topologii ur¢ené uniformitou .

lad proto, Ze posloupnost (p” : n € w) konverguje k nule v topologii uréené uniformitou p

Uniformni prostor (Z, Up) neni tplny. Posloupnost 1,1 + p, 1+ p + p?, ... je cauchyovskd, nenf ale
konvergentni.

Tento uniformni prostor je totdlné omezeny, protoZe pro libovolné k € w najdeme kone¢nou mnozinu

K ={0,1,..., p¥}, pro kterou Uy [K] = Z.

Ziplnéni (Z,Up) bude tedy kompaktni. Je moZné toto ziplnéni n&jak piimocafe popsat?
Ukéazeme, Ze ano.
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P-adicka cisla

Podivejme se na prostor p*, kde p je p-prvkovy diskrétni prostor. Mocnina p* je kompaktni
a existuje na ni tedy pravé jedna uniformita. Uvazujme podprostor Y C p“, ktery obsahuje
pouze takové posloupnosti, které jsou jen na kone¢né mnoha mistech rizné od nuly nebo jen
na kone¢né mnoha mistech rizné od p — 1.
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P-adicka cisla

Uniformni prostor (Z,Up) a prostor Y (s uniformitou zdédénou z p*) miZeme ztotoznit pomoci izomorfismu
¢ : Y — Z spliyjiciho

k
¢((an)) =) anp”

n=0

pokud 0 = ay = ag41 = ...
©((an)) = Z anp”

pokudp —1=ay = a1 =....
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P-adicka cisla

Protoze je navic Y husté v p*, miiZzeme prostor p* povazovat za ziplnéni uniformniho prostoru (Z, Up).
Posloupnost 1,1+ p,1 + p + p?, ... v tomto ztipln&ni konverguje k prvku (1,1,...) € p*.
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P-adicka cisla

Podobnou konstrukci miZzeme provést na racionalnich ¢islech.
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P-adicka cisla

Definujeme uniformitu Vp, tak, Ze bazi okoli diagonély budou mnoZiny

Vi={(a.)€QxQ:q—r=p"7,acZbeNp [b}).
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P-adicka cisla

Vlastnosti

Uniformita zdédéna na podprostor Z C Q je stejna jako v pfedchozi Casti.
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P-adicka cisla

Vlastnosti

Uniformita zdédénd na podprostor Z C Q je stejnd jako v pfedchozi ¢asti.

Uniformni prostor (Q, Vp) je opét metrizovatelny. Jak vypadd n&jakd kompatibilni metrika?
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P-adicka cisla

Vlastnosti

Uniformita zdédénd na podprostor Z C Q je stejnd jako v pfedchozi ¢asti.

Uniformni prostor (Q, Vp) je opét metrizovatelny. Jak vypadd n&jakd kompatibilni metrika?

Uniformni prostor (Q, Vp) neni totdlné omezeny. Napiiklad pro okoli diagondly Vo a pro libovolnou
kone¢nou mnozinu K C Q dostaneme Vo[K] C Q. A to jak? Podivame se na nejmensi mocninu k &isla p,
ktera nedéli jmenovatele zlomkti z mnoZiny K zapsané v zakladnim tvaru. Pak si staci jen uvédomit, ze

—k
p~* & Vo[K].
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P-adicka cisla

Vlastnosti

Uniformita zdédénd na podprostor Z C Q je stejnd jako v pfedchozi ¢asti.

Uniformni prostor (Q, Vp) je opét metrizovatelny. Jak vypadd n&jakd kompatibilni metrika?

Ziplnéni uniformniho prostoru (Q, Vp) se nazyva p-adicka &isla. Neni to kompakt, protoZe vychozi prostor
nebyl totdlné omezeny.
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