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6. Uniformni prostory



Uniformni okoli diagonaly
Uniformni pokryti
Uniformni metrizovatelnost
Stejnomérna spojitost

Definice a zaklady

Uz bylo zminéno na zacétku tohoto textu, Ze stejnomeérnou spojitost funkci nelze popsat v
topologickych prostorech. Ani dalsi dilezity pojem z matematické analyzy nejde v topolo-
gickych prostorech definovat, a to stejnomérna konvergence posloupnosti funkci. Duvodem
je lokalni charakter topologickych prostort, kdezto stejnomérna spojitost a konvergence maji
globalni charakter.
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Uniformni prostory



Uniformni okoli diagonaly
Uniformni pokryti
Uniformni metrizovatelnost
Stejnomérna spojitost

Definice a zaklady

N V metrickych prostorech 1ze vSechny tyto pojmy dobie definovat, protoZe se pracuje s Cisly
= a lze vhodné volit stejnd ¢isla na celém prostoru (napf. stejné poloméry okoli bodt). To dava
navod, jak zobecnit metrické prostory, aby bylo mozné stejnomérnost definovat. Potfebujeme
zndt oteviena pokryti, které se v jistém smyslu skladaji ze stejné velkych mnozin.
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Uniformni okoli diagonaly
Uniformni pokryti
Uniformni metrizovatelnost
Stejnomérna spojitost

Definice a zaklady

Zobecnéni je potieba, protoze metrické prostory nemaji nespocetné souciny, prostory funkci
(ve kterych se pouziva stejnomérnd konvergence) nemuseji byt metrizovatelné a jsou i dalsi
divody.




Uniformni okoli diagonaly
Uniformni pokryti
Uniformni metrizovatelnost
Stejnomérna spojitost

Definice a zaklady

Je jesté jiny pohled na mozné zobecnéni metrickych prostort. V definici stejnomérné spoji-
tosti se uvazuji dvojice bodi, které jsou od sebe nejvyse néjaké dané kladné Cislo e, resp. d.
To jsou podmnoziny ¢tverct, neboli relace. Je ov§em nutné najit vhodné axiémy jak pro ony
soustavy relaci, tak pro soustavy pokryti. My vezmeme za zdklad soustavy relaci a ostatni
pfistupy budeme chdpat jako charakterizace.
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Definice a zaklady

Pro relace U, V na mnoziné X (j., U, V C X x X) oznaCujeme
U™t ={(x,y); (y,x) € U}, UoV = {(x,z);existuje y tak, Ze (x,y) € V, (v, z) € U}
(podobné jako skladani zobrazeni). Pro soustavy zobrazeni I/, ) na mnoziné X oznacujeme

Ut={UhUueu}l, UoV={UoV;UelU,VeV}.
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Uniformni okoli diagonaly
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Stejnomérna spojitost

Definice a zaklady

DEFINICE (Definice uniformniho prostoru)

Uniformni prostor je dvojice (X, ), kde X je mnoZina a U je neprdazdnd soustava podmnozin X x X s
vlastnostmi:

Ax = {(x,x);x € X} C Uprokazdé U € U;
jelivUcVcXxXaUel,jeV el
jeliu,vVeujgUnVeu,

jelivel,jeUt elts

pro kazdé U € U existuje V € U tak,7e V o V C U.

MnoZina X je pak nosnd mnoZina a soustava U uniformita prostoru (X, ). Prvky U se nazyvaji uniformni
okoli diagonaly.
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Definice a zaklady

DEFINICE (Definice uniformniho prostoru)

Uniformni prostor je dvojice (X, ), kde X je mnoZina a U je neprdazdnd soustava podmnozin X x X s
vlastnostmi:

Ax = {(x,x);x € X} C Uprokazdé U € U;
jelivUcVcXxXaUel,jeV el
jeliu,vVeujgUnVeu,

jelivel,jeUt elts

pro kazdé U € U existuje V € U tak,7e V o V C U.

MnoZina X je pak nosnd mnoZina a soustava U uniformita prostoru (X, ). Prvky U se nazyvaji uniformni
okoli diagonaly.

@ Pro neprazdné mnoziny X znamenaji uvedené vlastnosti, Ze U/ je symetricky a tranzitivni
i filtr reflexivnich relaci. Mizeme vSak do tohoto popisu zahrnout i trividlni pfipad prazdného
prostoru (pak U = {0}).
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Definice a zaklady

o Pro uniformity (a prenesené pro uniformni prostory) lze od filtrii pfejmout pojmy jako béze,
: subbdze. Rozpis vlastnosti bdze a subbdze uniformity najdete ve cvicenich. Pfi moznych ne-
dorozuménich s topologickymi pojmy budeme pouzivat terminy uniformni baze a uniformni
subbize.
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Definice a zaklady

o Pro uniformity (a prenesené pro uniformni prostory) lze od filtrii pfejmout pojmy jako béze,

~ subbdze. Rozpis vlastnosti bdze a subbdze uniformity najdete ve cvicenich. Pfi moznych ne-
dorozuménich s topologickymi pojmy budeme pouzivat terminy uniformni baze a uniformni
subbize.

Typickou uniformitou je uniformita vytvorena pseudometrikou d na mnoziné X: bazi tvoii
mnoziny U, = {(x,y) € XX X; d(x,y) < r} pror > 0. Uniformita se nazyvé pseudome-
trizovatelna, jestliZe je vytvofend pseudometrikou (metrizovatelna, je-li vytvorend metrikou).
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Definice a zaklady

(o 9 . 3 z v v . . M . 2z ’ . .
&) Soustava vsech reflexivnich relaci na mnozin¢ X je tzv. uniformné diskrétni uniformita. Je to
i v w PRRVIRYPY . . 2 Ve v z Py e v PET Py
ziejme nejvetsi uniformita na dané mnoziné a ma za bazi mnozinu A x . Je vytvorend diskrétni
metrikou.
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Definice a zaklady

(o o . , - e v . . v . " , . .

&) Soustava vsech reflexivnich relaci na mnozin¢ X je tzv. uniformné diskrétni uniformita. Je to
ziejme nejvetsi uniformita na dané mnozin€ a ma za bazi mnozinu A x . Je vytvorend diskrétni
metrikou.

Nejmensi uniformitou na mnoziné X je {X x X}. Tato uniformita se nazyvé indiskrétni. Je
vytvorena trividlni pseudometrikou.
Dalsi piiklady jsou uvedeny v prikladech.
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Definice a zaklady

Ekvivalence na mnoziné X je bazi uniformity na X, ktera se nazyva uniformitou vytvorenou
ekvivalenci. Specialnim piipadem jsou oba predchozi ptiklady.




Uniformni okoli diagonaly
Uniformni pokryti
Uniformni metrizovatelnost
Stejnomérna spojitost

Definice a zaklady

¥ Ekvivalence na mnoziné X je bazi uniformity na X, ktera se nazyva uniformitou vytvorenou
ekvivalenci. Specialnim piipadem jsou oba predchozi ptiklady.
-Z Pro uniformni prostory plati podobné umluvy jako pro topologické. Nyni ovSem nebu-
) deme pouzivat slovo prostor bez piislusného adjektiva topologicky nebo uniformni (kromé
vyjimeénych jasnych ptipada).
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Definice a zaklady

Uvedeme nyni alternativni popis uniformit slibovany v tvodu, pomoci pokryti.
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Definice a zaklady

DEFINICE

Pokryti uniformniho prostoru (X, ) se nazyvé uniformni pokryti, jestlize je zjemtiovano pokrytim
{U[x]; x € X} pro n&jaké U € U.
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Uniformni okoli diagonaly
Uniformni pokryti

Definice a zaklady

Uniformni metrizovatelnost
Stejnomérna spojitost

=/ V tivodu zminovand pokryti metrického prostoru jsou pravé uvedeného typu, jsou to pokryti
koulemi s danym stejnym polomérem.




Uniformni okoli diagonaly
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Definice a zaklady

Uniformni metrizovatelnost
Stejnomérna spojitost

Jedna z dulezitych vlastnosti uniformnich pokryti je silnéj$i nez existence zjemnéni (v
nésledujici definici budeme opét ignorovat rozdil mezi body a jednobodovymi mnoZinami):
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Definice a zaklady
Konstrukce uniformnich prostorii

ie uniformniho prostoru

DEFINICE

Necht 2l je soustava podmnoZzin mnoZiny X a P C X. Pak hvézda mnoZiny P vzhledem k 2{ je mnoZina
starg (P) = | J{A € 2, AN P # 0} .

Rikdme, Ze pokryti 2 mnoZiny X hvézdovité zjemiiuje pokryti 9B, jestlize pokryti hvézdami
{starg (x); x € X} zjemiiuje B.
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Definice a zaklady Un!formm, okoli d,lagonaly
Cometrk o b 3 Uniformni pokryti
Konstrukce uniformnich pr rii

e ) Uniformni metrizovatelnost
ie uniformniho prostoru 3 Ty e
Stejnomérna spojitost

TVRZENI (Vlastnosti uniformnich pokryti)

Necht (X,U) je uniformni prostor.

Jsou-li { G; }y a {H,} y uniformni pokryti mnoZiny X, je i {G; N\ H;; i € 1,j € J} jejim uniformnim
pokrytim;

pokryti mnoziny X, které je zjemriovdno uniformnim pokrytim, je uniformni;

kazdé uniformni pokryti X je hvézdovité zjemriovdno uniformnim pokrytim.
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Definice a zaklady Un!formm, okoli d,lagonaly
Cometrk o b 3 Uniformni pokryti
Konstrukce uniformnich pr rii

e ) Uniformni metrizovatelnost
ie uniformniho prostoru 3 Ty e
Stejnomérna spojitost

TVRZENI (Vlastnosti uniformnich pokryti)

Necht (X,U) je uniformni prostor.

Jsou-li { G; }y a {H,} y uniformni pokryti mnoZiny X, je i {G; N\ H;; i € 1,j € J} jejim uniformnim
pokrytim;

pokryti mnoziny X, které je zjemriovdno uniformnim pokrytim, je uniformni;
kazdé uniformni pokryti X je hvézdovité zjemriovdno uniformnim pokrytim.
» Ditkaz
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Definice a zaklady

Nyni slibovand charakterizace uniformit pomoci uniformnich pokryti.
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Uniformni okoli diagonaly
Uniformni pokryti
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Definice a zaklady

mita pomoci uniformnich ryti)

Necht m je soustava pokryti mnoZiny X, kterd splituje vlastnosti predchozi véty. Pak existuje jedind uniformita
na X, kterd md za soustavu uniformnich pokryti pravé soustavu n).

» Ditkaz
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Definice a zaklady

TVRZENI (Uniformita pomoci uniformnich pokryti)

Necht m je soustava pokryti mnoZiny X, kterd splituje vlastnosti predchozi véty. Pak existuje jedind uniformita
na X, kterd md za soustavu uniformnich pokryti pravé soustavu n).

» Ditkaz
7y Existuji jesté dalsi razné charakterizace uniformit (napf. s pouzitim uniformnich soustav okoli
= bodu, nebo pomoci soustav pseudometrik — o této charakterizaci viz poznamky).

My budeme pouZivat bud uniformni okoli diagonély nebo uniformni pokryti, podle toho, co
bude pro dany pfipad vhodnéjsi.
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Uniformni okoli diagonaly
Uniformni pokryti
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Definice a zaklady

Kazdd pseudometrizovatelnd uniformita ma spocetnou bazi sloZenou napf. z mnozin
Ui /n,n € N. Na rozdil od topologickych prostori, kde je charakterizace metrizovatelnosti
pomérné slozitd, je uniformni metrizovatelnost jednodussi a ma bohaté dusledky.
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Uniformni pokryti
Uniformni metrizovatelnost
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Definice a zaklady

TVRZENI (Uniformni metrizovatelnost)

Uniformni prostor je pseudometrizovatelny pravé kdyZ md spocetnou bdzi.

» Ditkaz
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Definice a zaklady

Z postupu dikazu vyplyva dualezity poznatek. Zformulujeme ho pomoci pokryti i okoli dia-
gondly. K lepsi formulaci zavedeme dalsi pojem:
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Definice a zaklady

DEFINICE (Normalni pokryti)

Posloupnost {.A,} pokryti mnoZiny X se nazyvéa normalni, pokud 4,11 hvézdovité zjemtiuje A, pro kazdé
n.

Posloupnost {Un} reflexivnich relaci na mnoZing X se nazyva normdlni, pokud Upy1 © Unt1 C Un pro
kazdé n.
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Uniformni pokryti
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Definice a zaklady
>rmnich prostorti

uniformniho prostoru

=/ Neékdy se nazyvd oteviené pokryti topologického prostoru normdlni pokryti, jestliZe je prvnim
¢lenem normdlni posloupnosti sloZen€ z otevienych pokryti.
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Uniformni pokryti
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Definice a zaklady
Konstru uniformnich tort

Topologie uniformniho | toru

Uvédomte si, Ze normdlni pokryti i normdlni posloupnost relaci tvoii bazi uniformity, a tedy
jsou vytvoreny pseudometrikou.

Kazdy ¢len uniformity (relace nebo pokryti) je prvnim ¢lenem normalni posloupnosti lezici
v této uniformité. Odtud vyplyva ndsledujici tvrzeni. PouZijeme v ném termin z ndsledujici
Césti: pseudometrika d je stejnomérné spojitd na uniformnim prostoru (X, ), jestlize uni-
formita této pseudometriky je mensi nez U.




Definice a zaklady Un!formn! okoli dllagonaly
P ) Uniformni pokryti
Konstrukce uniformnich prostorti

e o 3 Uniformni metrizovatelnost
ie uniformniho prostoru q ey o
Stejnomérna spojitost

DUSLEDEK (Metrizace

ormalni posloupnosti)

Necht G je uniformni pokryti prostoru (X,U) (resp. U € U). Pak existuje stejnomérné spojitd pseudometrika
d na (X,U) tak, Ze pokryti X koulemi o poloméru 1 zjemriuje A; (nebo
{(x,y) € X x X;d(x,z) < 1} C Uy, resp.).

Uniformni prostory



Uniformni okoli diagonaly
Uniformni pokryti
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Definice a zaklady

:’: Stejné jako u topologickych prostort je i u uniformnich prostort dulezity vztah mezi nimi,
. ktery je zprostiedkovavan vhodnymi zobrazenimi. Na rozdil od spojitosti bude zdkladni defi-
nice analogickd definici stejnomérné spojitosti v metrickych prostorech.
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Definice a zaklady

DEFINICE (Stejnomérna spojitost zobrazeni)

Necht (X,U), (Y, V) jsou uniformni prostory a f : X — Y zobrazeni. Rekneme, Ze f je stejnomérné
spojité, jestlize (f x f)~1(V) € U pro kazdé V € V, tj. vzor uniformniho okolf diagondly v Y je uniformn{
okoli diagondly v X.

—d
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Definice a zaklady

DEFINICE (Stejnomérna spojitost zobrazeni)

Necht (X,U), (Y, V) jsou uniformni prostory a f : X — Y zobrazeni. Rekneme, Ze f je stejnomérné
spojité, jestlize (f x f)~1(V) € U pro kazdé V € V, tj. vzor uniformniho okolf diagondly v Y je uniformn{
okoli diagondly v X.

—d

Uvedend definice se jednoduse pfevede na uniformni pokryti:

Zobrazeni mezi uniformnimi prostory je stejnomérné spojité prdavé kdyZ vzor uniformniho pokryti je uniformni
pokryti.

6. Uniformni prostory
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Uniformni pokryti
Uniformni metrizovatelnost
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Definice a zaklady

DEFINICE (Stejnomérna spojitost zobrazeni)

Necht (X,U), (Y, V) jsou uniformni prostory a f : X — Y zobrazeni. Rekneme, Ze f je stejnomérné
spojité, jestlize (f x £)~1(V) € U pro kazdé V € V, tj. vzor uniformntho okoli diagonaly v Y je uniformni
okoli diagondly v X.

—d

Zobrazeni mezi uniformnimi prostory je stejnomérné spojité pokud je konstantni nebo de-
N fini¢ni obor je uniformné diskrétni nebo obor hodnot je indiskrétni.

+ Je celkem ziejmé, Ze pojem stejnomérné spojitosti nelze lokalizovat ve smyslu, Ze zobrazeni
je stejnomérné spojité pokud je stejnomérné spojité v bodé (tento termin nema ani smysl)
nebo na prvcich uniformniho pokryti.

Nasledujici vlastnosti jsou dulezité a ziejmé.
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Definice a zaklady

DEFINICE (Stejnomérna spojitost zobrazeni)

Necht (X,U), (Y, V) jsou uniformni prostory a f : X — Y zobrazeni. Rekneme, Ze f je stejnomérné
spojité, jestlize (f x f)~1(V) € U pro kazdé V € V, tj. vzor uniformniho okolf diagondly v Y je uniformn{
okoli diagondly v X.

—d

TVRZENI (Z4kladni vlastnosti stejnomérné spojitosti)

SloZeni dvou stejnomérné spojitych zobrazeni je stejnomérné spojité zobrazent.
Identické zobrazent uniformniho prostoru je stejnomérné spojité.
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Uniformni pokryti
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Definice a zaklady

N Uniformni vlastnosti budou ty vlastnosti, které se neméni pii prechodu od jednoho uni-
7 formniho prostoru k uniformné stejnému prostoru pomoci obdoby topologického homeomor-
fizmu. Protoze termin uniformni homeomorfizmus (nebo stejnomérny) je dvojznacny, budeme
potfebny termin nazyvat izomorfizmem.




- - Uniformni okoli diagonaly
Definice a zaklady Uniformni pokryti

Uniformni metrizovatelnost
Stejnomérna spojitost

Necht X, Y jsou uniformni prostory a f : X — Y. Zobrazeni f se nazyvd izomorfizmus, jestliZe je

stejnomérné spojité a existuje inverzni stejnomérné spojité zobrazeni g : Y — X. Prostory X, Y se pak
nazyvaji izomorfni.
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Uniformni pokryti
Uniformni metrizovatelnost
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Definice a zaklady

'Z AE jsou intervaly (0, 1) a (0, c0) homeomorfni, nejsou izomorfni (pfi topologiich a unifor-
mitich definovanych obvyklou metrikou).
Dva omezené intervaly v R stejného typu (napf. oba oteviené) jsou izomorfni.

iformni prostory



Svaz uniformit
Slabé uniformity
Konstrukce uniformnich prostort Podprostory a souéiny

Silné uniformity
Kvocienty a soucty

Podobné jako v topologickych prostorech lze zavést usporadani uniformit, slabé a silné
vytvéreni a tedy podprostory, souciny, soucty a kvocienty uniformnich prostord. Postupy jsou
analogické a nebudeme tedy uvadét vSechny podrobnosti.
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Svaz uniformit
Slabé uniformity
Konstrukce uniformnich prostort Podprostory a souéiny

Silné uniformity
Kvocienty a soucty

Usporadani na mnoziné vsech uniformit na X bude opét obracena inkluze.
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Svaz uniformit
Slabé uniformity
Konstrukce uniformnich prostort Podprostory a souéiny

Silné uniformity
Kvocienty a soucty

Usporadani na mnoziné vsech uniformit na X bude opét obracena inkluze.

DEFINICE (Definice usporadani uniformit)

Mnozina vSech uniformit na mnozin€ X je usporadand opacnou inkluzi D.



Svaz uniformit

Slabé uniformity
Konstrukce uniformnich prostort Podprostory a souéiny

Silné uniformity

Kvocienty a soucty

Mnozina vSech uniformit na mnoziné X je usporddand opacnou inkluzi D.

Je-lid D V, fikdme, Ze U je jemnéjSinez V a Ze V je hrubsi nez U.



Svaz uniformit

Slabé uniformity
Konstrukce uniformnich prostort Podprostory a souéiny

Silné uniformity

Kvocienty a soucty

Mnozina vSech uniformit na mnoziné X je usporddand opacnou inkluzi D.

Je-lid D V, fikdme, Ze U je jemnéjSinez V a Ze V je hrubsi nez U.

Misto uvedenych terminu se pouZivaji i terminy slabs7 — silnéjsi, 1ze samoziejmé pouZivat i
=/ terminy versi — mensi.

Plati ocekdavané véty, Ze uniformity na X tvoii svaz a Ze stejnomérné spojita zobrazeni se
chovaji rozumné pri supremech a infimech.




Svaz uniformit

Slabé uniformity
Konstrukce uniformnich prostort Podprostory a souéiny

Silné uniformity

Kvocienty a soucty

DEFINICE (Definice usporadani uniformit)

Mnozina vSech uniformit na mnoziné X je usporddand opacnou inkluzi D.

Je-lid D V, fikdme, Ze U je jemnéjSinez V a Ze V je hrubsi nez U.

TVRZENI (Uplny svaz uniformit)

MnoZina vSech uniformit na dané mnoziné tvori uplny svaz.

» Ditkaz
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Svaz uniformit

Slabé uniformity
Konstrukce uniformnich prostort Podprostory a souéiny

Silné uniformity

Kvocienty a soucty

DEFINICE (Definice usporadani uniformit)

Mnozina vSech uniformit na mnoziné X je usporddand opacnou inkluzi D.

Je-lid D V, fikdme, Ze U je jemnéjSinez V a Ze V je hrubsi nez U.

TVRZENI (Uplny svaz uniformit)

MnoZina vSech uniformit na dané mnoziné tvori uplny svaz.

» Ditkaz

TVRZENI (Stejnomérna spojitost a suprema, infima)

Je-li f stejnomérné spojité zobrazeni (X,Ua) — (Y, Va) pro kazdé a € A, pak je f stejnomérné spojité i
Jako zobrazeni (X,supaUa) — (Y,supy Va) a (X,infalla) — (Y, infa Va).

» Ditkaz

6. Uniformni prostory



Svaz uniformit
Slabé uniformity
Konstrukce uniformnich prostort Podprostory a souéiny

Silné uniformity
Kvocienty a soucty

) Z dalsiho uvidite, ze konstrukce slabych a silnych uniformit je analogicka prislusnym kon-
' strukcim v topologickych prostorech. Tyto konstrukce lze zobecnit na mnohem obecnéjsi

struktury a vSe, co tu uvadime, jsou pak jen specialni piipady.

Neuvedené dikazy jsou modifikacemi diikazii z topologické ¢asti.

iformni prostory



Svaz uniformit

Slabé uniformity
Konstrukce uniformnich prostort Podprostory a souéiny

Silné uniformity

Kvocienty a soucty

TVRZENI (Slaba uniformit.

Necht X je mnozina, {Ya} a je soubor uniformnich prostorii a pro kazdé a € A je ddno zobrazeni
fa : X — Ya. Pak existuje nejhrubsi uniformita U na X takovd, Ze viechna zobrazeni fa : (X,U) — Ya jsou
stejnomérné spojitd.

iformni prostory



Svaz uniformit

Slabé uniformity
Konstrukce uniformnich prostort Podprostory a souéiny

Silné uniformity

Kvocienty a soucty

TVRZENI (Slaba uniform

Necht X je mnozina, {Ya} a je soubor uniformnich prostorii a pro kazdé a € A je ddno zobrazeni
fa : X — Ya. Pak existuje nejhrubsi uniformita U na X takovd, Ze viechna zobrazeni fa : (X,U) — Ya jsou
stejnomérné spojitd.

DEFINICE

Uniformita U/ z pfedchozi véty se nazyva slabd uniformita vytvofend souborem (nebo zobrazenimi)
fa: X — Ya,a € A. Soubor zobrazeni f, : (X,U) — Ya se pak nazyvd slabé vytvarejici.

Uniformni prostory



Svaz uniformit
Definice a zaklady Slabé uniformity
Konstrukce uniformnich prostort Podprostory a souéiny

ologie uniformniho prostoru Silné uniformity
Kvocienty a soucty

TVRZENI (Popis slabé uni ity)

Jsou-li Us uniformity prostorii Ya, pak slabd uniformita na X vytvorend souborem f3 : X — Yas,a € A md

subbdzi
{(fa x f2)71(U); U € Us, a € A}.

iformni prostory



Svaz uniformit
Slabé uniformity
Konstrukce uniformnich prostort Podprostory a souéiny

Silné uniformity
Kvocienty a soucty

Dalsi analogické véty:

iformni prostory



Svaz uniformit

Slabé uniformity
Konstrukce uniformnich prostort Podprostory a souéiny

Silné uniformity

Kvocienty a soucty

TVRZENI (Bezbodova charakterizace slabé uniformity)

Nasledujict viastnosti jsou ekvivalentni pro soubor fa : X — Ya,a € A, mezi uniformnimi prostory:

Uniformni prostor X je slabé vytvoren souborem f3 : X — Y3,a € A.

Je-li Z uniformni prostor a g : Z — X, pak zobrazeni g je stejnomérné spojité pravé kdyz kaZdé
sloZeni f, g, a € A, je stejnomérné spojité.

Uniformni prostory



Svaz uniformit

Slabé uniformity
Konstrukce uniformnich prostort Podprostory a souéiny

Silné uniformity

Kvocienty a soucty

TVRZENI (Bezbodova charakterizace slabé uniformity)

Nasledujict viastnosti jsou ekvivalentni pro soubor fa : X — Ya,a € A, mezi uniformnimi prostory:

Uniformni prostor X je slabé vytvoren souborem f3 : X — Y3,a € A.

Je-li Z uniformni prostor a g : Z — X, pak zobrazeni g je stejnomérné spojité pravé kdyz kaZdé
sloZeni f, g, a € A, je stejnomérné spojité.

TVRZENI (Skladani slabjch vytvareni)

Necht {fa: X — Yataa{gai: Ya— Zai}i,,a € A jsou soubory stejnomérné spojitych zobrazeni mezi
uniformnimi prostory. Pak plati:

Je-li soubor {g, jfa: X — Z, ;1a € A, i € I} slabé vytvdrejici, je i soubor {fa : X — Ya} a slabé
vytvdrejici.

6. Uniformni prostory



Svaz uniformit

Slabé uniformity
Konstrukce uniformnich prostort Podprostory a souéiny

Silné uniformity

Kvocienty a soucty

TVRZENI (Bezbodova charakterizace slabé uniformity)

Nasledujict viastnosti jsou ekvivalentni pro soubor fa : X — Ya,a € A, mezi uniformnimi prostory:

Uniformni prostor X je slabé vytvoren souborem f3 : X — Y3,a € A.

Je-li Z uniformni prostor a g : Z — X, pak zobrazeni g je stejnomérné spojité pravé kdyz kaZdé
sloZeni f, g, a € A, je stejnomérné spojité.

TVRZENI (Skladani slabjch vytvareni)

Necht {fa: X — Yataa{gai: Ya— Zai}i,,a € A jsou soubory stejnomérné spojitych zobrazeni mezi
uniformnimi prostory. Pak plati:

Je-li soubor {g, jfa: X — Z, ;1a € A, i € I} slabé vytvdrejici, je i soubor {fa : X — Ya} a slabé
vytvdrejici.

Jsou-li soubory {fa : X — Yata a{gai: Ya — Za,i}1,,a € A slabé vywdrejici, je i soubor
{gaifa: X — Z,ia € A, i € Ia} slabé vytvdrejic.

6. Uniformni prostory



Svaz uniformit
nice a zaklz Slabé uniformity
Konstrukce uniformnich prostort Podprostory a souéiny
Topolo, iformniho prostoru Silné uniformity

Kvocienty a soucty

Pokracujeme v analogiich.




Svaz uniformit

Slabé uniformity
Konstrukce uniformnich prostort Podprostory a souéiny

Silné uniformity

Kvocienty a soucty

DEFINICE (Podprostor uniformniho prostoru)

Necht (X, U) je uniformn{ prostor a Y C X. Uniformn{ prostor (Y, ) slab& vytvoreny zobrazenim
ly : Y — (X,U) se nazyva podprostor uniformniho prostoru (X, ).

Uniformni prostory



Svaz uniformit

Slabé uniformity
Konstrukce uniformnich prostort Podprostory a souéiny

Silné uniformity

Kvocienty a soucty

DEFINICE (Podprostor uniformniho prostoru)

Necht (X, U) je uniformn{ prostor a Y C X. Uniformn{ prostor (Y, ) slab& vytvoreny zobrazenim
ly : Y — (X,U) se nazyva podprostor uniformniho prostoru (X, ).

TVRZENI (Vlastnosti podprostori)

Necht (Y, V) je podprostor uniformniho prostoru (X,U).
V={UN(Y xY);UcU}.

6. Uniformni prostory



Svaz uniformit

Slabé uniformity
Konstrukce uniformnich prostort Podprostory a souéiny

Silné uniformity

Kvocienty a soucty

DEFINICE (Podprostor uniformniho prostoru)

Necht (X, U) je uniformn{ prostor a Y C X. Uniformn{ prostor (Y, ) slab& vytvoreny zobrazenim
ly : Y — (X,U) se nazyva podprostor uniformniho prostoru (X, ).

TVRZENI (Vlastnosti podprostori)

Necht (Y, V) je podprostor uniformniho prostoru (X,U).
V={UN(Y xY);UcU}.

Zobrazeni prostoru Z do (Y, V) je stejnomérné spojité pravé kdy? je stejnomérné spojité jako
zobrazeni do (X,U).

6. Uniformni prostory



Svaz uniformit

Slabé uniformity
Konstrukce uniformnich prostort Podprostory a souéiny

Silné uniformity

Kvocienty a soucty

DEFINICE (Podprostor uniformniho prostoru)

Necht (X, U) je uniformn{ prostor a Y C X. Uniformn{ prostor (Y, ) slab& vytvoreny zobrazenim
ly : Y — (X,U) se nazyva podprostor uniformniho prostoru (X, ).

TVRZENI (Vlastnosti podprostori)

Necht (Y, V) je podprostor uniformniho prostoru (X,U).
V={UN(Y xY);UcU}.
Zobrazeni prostoru Z do (Y, V) je stejnomérné spojité pravé kdy? je stejnomérné spojité jako
zobrazeni do (X,U).
Necht Z je uniformni prostor s nosnou mnoZinou leZici v Y. Pak Z je podprostor prostoru (Y, V)
pravé kdyz je podprostorem prostoru (X,U).

6. Uniformni prostory



Svaz uniformit
Definice a zaklady Slabé uniformity
Konstrukce uniformnich prostort Podprostory a souéiny
Topologie uniformniho prostoru Silné uniformity

Kvocienty a soucty

DEFINICE (Podprostor uniformniho prostoru)

Necht (X, U) je uniformn{ prostor a Y C X. Uniformn{ prostor (Y, ) slab& vytvoreny zobrazenim
ly : Y — (X,U) se nazyva podprostor uniformniho prostoru (X, ).

I uniformni vnoreni se definuji obdobné jako v topologiich.

iformni prostory



Svaz uniformit
Definice a zaklady Slabé uniformity
Konstrukce uniformnich prostort Podprostory a souéiny
ie uniformniho prostoru Silné uniformity
Kvocienty a soucty

DEFINICE (Podprostor uniformniho prostoru)

Necht (X, U) je uniformn{ prostor a Y C X. Uniformn{ prostor (Y, ) slab& vytvoreny zobrazenim
ly : Y — (X,U) se nazyva podprostor uniformniho prostoru (X, ).

DEFINICE (Stejnomérné vnoreni)

Nechi X, Y jsou uniformni prostory a f : Y — X je prosté zobrazeni. Je-li f slab& vytvatejici, nazyvé se
stejnomérné vnoreni prostoru Y do prostoru X. Symbol Y < X znaéi, Ze Y je stejnomérné vnoren do X.

Uniformni prostory



Svaz uniformit
Definice a zaklady Slabé uniformity
Konstrukce uniformnich prostort Podprostory a souéiny
uniformniho prostoru Silné uniformity
Kvocienty a soucty

DEFINICE (Podprostor uniformniho prostoru)

Necht (X, U) je uniformn{ prostor a Y C X. Uniformn{ prostor (Y, ) slab& vytvoreny zobrazenim
ly : Y — (X,U) se nazyva podprostor uniformniho prostoru (X, ).

DEFINICE (Stejnomérné vnoreni)

Nechi X, Y jsou uniformni prostory a f : Y — X je prosté zobrazeni. Je-li f slab& vytvatejici, nazyvé se
stejnomérné vnoreni prostoru Y do prostoru X. Symbol Y < X znaéi, Ze Y je stejnomérné vnoren do X.

TVRZENI

Je-li f : Y — X stejnomérné vnofent, pak prostor Y je izomorfui s podprostorem f(Y') prostoru X.

6. Uniformni prostory



Svaz uniformit
Slabé uniformity
Konstrukce uniformnich prostort Podprostory a souéiny

Silné uniformity
Kvocienty a soucty

Souciny uniformnich prostort se nyni definuji zfejmym zptsobem.

iformni prostory



Svaz uniformit

Slabé uniformity
Konstrukce uniformnich prostort Podprostory a souéiny

Silné uniformity

Kvocienty a soucty

Necht {(Xa Ua)} A je soubor uniformnich prostoru & X = M4X; je sou€in jejich nosnych mnoZin.
Uniformni prostor (X, /) slab& vytvofeny souborem projekei {pr, : X — (Xa,Ua)}a se nazyva soucinem
uniformnich prostort (Xa ,Ua).

Uniformni prostory



Svaz uniformit

Slabé uniformity
Konstrukce uniformnich prostort Podprostory a souéiny

Silné uniformity

Kvocienty a soucty

Necht {(Xa Ua)} A je soubor uniformnich prostoru & X = M4X; je sou€in jejich nosnych mnoZin.
Uniformni prostor (X, /) slab& vytvofeny souborem projekei {pr, : X — (Xa,Ua)}a se nazyva soucinem
uniformnich prostort (Xa ,Ua).

2

Z popisu slabé uniformity a jeho vlastnosti vyplyva nasledujici tvrzeni.

Uniformni prostory



Svaz uniformit

Slabé uniformity
Konstrukce uniformnich prostort Podprostory a souéiny

Silné uniformity

Kvocienty a soucty

DEFINICE (Soucin uniformnich prostorti)

Necht {(Xa Ua)} A je soubor uniformnich prostoru & X = M4X; je sou€in jejich nosnych mnoZin.
Uniformni prostor (X, /) slab& vytvofeny souborem projekei {pr, : X — (Xa,Ua)}a se nazyva soucinem
uniformnich prostort (Xa ,Ua).

TVRZENI (Popis uniformity sou¢inu)

Necht (X,U) je soucin uniformnich prostorii (Xa,Us).
{(pr, x pry)~1(U); U € Ua, a € A} je subbdze uniformity U.

6. Uniformni prostory



Svaz uniformit

Slabé uniformity
Konstrukce uniformnich prostort Podprostory a souéiny

Silné uniformity

Kvocienty a soucty

DEFINICE (Soucin uniformnich prostorti)

Necht {(Xa Ua)} A je soubor uniformnich prostoru & X = M4X; je sou€in jejich nosnych mnoZin.
Uniformni prostor (X, /) slab& vytvofeny souborem projekei {pr, : X — (Xa,Ua)}a se nazyva soucinem
uniformnich prostort (Xa ,Ua).

TVRZENI (Popis uniformity sou¢inu)

Necht (X,U) je soucin uniformnich prostorii (Xa,Us).
{(pr, x pry)~1(U); U € Ua, a € A} je subbdze uniformity U.

Zobrazeni uniformniho prostoru Z do (X,U) je stejnomérné spojité pravé kdyz jsou stejnomérné
spojitd vSechna jeho sloZeni s projekcemi pr .

6. Uniformni prostory



Svaz uniformit

Slabé uniformity
Konstrukce uniformnich prostort Podprostory a souéiny

Silné uniformity

Kvocienty a soucty

DEFINICE (Soucin uniformnich prostorti)

Necht {(Xa Ua)} A je soubor uniformnich prostoru & X = M4X; je sou€in jejich nosnych mnoZin.
Uniformni prostor (X, /) slab& vytvofeny souborem projekei {pr, : X — (Xa,Ua)}a se nazyva soucinem
uniformnich prostort (Xa ,Ua).

TVRZENI (Popis uniformity sou¢inu)

Necht (X,U) je soucin uniformnich prostorii (Xa,Us).
{(pr, x pry)~1(U); U € Ua, a € A} je subbdze uniformity U.

Zobrazeni uniformniho prostoru Z do (X,U) je stejnomérné spojité pravé kdyz jsou stejnomérné
spojitd vSechna jeho sloZeni s projekcemi pr .

Je-li kazdy prostor (Xa,Ua) soucinem prostorii T, j, i € Ia, je (X,U) soucinem prostorii
Ta’,'7 acAié€El,.

6. Uniformni prostory



Svaz uniformit

Slabé uniformity
Konstrukce uniformnich prostort Podprostory a souéiny

Silné uniformity

Kvocienty a soucty

Pokracujeme v analogii.




Svaz uniformit

Slabé uniformity
Konstrukce uniformnich prostort Podprostory a souéiny

Silné uniformity

Kvocienty a soucty

TVRZENI (Slabé vytvare souciny)

Necht 5 : X — Ya,a € A, je soubor stejnomérné spojitych zobrazeni. Tento soubor je slabé vytvdrejici
pravé kdy? diagondlni zobrazeni Af, : X — T4 Ya je slabé vytvdiejict.

Uniformni prostory



Svaz uniformit
Slabé uniformity
Konstrukce uniformnich prostort Podprostory a souéiny

Silné uniformity
Kvocienty a soucty

V piipadé, Ze zobrazeni Af; z piedchozi véty je prosté, je toto zobrazeni stejnomérnym
vnofenim (pokud je uvedeny soubor slabé vytvéiejici).




Svaz uniformit
Slabé uniformity
Konstrukce uniformnich prostort Podprostory a souéiny

Silné uniformity
Kvocienty a soucty

niformni prosto



Svaz uniformit
Slabé uniformity
Konstrukce uniformnich prostort Podprostory a souéiny

Silné uniformity
Kvocienty a soucty

o Daji se sepsat podminky na uniformni prostor X, aby se dal stejnomérné vnofit do mocniny
= jiného uniformniho prostoru, ale jednak je nebudeme potiebovat a jednak jsou sloZitéjsi a
méné pouzitelnd nez v pripadé topologickych prostori. Uvedeme pouze jedinou aplikaci,
kterd je vSak velmi dulezita.

iformni prostory



Svaz uniformit

Slabé uniformity
Konstrukce uniformnich prostort Podprostory a souéiny

Silné uniformity

Kvocienty a soucty

TVRZENI ofeni do sou¢inu pseudometrickych prostori)

KaZdy uniformni prostor Ize stejnomérné vnorit do soucinu pseudometrickych prostorii.

» Dikaz



Svaz uniformit
Slabé uniformity
Konstrukce uniformnich prostort Podprostory a souéiny

Silné uniformity
Kvocienty a soucty

Kromé definice a popisu silnych uniformit nebudeme jiz opakovat obdobnd tvrzeni z topolo-

gické Casti.




Svaz uniformit

Slabé uniformity
Konstrukce uniformnich prostort Podprostory a souéiny

Silné uniformity

Kvocienty a soucty

TVRZENI (Silna uniformita)

Necht X je mnozina, {Ya} a je soustava uniformnich prostorii a pro kaZdé a € A je ddno zobrazeni
fa i Ya — X. Pak existuje nejjemnéjsi uniformita U na X takovd, Ze vSechna zobrazeni fa : Ya — (X, U)
Jjsou stejnomérné spojitd.

iformni prostory



Svaz uniformit

Slabé uniformity
Konstrukce uniformnich prostort Podprostory a souéiny

Silné uniformity

Kvocienty a soucty

TVRZENI (Silna uniformita)

Necht X je mnozina, {Ya} a je soustava uniformnich prostorii a pro kaZdé a € A je ddno zobrazeni
fa i Ya — X. Pak existuje nejjemnéjsi uniformita U na X takovd, Ze vSechna zobrazeni fa : Ya — (X, U)
Jjsou stejnomérné spojitd.

DEFINICE

Uniformita U/ z pfedchozi véty se nazyva silnd uniformita vytvorend souborem (nebo zobrazenimi)
fa: Ya — X,a € A. Soubor zobrazeni f; : Ya — (X,G), a € A, se pak nazyva silné vytvarejici.

Uniformni prostory



Svaz uniformit

Slabé uniformity
Konstrukce uniformnich prostort Podprostory a souéiny

Silné uniformity

Kvocienty a soucty

TVRZENI (Siln4 uniformita)

Necht X je mnozina, {Ya} a je soustava uniformnich prostorii a pro kaZdé a € A je ddno zobrazeni
fa i Ya — X. Pak existuje nejjemnéjsi uniformita U na X takovd, Ze vSechna zobrazeni fa : Ya — (X, U)
Jjsou stejnomérné spojitd.

TVRZENI (Popis silné uniformity)

Jsou-li Us uniformity prostorii Ya, pak silnd uniformita na X vytvorend souborem f5 : Yo — X, a € Aje
rovha

{UC X x X;(fax fa)"Y(U) € Us,Va € A}.

6. Uniformni prostory



Svaz uniformit
Slabé uniformity
Konstrukce uniformnich prostort Podprostory a souéiny

Silné uniformity
Kvocienty a souéty

Ani v této Casti nebudeme uvadét podrobnosti a opakovat analogie. Zavedeme pouze definice.




Svaz uniformit

Slabé uniformity
Konstrukce uniformnich prostort Podprostory a souéiny

Silné uniformity

Kvocienty a souéty

DEFINICE (Uniformni kvocient)

Necht X je uniformni prostor a f je zobrazeni X na mnoZzinu Y. Uniformni prostor (Y, V) siln& vytvofeny
zobrazenim f : X — Y se nazyva kvocient uniformniho prostoru X podle zobrazeni f, které se pak nazyva
kvocientové.




Svaz uniformit
Slabé uniformity
Konstrukce uniformnich prostort Podprostory a souéiny

Silné uniformity
Kvocienty a souéty

DEFINICE (Soucet uniformnich prostorii)

Necht {Xa} 4 je soubor uniformnich prostortia X = Y~ 4 Xa je soudet jejich nosnych mnoZin. Uniformni
prostor (X, G) silné vytvofeny souborem injekei {inj, : Xa — X} se nazyvd souctem uniformnich
prostora Xj.

iformni prostory



Svaz uniformit
Slabé uniformity
Konstrukce uniformnich prostort Podprostory a souéiny

Topologie uniformniho prostoru Silné uniformity
Kvocienty a souéty

Na rozdil od topologickych prostort neplati v uniformitach pozorovani, ze soucet stejnych
topologickych prostori X indexovanych mnozinou A je roven soucinu diskrétniho prostoru
A s prostorem X. To je dulezity rozdil.




Topologie uniformniho prostoru

~2 Podle vzoru z metrickych prostora zavedeme na uniformnim prostoru topologii. Je-li d me-
trika na X, tvofi oteviené koule se stfedem v daném bodé¢ jeho bazi okoli. Pfi pouziti uni-
formnich okoli diagondly Ur = {(x,y);d(x,y) < r} je koule o poloméru r a stfedu x
rovna mnozing Uy [x].

6. Uniformni prostory



Topologie uniformniho prostoru

TVRZENI (Topologie uniformniho prostoru)

Je-li (X,U) uniformni prostor, tvori soustavy {U[x]; U € U}, x € X, bdze okoli bodii v néjakém
topologickém prostoru (X, G).

» Dikaz

6. Uniformni prostory



Topologie uniformniho prostoru

DEFINICE

Topologie popsana v pfedchozi vété se nazyva topologie vytvofend uniformitou .

6. Uniformni prostory



Konstru

Topologie uniformniho prostoru

Pouzivaji se samoziejmé i rizné modifikace uvedeného terminu, napt. topologie uniformity
nebo uniformni topologie.

Ve cviceni jsou uvedeny souvislosti mezi uniformnimi okolimi diagonaly a topologickymi
okolimi diagondly a mezi uniformnimi pokrytimi a otevienymi pokrytimi.

Snadno lze popsat i uzavér uniformni topologie:




Topologie uniformniho prostoru

TVRZENI (Uzavér uniformni topologie)

Uzdvér v topologii vytvorené uniformitou U je ddn vzorcem

A=({UIA U eu}.

» Ditkaz
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Definice a zaklady
Konstrukce uniformnich prostort

Topologie uniformniho prostoru

Dulezitd dmluva:




nice a zaklady
uniformnich prostorii

uniformniho prostoru

Topologické vlastnosti uniformit

Pouzije-li se topologicky pojem na uniformni prostory nebo jeho vztahy, vztahuje se k topologiim
vytvofenymi pfislusnymi uniformitami.




Definice a zaklady
Konstrukce uniformnich prostort

Topologie uniformniho prostoru

Tak napriklad separabilni uniformni prostor je uniformni prostor, jehoZ topologie je separa-
bilni. Diskrétni uniformni prostor ma diskrétni topologii.




Topologie uniformniho prostoru

D) Nasledujici tvrzeni se da ocekavat podle podobného tvrzeni znamého z matematické analyzy,
i jeho dikaz je jednoduchy.
Dalsi uvedené tvrzeni je podstatné pro vztahy mezi uniformitami a topologiemi.

Uniformni prostory



Topologie uniformniho prostoru

TVRZENI (Spojitost a stejnomérna spojitost)

Stejnomérné spojité zobrazeni mezi uniformnimi prostory je spojité.

Uniformni prostory



Topologie uniformniho prostoru

TVRZENI (Zachovavani slabého vytvare

Prirazent topologii uniformitdm zachovdvd slabé vytvdrient.

» Ditkaz

=
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Topologie uniformniho prostoru

Predchozi véta ma mnoho dulezitych dusledkt, které nyni uvedeme. Nejdiive obecné
dasledky, potom jejich pouziti na specidlni ptipady.

6. Uniformni prostory



Topologie uniformniho prostoru

DUSLEDEK

Je-li X uniformni podprostor uniformniho prostoru Y, je i topologickym podprostorem Y .

6. Uniformni prostory



Topologie uniformniho prostoru

DUSLEDEK (Topologie soucinu uniformit)

Je-li X uniformni podprostor uniformniho prostoru Y, je i topologickym podprostorem Y .

Topologie soucinu uniformnich prostorii X je soucin topologit prostorii X,.
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inu uniformit)

Je-li X uniformni podprostor uniformniho prostoru Y, je i topologickym podprostorem Y .
Topologie soucinu uniformnich prostoriit X5 je soucin topologit prostorii Xa.

Topologie infima uniformit Uz je infimum topologii vytvoFenych uniformitami Us.
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DUSLEDEK (Topologie soucinu uniformit)

Je-li X uniformni podprostor uniformniho prostoru Y, je i topologickym podprostorem Y .
Topologie soucinu uniformnich prostoriit X5 je soucin topologit prostorii Xa.

Topologie infima uniformit Uy je infimum topologii vytvorenych uniformitami Us.

DUSLEDEK (Uniformizovatelné topologie)

Topologie je vytvorena néjakou uniformitou pravé kdy? je viplné reguldrni.
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DUSLEDEK (Topologie soucinu uniformit)

Je-li X uniformni podprostor uniformniho prostoru Y, je i topologickym podprostorem Y .
Topologie soucinu uniformnich prostoriit X5 je soucin topologit prostorii Xa.

Topologie infima uniformit Uy je infimum topologii vytvorenych uniformitami Us.

DUSLEDEK (Uniformizovatelné topologie)

Topologie je vytvorena néjakou uniformitou pravé kdy? je iplné reguldrni.

Pro kaZdou tiplné reguldrni topologii existuje nejjemnéjsi uniformita, kterd ji vytvdri. Tato uniformita
se nazyvd jemnd uniformita dané topologie.
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DUSLEDEK (Topologie soucinu uniformit)

Je-li X uniformni podprostor uniformniho prostoru Y, je i topologickym podprostorem Y .
Topologie soucinu uniformnich prostoriit X5 je soucin topologit prostorii Xa.

Topologie infima uniformit Uy je infimum topologii vytvorenych uniformitami Us.

DUSLEDEK (Uniformizovatelné topologie)

Topologie je vytvorena néjakou uniformitou pravé kdy? je iplné reguldrni.

Pro kaZdou uiplné reguldrni topologii existuje nejjemnéjsi uniformita, kterd ji vytvdri. Tato uniformita

se nazyvd dané topologie.

Spojité zobrazent jemné uniformity do uniformniho prostoru je stejnomérné spojité.
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DUSLEDEK (Topologie soucinu uniformit)

Je-li X uniformni podprostor uniformniho prostoru Y, je i topologickym podprostorem Y .
Topologie soucinu uniformnich prostoriit X5 je soucin topologit prostorii Xa.

Topologie infima uniformit Uy je infimum topologii vytvorenych uniformitami Us.

DUSLEDEK (Uniformizovatelné topologie)

Topologie je vytvorena néjakou uniformitou prdvé kdy? je tiplné reguldrni.

se nazyvd dané topologie.

Spojité zobrazeni jemné uniformity do uniformniho prostoru je stejnomérné spojité.
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DUSLEDEK (Topologie soucinu uniformit)

Je-li X uniformni podprostor uniformniho prostoru Y, je i topologickym podprostorem Y .
Topologie soucinu uniformnich prostoriit X5 je soucin topologit prostorii Xa.

Topologie infima uniformit Uy je infimum topologii vytvorenych uniformitami Us.

DUSLEDEK (Uniformizovatelné topologie)

Topologie je vytvorena néjakou uniformitou prdvé kdy? je tiplné reguldrni.

se nazyvd dané topologie.

Spojité zobrazeni jemné uniformity do uniformniho prostoru je stejnomérné spojité.
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DUSLEDEK (Topologie soucinu uniformit)

Je-li X uniformni podprostor uniformniho prostoru Y, je i topologickym podprostorem Y .
Topologie soucinu uniformnich prostoriit X5 je soucin topologit prostorii Xa.

Topologie infima uniformit Uy je infimum topologii vytvorenych uniformitami Us.

DUSLEDEK (Uniformizovatelné topologie)

Topologie je vytvorena néjakou uniformitou pravé kdy? je iplné reguldrni.

se nazyvd dané topologie.

Spojité zobrazeni jemné uniformity do uniformniho prostoru je stejnomérné spojité.

» Ditkaz
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) Podle predchoziho tvrzeni je kazdy kompaktni Hausdorffuv prostor vytvoren néjakou unifor-
mitou. Tuto uniformitu nyni popiSeme a ukdZeme, Ze je to jedind uniformita vytvarejici danou
topologii.
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TVRZENI (U ormity na kompaktnim prostoru)

Kompaktni Hausdorffiiv prostor je vytvdren jedinou uniformitou, kterd md za bdzi vSechna okoli diagondly
(ekvivalentné, v§echna oteviend (konecnd) pokryti).

» Ditkaz
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' Jak je vidét z piikladl, muze byt nekompaktni topologicky prostor (napt. R nebo nekonecny
i diskrétni prostor) vytvofen mnoha uniformitami. Vlastnost byt vytvoren jedinou uniformitou
vSak kompaktnost necharakterizuje (viz priklad wy).

6. Uniformni prostory
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