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6. Uniformni prostory



Obecné poznamky

Lze vytusit, Ze axiomy pro uniformni okoli diagonély jsou odvozeny z axiému pseudometriky
pro stejnomérna okoli diagondly U,. Na diagonale se kazdd pseudometrika anuluje a tedy
mnoziny U, obsahuji diagondlu. Pseudometrika je symetrickd funkce a tedy mnoziny Uy
jsou symetrické. Trojuihelnikovd nerovnost davd U, /5 o U, /> C Ur.
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Obecné poznamky

Tyto axiomy se daji popsat elegantnéji (ale zase méné praktictéji) pomoci operaci nad sou-
stavami relaci:
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Obecné poznamky

U je filtr podmnozin X x X s vlastnostmi
NUD Ax;
u-t=u;
UoU =U.

'

6. Uniformni prostory



Obecné poznamky

UZ neni tak snadné odvodit axiomy pro uniformni pokryti pfimo z vlastnosti pseudomet-
rickych prostort. Tyto axiémy vznikly abstrakei vlastnosti jinych prostorti nez metrickych.
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Uniformity pomoci pseudometrik

~2 Pseudometrika v tvrzeni o metrizovatelnosti normdlnich posloupnosti je hrubsi nez dana
normdlni posloupnost a tedy kazdd uniformita je infimem mnozZiny vSech pseudometrickych
hrubsich prostoru. Existuje tedy jednoznacny vztah mezi uniformitami a jistymi mnozinami
pseudometrik. Axiomy pro tyto mnoziny 1 pseudometrik na mnoziné X lze snadno nalézt:
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Uniformity pomoci pseudometrik

pro di,d> € Mje sup(di, do) € M,
d € I, jestlize pro kazdé € > 0 existuje d’ € Ma d > 0 tak, Ze d(x, y) < € jakmile d’(x, y) < 6.
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Uniformity pomoci pseudometrik

+ Lze tedy fici, ze uniformni prostory zobecnuji pseudometrické prostory tim, Ze misto jedné
pseudometriky se zkoumaji vhodné mnoZiny pseudometrik.




Uniformity pomoci pseudometrik

Lze oCekdvat, ze dand pseudometrizovatelna uniformita muze byt vytvorena riznymi pseu-
dometrikami (najdéte ptiklady napf. na uniformné diskrétnim prostoru nebo na obvyklé uni-
@ formité R). Pseudometriky, které vytvareji stejnou uniformitu, se nazyvaji uniformné ekviva-
o lentni (nebo stejnomérné ekvivalentni). Je zfejmé, ze uniformné ekvivalentni pseudometriky
jsou (topologicky) ekvivalentni. Také je zfejmé, Ze dvé pseudometriky d, e na mnoziné X
jsou stejnomérné ekvivalentni, jestlize identickd zobrazeni 1x : (X,d) — (X,e),1x
(X, e) — (X, d) jsou stejnomé&rmné spojitd.

=
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Uniformity pomoci pseudometrik

Uniformni ekvivalence pseudometrik se nékdy hife dokazuje, a proto se Casto pouzivd
specidlni pfipad, tzv. lipschitzovska ekvivalence.




Uniformity pomoci pseudometrik

Zobrazeni f : (X, d) — (Y, e) mezi pseudometrickymi prostory se nazyva lipschitzovsky spojitd (nebo jen
lipschitzovskd), jestliZe existuje konstanta r tak, ze e(f(x), f(y)) < rd(x, y) pro vSechna x, y € X. Kazdé
lipschitzovské zobrazeni je stejnomérné spojité.

Dvé pseudometriky d, e na mnoziné X se pak nazyvaji lipschitzovsky ekvivalentni, jestlize identicka
zobrazeni 1x : (X, d) — (X, e),1x : (X, e) — (X, d) jsou lipschitzovskd. Znamend to, Ze existuji dv&
kladné konstanty r, s tak, Ze

rd(x,y) < e(x,y) < sd(x,y) proviechnax,y € X.
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Uniformity pomoci pseudometrik

Lze jit jeSté o néco ddle a misto lipschitzovskych zobrazeni vzit jejich zobecnéni, tzv. holde-
rovskd zobrazeni.




Uniformity pomoci pseudometrik

Zobrazeni f : (X, d) — (Y, e) mezi pseudometrickymi prostory se nazyva holderovsky spojitd (nebo jen
holderovskeé) stupné o > 0 (nebo a-holderovské), jestlize existuje konstanta r tak, Ze

e(f(x), f(y)) < rd*(x,y) pro viechna x, y € X. Pro o = 1 se dostavaji lipschitzovskd zobrazeni. Kazdé
holderovské zobrazeni stupné o > 0 je stejnomérné spojité. Nyni je mozné definovat a-holderovsky
ekvivalentni pseudometriky podobnym zpusobem, jako pfedchozi ekvivalence.
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Parakompaktni prost

Uniformita a topologie Uniformné nuldimenzionalni prostory

Pokud se oslabi axiémy uniformity, nemusi mit soustavy U/[x] vlastnosti okoli bodu x v
néjaké topologii. Podstatna je zde tranzitivita, symetrie podstatnd neni. Vynechdnim axiomu
symetrie se dostanou tzv. kvaziuniformity; kazdy uniformni prostor je vytvoren n¢jakym kva-
ziuniformnim prostorem. Pfiddnim jednoduchého axiému symetrie se toto vytvareni pod-
statné zuzi na Gplné reguldrni prostory.




Parakompaktni prostory

Uniformita a topologie Uniformné nuldimenzionalni prostory

N V popisu uzavéru pomoci uniformity neni tfeba tranzitivita, ale uzavér pak nemusi byt idem-
+ potentni. Vynecha-li se v axiomech uniformity tranzitivita, dostanou se tzv. semiuniformity,
které vytvareji tzv. uzavérové prostory (prostor s uzavérem, ktery obecné nespliiuje idempo-
tenci), navic symetrické (tj. x € y pokud y € X).




Parakompaktni prostory

Uniformita a topologie Uniformné nuldimenzionalni prostory

Uvédomte si, proc se fikd nejjemnéjsi uniformité uniformné diskrétni, kdezto nejhrubsi jen in-
diskrétni. Diskrétni uniformita podle nasi imluvy je uniformita, kterd vytvaii diskrétni topo-
logii; takovych uniformit je na nekone¢ném prostoru mnoho (viz priklady). Na indiskrétnim
topologickém prostoru vsak existuje jedina uniformita, proto nemuze dojit k nedorozumeéni.
Pokud vsak pouzijete termin uniformné indiskrétni uniformita, chybu neudélte.
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Parakompaktni prostory

Uniformita a topologie Uniformné nuldimenzionalni prostory

N Na indiskrétnim topologickém prostoru existuje jedind uniformita i proto, Ze takovy prostor

=4 je kompaktni. My jsme uvedli vétu, Ze kazdy kompaktni Hausdorffiv prostor je vytvoien
jedinou uniformitou. Toto tvrzeni plati i pro Gplné reguldrni kompaktni prostory (jednoduchy
dukaz vyplyva z tvrzeni pro Hausdorffovy prostory).
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Parakompaktni prostory

Uniformita a topologie Uniformné nuldimenzionalni prostory

Podle tvrzeni ze cviceni ma kazda uniformita bazi slozenou z otevienych okoli diagonaly,
resp. z otevienych pokryti. Pfirozenou otdzkou je, zda soustava vSech otevienych okoli (resp.
viech otevienych pokryti) iplné regularniho prostoru je bazi n&jaké uniformity. Odpovéd je
zapornd, jak ukazuje prostor wy.




Parakompaktni prostory

Uniformita a topologie Uniformné nuldimenzionalni prostory

Pokud by vSak soustava vSech otevienych okoli (resp. vSech otevienych pokryti) uplné re-
) gularniho prostoru X byla bazi néjaké uniformity, 1ze ocekavat, ze X bude mit néjaké pékné
vlastnosti. Vskutku tomu tak je a je vhodné takovym prostoram pfifadit termin. U pokryti
jsme se s nasledujicim terminem jiz setkali, u okoli diagondly tomu tak neni, protoZe tyto
topologické prostory nejsou tak dulezité — nebudeme se tedy o nich jiz zmifiovat.
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Parakompaktni prostory

Uniformita a topologie Uniformné nuldimenzionalni prostory

Je ziejmé, ze pokud je uniformita tvofend vSemi otevienymi okolimi diagondly nebo vSemi
otevienymi pokrytimi, je jemnd. Ddle je snadné ukdzat, Ze pokud vSechna oteviend pokryti
tvoii bazi uniformity, tvoii i vSechna okoli diagondly bazi uniformity (stejné). Opak nemusi
platit (pfikladem takového prostoru je wy).

iformni prostory



Parakompaktni prostory
Uniformita a topologie Uniformné nuldimenzionalni prostory

DEFINICE (P mpaktni prostory)

Topologicky prostor (X, G) se nazyvé parakompaktni, jestlize mnozina vSech jeho otevienych pokryti tvori

uniformitu, kterd vytvari topologii G.
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Parakompaktni prostory

Uniformita a topologie Uniformné nuldimenzionalni prostory

~2 Parakompaktni prostory budou studovany podrobné v dalsich kapitolach, nyni se zminime jen
o jednoduchych vlastnostech. Obvykle se definuji pomoci lokdlné kone¢nych zjemnéni (Gplné
regularni prostor, ve kterém ma kazdé oteviené pokryti lokalné konecné oteviené zjemnéni)
— tato definice i ta pfedchozi jsou ekvivalentni.
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Parakompaktni prostory
Uniformita a topologie Uniformné nuldimenzionalni prostory

Kazdy parakompaktni prostor je tplné reguldrni.

Upln& regularni prostor je parakompaktni pravé kdy% kazdé jeho oteviené pokryti ma hvézdovité
oteviené zjemnéni.

Kazdy parakompaktni prostor je normdlni (k dikazu se pouzije charakterizace normality pomoci
pokryti).

Kazdy pseudometrizovatelny prostor je parakompaktni.

6. Uniformni prostory



Obecné poznamky
Uniformity pomoci pseudometr Parakompaktni prostory

Uniformita a topologie Uniformné nuldimenzionalni prostory
Uniformity a konv
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Obecné poznamky
Uniformity pomoci pseudometr Parakompaktni prostory
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Parakompaktni prostory

Uniformita a topologie Uniformné nuldimenzionalni prostory

Ze cviceni a z prikladi vyplyvaji rizné vztahy mezi topologicky a uniformné nuldimen-
zionalnimi prostory. MiiZeme je nyni shrnout.
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Parakompaktni prostor
Uniformita a topologie Uniformné nuldimenzionalni prostory

Kazdy uniformné nuldimenziondlni prostor je ziejmé i (topologicky) nuldimenziondlni. Na
nuldimenziondlnim prostoru vSak muze existovat uniformita, kterd neni uniformné nuldimen-
&) ziondlni, ale vZdy na ném existuje uniformné nuldimenzionalni uniformita.

Ma4-li tedy dplné reguldrni prostor X jen jedinou uniformitu I/, kterd ho vytvaii, je X nuldi-
menziondlni pravé kdyz je ¢/ uniformné nuldimenziondlni.

Odtud vyplyv4, Ze uniformita kompaktniho nuldimenzionalniho prostoru je uniformné nuldi-
menziondlni a uniformita na wi je také uniformné nuldimenzionalni.




Parakompaktni prostory

Uniformita a topologie Uniformné nuldimenzionalni prostory

Je otazka, zda mezi uniformné nuldimenzionalnimi uniformitami na nuldimenzionalnim to-
pologickém prostoru existuji néjaké specidlni.

Necht X je nuldimenzionalni topologicky prostor. Je jeho jemnd uniformita uniformné nuldi-
menziondlni? To by znamenalo, Ze kazdé uniformni pokryti ma disjunktni oteviené zjemnéni.
Specidlné pro parakompaktni prostor by to znamenalo, ze kazdé oteviené pokryti ma dis-
junktni oteviené zjemnéni. To obecné neplati, ale piiklad neni jednoduchy. Plati to pro lokdlné
kompaktni parakompaktni prostory nebo pro Lindelofovy regularni prostory.
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Uniformity a k

Uniformni prostory nelze charakterizovat pomoci konvergence, to se dd ocekdvat. Existuje
néjakd ,zobecnénd konvergence”, pomoci které lze uniformity popsat? Navod dava dikaz
tvrzeni, ze kazda uniformita je kvocientem nuldimenziondlniho diskrétniho uniformniho pro-
storu. Tento uniformni prostor je tvofen dvéma usmérnénymi soubory, které s postupem in-
dext jsou k sob€ blize a blize.




Uniformity a konvergence

DEFINICE (Prilehlé soubory)

Nechf (X, ) je uniformni prostor. Dva usm&rnéné soubory {xa}a, {ya}a v X se nazyvaji prilehlé v (X,U),
jestlize pro kazdé U € U existuje a € A tak, Ze (xp, yp) € U pro kazdé b > a.

—d
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Uniformity a konvergence

Jingmi slovy, dva usméméné soubory {xa}a,{yata v X jsou piilehlé, jestlize soubor
{(xa, ya)} a konverguje k diagonéle (majici za filtr okoli soustavu /).
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Uniformity a konvergence

N Je celkem ziejmé, ze mnoziny dvojic pfilehlych usmérnénych soubort jsou ruzné pro razné
= uniformity. Uniformity se tedy daji pomoci téchto mnoZzin popsat. Nicméné, podobné jako u
konvergence v topologii jsou nékteré vlastnosti potfebné pro tento popis slozité a nebudeme je
uvadét. Je vSak jednoduché popsat nékteré podstatné vlastnosti, obdobné t€ém v konvergenci.
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Uniformity a konvergence

TVRZENI (Vlastnosti p¥ilehljch usmérnénych souborii)

Necht {xa}a, {ya}a jsou usmérnéné soubory v uniformnim prostoru (X,U).
Jsou-li {xa}a,{ya}a pFilehlé, jsou pFilehlé i {xa} g, {ya}B, kde B je konfindlni &dst v A.
Soubor {xa} a konverguje k x € X prdvé kdyz soubory {xa}a, {x}a jsou prilehlé.

Relace prilehlosti je ekvivalence.
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Uniformity a konvergence
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