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6. Uniformni prostory



Jestlize {G;}; a {H,} jsou zjemtiovany {U[x]} x a {V/[x]}x resp., je
{GinH;;iel,je J}zjemiovano (U N V[x]|}x.

Tato druhd vlastnost plyne hned z definice.

Jestlize V o V C U, pak {V/[x]}x hvézdovité zjemiuje { U[x]}x.
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Nechi U je mnoZina viech relaci na X, které obsahuji [ J{G x G; G € G} pro n&jaké
G € n. Pak U je filtr symetrickych reflexivnich relaci. Zbyvéa dokazat tranzitivitu /.
Jestlize H je hvézdovité zjemnéni hvézdovitého zjemnéni pokryti G (tj. dvojité
hvézdovité zjemnéni), je

U{HxH;HeH}olU{Hx H;HeH} Cc U{G x G;G € G}. O
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Necht uniformni prostor (X, ) mé spocetnou bazi { U, }. MiZeme pfedpokladat, Ze
tato baze ma vlastnosti: Uy = X x X, U, = U, !, Uyy1 0 Upi1 0 Upyy C U, pro
vSechna n. Pro x, y € X polozme p(x, y) = inf{27"; (x,y) € U,}. Pak p je symetrickd
funkce anulujici se na diagondle, ale trojihelnikovd nerovnost nemusi byt splnéna.
Vezméme za d supremum vsech pseudometrik mensich nez p. To je pseudometrika
popsand vztahem d(x, y) =

inf{>", ., p(xi, xit1); {xi} jsou kone¢né posloupnosti prvki X s vlastnosti xo =

X, Xpt1 = ¥ }- Z¥ejmé je Upy1 C {(x,¥); d(x,y) < 27"} a stadi nyni ukézat, Ze
{(x,y);d(x,y) < 27""1} C U,. Tj., mdme ukézat, Ze jestlize

> icn P(Xis Xi41) < 27771 pro n&jakou posloupnost xi, X2, ..., Xn+1, j€ (X1, Xnt1) € Up.
MiZeme piedpoklddat, ze 2772 < Y. p(x;, xi4+1). Nechi k < n je nejvétsi index s
vlastnosti Y, p(xj, Xiy1) < 27"2 ZiejmEje k < nad ;. q p(Xi;Xit1) > 2772,
takze Yy, picp P(Xi, Xir1) < 27772, Odtud dostdvame

(X1, Xk+1 € Uk C Un—1, (%41, Xk+2) € Un—1, (Xk42, Xn41) € Un_1, takZe

((Xl,Xn+1) e U,_10Up_10U,—1 C U,. ]
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Sta&i si uvédomit, Ze jsou-li U/, uniformity na mnoziné X, je | J, U, subbédze uniformity
na X. O
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Dikaz plyne z popisu infima a suprema uniformit O
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Podobné jako u topologickych prostort plyne tato véta z tvrzeni o stejnomérné
spojitosti na supremu uniformit. ]
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Nechi (X,U) je uniformni prostor a U € U. Na zdkladé tvrzeni o pseudometrizaci
normdlnich posloupnosti vezmeme pro normélni posloupnost {U,} C U s Uy = U
piislusnou pseudometriku dy. Zobrazeni 1x : (X,U) — (X, dy) je stejnomérné spojité,
takZe U je infimem uniformit vSech téchto pseudometrik dy, U € U. Odtud tvrzeni. [
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Jedinou vlastnosti okoli, kterd nenf trividlni pro filtry {U[x]; U € U}, je posledni
vlastnost. Pro U € U vezmeme symetrické V' € U s vlastnosti V o V' C U. Potom U[x]

je okolim kazdého bodu z V/[x]. O
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Necht x € Aa U € U je symetrick4 relace. Pak existuje a € A tak, 7e (x,a) € U, takze
x € U[a] C U[A]. Tento postup lze i otoéit, takZe se dostane zbyvajici inkluze. O
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Necht £, : (X,U) — (Ya,U,) je slab& vytvéfejici soubor v uniformnich prostorech. Pak
uniformita 2/ m4 za subbézi {(f, x £,)71(U); U € U,,a € A} a tedy ji vytvorend
topologie ma otevienou subbazi {(f, x £,) "1 (U)[x]; U € U,,a € A, x € X}.

Topologie vytvofend uniformitou U, md otevienou bazi {U[y]; U € U,y € Y,} a tedy
slabd topologie vytvofend zobrazenimi £, na X do téchto topologickych prostorti ma
otevienou subbazi {f, 1((U)[y]); U € Us,a € A,y € Y,}. Protoze

1 (Wy]) = (fa x £)7HU)[x] pro fa(x) = y, je tato topologie stejna jako ta
vytvorend uniformitou . ]
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DUSLEDEK (Uniformizovatelné topologie)

Topologie je vytvorena néjakou uniformitou prave kdy? je viplné reguldrni.

Pro kaZdou plné reguldrni topologii existuje nejjemnéjsi uniformita, kterd ji
vytvdri. Tato uniformita se nazyvd jemnd uniformita dané topologie.

Spojité zobrazeni jemné uniformity do uniformniho prostoru je stejnomérné
spojité.
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Kazda uniformita se da vnorit do soucinu pseudometrickych prostori a tedy ji
vytvofend topologie se dd vnofit do soucinu pseudometrizovatelnych
topologickych prostorii — musi proto byt tplné regularni.

Kazdy tplné reguldrni prostor X je slabé vytvoren néjakym souborem
f2 : X — [0, 1]. Vezm&me uniformni prostor (X, ) slab& vytvofeny stejnym
souborem, ale nyn{ chdpanym jako zobrazeni do uniformniho prostoru [0, 1].

sy

Zrejmé U vytvaii topologii topologického prostoru X.

Jemna uniformita je infimem vSech uniformit, které vytvareji danou tplné
reguldrni topologii. Podle pfedchozi véty je topologie tohoto infima rovna infimu
vytvorenych topologii, a tedy dana topologie. VSimnéte si, Ze bylo mozné vzit
infimum vSech uniformit vytvarejicich topologii hrubsi nez je dana topologie.

Nechi f : (X,U) — (Y, V) je spojité zobrazeni a U je jemna uniformita.
Uniformita )V slabé vytvorena zobrazenim f vytvaii topologii hrubsi nez je
topologie vytvofend uniformitou /. ProtoZe I/ je jemna4, je jemnéjsi nez WV a tedy
f je stejnomérné spojité.

Ll
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Kazda uniformita ma bazi uniformnich pokryti sloZzenou z otevienych okoli diagonély.
Musime ukazat, Ze pokud I/ je uniformita na kompaktnim Hausdorffové prostoru X, je
kazdé oteviené okoli diagondly uniformni vzhledem k ¢/. Necht G je oteviené okoli
diagondly Ax a pro kazdé U € U existuje (xy, yu) € U\ G. Nyni staéi ukdzat, Ze
uzavér mnoziny vsech (xy, yy) protind diagonalu. Pokud ne, mé kazdd bod x € X okoli
U, [x] pro n&jaké U, € U takové, Ze Uy[x] x Ux[x] neobsahuje Zadny bod tvaru

(xu, yu)- Vybereme koneéné podpokryti z { U, [x]} x odpovidajici bodim xi, ..., X, a
vezmeme symetrické V € U,V o V C Uy, N ... N Uy,. Pak V je disjunktni s mnoZinou
vSech (xy, yu), coZ je spor. ]
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TVRZENI (Vlastnosti uniformné nuldimenzionilnich prostori)

Topologie vytvorend uniformné nuldimenziondlnim prostorem je nuldimenziondlnt.
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