6. ZOBECNENA KOMPAKTNOST

Népovéda

Miroslav HusSek, Pavel Pyrih, David Chodounsky
KMA MFF UK

2008



Pro G a H uniformni pokryti mnoziny X budeme znacit
GAH={GNH;GegG,HeH]}

Zapis G <* 'H bude znacit, ze G hvézdovité zjemniuje H a G < H znaci G zjemnuje H.
Je uZitecné si uvédomit (mimo jiné€) nasledujici jednoduché vlastnosti.

Pokud G <* H potomi G < H.

Pokud G <l aG < VpotomG <UAV.

Pokud G <*U aG <* Vpotom G <* U A V.

Pokud G <* Hald <* V,potomi G AU <* HAV.
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Nyni jiz neni tézké dokdzat nasledujici charakterizace.
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Bud A soustava pokryti na mnoZiny X.
Oznatme M(A) = {VAi AV A---AV,: Ve A}

TVRZENI

Soustava A je subbdzi néjaké uniformity prdavé kdy? pro kazdé V' € A existuje
U e M(A) tak, Ze U <* V.
M(A) je v tomto pFipadé bdzi této uniformity.

Pro soubor B relaci oznatme N(B) = {VinVon---NV,: V; € B}.

TVRZENI

Soustava B reflexivnich symetrickych relaci na mnoZiné X je subbdzi néjaké uniformity
pravé kdyz pro kazdé V' € B existuje U € N(B) tak, Ze Uo U C V.
N(B) je v tomto pFipadé bdzi této uniformity.
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Bud A soustava pokryti na mnoziny X.
Oznaéme M(A) = {VA AVoA---AV,:V; € A}

TVRZENI

Soustava A je subbdzi néjaké uniformiry pravé kdyZ pro kazdé V' € A existuje
U e M(A) tak, Ze U <* V.
M(A) je v tomto pFipadé bazi této uniformity.

Pro soubor B relaci oznaéme N(B) = {VinVon---NV,: V; € B}.

TVRZENI

Soustava B reflexivnich symetrickych relaci na mnoZiné X je subbdzi néjaké uniformity
pravé kdy? pro kazdé V' € B existuje U € N(B) tak, Ze Uo U C V.
N(B) je v tomto pFipadé bdzi této uniformity.

@ Z tohoto popisu subbdzi uniformit a faktu, Ze uniformita soucinu je slabé
vytvarena projekcemi, okamzité vyplyva popis baze soucinu uniformnich
prostoru.




Z predchdzejicich charekterizaci jiz také plyne, Ze sjednoceni jakéhokoli
systému uniformit (jak ve smyslu soustav pokryti tak i ve smyslu soustav
okoli diagondly) na mnozin¢ X je subbaze nejhrubsi uniformity, ktera je
jemnéjsi nez vSechny uniformity tohoto systému.
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Stejné lze ovéfit, Ze pro soubor U, uniformit (uniformnich pokryti) na
mnoziné X je mnozina vSech relaci (pokryti), které jsou prvnim ¢lenem po-
T sloupnosti normalnich relaci (hvézdovité se zjemnujicich pokryti) leZicich
v (U,, subbézi uniformity. Je to zfejmé nejjemnéjsi uniformita hrubsi nez
vSechny uniformity v tomto souboru.
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Mame tedy dokdzanu tuto vétu.

TVRZENI (Uplny svaz uniformit)

MnoZina vsech uniformit na dané mnoziné tvori vplny svaz.
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TVRZENI

KaZdy nuldimenziondlni topologicky prostor je vytvoren uniformné nuldimenziondlnim
uniformnim prostorem.

Na nuldimenzionim prostoru jsou relace ekvivalence dané rozklady prostoru na
disjunktni obojetné mnoziny bazi uniformity, kterd generuje ptvodni topologii. O

2

TVRZENI

Uniformni prostor je uniformné nuldimenziondlni prdavé kdyZ je slabé vytvoren
zobrazenimi do uniformné diskrétnich prostorii.

Nuldimenzionalita takto slabé vytvorené uniformity je z popisu jeji baze ziejma.
Naopak za kazdou relaci ekvivalence v bazi nuldimenzionalni uniformity uvazujeme
ptirozenou projekci do diskrétniho uniformniho prostoru na tfidach této ekvivalence.
Tato zobrazenf jsou stejnomérné spojitd a slabé vytvareji danou uniformitu. O
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TVRZENI

KaZdy parakompaktni prostor je normdini.

Neni tézké ukdzat, Ze tvori-li vS§echna oteviena pokryti prostoru bazi uniformnich
pokryti, pak tvori bazi néjaké uniformity i konecna oteviena pokryti. Nyni pouzijeme
fakt, Ze prostory, kde mé kazdé konecné oteviené pokryti oteviené hvézdovité zjemnéni,
jsou pravé normadlni prostory. O
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TVRZENI

Kazdy pseudometrizovatelny (X, d) prostor je parakompakni.

Staci dokazat, Ze kazdé oteviené pokryti I/ ma hvézdovité oteviené zjemnéni. Pro kazdy
bod x € X tohoto prostoru najdeme reédlné ¢islo e, takové, Ze pokryti koulemi B,_(x)
zjemiiuje pokryti /. Nyni ukdZeme, Ze pokryti koulemi { B, /4(x) : x € X} je
hvézdovité zjemnéni ptivodniho pokryti.

Pro a € X ozna¢me S = {y : a € B, /4(y)}. Plati, Ze pro z € S takové, Ze

€,/3 > inf{e,/4:y € S}, je staI{BE a3 (3) C Be,(2).

Pokud je totiz b € Stargp, ,,(x) } a , pak je to proto, Ze existuje ¢ € S,

{a, b} C B._/a(c), tedy d( b) < 2/4e. < 2/3¢,. A dile

d(z,b) < d(z,a)+ d(a,b) < €;/4+2/3¢; < ¢,

coZ znamend, Ze b € B (z).
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TVRZENI

Uniformita vytvorend pseudometrikou d na uniformnim prostoru X je hrubsi nez
uniformita tohoto prostoru, pravé kdyz je zobrazeni d : X x X — R stejnomérné

spojité.
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Predpoklddejme nejprve, Ze pro kazdé rdlné ¢ je {Bs(x) : x € X} uniformni pokryti X.
Zvolme uniformni pokryti R ve tvaru {(t,t + ¢) : t € R} (takovéto pokryti tvoii bazi
uniformnich pokryti R). Z charakterizace baze sou¢inové uniformity vime, ze

{Beja(x) x Bejaly) : x,y € X} je uniformni pokryti soucinu. Pokud

(1, 9), (4, v) € Buya(x) X Bejaly), pak

|d(r,s) — d(u,v)| <[d(r;s) = d(r,y)| +[d(r,y) = d(x,y)[+

+ld(x,y) —d(x,v)| + |d(x,v) —d(s,v)| < €/4+€/4+ec/b+e/b=¢

To znamend, Ze d[B,/4(x) x Be/a(y)] C (t,t + €) pro néjaké t € R a d je stejnomérné
spojita realna funkce na soucinu.

Predpokladejme naopak, Ze d je stejnomérné spojita pseudometrika. Zvolime-li tedy
libovolné redlné €, vime, Ze existuje uniformni pokryti C prostoru X x X takové, Ze pro
kazdé (x, y), (u,v) € C € Cje|d(x, y) — d(u, v)| < e. Nyni z charakterizace bdze
uniformity souéinu vime, Ze existuje uniformni pokryti I/ prostoru X takové, Ze

{Ux V:U,V €U} zjemiluje C. Tedy pro x,z € U € U je (x,x),(z,x) € U x Ua
proto d(z, x) = |d(x, x) — d(z, x)| < €. Pokryti X koulemi B.(x) je zjemtiovano
uniformnim pokrytim / a tedy je uniformni.
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TVRZENI

Pro kazdy uniformni prostor X tvori bdzi jeho uniformnich pokryti vSechna oteviend
uniformni pokryti i vSechna uzaviend uniformni pokryt.

Bud U né&jaké uniformni pokryti X. Podle véty o metrizaci normdlni posloupnosti
existuje stejnomérné spojitd pseudometrika d na X takové, Ze pokryti X koulemi o
poloméru 1 vzhledem k této metrice zjemiiuje U{. To znamen4, Ze pokryti uzavienymi
koulemi o poloméru 1/2 a pokryti otevienymi koulemi o poloméru 1/2 je uzaviené
respektive oteviené uniformni pokryti X zjemnujici . O
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TVRZENI

Je-li pseudometrika d stejnomérné spojitd na uniformnim prostoru X a A C X, je
funkce d(x, A) : X — R stejnomérné spojitd.

Diikaz.
Z predchozi véty vime, Ze pro kazdé e € R existuje uniformni pokryti ¢/ pro které plati
x,y € U €U = d(x,y) < e. Potom vime, Ze pro vSechna x, y € U € U plati

L]

|d(x,A) — d(y,A)| < d(x,y) < ead(x,A) je tedy stejnomémé spojitd funkce.
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TVRZENI

Je-li spojité zobrazeni f : X — Y mezi uniformnimi prostory stejnomérné spojité na
husté podmnoZiné A C X, je stejnomérné spojité na X.

Diikaz.

Nejprve si uvédomme nasledujici tvrzeni, které piimo plyne z faktu, zZe bazi
uniformnich pokryti kazdého prostoru tvofi jak vSechna uzavrena tak i vSechna oteviena
uniformni pokryti.

Zobrazeni f : X — Y mezi uniformnimi prostory nenf stejnomérné spojité pravé kdyz
existuje uniformni uzaviené pokryti U prostoru Y takové, Ze pro kazdé oteviené
uniformni pokryti V prostoru X existuje U € U takové, ze pro kazdé V € V je

V' \ f~1[U] neprdzdnd mnoZina (takto jsme vyjadfili, Ze f ~1[2/] neni zjemiiovéno
zadnym V).

Je-li navic zobrazeni f spojité je V' \ f ~1[U] neprdzdnd oteviend mnoZina a tedy i

V' \ f~1[U] N A je nepraznd. To ov§em znamen4, Ze ani ziZeni f na A nenf stejnomé&rné
spojité. [
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TVRZENI

Necht X je topologicky prostor vytvofeny uniformnim prostorem (X,U). Soustava
starg(x), kde G probihd bdzi uniformnich pokryti prostoru (X,U), je bdze okoli bodu
x € X.

Z dikazu véty o zadani uniformity pomoci uniformnich pokryti vime, Ze baze
uniformity na X je tvofena mnoZinami Rg = | J{U x U : U € G} kde G probihd bdzi
uniformnich pokryti prostoru X. Baze okoli bodu x € X je z definice tvofena
mnoZinami Rg[x]. Nyni si stalf uv€domit Rg[x] = starg(x). O
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TVRZENI

Necht X je topologicky prostor vytvoieny uniformnim prostorem (X,U). Kazdé
uniformni okoli diagondly U obsahuje oteviené uniformni okoli diagondly a uzaviené
uniformni okoli diagondly.

Nejrve vezméme néjaké uniformni pokryti G prostoru X, pro které je

Rg = U{U x U : U € G} podmnoZinou U. Z véty o metrizovatelnosti normaln{
posloupnosti plyne existence stejnomérné spojité pseudometriky d na X takové, ze
pokryti X koulemi o poloméru 1 vzhledem k této metrice zjemnuje Rg. Protoze

d : X x X — R je spojité funkce, je d"1[[0,1/2]] a d~[[0, 1/2)] uzaviend respektive
oteviend podmnozina U obsahujici diagondlu. Stejnomérna spojitost pseudometriky
nyni zajistuje, Ze tyto mnoZiny jsou uniformnimi okolimi diagonaly. O
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Z faktu, Ze kazdy pseudometrizovatelny prostor je parakompaktni, plyne,
- Ze soubor vSech otevienych pokryti R tvofi bazi néjaké uniformity. Protoze
{ kazda uniformita generujici odpovidajici topologii ma bdzi uniformnich
pokryti slozenou z otevienych uniformnich pokryti, je tato uniformita

zfejmé nejjemnéjsi uniformitou na R. Uniformni okoli diagondly vzhle-
dem k této uniformité jsou vSechny jeji oteviené nadmnoziny.
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Oznaéme r, = Y ;. j<, 1/i. UvaZujme pokryti

{(=00, r2), U(f2i, ni+2), U(r2i71a rit1)}
iEN iEN
To je uniformni pokryti vzhledem k Cechové& uniformité. Vzhledem k b&né uniformité
na R ale toto pokryti neni uniformni, protoze jej nemuze zjemnovat zadné pokryti
sestavajici z intervall s konstatnimi délkami. Naopak pokryti

{(—o0, )Y U{(i,i +2):i€w)

je uniformni pokryti vzhledem k béZné uniformité, neni ale zjeminovano Zidnym
koneénym pokrytim a nenf tedy uniformni vzhledem k Cechové uniformitg.

R nenf uniformng izomorfni s intervalem (0, 1). Tento prostor md totiZ tuto vlastnost:
Pro kazdé uniformni pokryti U existuje kone¢nd mnozina F C (0, 1) pro kterou systém
{stary(x) : x € F} pokryvd cely prostor (0, 1).

6. Uniformity



Bud F volny filtr na (nekoneéné) mnoZin& X. Pro kaZdou mnoZinu F € F definujme
relaci ekvivalence na X takto: x ~¢ y pravé kdyz {x, y} C F.

Takto jsme zfejmé zadali bazi nuldimenzionalni uniformity na X. ProtoZe pro kazdy bod
x existuje F € F pro kterou x ¢ F, je topologie generovana touto uniformitou diskrétni.
Pro kazdé dva razné volné filtry jsou tyto uniformity také rizné. ProtoZe na kazdé
nekonecné mnoziné X existuje 22 riznych volnych filtri, mame na X mnoZinu
riznych uniformit genertjicich stejnou (diskrétn{) topologii plné mohutnosti.

Daile si uvédomme, Ze nejmensi mozna mohutnost baze takovéto uniformity je prave
nejmensi mozna velikost baze pfisluSného filtru. ProtoZe na nekonecné mnoZzing vzdy
existuji volné filtry, které nemaji spocetnou bazi, nemohou byt nékteré z téchto
uniformit generovany pseudometrikou na X.

Specidlnim (nejmensim) piikladem volného filtru je Fréchetim filtr
F={ACX:|X\A <w}.

Je snadné ovéfit, Ze jemu pfislusné relace ekvivalence musi byt prvky kazdé uniformity
generujici na X diskrétni topologii. Jemu pfislu$na uniformita je tedy nejhrubsi
uniformita generujici na X diskrétni topologii.

6. Uniformity



TVRZENI
Stejnomérné spojité zobrazeni f : X — Y mezi uniformnimi (X,U) a (Y, V) prostory

Jje spojité.

Diikaz.
Pro bod y € Y je bdze jeho okoli tvofena mnozinami tvaru V[y] pro V € V. Ze

stejnomérné spojitosti f vime, Ze existuje U € U které je podmnoZinou (f x f)~1[V].
To znamen4, Ze U[x] je okoli bodu x € f~1(y) a f[U[x]] C V[y]. Tedy f je spojité. [
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TVRZENI

Uniformni prostor (X,U) je Hausdorffiiv pravé kdyZ (\U = Ax.

Topologie generovand uniformitou je Hausdorffova pravé kdyz pro kazdé x, y € X
existuje symetrické U € U takové, ze U[x] N U[y] = 0. Tato rovnost je ekvivalentni s
(x,y) ¢ U. Odtud dokazované tvrzeni. O
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TVRZENI

Prostor X je Hausdorffiiv vplné reguldrni prdavé kdy? je vytvoren uniformitou U s
viastnosti U = Ax.

N T
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Pokud je topologie X vytvorena takovou uniformitou, staci ovéfit, Ze je uplné regularni.
Bézi okoli bodu a € X tvofi mnoZiny stary(a) pro U uniformni pokryti X. Uvédomme
si, ze {stary(a), U{V € U : a ¢ V}} je také uniformni pokryti X. Z véty o
metrizovatelnosti uniformnich pokryti vime, Ze existuje stejnomerné spojita
pseudometrika d na X takovd, Ze By(a) C stary(a). Funkce f(x) = min(d(x, a), 1) je
pak spojitd redlnd funkce, f(a) = 0 a pro x ¢ stary(a) je f(x) = 1.

Bud naopak X Hausdorffliv dpln& reguldrni topologicky prostor. Oznaéme / mnoZinu
vSech spojitych redlnych funkei na X. Pro J € [[]<* ozna¢me

Dy(x,y) = max{|fi(x) = fi(y)| : i € J}.

Vsechna tato zobrazeni jsou spojité pseudometriky na X a neni tézké ovéfit, ze takto
méame zaddnu néjakou uniformitu &/ na X (pomoci mnoziny stejnomérné spojitych
pseudometrik). Upln4 regularita X zaji¥fuje, Ze topologie generovand touto uniformitou
se shoduje s ptivodni topologii X a Hausdorffovost implikuje (U = Ax. |
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TVRZENI

Pro kaZdy uniformni prostor (X,U) je (U ekvivalence na X. Kvocient (X,U) podle
této ekvivalence je Hausdorffova modifikace (reflexe) prostoru (X,U).

Je zapotiebi ovefit tranzitivitu (. Pfedpokladejme, Ze (x, y) ¢ (U. Tedy existuje

U € U, pro které (x,y) ¢ U. Vezméme nyni V' € U takové, ze V o V C U. Potom
nemtize byt soucasné (x,z) € V a(z,y) € V pro zddné z € X.

Hausdorffovost kvocientu plyne okamzité z predchozich tvrzeni.

Tvrzeni o reflexi plyne z faktu, Ze spojité zobrazeni z X do Hausdorffova prostoru musi
byt na kazdé tfidé () U konstantn. O
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TVRZENI

Uplné reguldrni prostor X je normdini pravé kdyz soustava vsech konecnych otevienych
pokryti X je bdze uniformity na X.

Dikaz («).

Mejme bazi uniformity sloZzenou praveé ze vsech konecnych otevienych pokryti X.
Necht jsou A, B disjunktni uzaviené podmnoziny X. UvaZzujme kone¢né oteviené
pokryti U pro které U <* {X \ A, X \ B}. Nyni jsou stary(A), stary(B) oteviené
mnoziny obsahujici A respektive B. Pokud by existoval bod x € stary(A) N stary(B),
pak stary(x) protind v neprdzdné mnozin€ A i B a nemize byt podmnoZinou ani X \ A
ani X \ B. O

Diikaz (=).
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Predpoklddejme naopak, Ze X je normdlni prostor. Musime ovéfit, Ze kazdé jeho
kone¢né oteviené pokryti Y = {U; : i € n} lze hvézdovité zjemnit n&jakym otevienym
kone¢nym pokrytim. Postupujme indukei podle k € n. Polozme

z=xX\ J yavy=x\ |J y

k<j<n k+1<j<n

a predpokladejme, Ze jsme nasli konecny systém VW = W, _; otevienych podmnoZzin
prostoru X takovy,ze Z C YW a

(vVx € (JW) (G < k) stary(x) C U;.

Bud F = Y \ UW aoddélme mnoZiny Z a F disjunktnimi otevienymi O; D Z,
0O, D F tak, ze O> C Uy. Polozme

Wi = {0} U{O1NW; We WU {UnW; We W}

Pokryti V = W,_; je hledané konecné oteviené pokryti, které hvézdovité zjemnuje
Uu. OJ
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LEMMA

Necht U je néjakd uniformita vytvdrejici topologii prostoru wy. Je-li G uniformni
pokryti na (w1,U), existuje G € G obsahujici ndjaky interval (o, wy).

Bud H oteviené uniformni pokryti, pro které H <* G. Pro kazdé 8 € w; oznaéme f(3)
takovy ordinél v wq, Ze (f(8), 8 + 1) C H pro n&jaké H € H. Funkce f : w; — wj je

regresivni (f(3) < () a podle Fodorova lemmatu existuje & € wy a neomezend mnozina
A C wy, pro kterou f[A] = {a}. To znamend, Ze (o, w;1) C stary(c + 1) a tedy existuje
G € G obsahujici interval (e, wq). O
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LEMMA

Nekompaktni prostor w1 je vytvdren jedinou uniformitou majict za bdzi vS§echna
konecnd oteviend pokryti.

Staci ukazat, Ze kazdé uniformni pokryti G je zjemriovano néjakym kone¢nym
otevifenym pokrytim. Miizeme predpoklddat, Ze G je oteviené pokryti a Ze (a, w;) € G
pro néjaké . G je oteviené pokryti kompaktnniho prostoru o + 1 a existuje tedy jeho
kone¢né podpokryti H. Soubor H U (o, w1 ) je koneéné oteviené pokryti H zjemiujici

g. OJ
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LEMMA

KaZdd oteviend mnozina H C wy X wy obsahujici diagondlu je prvkem (jediné)
uniformity na wy.

Pro kazdé § € wy najdeme f(3) takové, ze (f(3), 8+ 1) x (f(6),8 + 1) C H. Funkce
f :w; — wy jeregresivni (f(B) < () a podle Fodorova lemmatu existuje o € wy a
neomezend mnoZina A C wy, pro kterou f[A] = {a}. Tedy (a,w;) C H. Déle

HN (a+1 x a+ 1) je oteviené uniformni okoli diagondly pro kompaktni prostor o + 1
a existuje tedy G kone¢né oteviené pokryti o + 1 takové, ze O = (J55(G x G) C H.
Dohromady je O U ((a, w1) X (o, w1)) uniformni okoli diagondly v wy x wy, které je
podmnozinou H. O
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LEMMA

s v

Raciondlni ¢isla Q s obvyklou metrizovatelnou uniformitou nejsou uniformné
nuldimenziondlni. TotéZ plati i pro prostor iraciondlnich Cisel.

Bud AU B = Q rozklad raciondlnich &fsel na neprdzdné disjunktni mnoZiny. Ukézeme,
Ze toto pokryti neni uniformni. Protoze R je souvisly prostor, existuje r € R, takové, ze
r € AN B. Nyni je jiz zfejmé, 7e pokryti {A, B} nemiiZe byt zjemiiovéano Z4dnym
pokrytim sestavajicim z kouli s konstantnimi polomeéry.

Pro iraciondlni ¢isla lze pouZit totoZny argument. ]

LEMMA

s

Raciondlni nebo iraciondlni ¢isla s jemnou uniformitou tvori uniformné
nuldimenziondlnt prostory.

Oba tyto prostory jsou metrizovatelné a tedy parakompaktni a baze jejich uniformity je
tvofena vSemi spocetnymi otevienymi pokrytimi z intervalt s redlnymi koncovymi
body. Staci tedy ovéfit, Ze kazdé takové pokryti 1ze zjemnit rozkladem na obojetné
mnoZziny. O
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