5. ZOBECNENA KOMPAKTNOST
Poznamky

Miroslav Husek, Pavel Pyrih

KMA MFF UK

2008

5. Zobecnéna kompaktnost



Realna kompaktnost

Omezime-li se na Hausdorffovy prostory (nebo jen na uplné regularni Hausdorffovy pro-
story), vime, 7e kompaktni prostory tvori epireflektivni tfidu s Cechovou-Stoneovou kom-
paktifikaci 8 jako reflekci. Kompaktni prostory jsou tu popsany jako prostory vnoritelné na
uzaviené &sti mocnin [0, 1]% a BX jako uzavér vnofeni X do [0, 1]€ (X)),
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Realna kompaktnost

N Kompaktnost vysledku je ddna kompaktnosti prostoru [0, 1]. Z tpIné reguldrniho Hausdorf-
= fova prostoru Ize na jeho Cechovu-Stoneovu kompaktifikaci rozsifit kazdd omezend spojita
redlnd funkce — omezenost téchto rozsifitelnych funkei je opét ddna pouZitym omezenym
uzavienym intervalem.
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Realna kompaktnost

Co kdybychom chtéli pracovat i s neomezenymi spojitymi funkcemi? Staci vzit pfedchozi
konstrukci a jen zménit interval [0, 1] na R? Opravdu to staéi a dostanou se prostory s
obecnymi vlastnostmi podobnymi kompaktnosti.
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Realna kompaktnost

DEFINICE (Realné kompaktni prostory)

Topologicky prostor se nazyva realné kompaktni, jestlize je homeomorfni uzaviené podmnoziné néjaké
mocniny R".
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Realna kompaktnost

(+ Z definice je vidét, Ze kazdy redln€ kompaktni prostor je T 1 -prostor. Ziejmé je kazdy kom-
< 2

paktni Hausdorffav prostor redlné kompaktni, kazdy euklidovsky prostor je redlné kompaktni.
Spocetny diskrétni prostor je redlné kompaktni (je homeomorfni s N).
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Nasledujici tvrzeni plyne piimo z definice:
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Realna kompaktnost

TVRZENI (Soutinovost a uzaviena dédicnost)

Trida redlné kompaktnich prostorii je soucinovd a uzaviené dédicnd.
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Obecnd charakterizace epireflektivnich tfid v Hausdorffovych prostorech ddva ndsledujici
tvrzeni:
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Realna kompaktnost

TVRZENI (Redlna kompaktifikace)

Kazdy Ty 1 -prostor X je hustou ¢dsti rediné kompakmiho prostoru vX, ktery je charakterizovdn vlastnosti, Ze
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kaZdd spojitd redlnd funkce na X lze spojité rozsirit na v.X (nebo ekvivalentné, kaZdé spojité zobrazeni na X

do rediné kompaktniho prostoru lze spojité rozsirit na v.X).
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Prostor vX se také nazyva Hewittova-Nachbinova redlnd kompaktifikace.
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Realna kompaktnost

(B Neni tézké ukazat, ze vX je podprostorem 5X a je to nejvétsi podmnozina v X na kterou
- Ize spojité rozsifit kazda redlnd spojitd funkce (takze vX = (X pravé kdyz X je pseudo-
kompaktni T 1 -prostor). Prostor wy tedy nenf redlné kompaktni.
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Realna kompaktnost

Vime, ze BX se dd popsat jako mnozina Z-ultrafiltr v X. Které z téchto Z-ultrafiltra lezi v
vX? Protoze na né lze rozsifovat neomezené spojité funkce, je jednoduché je popsat: jsou to
ty Z-ultrafiltry, které maji tzv. spoCetnou prunikovou vlastnost
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Realna kompaktnost

Protoze X je redlné kompaktni pravé kdyz X = v X, dostdvame z predchoziho odstavce
nasledujici charakterizaci.
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Realna kompaktnost

TVRZENI (Charakterizace relné kompaktnosti)

T, 1 -prostor X je redlné kompaktni pravé kdyz kazdy jeho Z-ultrafiltr se spocetnou prinikovou vlastnosti md

neprdzdny prunik.
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Realna kompaktnost

Z popisu Lindelsfovych prostorii pomoci filtri plyne snadno, Ze kazdy Lindelofiv Ts1 -
2
prostor je redlné kompaktni (a tedy i kazdy separabilni metricky prostor).
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Realna kompaktnost

Nasledujici tvrzeni uz neni jednoduché dokdzat. Pouziva se tzv méfitelny kardinal, coz je
kardindlni ¢islo mnoZiny, na které existuje netrividlni dvouhodnotova mira (s hodnotami 0 v
bodech a hodnotou 1 na celé mnozing). Prvni takovy kardinal je silné nedosazitelny a existuji
teorie mnoZzin, kde méfitelné kardindly neexistuji.
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Realna kompaktnost

TVRZENI (Reilni kompaktnost metrizovatelnjch prostorii)

Metrizovatelny prostor je redlné kompaktni pravé kdyz md neméritelnou mohutnost.
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Realna kompaktnost

) V praxi pouzivané metrizovatelné prostory jsou tedy vSechny redlné¢ kompaktni. Pfedchozi
véta md znacné obecnéjsi formulaci pomoci unifomnich prostort (tzv. Shirotova véta, kterd
zobectiuje Katétovovu vétu pro redlnou kompaktnost parakompaktnich prostorti).
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Lokalné kompaktni prostory

JestliZe P je néjaka topologickd vlastnost, pak topologicky prostor mé vlastnost P lokdlné, jestlize kazdy bod
ma bazi okoli sloZzenou z mnozin majicich vlastnost P.

JestliZe kazdy bod prostoru m4 aspori jedno okoli s vlastnosti P, fikdme, Ze prostor ma vlastnost P slabé
lokdlné.
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Lokalné kompaktni prostory

Ziejmé lokdlni vlastnost implikuje slabé lokdlni vlastnost. V nékterych pripadech jsou
N lokdlni vlastnost a slabé lokdlni vlastnost ekvivalentni, napf. pro vlastnost P byti spocetnou
=4 mnozinou, nebo v Hausdorffovych prostorech pro vlastnost P byti kompaktni mnozinou.

V prostorech, které nejsou Hausdorffovy vSak lokdlné kompaktni prostory a slabé lokdlné
kompaktni prostory jsou ruzné pojmy. V tomto piipadé jsou lokdlné kompaktni prostory
vhodnéjsi nez slabé lokaln€ kompaktni.
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Lokalné kompaktni prostory

Pro jednobodovou kompaktifikaci je nutné brat za okoli idedlniho bodu dopliiky uzavienych
X kompaktnich mnozin a pro oddélovani bodu je pak nutné, aby prostor mél baze okoli slozené
z uzavienych kompaktnich mnoZin. To jsou vSak reguldrni prostory a snadno se ukaZze, Ze i
UplIn€ reguldrni. Pokud se navic daji odd€lovat body, vysledkem jsou T; 1 -prostory (coz tak
2
mus{ byt, protoZe ona jednobodové kompaktifikace je pak Hausdorffova a tedy T 1).
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