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5. Zobecnéna kompaktnost



charakterizace

TVRZENI

Topologicky prostor je pseudokompaktni pravé kdy? je jeho kaZdy lokdlné konecny
soubor otevienych mnozin konecny.

5. Zobecnéna kompaktnost



charakterizace

TVRZENI (Charakterizace pseudokompaktnosti)

Prostor X je pseudokompakini pravé kdyZ plati jedna z ndsledujicich ekvivalentnich
podminek

Kazdy filtr v X majici spocetnou bdzi (nebo subbdzi) otevienych mnoZin md
hromadny bod.

Kazda klesajici posloupnost G D Gy D G3z D ... neprdzdnych otevienych mnoZin
v X md neprdzdny prinik svych uzdverii.
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charakterizace
Souéin s kompaktnim

Obé podminky jsou ekvivalentni: Je-li U;, i € w oteviend sub(baze) filtru, pak

Gi =,<; Ui je klesajici posloupnost neprazdnych otevienych mnoZin a bod v priiniku
jejich uzavért je hromadny bod filtru.

Naopak bod v pruniku uzavéra klesajici posloupnosti otevienych neprazdnych mnoZzin
je hromadny bod filtru, jehoZ jsou tyto mnoZiny bazi.

Mnoziny G; tvofi nekonecny soubor otevienych neprazdnych podmnozin
pseudokompaktniho prostoru. Tento soubor tedy neni lokdlné kone¢ny a jeho hromadny
bod lezi v uzdvéru vSech téchto mnoZin.

Bud f : X — R spojitd. Polozme G; = {x € X : i < |f(x)|}. Pokud by f byla
neomezend, G; spliiuji podminky véty a existuje bod v jejich uzavéru. V tomto bodé
v8ak nemiZe byt f spojitd. Kazda f je tedy omezend a X je pseudokompaktni.
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charakterizace

TVRZENI

T3% prostor je pseudokompaktnt, pravé kdyZ na ném jsou vSechy spojité redlné funkce
omezené.
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charakterizace

TVRZENI

Pro T3 1 topologicky prostor X jsou ndsledujici podminky ekvivalentni:

X je pseudokompakini.

V X plati Diniho Lemma. Tedy kaZdd monotoni posloupnost spojitych redlnych
Sfunkct, kterd konverguje bodové ke spojité redlné funkci, konverguje i stejnomérné.
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charakterizace

Nechi posloupnost f, : X — R, n € w konverguje bodové ke spojité funkci . Pro € > 0
oznatme O, = {x € X : |f, — f| > €}. Pokud by byla v8echna O, neprazdné mnoziny,
pak pseudokompaktnost X implikuje existenci bodu x, ktery lezi v uzdvéru vSech O,. V
tom piipadé ale f(x) nemohlo byt limitou {f,(x) : x € w}.

Bud naopak X prostor, v némz plati Diniho Lemma a f : X — R spojitd re4lna
funkce. Musime ukézat, Ze f je omezend.

Polozme f,(x) = min(f(x), n). Pak tato posloupnost konverguje podle predpokladu k f
stejnomérné a tedy f = f, pro néjaké n. |
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Souéin s kompaktnim

TVRZENI

Soucin kompaktniho prostoru X a pseudokompaktniho prostoru Y je pseudokompakini
prostor.

5. Zobecnéna kompaktnost



charakterizace
Souéin s kompaktnim

Musime dokazat, ze kazdy lokdlné konecny soubor otevienych mnozin v X X Y je
konecny.

Miuzeme piedpoklddat, Ze tento soubor je tvaru {Us x Vs :s € St kde Us C X a

Vs C Y. Dokdzeme, Ze soubor mnoZin { Vs : s € S} je lokdln& koneény a tedy musi byt
podle predpokladu na Y konecny.

Pro kazdy bod y € Y se podivejme na body z € p;l( y). Kazdy takovy bod ma n&jaké
oteviené okoli U, x V,, které protind pouze kone¢né mnoho mnozin z ptivodniho
souboru. ProtoZe je p;l( y) isomorfni kompaktnimu prostoru X, existuje koneény
systém Z takovy, Ze {U, x V, : z € Z} pokryva py,'(y). Potom X x N,z Vzje
oteviené okoli p;l( y), které protind jen koneéné mnoho mnozin pivodniho souboru. To
znamend, Ze (), V; je oteviené okoli y , které protind jen kone¢né mnoho mnoZin Vs
pros € S. |
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Souéin s kompaktnim
charakterizace

TVRZENI

Soucin kompaktniho prostoru X a spocetné kompaktniho prostoru Y je spocetné
kompaktni prostor.

Musime dokazat, Ze kazda nekone¢na mnozina M C X x Y, ma hromadny bod.
Pokud je mnoZina py [M] koneénd, je pro n&jaké y € py[M] mnoZina M N py,*(y)
nekonecnd podmnoZzina kompaktniho prostoru p;l (v) a md hromadny bod.

Muzeme tedy predpokladat, Ze py [M] je nekone¢nd podmnozina Y a ma hromadny bod
Yo. Pfedpokladejme jesté pro spor, Ze zadny bod v p;l( ¥o) neni hromadnym bodem M.
Kazdy takovy bod z ma néjaké oteviené okoli U, x V., které obsahuje pouze konecné
mnoho bodt z M. Protoze je p;l( ¥o) isomorfni kompaktnimu prostoru X, existuje
kone¢ny systém Z takovy, 7e {U, x V, : z € Z} pokryva py*(yo). Potom N,z Vzje
oteviené okoli yp, které obsahuje jen kone¢né mnoho bodui py [M], a tedy yo nemize
byt hromadnym bodem této mnoZiny. O
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Souéin s kompaktnim

TVRZENI

Y -soucin kompaktnich prostorii je spocetné kompaktni.

Mame X;, i € | kompaktni prostory, f € 1, X; a

Y={xelX :|{iel:x(i)#f()} <w}.

Musime ukdzat, Ze kazda nekonecna spocetnd mnozina A ma v ¥ hromadny bod.
Polozme Iy = {i € | : existuje x € A Ze x(i) # f(i)}. Prostor ;, X; je kompaktni a X
obsahuje jeho homeomorfni kopii, ktera je nadmnozinou A. Mnozina A ma hromadny
bod v tomto kompaktnim prostoru a tedy i v X. O
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charakterizace

TVRZENI (Spo¢etna kompaktnost pomoci filtri)

Pro prostor X jsou ndsledujici podminky ekvivalentni.
X je spocetné kompaktni
KaZdy filtr v X majici spocetnou bdzi (nebo subbdzi) md hromadny bod.

Kazdd klesajict posloupnost F1 D F» D F3 D ... uzavienych mnozin v X md
neprdzdny prunik.
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Soucin s kompaktnim
charakterizace

Bud {B; : i € w} (sub)béze filtru. Pokud by tento filtr nemél hromadny bod, pak X \ B;
je spocetny soubor otevienych mnoZzin pokryvaji spocetné kompaktni prostor X a tedy
existuje jeho koneény podsoubor pokryvajici X. Odpovidajici mnoziny B; ale maji
prazny prinik a nemuiiZe se jednat o (sub)bdzi filtru.

Klesajici posloupnost uzavienych mnozin je bézi filtru a jeho hromadny bod lezi ve
vsech téchto mnozinach.

Pro spocetny soubor otevienych mnozin {O, : n € w}je {F; = X\ U,.; On : i € w}
klesajici posloupnost uzavienych podmnozin X. Je-li { O, : n € w} pokryti X, je pranik
t&chto mnoZin prazdny a existuje tedy /, Ze F; = (). Tedy {O, : n < i} je kone&né
pokryti X. [
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charakterizace

TVRZENI

Topologicky prostor je spocetné kompaktni pravé kdyZ md kaZdd jeho podmnoZina
hromadny bod.

TVRZENI

Topologicky prostor je spocetné kompaktni pravé kdy? je jeho kaZdy lokdlné konecny
soubor neprdznych mnozin konecny.
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TVRZENI

Spocetny soucin sekvencidlné kompaktnich prostorii je sekvencidlné kompaktni.

Z posloupnosti F = {f, : n € w} bodl v M;¢,, X; mdme vybrat konvergentni
podposloupnost. Nejprve vybereme Fo = {0 : n € w} podposloupnost F takovou, Ze
£9(0), n € w je konvergentni posloupnost v sekvencidlné kompaktnim prostoru Xo.
Dile pak vybereme F; podposloupnost Fy tak, Ze £,}(1), n € w konverguje v X;. Takto
pokracuje dale az mame spocetné mnoho do sebe zanofenych posloupnosti. Nyni je
{f": n € w} hledand posloupnost konvergujici v celém soucinu. O
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poznamky

Cast IV

Lindel6fovy prostory

LEMMA

Existuje T, spocetny prostor X, ktery neni reguldrni. Tedy T, Lindelofitv neimplikuje
reguldrni.

X =wx (w+1)U{oo}, kde w x (w + 1) je otevieny podprostor se soucinovou
topologii a baze okoli co je soubor
{{oc}UA:ACwxw,[{n€ew:|({n} xw)\ Al =w}| <w}. O
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poznamky

TVRZENI (Charakterizace Lindelofovych prostoru)

Prostor X je Lindelofitv pravé kdyZ kaZdy kaZdy filtr v X se spocetnou prinikovou
vlastnosti md hromadny bod.

Tento dikaz je zcela standardni. [
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TVRZENI (Jednobodové Lindelifovo rozsifeni)

Jednobodové Lindeldfovo rozsiveni prostoru X je Hausdorffitv prostor pravé kdyz je X
Hausdorffitv a kazdy jeho bod md uzaviené Lindeldfovo okoli.

Necht je jednobodové Lindelofovo rozsiteni X Hausdorffovo. Pak je X Hausdorffiv
prostor, protozZe je podprostorem Hausdorffova prostoru. Pro x € X vezméme oteviené
U C X takové, Ze oo ¢ U. Pak U je uzaviené Lindelsfovo okoli x.

Dokazme naopak, Ze pro X se zadanymi vlastnostmi je jeho rozsiteni Hausdorffovo. Pro
kazdé x € X vezméme oteviené U, C X takové, ze U, je Lindelofovo okoli x. Pak Uy
a {oo} U X\ Uy jsou okoli oddélujici x a co. KdyZ A a B jsou oteviend okoli oddélujici
v X body x a y, tak AN U, a BN U, oddéluji tyto body v Lindeldfové rozsifent. O
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TVRZENI (Jednobodové Lindelifovo rozsifeni)

Jednobodové Lindeldfovo rozsiveni prostoru X je Hausdorffitv prostor pravé kdyz je X
Hausdorffitv a kazdy jeho bod md uzaviené Lindeldfovo okoli.

Necht je jednobodové Lindelofovo rozsiteni X Hausdorffovo. Pak je X Hausdorffiv
prostor, protozZe je podprostorem Hausdorffova prostoru. Pro x € X vezméme oteviené
U C X takové, Ze oo ¢ U. Pak U je uzaviené Lindelsfovo okoli x.

Dokazme naopak, Ze pro X se zadanymi vlastnostmi je jeho rozsiteni Hausdorffovo. Pro
kazdé x € X vezméme oteviené U, C X takové, ze U, je Lindelofovo okoli x. Pak Uy
a {oo} U X\ Uy jsou okoli oddélujici x a co. KdyZ A a B jsou oteviend okoli oddélujici
v X body x a y, tak AN U, a BN U, oddéluji tyto body v Lindeldfové rozsifent. O

5. Zobecnéna kompaktnost



Souéin kompaktniho a Lindeléfova prostoru je Lindelsfav

TVRZENI

Soucin kompaktniho prostoru X a Lindelofova prostoru Y je Lindeldfiiv.

Diikaz.

Staéi uvazovat podkryti X x Y otevienymi mnoZzinami typu {Us X Vs : s € S}.
ProtoZe pro kazdé y € Y je fibr py'(y) homeomorfn{ kompaktnimu X, existuje pro
toto y koneény soubor S, C S takovy, Ze {Us x V; : s € S, } pokryvi tento fibr a navic
y € Vsprovsechnas € S, .

Oznatme W, =, s, V.. Tento otevieny soubor je oteviené pokryti Y. Ozna¢me Y’
spocetnou podmnozinu Y, ze {W, : y € Y’} pokryvé Y. Pak

{Us x Vs 15 € U,eyr Sy} je spocetné pokryti X x Y. O
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Sorgenfreyova primka

Sorgenfreyova primka

Sorgenfreyova piimka S je Lindel6fova: S je homeomorfni spocetnému disjunktnimu
sjednoceni prostori Sp = S N [0, 1), staéi tedy ukézat, Ze Sp je Lindelofiv. Méjme A
oteviené pokryti So. Polozme

B = U{[O,x) . existuje A’ € [A]=¥,[0,x) C UA’}

Nejprve si v§imnéme, Ze existuje Ay, |Ao| < w a B = | Ag. Pokud B # Sy, oznaéme
y = inf Sp \ B. V A existuje mnoZina A takovd, Ze y € A. Pak je ale Ag U {A} spoletny
soubor, ktery pokryva néjaky interval ostfe vétsi nez B. To neni mozné a Ag je spocetné
pokryti So.

Soucin dvou Sorgenfreyovych pfimek je regularni prostor, ktery neni normaln{ a
nemize tedy byt Lindelofiv.

Sorgenfreyova piimka neni pseudokompaktni, {[/,/ + 1) : / € w} je nekonecny lokalné
konecny soubor neprazdych otevienych podmnoZzin mnozin S.

Sorgenfreyova piimka neni lokdlné kompaktni, protoZe kazda jeji oteviend podmnoZina
obsahuje homeomorfni kopii S jako uzavieny podprostor.
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Michaelova primka

Michaelova primka

Michaelova ptimka M je Lindel6fova: M miZeme rozlozit na sjednoceni racionalnich
¢isel @ a iraciondlnich Eisel P. JakoZto podprostory jsou oba tyto prostory Lindel6fovy,
Q je spocetny diskrétni prostor a na P je topologie zdédéna z realné piimky, tedy ma
spocetnou bazi. M je tedy Lindel6foviv prostor.

Michaelova piimka neni pseudokompaktni, {[/,/ + 1) : i € w} je nekone¢ny lokdlng&
kone¢ny soubor neprazdych otevienych podmnozin mnozin M.

Michaelova piimka neni lokdlné kompaktni, protoZe kazd4 oteviené okoli iraciondlniho
¢isla obsahuje homeomorfni kopii P jako uzavieny podprostor.

5. Zobecnéna kompaktnost



Prostory ordinalt

Prostory ordinald

Na ordinédlech uvazujeme vzdy T, topologii odpovidajici usporadani.

Ordinél o + 1 je vZdy kompaktni prostor.

Limitn{ ordindl « je sekvencidlné kompaktni pravé kdyz cf o # w. Z kazdé nekonecné
posloupnosti ordindlt totiz miZzeme vybrat neklesajici nekone¢nou podposloupnost.
Limita této podposloupnosti je pro a s nespocetnou kofinalitou vZdy prvkem « a
topologickou limitou této podposloupnosti. Naopak spocetnd kofindlni posloupnost v o
nema v « Zddnou konvergentni podposloupnost.

Limitn{ ordinél « je Lindelftiv pravé kdyZ cf o = w. Bud «;, i €  rostouci kofinalni
posloupnost v a a cfa = k. Pokud £ = w potom a = | J;,, @i + 1 je spocetné
sjednoceni kompaktnich prostord. Naopak {a; : i € k} je vZdy pokryti «, které nema
7adné podpokryti ostfe mensi mohutnosti.
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Prostory ordinalt

Priklad

Existuje Hausdorffuv sekvencidlné kompaktni prostor, ktery neni reguldrni.

UvaZujme prostor w; + 1 a pfidejme do subbaze jeho topologie mnoZinu

{(w1+ 1)\ a: «je spoetny limitni ordindl}. Vysledny prostor je spocetné kompaktni,
z kazdé posloupnosti vybereme nekonecnou neklesajici podposloupnost, a ta je
konvergentni. Hausdorffovost se ovefi snadno.

Mnozina {& € w; : « je limitn{ ordindl} je uzaviend mnoZina a kazdd jeji oteviend
nadmnoZzina protind kazdé okoli bodu w; . Tento prostor tedy neni reguldrni.
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Okolo BN

Okolo BN

ON je sekvencialné kompaktni. Kazda nekoneéna uzaviena podmnozina prostoru SN
kopii tohoto prostoru a ma tedy velikost 22°. AN tak nemiiZe obsahovat Zadnou
netrividlni konvergentni posloupnost.

Méjme A C AN\ N, |A| < 22°. Uvazujeme prostor B = SN \ A. Pro libovolnou
nekoneénou spocetnou X C B vime, Ze |75N \ Al = 22 a X md n&jaky hromadny bod
v B. Tedy B je spocetné kompaktni.
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Okolo BN

V prostoru SN vyuZijeme jeho kompaktnosti k definici funkce f : [fN]* — AN tak, aby
vzdy platilo, Ze f(X) je hromadny bod X. Kazdy podprostor SN uzavieny vzhledem k
funkci f je tedy spocetné kompaktni. Oznaéme Fq néjaky takto uzavieny podprostor,
ktery obsahuje N a |Fo| = 2 < 22°. Takovy jist& existuje, sta&f za&it s N a mnoZiny
postupné uzavirat na f a sjednocovat. Ddle ozna¢me F; = NU (SN \ Fp). Nyni jsou Fo
i F; Hausdorffovy spocetné kompaktni podprostory SN a Fo N f; = N.

Oznaéime D = {(x, x) € N x gN}. Tedy D je diagondla a je to uzaviend podmnoZina
soudinu. Nyni je jiz zrejmé, Ze D' = D N Fy x F; = {(n, n) : n € N} je uzavfend i
oteviend nekonecnd diskrétni podmnozina soucinu Fo x F;. Tento soucin dvou spocetné
kompaktnich prostort tak nemtize byt ani pseudokompaktni.
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Okolo BN

Prostor 22” neni sekvencidlné kompaktni. Jako indexovou mnoZinu tohoto sou¢inu
budeme pouzivat mnozinu v8ech funkei f : w — 2. UkdZeme, Ze posloupnost

{gi € 2% : gi(f) = f(i) pro viechna f, i € w} nemd Zddnou konvergentn{
podposloupnost. Bud' {g; : i € A} jeji nekonecnd podposloupnost. Rozdélme A na dvé
nekone¢né disjunktni mnoZiny A = Ag U A;. Pak {h € 22” : h(xa,) = x(x4,)} je pro
kazdy bod x € 22” jeho oteviené okoli, které protina pouze jednu z posloupnosti

{gi : i € Aj}, j € 2. Posloupnost {g; : i € A} tedy neni konvergent, protoZe ji lze
rozdélit na dvé podposloupnosti s disjunktnimi uzaveéry.

Nenf také t&7ké ukdzat uzavér mnoziny {g; € 2°” : g;(f) = f(i) pro viechna f, i € w}
je homeomorfni kopie prostoru SN. Staéi si vzpomenout, Ze 3-obal prostoru X je mezi
kompaktifikacemi X charakterizovan tim, Ze kazdé dvé disjunktni uzaviené
podmnoziny X v ném maji disjunktni uzavéry.
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VEjiF a jezek

Véjit a jezek

VEjit a jeZek nejsou pseudokompaktni prostory. Mnozina vSech prvnich bodi
konvergentnich posloupnosti, ze kterych jsou sloZeny, je nekonecnd oteviend i uzaviena
diskrétni podmnozina obou téchto prostort.

Véjit a jezek nejsou lokdlné kompaktni. Kazdé okoli limitniho bodu 0 je totiz v obou
pripadech homeomorfni s celym prostorem a tedy neni kompaktni.

Véjit a jezek jsou spocetné prostory a jsou tedy Lindelofovy.
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Mrévkiv prostor

Topologicky (N, S) prostor vznikly z nekone¢ného skoro disjunktniho systému
podmnozin N je Lindelofav pravé kdyz je spocetny. Mnozina S je totiZ jeho diskrétni
uzaviend podmnozina a takové mnoZiny mohou byt v Lindel6fovych prostorech nejvyse
spocetné. Tato mnoZina také dokldd4, Ze (N, S) neni nikdy spocetné kompaktni.

(N, S) je pseudokompaktni pravé kdyz je S maximdlni skoro disjunktni systém. Kdyz
je S U {A} ostie vétsi skoro disjunktni systém na N, tak je A oteviend i uzaviend
nekonecénd diskrétni podmnozina (N, S).

Bud naopak S maximdlni a f spojitd redlna funkce na (N, S). Pokud by f byla na N
neomezend, najdeme nekone¢nou mnozinu B C N takovou, Ze pro kazdé prirozené n
plati [{i € B : |f(i)| < n}| < w. Nyni vezméme A € S které md s B nekone¢ny priinik.
Funkce f nemutiZe byt v A spojitd. f je tedy omezend na N, a N je hustd édst (N, S).

(N, S) je vzdy lokalné kompaktni. Pro bod x € N je {x} jeho kompaktni okoli a pro

A € S je {A} U A kompaktn{ okoli A.
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poznamky

Cést VI

Realné kompaktni prostory
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Vlastnosti readlné kompaktnich prostorti

Cést VI

Redlné kompaktni prostory

To je preci snadné, staci si uvédomit nasledujici fakt:

LEMMA

Bud' As uzaviend podmnozina prostoru Xs pro kaZdé s € S. Pak [ [ ¢ As je uzaviend
podmnoZina prostoru [ [ ¢ Xs.
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Vlastnosti readlné kompaktnich prostorti

Cést VI

Realné kompaktni prostory

Pokud bod x neleZi v [ [ s As protoZe jeho s-td soufadnice xs ¢ As, pak
(X5 \ As) x J1s\ (s} Xs je oteviené okoli bodu x, které neprotind [ As. O
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Vlastnosti readlné kompaktnich prostorti

Cést VI

Redlné kompaktni prostory

A jaké dalsi vlastnosti redlné kompaktnich prostort jest€ zname?
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Vlastnosti readlné kompaktnich prostorti

Cést VI

Redlné kompaktni prostory

A jaké dalsi vlastnosti redlné kompaktnich prostort jest€ zname?

7\
(- ]
Y,
=

Ja znam jeste tvrzeni o pruniku.
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Vlastnosti readlné kompaktnich prostorti

Cést VI

Realné kompaktni prostory

LEMMA

Bud' As redlné kompakini podprostor topologického prostoru X pro kazdé s € S. Pak
s As je redlné kompaktni prostor.
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Vlastnosti readlné kompaktnich prostorti

Cést VI

Realné kompaktni prostory

Prostor () As je homeomorfni s [[¢ As N AsX coZ je uzaviend podmnoZina prostoru
[ Is As, ktery je redlné kompaktni podle pfedchoziho tvrzeni. [

5. Zobecnéna kompaktnost



Vlastnosti readlné kompaktnich prostorti

Cést VI

Realné kompaktni prostory

A to je vSechno?

5. Zobecnéna kompaktnost



Vlastnosti readlné kompaktnich prostorti

Cést VI

Realné kompaktni prostory

A to je vSechno?

Tak tfeba jesté jedna vlastnost.

5. Zobecnéna kompaktnost




Vlastnosti readlné kompaktnich prostorti

Cést VI

Realné kompaktni prostory

LEMMA

Bud f : X — Y spojité zobrazeni 7 redlné kompaktniho prostoru do Hausdorffova
prosoru. Pak pro kazdy redlné kompaktni Z C Y je f ~1[Z] redlné kompaktni prostor.

5. Zobecnéna kompaktnost



poznamky
Vlastnosti readlné kompaktnich prostorti

Pro )1 neni r

Realna kompaktr metrizo Inych prostorii

Bud' As uzaviend podmnozina prostoru Xs pro kaZdé s € S. Pak | [ ¢ As je uzaviend
podmnozina prostoru [ [ ¢ Xs.

LEMMA

Bud' As redlné kompakini podprostor topologického prostoru X pro kazdé s € S. Pak
s As je redlné kompaktni prostor.

LEMMA

Bud f : X — Y spojité zobrazeni 7 redlné kompaktniho prostoru do Hausdorffova
prosoru. Pak pro kaZdy redlné kompakini Z C Y je f ~1[Z] redlné kompaktni prostor.

OznaCme Gy graf zobrazeni f. Vime, Zze X X Z je redlné kompaktni a Gr je uzatena
podmnozina X x Y ( f je spojité). ProtoZe f ~*[Z] je homeomorfni (X x Z) N Gy, je
homeomorfni uzaviené podmnoziné redlné kompaktniho prostoru. O

5. Zobecnéna kompaktnost



Konstrukce vX

Cést VI

Realné kompaktni prostory

Tak ted by se dost hodil n&jaky popis, jak to v.X vlastné
vypada a jak jde zkonstruovat. Znas néjaky?

5. Zobecnéna kompaktnost



Konstrukce vX

Cést VI

Realné kompaktni prostory

Tak ted by se dost hodil n&jaky popis, jak to v.X vlastné
vypada a jak jde zkonstruovat. Znas néjaky?

) Kdyz to ma byt podmnozina 5X, tak co kdyby jsme zkusili napodobit
ultrafiltovou konstrukci 5.X, nebrali by jsme vSechny Z-ultrafiltry, ale vy-
brali si jen nékteré?

5. Zobecnéna kompaktnost



Konstrukce vX

Cést VI

Realné kompaktni prostory

Tak ted by se dost hodil n&jaky popis, jak to v.X vlastné
vypada a jak jde zkonstruovat. Znas néjaky?

@ Kdyz to ma byt podmnozina 5X, tak co kdyby jsme zkusili napodobit
ultrafiltovou konstrukci 5.X, nebrali by jsme vSechny Z-ultrafiltry, ale vy-
brali si jen nékteré?

Pockej, nepredbihej, zkusme to néjak pomoci souboru vSech spojitych
funkei z X do R.

5. Zobecnéna kompaktnost



Konstrukce vX

Cést VI

Realné kompaktni prostory

=% Tak dobre, oznac¢ne F vSechny spojité realné funkce z X do R. Vsadim se,
7e vX bude uzdvér obrazu AF v prostoru R” .

5. Zobecnéna kompaktnost



Konstrukce vX

Cést VI

Realné kompaktni prostory

=% Tak dobre, oznac¢ne F vSechny spojité realné funkce z X do R. Vsadim se,
7e vX bude uzdvér obrazu AF v prostoru R” .

Tak to by jsi urcité vyhral, udélame to vSak jeste jinak.

X
(**)
5. Zobecnéna kompaktnost



Konstrukce vX

Cést VI

Realné kompaktni prostory

Oznac¢me aR jednobodovou kompaktifikaci redlné piimky a F jsou stdle vSechny
spojité funkce z X do redlné piimky.

5. Zobecnéna kompaktnost



Konstrukce vX

Cést VI
Realné kompaktni prostory

Pro kazdou f € F uvaZzujme jeji spojité rozsifeni F : X — aR.

5. Zobecnéna kompaktnost



Konstrukce vX

Cést VI

Realné kompaktni prostory

Jiz vime, Ze v8echny vzory F~1[R] jdou redlné kompaktni a také Ze jejich prinik
vX = F![R] je redln& kompaktni podprostor 5X.

5. Zobecnéna kompaktnost



Konstrukce vX

Cést VI

Realné kompaktni prostory

Maiame tedy zZe X je husty podprostor v.X a tento redlné kompaktni pro-
stor je zfejme nejveétsi prostor, na ktery jdou rozsitit vSechny spojité redlné
funkce na X. Je to tedy hledana Hewittova-Nachbinova realna kompaktifi-
kace.

5. Zobecnéna kompaktnost



Body v vX

Cést VI

Realné kompaktni prostory

Nejprve si ukdZeme, Ze na Z-ultrafiltr ¢/ se spocetnou prinikovou vlast-
nosti mizeme spojité rozsifit libovolnou spojitou redlnou funkci 7.

5. Zobecnéna kompaktnost



Body v vX

Cést VI

Realné kompaktni prostory

5/ Rozlisme dva piipady. Nechi nejprve existuje mnozina A € U takovd, Ze
f je na A omezena.

5. Zobecnéna kompaktnost



Body v vX

Cést VI

Realné kompaktni prostory

3
=

& Potom je ale f | A funkci do néjakého omezeného (a tedy kompaktniho)
\’/ intervalu. Prinik uzavienych podmnozin tohoto intervalu, jejichz vzor pfi
zobrazeni f lezi v U, je jednobodovy a je to pravé hledana hodnota f na /.

(=9
o/
¥
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Body v vX

Cést VI

Realné kompaktni prostory

) Bud naopak f na kazdé mnoZin& z U neomezend. Oznaéme A, = {x :
& n < |f(x)|}. VSechny tyto mnoZiny musi byt v U a tedy i jejich prinik
by mél byt v /. Takovy prtinik je ale nutné prazdny a tento pripad tedy
nemuze nastat.

5. Zobecnéna kompaktnost



Body v vX

Ted jesté zbyvd ukazat, Ze pro kazdy Z-ultrafiltr 4 na X, ktery nemd
spocetnou prianikovou vlastnost, najdeme spojitou redlnou funkci f na X,
ktera na tento ultrafiltr nejde spojité rozsiftit.

5. Zobecnéna kompaktnost



Takovy ultrafiltr obsahuje klesajici posloupnost Z-mnozin Ag D A1 D ... DA, D ...,
ktera ma prazdny prunik.

5. Zobecnéna kompaktnost



Nynf zafixujme pro kazdé n € w funkci g, : X — [0, 1] takovou, Ze g, 1(0) = A,.

5. Zobecnéna kompaktnost



Polozime

8= Z 27ngn

new

Tato funkce je spojitd a nikde nenabyvd hodnoty 0, miZeme tedy polozit f = 1/g.

5. Zobecnéna kompaktnost



Body v vX

Funkce f nabyvé na kazdé mnozing z ultrafiltru I/ libovolné velkou hodnotu a proto
nelze spojité rozsifit na &/ zddnym redlnym Cislem.

5. Zobecnéna kompaktnost



Prostor w1 neni realné kompaktni

Cést VI

Realné kompaktni prostory

&/ Prostor w; je preci pseudokompaktni, protoze
vSechny redlné funkce jsou na ném omezené.

5. Zobecnéna kompaktnost



Prostor w1 neni realné kompaktni

Cést VI

Realné kompaktni prostory

(& | Prostor w; je preci pseudokompaktni, protoze

vSechny redlné funkce jsou na ném omezené.

Kdyby byl i redlné kompaktni, tak musi byt
dokonce kompaktni, to ale vime, Ze neni.

5. Zobecnéna kompaktnost



Realna kompaktnost metrizovatelnych prostorti

Cést VI

Realné kompaktni prostory

&/ Tak z té véty o realné kompaktnosti metrizovatelnych prostort tedy moc
moudry nejsem.

5. Zobecnéna kompaktnost



Realna kompaktnost metrizovatelnych prostorti

Cést VI

Realné kompaktni prostory

Tak se na to pojd me podivat v jednoduchém pripadé diskrétniho prostoru
na kardindlu .

5. Zobecnéna kompaktnost



Realna kompaktnost metrizovatelnych prostorti

Cést VI

Realné kompaktni prostory

&/ Ten je podle charakterizace redlné kompaktni pravé kdyz na ~ neni Zadny
ultrafiltr se spocetnou prinikovou vlastnosti.

5. Zobecnéna kompaktnost



Realna kompaktnost metrizovatelnych prostorti

Cést VI

Realné kompaktni prostory

Proc?

7\
(© ]

&/
5. Zobecnéna kompaktnost



Realna kompaktnost metrizovatelnych prostorti

Cést VI

Realné kompaktni prostory

Protoze to by byl Z-ultrafiltr s prazdnym pranikem.

5. Zobecnéna kompaktnost



Realna kompaktnost metrizovatelnych prostorti

Aha, a takové ultrafiltry jsou vlastné pravé dvouhodnotové spocetné adi-
tivni miry: Mnozina md miru 1 pravé kdyz je v ultrafiltru.

5. Zobecnéna kompaktnost



Realna kompaktnost metrizovatelnych prostorti

TakZe prostor x nenf redlné kompaktni pravé kdyz je x méfitelny kardinal.

5. Zobecnéna kompaktnost



Realna kompaktnost metrizovatelnych prostorti

No a jak to bude v pripadé obecného metrizovatelného prostoru?

5. Zobecnéna kompaktnost



Realna kompaktnost metrizovatelnych prostorti

% To bude asi trochu slozitéjsi, ale tfeba by stacilo kontrolovat jen diskrétni
podprostory takovych prostord.

5. Zobecnéna kompaktnost



Realna kompaktnost metrizovatelnych prostorti

Dobry néapad, ale stejné to asi bude moc slozité. Nechdme to radéji na jindy.

5. Zobecnéna kompaktnost
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