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5. Zobecněná kompaktnost



charakterizace
Součin s kompaktním

TVRZENÍ
Topologický prostor je pseudokompaktnı́ právě když je jeho každý lokálně konečný
soubor otevřených množin konečný.
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charakterizace
Součin s kompaktním

TVRZENÍ (Charakterizace pseudokompaktnosti)

Prostor X je pseudokompaktnı́ právě když platı́ jedna z následujı́cı́ch ekvivalentnı́ch
podmı́nek

1 Každý filtr v X majı́cı́ spočetnou bázı́ (nebo subbázi) otevřených množin má
hromadný bod.

2 Každá klesajı́cı́ posloupnost G1 ⊃ G2 ⊃ G3 ⊃ ... neprázdných otevřených množin
v X má neprázdný průnik svých uzáverů.

5. Zobecněná kompaktnost



charakterizace
Součin s kompaktním

Důkaz.
Obě podmı́nky jsou ekvivalentnı́: Je-li Ui , i ∈ ω otevřená sub(báze) filtru, pak
Gi =

⋂
n≤i Ui je klesajı́cı́ posloupnost neprázdných otevřených množin a bod v průniku

jejich uzávěrů je hromadný bod filtru.
Naopak bod v průniku uzávěrů klesajı́cı́ posloupnosti otevřených neprázdných množin
je hromadný bod filtru, jehož jsou tyto množiny bázı́.
Množiny Gi tvořı́ nekonečný soubor otevřených neprázdných podmnožin
pseudokompaktnı́ho prostoru. Tento soubor tedy nenı́ lokálně konečný a jeho hromadný
bod ležı́ v uzávěru všech těchto množin.
Bud’ f : X → R spojitá. Položme Gi = {x ∈ X : i < |f (x)|}. Pokud by f byla
neomezená, Gi splňujı́ podmı́nky věty a existuje bod v jejich uzávěru. V tomto bodě
však nemůže být f spojitá. Každá f je tedy omezená a X je pseudokompaktnı́.
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charakterizace
Součin s kompaktním

TVRZENÍ
T3 1

2
prostor je pseudokompaktnı́, právě když na něm jsou všechy spojité reálné funkce

omezené.
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charakterizace
Součin s kompaktním

TVRZENÍ
Pro T3 1

2
topologický prostor X jsou následujı́cı́ podmı́nky ekvivalentnı́:

1 X je pseudokompaktnı́.

2 V X platı́ Diniho Lemma. Tedy každá monotonı́ posloupnost spojitých reálných
funkcı́, která konverguje bodově ke spojité reálné funkci, konverguje i stejnoměrně.
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charakterizace
Součin s kompaktním

Důkaz.
Necht’ posloupnost fn : X → R, n ∈ ω konverguje bodově ke spojité funkci f . Pro ε > 0
označme On = {x ∈ X : |fn − f | > ε}. Pokud by byla všechna On neprázdné množiny,
pak pseudokompaktnost X implikuje existenci bodu x , který ležı́ v uzávěru všech On. V
tom přı́padě ale f (x) nemohlo být limitou {fn(x) : x ∈ ω}.
Bud’ naopak X prostor, v němž platı́ Diniho Lemma a f : X → R+ spojitá reálná
funkce. Musı́me ukázat, že f je omezená.
Položme fn(x) = min(f (x), n). Pak tato posloupnost konverguje podle předpokladu k f
stejnoměrně a tedy f = fn pro nějaké n.
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charakterizace
Součin s kompaktním

TVRZENÍ
Součin kompaktnı́ho prostoru X a pseudokompaktnı́ho prostoru Y je pseudokompaktnı́
prostor.
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charakterizace
Součin s kompaktním

Důkaz.
Musı́me dokázat, že každý lokálně konečný soubor otevřených množin v X × Y je
konečný.
Můžeme předpokládat, že tento soubor je tvaru {Us × Vs : s ∈ S} kde Us ⊂ X a
Vs ⊂ Y . Dokážeme, že soubor množin {Vs : s ∈ S} je lokálně konečný a tedy musı́ být
podle předpokladu na Y konečný.
Pro každý bod y ∈ Y se podı́vejme na body z ∈ p−1

Y (y). Každý takový bod má nějaké
otevřené okolı́ Uz × Vz , které protı́ná pouze konečně mnoho množin z původnı́ho
souboru. Protože je p−1

Y (y) isomorfnı́ kompaktnı́mu prostoru X , existuje konečný
systém Z takový, že {Uz × Vz : z ∈ Z} pokrývá p−1

Y (y). Potom X ×
⋂

z∈Z Vz je
otevřené okolı́ p−1

Y (y), které protı́ná jen konečně mnoho množin původnı́ho souboru. To
znamená, že

⋂
z∈Z Vz je otevřené okolı́ y , které protı́ná jen konečně mnoho množin Vs

pro s ∈ S .
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Součin s kompaktním
charakterizace

TVRZENÍ
Součin kompaktnı́ho prostoru X a spočetně kompaktnı́ho prostoru Y je spočetně
kompaktnı́ prostor.

Důkaz.
Musı́me dokázat, že každá nekonečná množina M ⊂ X × Y , má hromadný bod.
Pokud je množina pY [M] konečná, je pro nějaké y ∈ pY [M] množina M ∩ p−1

Y (y)
nekonečná podmnožina kompaktnı́ho prostoru p−1

Y (y) a má hromadný bod.
Můžeme tedy předpokládat, že pY [M] je nekonečná podmnožina Y a má hromadný bod
y0. Předpokládejme ještě pro spor, že žádný bod v p−1

Y (y0) nenı́ hromadným bodem M .
Každý takový bod z má nějaké otevřené okolı́ Uz × Vz , které obsahuje pouze konečně
mnoho bodů z M . Protože je p−1

Y (y0) isomorfnı́ kompaktnı́mu prostoru X , existuje
konečný systém Z takový, že {Uz × Vz : z ∈ Z} pokrývá p−1

Y (y0). Potom
⋂

z∈Z Vz je
otevřené okolı́ y0, které obsahuje jen konečně mnoho bodů pY [M], a tedy y0 nemůže
být hromadným bodem této množiny.
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Součin s kompaktním
charakterizace

TVRZENÍ
Σ-součin kompaktnı́ch prostorů je spočetně kompaktnı́.

Důkaz.
Máme Xi , i ∈ I kompaktnı́ prostory, f ∈ ΠIXi a
Σ = {x ∈ ΠIXi : |{i ∈ I : x(i) 6= f (i)}| ≤ ω}.
Musı́me ukázat, že každá nekonečná spočetná množina A má v Σ hromadný bod.
Položme I0 = {i ∈ I : existuje x ∈ A že x(i) 6= f (i)}. Prostor ΠI0Xi je kompaktnı́ a Σ
obsahuje jeho homeomorfnı́ kopii, která je nadmnožinou A. Množina A má hromadný
bod v tomto kompaktnı́m prostoru a tedy i v Σ.
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Součin s kompaktním
charakterizace

TVRZENÍ (Spočetná kompaktnost pomocı́ filtrů)

Pro prostor X jsou následujı́cı́ podmı́nky ekvivalentnı́.

X je spočetně kompaktnı́

Každý filtr v X majı́cı́ spočetnou bázı́ (nebo subbázi) má hromadný bod.

Každá klesajı́cı́ posloupnost F1 ⊃ F2 ⊃ F3 ⊃ ... uzavřených množin v X má
neprázdný průnik.
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Součin s kompaktním
charakterizace

Důkaz.
Bud’ {Bi : i ∈ ω} (sub)báze filtru. Pokud by tento filtr neměl hromadný bod, pak X \ Bi
je spočetný soubor otevřených množin pokrývajı́ spočetně kompaktnı́ prostor X a tedy
existuje jeho konečný podsoubor pokrývajı́cı́ X . Odpovı́dajı́cı́ množiny Bi ale majı́
prázný průnik a nemůže se jednat o (sub)bázi filtru.
Klesajı́cı́ posloupnost uzavřených množin je bázı́ filtru a jeho hromadný bod ležı́ ve
všech těchto množinách.
Pro spočetný soubor otevřených množin {On : n ∈ ω} je {Fi = X \

⋃
n<i On : i ∈ ω}

klesajı́cı́ posloupnost uzavřených podmnožin X . Je-li {On : n ∈ ω} pokrytı́ X , je průnik
těchto množin prázdný a existuje tedy i , že Fi = ∅. Tedy {On : n < i} je konečné
pokrytı́ X .
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Součin s kompaktním
charakterizace

TVRZENÍ
Topologický prostor je spočetně kompaktnı́ právě když má každá jeho podmnožina
hromadný bod.

TVRZENÍ
Topologický prostor je spočetně kompaktnı́ právě když je jeho každý lokálně konečný
soubor neprázných množin konečný.
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TVRZENÍ
Spočetný součin sekvenciálně kompaktnı́ch prostorů je sekvenciálně kompaktnı́.

Důkaz.
Z posloupnosti F = {fn : n ∈ ω} bodů v Πi∈ωXi máme vybrat konvergentnı́
podposloupnost. Nejprve vybereme F0 = {f 0

n : n ∈ ω} podposloupnost F takovou, že
f 0
n (0), n ∈ ω je konvergentnı́ posloupnost v sekvenciálně kompaktnı́m prostoru X0.

Dále pak vybereme F1 podposloupnost F0 tak, že f 1
n (1), n ∈ ω konverguje v X1. Takto

pokračuje dále až máme spočetně mnoho do sebe zanořených posloupnostı́. Nynı́ je
{f n

n : n ∈ ω} hledaná posloupnost konvergujı́cı́ v celém součinu.
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poznámky
Součin kompaktního a Lindelöfova prostoru je Lindelöfův

Část IV

Lindelöfovy prostory

LEMMA
Existuje T2 spočetný prostor X , který nenı́ regulárnı́. Tedy T2 Lindelöfův neimplikuje
regulárnı́.

Důkaz.
X = ω × (ω + 1) ∪ {∞}, kde ω × (ω + 1) je otevřený podprostor se součinovou
topologii a báze okolı́∞ je soubor
{{∞} ∪ A : A ⊂ ω × ω, |{n ∈ ω : |({n} × ω) \ A| = ω}| < ω}.
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poznámky
Součin kompaktního a Lindelöfova prostoru je Lindelöfův

TVRZENÍ (Charakterizace Lindelöfových prostorů)

Prostor X je Lindelöfův právě když každý každý filtr v X se spočetnou průnikovou
vlastnostı́ má hromadný bod.

Důkaz.
Tento důkaz je zcela standardnı́.
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poznámky
Součin kompaktního a Lindelöfova prostoru je Lindelöfův

TVRZENÍ (Jednobodové Lindelöfovo rozšı́řenı́)

Jednobodové Lindelöfovo rozšı́řenı́ prostoru X je Hausdorffův prostor právě když je X
Hausdorffův a každý jeho bod má uzavřené Lindelöfovo okolı́.

Důkaz.
Necht’ je jednobodové Lindelöfovo rozšı́řenı́ X Hausdorffovo. Pak je X Hausdorffův
prostor, protože je podprostorem Hausdorffova prostoru. Pro x ∈ X vezměme otevřené
U ⊂ X takové, že∞ /∈ U . Pak U je uzavřené Lindelöfovo okolı́ x .
Dokažme naopak, že pro X se zadanými vlastnostmi je jeho rozšı́řenı́ Hausdorffovo. Pro
každé x ∈ X vezměme otevřené Ux ⊂ X takové, že Ux je Lindelöfovo okolı́ x . Pak Ux
a {∞} ∪ X \ Ux jsou okolı́ oddělujı́cı́ x a∞. Když A a B jsou otevřená okolı́ oddělujı́cı́
v X body x a y , tak A ∩ Ux a B ∩ Uy oddělujı́ tyto body v Lindelöfově rozšı́řenı́.
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poznámky
Součin kompaktního a Lindelöfova prostoru je Lindelöfův

TVRZENÍ (Jednobodové Lindelöfovo rozšı́řenı́)

Jednobodové Lindelöfovo rozšı́řenı́ prostoru X je Hausdorffův prostor právě když je X
Hausdorffův a každý jeho bod má uzavřené Lindelöfovo okolı́.

Důkaz.
Necht’ je jednobodové Lindelöfovo rozšı́řenı́ X Hausdorffovo. Pak je X Hausdorffův
prostor, protože je podprostorem Hausdorffova prostoru. Pro x ∈ X vezměme otevřené
U ⊂ X takové, že∞ /∈ U . Pak U je uzavřené Lindelöfovo okolı́ x .
Dokažme naopak, že pro X se zadanými vlastnostmi je jeho rozšı́řenı́ Hausdorffovo. Pro
každé x ∈ X vezměme otevřené Ux ⊂ X takové, že Ux je Lindelöfovo okolı́ x . Pak Ux
a {∞} ∪ X \ Ux jsou okolı́ oddělujı́cı́ x a∞. Když A a B jsou otevřená okolı́ oddělujı́cı́
v X body x a y , tak A ∩ Ux a B ∩ Uy oddělujı́ tyto body v Lindelöfově rozšı́řenı́.
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poznámky
Součin kompaktního a Lindelöfova prostoru je Lindelöfův

TVRZENÍ
Součin kompaktnı́ho prostoru X a Lindelöfova prostoru Y je Lindelöfův.

Důkaz.
Stačı́ uvažovat podkrytı́ X × Y otevřenými množinami typu {Us × Vs : s ∈ S}.
Protože pro každé y ∈ Y je fı́br p−1

X (y) homeomorfnı́ kompaktnı́mu X , existuje pro
toto y konečný soubor Sy ⊂ S takový, že {Us × Vs : s ∈ Sy} pokrývá tento fı́br a navı́c
y ∈ Vs pro všechna s ∈ Sy .
Označme Wy =

⋂
s∈Sy

Vs . Tento otevřený soubor je otevřené pokrytı́ Y . Označme Y ′

spočetnou podmnožinu Y , že {Wy : y ∈ Y ′} pokrývá Y . Pak
{Us × Vs : s ∈

⋃
y∈Y ′ Sy} je spočetné pokrytı́ X × Y .
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Sorgenfreyova přímka
Michaelova přímka

Prostory ordinálů
Okolo βN

vějíř a ježek
Mróvkův prostor

Sorgenfreyova přímka

Sorgenfreyova přı́mka S je Lindelöfova: S je homeomorfnı́ spočetnému disjunktnı́mu
sjednocenı́ prostorů S0 = S ∩ [0, 1), stačı́ tedy ukázat, že S0 je Lindelöfův. Mějme A
otevřené pokrytı́ S0. Položme

B =
⋃
{[0, x) : existuje A′ ∈ [A]≤ω, [0, x) ⊂

⋃
A′}

Nejprve si všimněme, že existuje A0, |A0| ≤ ω a B =
⋃
A0. Pokud B 6= S0, označme

y = inf S0 \B . V A existuje množina A taková, že y ∈ A. Pak je ale A0 ∪ {A} spočetný
soubor, který pokrývá nějaký interval ostře většı́ než B . To nenı́ možné a A0 je spočetné
pokrytı́ S0.
Součin dvou Sorgenfreyových přı́mek je regulárnı́ prostor, který nenı́ normálnı́ a
nemůže tedy být Lindelöfův.
Sorgenfreyova přı́mka nenı́ pseudokompaktnı́, {[i , i + 1) : i ∈ ω} je nekonečný lokálně
konečný soubor neprázdých otevřených podmnožin množin S .
Sorgenfreyova přı́mka nenı́ lokálně kompaktnı́, protože každá jejı́ otevřená podmnožina
obsahuje homeomorfnı́ kopii S jako uzavřený podprostor.
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Sorgenfreyova přímka
Michaelova přímka

Prostory ordinálů
Okolo βN

vějíř a ježek
Mróvkův prostor

Michaelova přímka

Michaelova přı́mka M je Lindelöfova: M můžeme rozložit na sjednocenı́ racionálnı́ch
čı́sel Q a iracionálnı́ch čı́sel P . Jakožto podprostory jsou oba tyto prostory Lindelöfovy,
Q je spočetný diskrétnı́ prostor a na P je topologie zděděná z reálné přı́mky, tedy má
spočetnou bázi. M je tedy Lindelöfovův prostor.
Michaelova přı́mka nenı́ pseudokompaktnı́, {[i , i + 1) : i ∈ ω} je nekonečný lokálně
konečný soubor neprázdých otevřených podmnožin množin M .
Michaelova přı́mka nenı́ lokálně kompaktnı́, protože každá otevřené okolı́ iracionálnı́ho
čı́sla obsahuje homeomorfnı́ kopii P jako uzavřený podprostor.
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Sorgenfreyova přímka
Michaelova přímka

Prostory ordinálů
Okolo βN

vějíř a ježek
Mróvkův prostor

Prostory ordinálů

Na ordinálech uvažujeme vždy T2 topologii odpovı́dajı́cı́ uspořádánı́.
Ordinál α + 1 je vždy kompaktnı́ prostor.
Limitnı́ ordinál α je sekvenciálně kompaktnı́ právě když cf α 6= ω. Z každé nekonečné
posloupnosti ordinálů totiž můžeme vybrat neklesajı́cı́ nekonečnou podposloupnost.
Limita této podposloupnosti je pro α s nespočetnou kofinalitou vždy prvkem α a
topologickou limitou této podposloupnosti. Naopak spočetná kofinálnı́ posloupnost v α
nemá v α žádnou konvergentnı́ podposloupnost.
Limitnı́ ordinál α je Lindelöfův právě když cf α = ω. Bud’ αi , i ∈ κ rostoucı́ kofinálnı́
posloupnost v α a cf α = κ. Pokud κ = ω potom α =

⋃
i∈ω αi + 1 je spočetné

sjednocenı́ kompaktnı́ch prostorů. Naopak {αi : i ∈ κ} je vždy pokrytı́ α, které nemá
žádné podpokrytı́ ostře menšı́ mohutnosti.
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Sorgenfreyova přímka
Michaelova přímka

Prostory ordinálů
Okolo βN

vějíř a ježek
Mróvkův prostor

Příklad

Existuje Hausdorffův sekvenciálně kompaktnı́ prostor, který nenı́ regulárnı́.
Uvažujme prostor ω1 + 1 a přidejme do subbáze jeho topologie množinu
{(ω1 + 1) \ α : α je spočetný limitnı́ ordinál}. Výsledný prostor je spočetně kompaktnı́,
z každé posloupnosti vybereme nekonečnou neklesajı́cı́ podposloupnost, a ta je
konvergentnı́. Hausdorffovost se ověřı́ snadno.
Množina {α ∈ ω1 : α je limitnı́ ordinál} je uzavřená množina a každá jejı́ otevřená
nadmnožina protı́ná každé okolı́ bodu ω1. Tento prostor tedy nenı́ regulárnı́.
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Sorgenfreyova přímka
Michaelova přímka

Prostory ordinálů
Okolo βN

vějíř a ježek
Mróvkův prostor

Okolo βN

βN je sekvenciálně kompaktnı́. Každá nekonečná uzavřená podmnožina prostoru βN
kopii tohoto prostoru a má tedy velikost 22ω

. βN tak nemůže obsahovat žádnou
netriviálnı́ konvergentnı́ posloupnost.
Mějme A ⊂ βN \ N, |A| < 22ω

. Uvažujeme prostor B = βN \ A. Pro libovolnou
nekonečnou spočetnou X ⊂ B vı́me, že |XβN \ A| = 22ω

a X má nějaký hromadný bod
v B . Tedy B je spočetně kompaktnı́.
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Sorgenfreyova přímka
Michaelova přímka

Prostory ordinálů
Okolo βN

vějíř a ježek
Mróvkův prostor

V prostoru βN využijeme jeho kompaktnosti k definici funkce f : [βN]ω → βN tak, aby
vždy platilo, že f (X ) je hromadný bod X . Každý podprostor βN uzavřený vzhledem k
funkci f je tedy spočetně kompaktnı́. Označme F0 nějaký takto uzavřený podprostor,
který obsahuje N a |F0| = 2ω < 22ω

. Takový jistě existuje, stačı́ začı́t s N a množiny
postupně uzavı́rat na f a sjednocovat. Dále označme F1 = N ∪ (βN \ F0). Nynı́ jsou F0
i F1 Hausdorffovy spočetně kompaktnı́ podprostory βN a F0 ∩ F1 = N.
Označı́me D = {(x , x) ∈ βN× βN}. Tedy D je diagonála a je to uzavřená podmnožina
součinu. Nynı́ je již zrejmé, že D ′ = D ∩ F0 × F1 = {(n, n) : n ∈ N} je uzavřená i
otevřená nekonečná diskrétnı́ podmnožina součinu F0 × F1. Tento součin dvou spočetně
kompaktnı́ch prostorů tak nemůže být ani pseudokompaktnı́.

5. Zobecněná kompaktnost



Sorgenfreyova přímka
Michaelova přímka

Prostory ordinálů
Okolo βN

vějíř a ježek
Mróvkův prostor

Prostor 22ω

nenı́ sekvenciálně kompaktnı́. Jako indexovou množinu tohoto součinu
budeme použı́vat množinu všech funkcı́ f : ω → 2. Ukážeme, že posloupnost
{gi ∈ 22ω

: gi (f ) = f (i) pro všechna f , i ∈ ω} nemá žádnou konvergentnı́
podposloupnost. Bud’ {gi : i ∈ A} jejı́ nekonečná podposloupnost. Rozdělme A na dvě
nekonečné disjunktnı́ množiny A = A0 ∪ A1. Pak {h ∈ 22ω

: h(χA0) = x(χA0)} je pro
každý bod x ∈ 22ω

jeho otevřené okolı́, které protı́ná pouze jednu z posloupnostı́
{gi : i ∈ Aj}, j ∈ 2. Posloupnost {gi : i ∈ A} tedy nenı́ konvergentı́, protože ji lze
rozdělit na dvě podposloupnosti s disjunktnı́mi uzávěry.
Nenı́ také těžké ukázat uzávěr množiny {gi ∈ 22ω

: gi (f ) = f (i) pro všechna f , i ∈ ω}
je homeomorfnı́ kopie prostoru βN. Stačı́ si vzpomenout, že β-obal prostoru X je mezi
kompaktifikacemi X charakterizován tı́m, že každé dvě disjunktnı́ uzavřené
podmnožiny X v něm majı́ disjunktnı́ uzávěry.

5. Zobecněná kompaktnost



Sorgenfreyova přímka
Michaelova přímka

Prostory ordinálů
Okolo βN

vějíř a ježek
Mróvkův prostor

Vějíř a ježek

Vějı́ř a ježek nejsou pseudokompaktnı́ prostory. Množina všech prvnı́ch bodů
konvergentnı́ch posloupnostı́, ze kterých jsou složeny, je nekonečná otevřená i uzavřená
diskrétnı́ podmnožina obou těchto prostorů.
Vějı́ř a ježek nejsou lokálně kompaktnı́. Každé okolı́ limitnı́ho bodu 0 je totiž v obou
přı́padech homeomorfnı́ s celým prostorem a tedy nenı́ kompaktnı́.
Vějı́ř a ježek jsou spočetné prostory a jsou tedy Lindelöfovy.

5. Zobecněná kompaktnost



Sorgenfreyova přímka
Michaelova přímka

Prostory ordinálů
Okolo βN

vějíř a ježek
Mróvkův prostor

Topologický (N,S) prostor vzniklý z nekonečného skoro disjunktnı́ho systému
podmnožin N je Lindelöfův právě když je spočetný. Množina S je totiž jeho diskrétnı́
uzavřená podmnožina a takové množiny mohou být v Lindelöfových prostorech nejvýše
spočetné. Tato množina také dokládá, že (N,S) nenı́ nikdy spočetně kompaktnı́.
(N,S) je pseudokompaktnı́ právě když je S maximálnı́ skoro disjunktnı́ systém. Když
je S ∪ {A} ostře většı́ skoro disjunktnı́ systém na N, tak je A otevřená i uzavřená
nekonečná diskrétnı́ podmnožina (N,S).
Bud’ naopak S maximálnı́ a f spojitá reálná funkce na (N,S). Pokud by f byla na N
neomezená, najdeme nekonečnou množinu B ⊂ N takovou, že pro každé přirozené n
platı́ |{i ∈ B : |f (i)| < n}| < ω. Nynı́ vezměme A ∈ S které má s B nekonečný průnik.
Funkce f nemůže být v A spojitá. f je tedy omezená na N, a N je hustá část (N,S).
(N,S) je vždy lokálně kompaktnı́. Pro bod x ∈ N je {x} jeho kompaktnı́ okolı́ a pro
A ∈ S je {A} ∪ A kompaktnı́ okolı́ A.

5. Zobecněná kompaktnost



poznámky
Vlastnosti reálně kompaktních prostorů

Konstrukce υX
Body v υX

Prostor ω1 není reálně kompaktní
Reálná kompaktnost metrizovatelných prostorů

Část VI

Reálně kompaktnı́ prostory

5. Zobecněná kompaktnost



poznámky
Vlastnosti reálně kompaktních prostorů

Konstrukce υX
Body v υX

Prostor ω1 není reálně kompaktní
Reálná kompaktnost metrizovatelných prostorů

Část VI

Reálně kompaktnı́ prostory

To je přeci snadné, stačı́ si uvědomit následujı́cı́ fakt:

LEMMA
Bud’ As uzavřená podmnožina prostoru Xs pro každé s ∈ S . Pak

∏
S As je uzavřená

podmnožina prostoru
∏

S Xs .

LEMMA
Bud’ As reálně kompaktnı́ podprostor topologického prostoru X pro každé s ∈ S . Pak⋂

S As je reálně kompaktnı́ prostor.

LEMMA
Bud’ f : X → Y spojité zobrazenı́ z reálně kompaktnı́ho prostoru do Hausdorffova
prosoru. Pak pro každý reálně kompaktnı́ Z ⊂ Y je f −1[Z ] reálně kompaktnı́ prostor.5. Zobecněná kompaktnost



poznámky
Vlastnosti reálně kompaktních prostorů

Konstrukce υX
Body v υX

Prostor ω1 není reálně kompaktní
Reálná kompaktnost metrizovatelných prostorů

Část VI

Reálně kompaktnı́ prostory

LEMMA
Bud’ As uzavřená podmnožina prostoru Xs pro každé s ∈ S . Pak

∏
S As je uzavřená

podmnožina prostoru
∏

S Xs .

Důkaz.
Pokud bod x neležı́ v

∏
S As protože jeho s-tá souřadnice xs /∈ As , pak

(Xs \ As)×
∏

S\{s} Xs je otevřené okolı́ bodu x , které neprotı́ná
∏

S As .

LEMMA
Bud’ As reálně kompaktnı́ podprostor topologického prostoru X pro každé s ∈ S . Pak⋂

S As je reálně kompaktnı́ prostor.

LEMMA
Bud’ f : X → Y spojité zobrazenı́ z reálně kompaktnı́ho prostoru do Hausdorffova
prosoru. Pak pro každý reálně kompaktnı́ Z ⊂ Y je f −1[Z ] reálně kompaktnı́ prostor.

5. Zobecněná kompaktnost



poznámky
Vlastnosti reálně kompaktních prostorů

Konstrukce υX
Body v υX

Prostor ω1 není reálně kompaktní
Reálná kompaktnost metrizovatelných prostorů

Část VI

Reálně kompaktnı́ prostory

LEMMA
Bud’ As uzavřená podmnožina prostoru Xs pro každé s ∈ S . Pak

∏
S As je uzavřená

podmnožina prostoru
∏

S Xs .

A jaké dalšı́ vlastnosti reálně kompaktnı́ch prostorů ještě známe?

LEMMA
Bud’ As reálně kompaktnı́ podprostor topologického prostoru X pro každé s ∈ S . Pak⋂

S As je reálně kompaktnı́ prostor.

LEMMA
Bud’ f : X → Y spojité zobrazenı́ z reálně kompaktnı́ho prostoru do Hausdorffova
prosoru. Pak pro každý reálně kompaktnı́ Z ⊂ Y je f −1[Z ] reálně kompaktnı́ prostor.5. Zobecněná kompaktnost



poznámky
Vlastnosti reálně kompaktních prostorů

Konstrukce υX
Body v υX

Prostor ω1 není reálně kompaktní
Reálná kompaktnost metrizovatelných prostorů

Část VI

Reálně kompaktnı́ prostory

LEMMA
Bud’ As uzavřená podmnožina prostoru Xs pro každé s ∈ S . Pak

∏
S As je uzavřená

podmnožina prostoru
∏

S Xs .

A jaké dalšı́ vlastnosti reálně kompaktnı́ch prostorů ještě známe?

Já znám ještě tvrzenı́ o průniku.

LEMMA
Bud’ As reálně kompaktnı́ podprostor topologického prostoru X pro každé s ∈ S . Pak⋂

S As je reálně kompaktnı́ prostor.

LEMMA
Bud’ f : X → Y spojité zobrazenı́ z reálně kompaktnı́ho prostoru do Hausdorffova
prosoru. Pak pro každý reálně kompaktnı́ Z ⊂ Y je f −1[Z ] reálně kompaktnı́ prostor.

5. Zobecněná kompaktnost



poznámky
Vlastnosti reálně kompaktních prostorů

Konstrukce υX
Body v υX

Prostor ω1 není reálně kompaktní
Reálná kompaktnost metrizovatelných prostorů

Část VI

Reálně kompaktnı́ prostory

LEMMA
Bud’ As uzavřená podmnožina prostoru Xs pro každé s ∈ S . Pak

∏
S As je uzavřená

podmnožina prostoru
∏

S Xs .

LEMMA
Bud’ As reálně kompaktnı́ podprostor topologického prostoru X pro každé s ∈ S . Pak⋂

S As je reálně kompaktnı́ prostor.

LEMMA
Bud’ f : X → Y spojité zobrazenı́ z reálně kompaktnı́ho prostoru do Hausdorffova
prosoru. Pak pro každý reálně kompaktnı́ Z ⊂ Y je f −1[Z ] reálně kompaktnı́ prostor.

5. Zobecněná kompaktnost



poznámky
Vlastnosti reálně kompaktních prostorů

Konstrukce υX
Body v υX

Prostor ω1 není reálně kompaktní
Reálná kompaktnost metrizovatelných prostorů

Část VI

Reálně kompaktnı́ prostory

LEMMA
Bud’ As uzavřená podmnožina prostoru Xs pro každé s ∈ S . Pak

∏
S As je uzavřená

podmnožina prostoru
∏

S Xs .

LEMMA
Bud’ As reálně kompaktnı́ podprostor topologického prostoru X pro každé s ∈ S . Pak⋂

S As je reálně kompaktnı́ prostor.

Důkaz.
Prostor

⋂
S As je homeomorfnı́ s

∏
S As ∩4SX což je uzavřená podmnožina prostoru∏

S As , který je reálně kompaktnı́ podle předchozı́ho tvrzenı́.

LEMMA
Bud’ f : X → Y spojité zobrazenı́ z reálně kompaktnı́ho prostoru do Hausdorffova
prosoru. Pak pro každý reálně kompaktnı́ Z ⊂ Y je f −1[Z ] reálně kompaktnı́ prostor.

5. Zobecněná kompaktnost



poznámky
Vlastnosti reálně kompaktních prostorů

Konstrukce υX
Body v υX

Prostor ω1 není reálně kompaktní
Reálná kompaktnost metrizovatelných prostorů

Část VI

Reálně kompaktnı́ prostory

LEMMA
Bud’ As uzavřená podmnožina prostoru Xs pro každé s ∈ S . Pak

∏
S As je uzavřená

podmnožina prostoru
∏

S Xs .

LEMMA
Bud’ As reálně kompaktnı́ podprostor topologického prostoru X pro každé s ∈ S . Pak⋂

S As je reálně kompaktnı́ prostor.

A to je všechno?

LEMMA
Bud’ f : X → Y spojité zobrazenı́ z reálně kompaktnı́ho prostoru do Hausdorffova
prosoru. Pak pro každý reálně kompaktnı́ Z ⊂ Y je f −1[Z ] reálně kompaktnı́ prostor.5. Zobecněná kompaktnost



poznámky
Vlastnosti reálně kompaktních prostorů

Konstrukce υX
Body v υX

Prostor ω1 není reálně kompaktní
Reálná kompaktnost metrizovatelných prostorů

Část VI

Reálně kompaktnı́ prostory

LEMMA
Bud’ As uzavřená podmnožina prostoru Xs pro každé s ∈ S . Pak

∏
S As je uzavřená

podmnožina prostoru
∏

S Xs .

LEMMA
Bud’ As reálně kompaktnı́ podprostor topologického prostoru X pro každé s ∈ S . Pak⋂

S As je reálně kompaktnı́ prostor.

A to je všechno?

Tak třeba ještě jedna vlastnost.

LEMMA
Bud’ f : X → Y spojité zobrazenı́ z reálně kompaktnı́ho prostoru do Hausdorffova
prosoru. Pak pro každý reálně kompaktnı́ Z ⊂ Y je f −1[Z ] reálně kompaktnı́ prostor.

5. Zobecněná kompaktnost



poznámky
Vlastnosti reálně kompaktních prostorů

Konstrukce υX
Body v υX

Prostor ω1 není reálně kompaktní
Reálná kompaktnost metrizovatelných prostorů

Část VI

Reálně kompaktnı́ prostory

LEMMA
Bud’ As uzavřená podmnožina prostoru Xs pro každé s ∈ S . Pak

∏
S As je uzavřená

podmnožina prostoru
∏

S Xs .

LEMMA
Bud’ As reálně kompaktnı́ podprostor topologického prostoru X pro každé s ∈ S . Pak⋂

S As je reálně kompaktnı́ prostor.

LEMMA
Bud’ f : X → Y spojité zobrazenı́ z reálně kompaktnı́ho prostoru do Hausdorffova
prosoru. Pak pro každý reálně kompaktnı́ Z ⊂ Y je f −1[Z ] reálně kompaktnı́ prostor.

5. Zobecněná kompaktnost



poznámky
Vlastnosti reálně kompaktních prostorů

Konstrukce υX
Body v υX

Prostor ω1 není reálně kompaktní
Reálná kompaktnost metrizovatelných prostorů

LEMMA
Bud’ As uzavřená podmnožina prostoru Xs pro každé s ∈ S . Pak

∏
S As je uzavřená

podmnožina prostoru
∏

S Xs .

LEMMA
Bud’ As reálně kompaktnı́ podprostor topologického prostoru X pro každé s ∈ S . Pak⋂

S As je reálně kompaktnı́ prostor.

LEMMA
Bud’ f : X → Y spojité zobrazenı́ z reálně kompaktnı́ho prostoru do Hausdorffova
prosoru. Pak pro každý reálně kompaktnı́ Z ⊂ Y je f −1[Z ] reálně kompaktnı́ prostor.

Důkaz.
Označme Gf graf zobrazenı́ f . Vı́me, že X × Z je reálně kompaktnı́ a Gf je uzařená
podmnožina X × Y ( f je spojité). Protože f −1[Z ] je homeomorfnı́ (X × Z ) ∩ Gf , je
homeomorfnı́ uzavřené podmnožině reálně kompaktnı́ho prostoru.
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poznámky
Vlastnosti reálně kompaktních prostorů

Konstrukce υX
Body v υX

Prostor ω1 není reálně kompaktní
Reálná kompaktnost metrizovatelných prostorů

Část VI

Reálně kompaktnı́ prostory

Tak ted’ by se dost hodil nějaký popis, jak to υX vlastně
vypadá a jak jde zkonstruovat. Znáš nějaký?

Označme αR jednobodovou kompaktifikaci reálné přı́mky a F jsou stále všechny
spojité funkce z X do reálné přı́mky.
Pro každou f ∈ F uvažujme jejı́ spojité rozšı́řenı́ F : βX → αR.
Již vı́me, že všechny vzory F−1[R] jdou reálně kompaktnı́ a také že jejich průnik
υX =

⋂
F F−1[R] je reálně kompaktnı́ podprostor βX .

Máme tedy že X je hustý podprostor υX a tento reálně kompaktnı́ pro-
stor je zřejmě největšı́ prostor, na který jdou rozšı́řit všechny spojité reálné
funkce na X . Je to tedy hledaná Hewittova-Nachbinova reálná kompaktifi-
kace.

5. Zobecněná kompaktnost



poznámky
Vlastnosti reálně kompaktních prostorů

Konstrukce υX
Body v υX

Prostor ω1 není reálně kompaktní
Reálná kompaktnost metrizovatelných prostorů

Část VI

Reálně kompaktnı́ prostory

Tak ted’ by se dost hodil nějaký popis, jak to υX vlastně
vypadá a jak jde zkonstruovat. Znáš nějaký?

Když to má být podmnožina βX , tak co kdyby jsme zkusili napodobit
ultrafiltovou konstrukci βX , nebrali by jsme všechny Z-ultrafiltry, ale vy-
brali si jen některé?

Označme αR jednobodovou kompaktifikaci reálné přı́mky a F jsou stále všechny
spojité funkce z X do reálné přı́mky.
Pro každou f ∈ F uvažujme jejı́ spojité rozšı́řenı́ F : βX → αR.
Již vı́me, že všechny vzory F−1[R] jdou reálně kompaktnı́ a také že jejich průnik
υX =

⋂
F F−1[R] je reálně kompaktnı́ podprostor βX .

Máme tedy že X je hustý podprostor υX a tento reálně kompaktnı́ pro-
stor je zřejmě největšı́ prostor, na který jdou rozšı́řit všechny spojité reálné
funkce na X . Je to tedy hledaná Hewittova-Nachbinova reálná kompaktifi-
kace.

5. Zobecněná kompaktnost



poznámky
Vlastnosti reálně kompaktních prostorů

Konstrukce υX
Body v υX

Prostor ω1 není reálně kompaktní
Reálná kompaktnost metrizovatelných prostorů

Část VI

Reálně kompaktnı́ prostory

Tak ted’ by se dost hodil nějaký popis, jak to υX vlastně
vypadá a jak jde zkonstruovat. Znáš nějaký?

Když to má být podmnožina βX , tak co kdyby jsme zkusili napodobit
ultrafiltovou konstrukci βX , nebrali by jsme všechny Z-ultrafiltry, ale vy-
brali si jen některé?

Počkej, nepředbı́hej, zkusme to nějak pomocı́ souboru všech spojitých
funkcı́ z X do R.

Označme αR jednobodovou kompaktifikaci reálné přı́mky a F jsou stále všechny
spojité funkce z X do reálné přı́mky.
Pro každou f ∈ F uvažujme jejı́ spojité rozšı́řenı́ F : βX → αR.
Již vı́me, že všechny vzory F−1[R] jdou reálně kompaktnı́ a také že jejich průnik
υX =

⋂
F F−1[R] je reálně kompaktnı́ podprostor βX .

Máme tedy že X je hustý podprostor υX a tento reálně kompaktnı́ pro-
stor je zřejmě největšı́ prostor, na který jdou rozšı́řit všechny spojité reálné
funkce na X . Je to tedy hledaná Hewittova-Nachbinova reálná kompaktifi-
kace.
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poznámky
Vlastnosti reálně kompaktních prostorů

Konstrukce υX
Body v υX

Prostor ω1 není reálně kompaktní
Reálná kompaktnost metrizovatelných prostorů

Část VI

Reálně kompaktnı́ prostory

Tak dobře, označne F všechny spojité reálné funkce z X do R. Vsadı́m se,
že υX bude uzávěr obrazu4F v prostoru RF .

Označme αR jednobodovou kompaktifikaci reálné přı́mky a F jsou stále všechny
spojité funkce z X do reálné přı́mky.
Pro každou f ∈ F uvažujme jejı́ spojité rozšı́řenı́ F : βX → αR.
Již vı́me, že všechny vzory F−1[R] jdou reálně kompaktnı́ a také že jejich průnik
υX =

⋂
F F−1[R] je reálně kompaktnı́ podprostor βX .

Máme tedy že X je hustý podprostor υX a tento reálně kompaktnı́ pro-
stor je zřejmě největšı́ prostor, na který jdou rozšı́řit všechny spojité reálné
funkce na X . Je to tedy hledaná Hewittova-Nachbinova reálná kompaktifi-
kace.

5. Zobecněná kompaktnost



poznámky
Vlastnosti reálně kompaktních prostorů

Konstrukce υX
Body v υX

Prostor ω1 není reálně kompaktní
Reálná kompaktnost metrizovatelných prostorů

Část VI

Reálně kompaktnı́ prostory

Tak dobře, označne F všechny spojité reálné funkce z X do R. Vsadı́m se,
že υX bude uzávěr obrazu4F v prostoru RF .

Tak to by jsi určitě vyhrál, uděláme to však ještě jinak.

Označme αR jednobodovou kompaktifikaci reálné přı́mky a F jsou stále všechny
spojité funkce z X do reálné přı́mky.
Pro každou f ∈ F uvažujme jejı́ spojité rozšı́řenı́ F : βX → αR.
Již vı́me, že všechny vzory F−1[R] jdou reálně kompaktnı́ a také že jejich průnik
υX =

⋂
F F−1[R] je reálně kompaktnı́ podprostor βX .

Máme tedy že X je hustý podprostor υX a tento reálně kompaktnı́ pro-
stor je zřejmě největšı́ prostor, na který jdou rozšı́řit všechny spojité reálné
funkce na X . Je to tedy hledaná Hewittova-Nachbinova reálná kompaktifi-
kace.
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spojité funkce z X do reálné přı́mky.
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spojité funkce z X do reálné přı́mky.
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Reálně kompaktnı́ prostory

Nejprve si ukážeme, že na Z-ultrafiltr U se spočetnou průnikovou vlast-
nostı́ můžeme spojitě rozšı́řit libovolnou spojitou reálnou funkci f .

Rozlišme dva přı́pady. Necht’ nejprve existuje množina A ∈ U taková, že
f je na A omezená.

Bud’ naopak f na každé množině z U neomezená. Označme An = {x :
n ≤ |f (x)|}. Všechny tyto množiny musı́ být v U a tedy i jejich průnik
by měl být v U . Takový průnik je ale nutně prázdný a tento přı́pad tedy
nemůže nastat.
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nostı́ můžeme spojitě rozšı́řit libovolnou spojitou reálnou funkci f .
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f je na A omezená.

Bud’ naopak f na každé množině z U neomezená. Označme An = {x :
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Ted’ ještě zbývá ukázat, že pro každý Z-ultrafiltr U na X , který nemá
spočetnou průnikovou vlastnost, najdeme spojitou reálnou funkci f na X ,
která na tento ultrafiltr nejde spojitě rozšı́řit.

Takový ultrafiltr obsahuje klesajı́cı́ posloupnost Z-množin A0 ⊃ A1 ⊃ . . . ⊃ An ⊃ . . .,
která má prázdný průnik.
Nynı́ zafixujme pro každé n ∈ ω funkci gn : X → [0, 1] takovou, že g−1

n (0) = An.
Položı́me

g =
∑
n∈ω

2−ngn

Tato funkce je spojitá a nikde nenabývá hodnoty 0, můžeme tedy položit f = 1/g .
Funkce f nabývá na každé množině z ultrafiltru U libovolně velkou hodnotu a proto
nelze spojitě rozšı́řit na U žádným reálným čı́slem.
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Nynı́ zafixujme pro každé n ∈ ω funkci gn : X → [0, 1] takovou, že g−1

n (0) = An.
Položı́me
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Část VI

Reálně kompaktnı́ prostory

Prostor ω1 je přeci pseudokompaktnı́, protože
všechny reálné funkce jsou na něm omezené.
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Reálně kompaktnı́ prostory

Prostor ω1 je přeci pseudokompaktnı́, protože
všechny reálné funkce jsou na něm omezené.

Kdyby byl i reálně kompaktnı́, tak musı́ být
dokonce kompaktnı́, to ale vı́me, že nenı́.
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Část VI

Reálně kompaktnı́ prostory

Tak z té věty o reálné kompaktnosti metrizovatelných prostorů tedy moc
moudrý nejsem.

Tak se na to pojd’me podı́vat v jednoduchém přı́padě diskrétnı́ho prostoru
na kardinálu κ.

Ten je podle charakterizace reálně kompaktnı́ právě když na κ nenı́ žádný
ultrafiltr se spočetnou průnikovou vlastnostı́.

Protože to by byl Z-ultrafiltr s prázdným průnikem.
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Protože to by byl Z-ultrafiltr s prázdným průnikem.

5. Zobecněná kompaktnost



poznámky
Vlastnosti reálně kompaktních prostorů

Konstrukce υX
Body v υX

Prostor ω1 není reálně kompaktní
Reálná kompaktnost metrizovatelných prostorů
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na kardinálu κ.

Ten je podle charakterizace reálně kompaktnı́ právě když na κ nenı́ žádný
ultrafiltr se spočetnou průnikovou vlastnostı́.

Proč?

Protože to by byl Z-ultrafiltr s prázdným průnikem.5. Zobecněná kompaktnost
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Aha, a takové ultrafiltry jsou vlastně právě dvouhodnotové spočetně adi-
tivnı́ mı́ry: Množina má mı́ru 1 právě když je v ultrafiltru.

Takže prostor κ nenı́ reálně kompaktnı́ právě když je κ měřitelný kardinál.

No a jak to bude v přı́padě obecného metrizovatelného prostoru?

To bude asi trochu složitějšı́, ale třeba by stačilo kontrolovat jen diskrétnı́
podprostory takových prostorů.

Dobrý nápad, ale stejně to asi bude moc složité. Necháme to raději na jindy.
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5. Zobecněná kompaktnost



poznámky
Vlastnosti reálně kompaktních prostorů

Konstrukce υX
Body v υX

Prostor ω1 není reálně kompaktní
Reálná kompaktnost metrizovatelných prostorů
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