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4. Kompaktnost



Kompaktnost

Pokryti
Zuzeni definice kompaktnosti pomoci bazi
Kompaktnost bez oddélovacich axiémii

Je-li 8’ C S pokrytim mnoZiny X, fiké se
vybranym z S.

Casto, ze S’ je podpokryti nebo Ze je pokrytim




Kompaktnost Pokryti
Zuzeni definice kompaktnosti pomoci bazi
Kompaktnost bez oddélovacich axiémii

Relaci zjemnéni soustav mnozin budeme nejvice pouzivat pro pokryti. Jestlize 7 zjemiiuje
pokryti S mnoziny X, je podle definice i 7 pokrytim mnoziny X.




Kompaktnost Pokryti
Zuzeni definice kompaktnosti pomoci bazi

Kompaktnost bez oddélovacich axiémii

Je zfejmé, Ze kompaktnost Ize definovat i pomoci zjemnéni: kaZdé oteviené pokryti md
konecné zjemnéni. Tato definice je vhodnd pro urcitd zobecnéni, napf. pro parakompaktnost,

jak uvidime v pozdéjsich kapitolach. Pavodni definice kompaktnosti je vhodnd zase pro jind
zobecnéni, jak uvidime v nésledujici kapitole.




Kompaktnost Pokryti
Zuzeni definice kompaktnosti pomoci bazi
Kompaktnost bez oddélovacich axiémii

=/ Tvrzeni, Ze spojity obraz kompaktu je kompakt znate ze specidlniho piipadu z analyzy: KaZdd
spojitd funkce na omezeném uzavieném intervalu nabyvd svého maxima a svého minima.




Kompaktnost Pokryti
Zuzeni definice kompaktnosti pomoci bazi

Kompaktnost bez oddélovacich axiémii

) Je jednoduché si uv&domit, Ze pro zjistovani kompaktnosti lze brdt pokryti sloZend z
otevienych mnozin z néjaké dané baze, protoze kazdé oteviené pokryti ma zjemnéni slozené
z mnozin z dané oteviené baze.

Jednoduché vsak neni ukézat, Ze 1ze pouZit i oteviené subbaze — viz cviceni.




Kompaktnost Pokryti
Zuzeni definice kompaktnosti pomoci bazi

Kompaktnost bez oddélovacich axiémii

Proto Ize i v charakterizacich kompaktnosti pomoci uzavienych mnozin pouzit baze filtri
slozenych z prvka néjaké dané uzaviené baze.




Kompaktnost Pokryti
Zuzeni definice kompaktnosti pomoci bazi

Kompaktnost bez oddélovacich axiémii

Predchozi zizZeni vybéru pro testovani kompaktnosti v§ak nelze prenést na konvergenci. Exis-
~2 tuji nekompaktni Fréchetovy prostory (dokonce prostory majici spocetné baze okoli), kde
kazda posloupnost ma hromadny bod — napf. prostor spocetnych ordinali wy .

Vyjimkou jsou metrizovatelné prostory, které jsou kompaktni praveé kdyz kazdd posloupnost
v nich ma hromadny bod (a tedy plati vice: kazda posloupnost obsahuje konvergentni podpo-
sloupnost).
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Kompaktnost Pokryti
Zizeni definice kompaktnosti pomo

Kompaktnost bez oddélovacich axiém

Kompaktni uspofadatelné prostory maji otevienou subbdzi takovou, Ze kazdé oteviené pokryti prvky této
subbdze obsahuje podpokryti sloZené z nejvyse dvou mnozin. Prostory, které maji takovouto otevienou
subbdzi, se nazyvaji superkompaktni. Tyto prostory zahrnuji kompaktni usporddané prostory a kompaktni
metrické prostory (to je t€Zké dokézat). Trida téchto prostord je soucinovd, ale neni uzaviené dédi¢na (protoze
existuji kompaktni prostory, které nejsou superkompaktni.
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Kompaktnost Pokryti
Zuzeni definice kompaktnosti pomoci bazi

Kompaktnost bez oddélovacich axiému

Kompaktni Hausdorffovy prostory maji hodné pifjemnych vlastnosti, které Cini jejich
&) zkoumani a pouziti jednodussi. I z tohoto diivodu se obecné kompaktni prostory dfive mnoho
nezkoumaly. V poslednich desetiletich se vSak objevily aplikace topologie v informatice,
které pracuji s prostory, které jsou jen To nebo T1. Kompaktni prostory hraji i v téchto apli-
kacich velkou roli.
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Kompaktnost Pokryti
Zuzeni definice kompaktnosti pomoci bazi

Kompaktnost bez oddélovacich axiému

Je vhodné si uvédomit nékteré vlastnosti, které maji kompaktni Hausdorffovy prostory a ne-
maji obecné kompaktni prostory.

Prinik kompaktnich podmnozin nemusi byt kompaktni.




Kompaktnost Pokryti
Zuzeni definice kompaktnosti pomoci bazi

Kompaktnost bez oddélovacich axiému

Je vhodné si uvédomit nékteré vlastnosti, které maji kompaktni Hausdorffovy prostory a ne-
maji obecné kompaktni prostory.

Kompaktni podmnoZina nemusi byt uzaviena.




Kompaktnost Pokryti
Zuzeni definice kompaktnosti pomoci bazi

Kompaktnost bez oddélovacich axiému

Je vhodné si uvédomit nékteré vlastnosti, které maji kompaktni Hausdorffovy prostory a ne-
maji obecné kompaktni prostory.

Prosté spojité zobrazeni nemusi byt kvocientové (a tedy vnofeni).




Kompaktnost Pokryti
Zuzeni definice kompaktnosti pomoci bazi

Kompaktnost bez oddélovacich axiému

Je vhodné si uvédomit nékteré vlastnosti, které maji kompaktni Hausdorffovy prostory a ne-
maji obecné kompaktni prostory.

Kompaktni prostor nemusi byt ani normdlni, ani reguldrni.




Kompaktnost Pokryti
Zuzeni definice kompaktnosti pomoci bazi

Kompaktnost bez oddélovacich axiému

Je vhodné si uvédomit nékteré vlastnosti, které maji kompaktni Hausdorffovy prostory a ne-
maji obecné kompaktni prostory.

Topologicky prostor X nemusi mit takovou kompaktifikaci Y, Ze kazdé spojité zobrazeni z X do
kompaktniho prostoru Ize spojité rozsifit na Y (a to ani kdyZ se omezime na Ty -prostory).
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Jednobodova kompaktifikace
Cechova-Stoneova kompaktifikace

Kompaktifikace

Pro tuto strénku necht je X nekompaktni (a tedy nekonecny) prostor.

A
D

\




Jednobodova kompaktifikace

Kompaktifikace Cechova-Stoneova kompaktifikace

Pro tuto strénku necht je X nekompaktni (a tedy nekonecny) prostor.

Ozna¢me nyni v.X prvni uvedenou kompaktifikaci s jednim pfidanym bodem, jehoZz okoli je
celé vX a X je oteviend podmnozina v v X. Tato kompaktifikace je To, pokud je X To, ale
neni nikdy Tj.

Ve smyslu nasi relace srovnani kompaktifikaci je X nejhrubsi kompaktifikace prostoru X.

Nejjemnéjsi kompaktifikace neexistuje.

A
D
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Jednobodova kompaktifikace

Kompaktifikace Cechova-Stoneova kompaktifikace

Pro tuto strénku necht je X nekompaktni (a tedy nekonecny) prostor.

Jednobodova kompaktifikace aX prostoru X nemusi z X prenaset oddélovani To, ale za-
=4 chovava vlastnost T;. Kompaktifikace aX nemusi byt Hausdorffova ani kdyz je X metrizo-

vatelny (napt. pro Q). V dalsi kapitole bude uvedena dtilezita tfida prostora, pro kterou je a.X
Hausdorffav prostor — tzv. lokdlné kompaktni prostory.

A
D
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Jednobodova kompaktifikace

Kompaktifikace Cechova-Stoneova kompaktifikace

) Kompaktifikace aX je nejhrubsi kompaktifikace Ti-prostoru X mezi vsemi jeho Ti-
kompaktifikacemi. Jak bylo uvedeno na pfedchozi strance, takovd nejjemnéjsi kompaktifi-
kace neexistuje.
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Jednobodova kompaktifikace

Kompaktifikace Cechova-Stoneova kompaktifikace

2 Pokud poZadujeme na kompaktifikaci oddélovaci axiomy, nemusi napr. dvoubodové kompak-
tifikace existovat. Napf. euklidovské prostory (dimenze aspon 1) maji dvoubodovou Hausdor-
ffovu kompaktifikaci jediné pro R a nemaji n-bodové Hausdorffovy kompaktifikace pro
n > 2 (tj. takové kompaktifikace Y prostoru X, ze | Y \ X| = n.
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Jednobodova kompaktifikace

Kompaktifikace Cechova-Stoneova kompaktifikace

Cechova-Stoneova kompaktifikace se pouziva hlavné pro T3%-pr0st0ry, které pak obsahuje
o jako husty podprostor. Nicméné, rozsifovaci vlastnosti ma pro libovolné prostory. Pro libo-
5 volny topologicky prostor X se vezme jeho T3%-modifikace X’ a potom 3X’. Je snadné
dokazat, ze pro kazdé spojité zobrazeni z X do kompaktniho Hausdorffova prostoru Y
existuje (jediné) spojité zobrazeni z BX’ do Y, které slozené s pfirozenym zobrazenim
X — X' — X’ ddva puvodni zobrazeni.
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Jednobodova kompaktifikace

Kompaktifikace Cechova-Stoneova kompaktifikace

V tomto smyslu je tfida vSech kompaktnich Hausdorffovych prostort reflektivni v tfidé vSech
topologickych prostort. Nelze mluvit o epireflekci, protoZe ono zobrazeni X — X’ — BX’
neni epimorfizmus v topologickych prostorech.
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Jednobodova kompaktifikace

Kompaktifikace Cechova-Stoneova kompaktifikace

—
(3 Velmi zajimavy je vysledek, ze praveé T3 % -prostory jsou podprostory kompaktnich Hausdorf-
= fovych prostora a maji tedy Hausdorffovy kompaktifikace. Definice a ani charakterizace kom-

paktnosti nemaji mnoho spolecného s redlnymi ¢isly, kdezto T3%—prost0ry jsou definovany
pomoci redlnych Cisel.
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Jednobodova kompaktifikace

Kompaktifikace Cechova-Stoneova kompaktifikace

Jednim z dulezitych tvrzeni pro vztah z predchoziho odstavce je Tichonovova véta. Jeji
pavodni dikaz nebyl vibec jednoduchy. V té dobé jesté nebyly ultrafiltry znamy a bylo nutné
se vyporadat se skutecnosti, Ze hromadné body projekce filtru nemusi tvofit hromadny bod
pavodniho filtru.
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Jednobodova kompaktifikace

Kompaktifikace Cechova-Stoneova kompaktifikace

© Cechova-Stoneova kompaktifikace miize byt velikd (napf. |BN| = 22" a navic kompliko-
vana. Prvky OGN jsou ultrafiltry na N, které jsou navzajem hodné odlisné. Struktuie SN se
vénovala a vénuje znac¢nd pozornost.
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Prostory funkei

Je-li X kompaktni prostor, tvoii otevienou subbazi v kompaktn& oteviené topologii na Y
mnoziny U(F, G), kde F je uzaviend podmnoZina X a G je oteviend podmnoZina Y. Pro
Y = R se snadno ukdZe, Ze tato topologie je na C(X) totoznd s topologii stejnom&rné
konvergence — viz téz cviceni.

Souvislost se stejnomérnymi konvergencemi bude lépe vidét po zavedeni uniformit.

Kompaktnost



Prostory funkei

3 Je celkem ziejmé, jak Ize modifikovat kompaktn& otevienou topologii na YX. Sta&i misto
kompaktnich mnozin K briat mnoziny z néjaké jiné vhodné tfidy S podmnozin X. Aby
vysledna topologie byla jemnéjSi neZ topologie bodové konvergence (coZ je vétSinou
zadouct), musi byt soustava S pokrytim mnoziny X.
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