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4. Kompaktnost



Ekvivalence 1 < 2 < 3 < 4 jsou jednoduché. Ekvivalence 3 < 5 plyne z obecného
vztahu mezi hromadnymi body uspotddanych souborti nebo filtrd: je-1i {x,}a
uspofddany soubor v X, je {F,;a € A}, kde F, = {xp; b € A, b > a}, béze filtru a tento
filtr i dany usmérnény soubor maji tytézZ hromadné body; obracené, je-1i F filtr v X a
zvoli se xg € F pro kazdé F € F, pak hromadny bod souboru {xg }  je hromadny bod
filtru F. O
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Je-li f : X — Y spojité surjekce a G oteviené pokryti Y, je {f~1(G)}g oteviené
pokryti X. Obraz jeho konecného podpokryti pokryva Y aje asti G.
Jednoduché.

Necht A je uzaviena podmnoZina X X Y ax € X \ p(A). Prokazdé y € Y
existuji okoli U, bodu y v Y a U, bodu x v X tak, ze Uy x U, N A = .
Vybereme konecné pokryti Uy, ..., U, prostoru Y a poloZime
U= U, N..NU,. Pak UnNp(A) = 0.

Necht A je uzaviend podmnoZina kompaktniho reguldrniho prostoru X a W je
jeho oteviené okoli. Pro kazdy bod a € A existuje jeho oteviené okoli
U, C U, C W. Vybereme kone¢né pokryti U,, , ..., U, mnoZiny A a poloZime
U=U, U..UU,, Ziejméje AC UcC UcC W.

Dokézeme jen soucinovost, ostatni tvrzeni maji jednoduché diikazy. Necht
X = lMaX; je soucin kompaktnich prostort a F je ultrafiltr v X. Pak projekce na
Xj ultrafiltru F je ultrafiltr na X, ktery tedy ma limitni bod x,. Je jednoduché
ukdzat, Ze {x,} A je limita ultrafiltru F.
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Tvrzeni 1 plyne z toho, Ze pro x € A je {U N A; U okoli x} filtr v A, ktery m4 jedinou
limitu v X.

Tvrzeni 3 plyne ihned z 1 a tvrzeni 2 z 3. Ctvrté tvrzeni se dokéze podobng jako se
dokazovala normalita regularniho kompaktniho prostoru. Posledni tvrzeni plyne z
obecné véty a ze soucinovosti a uzaviené dédi¢nosti kompaktnich Hausdorffovych
prostoru. |

4. Kompaktnost



Kazdy T31-prostor X lze vnofit do mocniny [0, 1] (coZ je kompaktni prostor podle
Tichonovovy véty), takze 1 = 2.

Uzéavér obrazu vnoreni do kompaktniho Hausdorffova prostoru je kompaktifikace X,
takZe 2 & 3.

Z popisu epireflekce SX vyplyva ihned 3 = 4.

Posledni implikace 4 = 1 plyne z toho, Ze X je normalni Hausdorffiv prostor, tedy i
T3% -prostor a stejné tak ma tuto posledni vlastnost i kazdy jeho podprostor. ]
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Dukaz.
Implikace 1 = 2 je vlastné popis epireflekce 3X Dalsi implikace je trivialni. Zbyva
ukazat 3 = 2 protoze 2 = 1 je uvedeny popis epireflekce.

Necht f : X — Y je spojité zobrazeni, Y je kompaktni T»-prostor. Jako uplné regularni
prostor vnoifme Y do n&jaké mocniny [0, 1]. Slozeni f s projekci do [0, 1] 1ze podle
predpokladu spojité rozsifit na 5X. Diagonalni soucin vSech téchto rozsiteni je spojité
zobrazeni 3X — [0, 1]4, jehoZ obraz lezi v Y, protoze Y je uzavieny v [0, 1]4.
Prislusné ziZeni na obraz je hledané rozsiteni SX — Y. O
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Jeding posledni dvé tvrzeni nemaji jednoduchy diikaz. Posledni tvrzeni vyplyne pozdgji
z popisu topologii na prostorech funkci pomoci uniformit (da se samoziejmé dokazat i
pfimo — zkuste to).

Necht Y je reguldrni, f € C(X,Y)af € U(K, G) pro n&jakou kompaktni mnoZinu

K C X aotevienou mnozinu G C Y. Pak G je okoli uzaviené mnoziny f(K) a tedy
existuje oteviend mnozina H v Y tak, 7e f)K) C H C H C G. Pak U(K, H) je hledané
okoli f, jehoZ uzavér lezi v U(K, G). O
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Ziejmé je 1 = 2 < 3. DokdZeme, 7e 3 = 1. Necht X nenf kompaktni a F je bdze filtru
sloZzena z uzavienych mnozin, kterd ma prazdny prunik. Z Kuratowského—Zornova
lemmatu plyne, Ze takova baze filtru existuje maximalni ve smyslu inkluze C. Kazdy
prvek F € F je prinikem kone¢nych sjednoceni prvkii z C a z maximality plyne, Ze z
kazdého tohoto koneéného sjednoceni musi do F ndleZet aspori jeden prvek (a prinik
téchto prvku je ¢asti F). To znamend, Ze F N C je subbdze filtru, ktery ma prinik
obsazeny v priniku F a tedy prazdny. To je spor s pfedpokladem v 3. O
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Nechi X je kompaktni a A C X je nekoneéna mnoZina, kterd nema tiplny hromadny
bod. Pak kazdy bod x € X ma oteviené okoli U, takové, ze |U, N A| < |A|. Existuje
kone¢né pokryti X mnoZinami Uy, ..., Uy,. Protoze A= (AN Uy ) U ... U (AN Uy,, je
Al < |AN Uy | + ... + [(AN Uy, | < |A], coZ je spor.

Necht kazda nekone¢na podmnozina X ma tplny hromadny bod a X neni kompaktni.
Existuje tedy oteviené pokryti G, které neobsahuje kone¢né podpokryti. Transfinitn{
indukei (nebo pomoci Kuratowského-Zornova lemmatu) se sestroji podpokryti {V,, } .
takové, ze V,, \ U s<a VB F# (). Nynf sta&i z pravé uvedenych rozdili vzit body x, a jimi
utvorend mnoZina nebude mit Gplny hromadny bod. L]
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Prvni tfi vlastnosti jsou jednoduché (viz t€Z prostory funkci v Piikladech). Regularita
Ceo(X, Y) také neni slozitd: je-li f € U(K, G), je f(K) kompaktni a z regularity Y
plyne existence oteviené mnoZiny H tak, 7ze f(K) C H C H C G. Pak

U(K,H) Cc U(K,H) Cc UK, G).

Je-li Y uplné reguldrni a f(K) C G, K kompaktni, pak existuje spojitd ¢ : Y — [0,1] s
hodnotou 0 na f(K a s hodnotou 1 mimo G. Funkce ¢ : C(X, Y) — [0, 1] definovana
jako ®(g) = sup,cx ¢(g(x)) je spojitd v kompaktné oteviené topologii a oddéluje f od
doplitku U(K. G). ]
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