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4. Kompaktnost



Poznamky
LOTS

Hellyho prostor
Hyperprostory
Spojité obrazy

Kompaktni prostory

Metrizovatelné kompakty jsou bud spoetné nebo maji mohutnost kontinua.




Poznamky
LOTS

Hellyho prostor
Hyperprostory
Spojité obrazy

Kompaktni prostory

Oproti tomu pro velikost nosné mnoziny kompaktniho Hausdorffova prostoru neni zadné
omezeni. Staci si uvédomit, Ze dokonce pro kazdé ordindlni Cislo o je prostor o + 1 kom-
paktni.




Poznamky
LOTS

Hellyho prostor
Hyperprostory
Spojité obrazy

Kompaktni prostory

Jednodussi piiklad muzeme také ziskat jednobodovou kompaktifikaci libovolné velkého
diskrétniho prostoru.




Poznamky
LOTS

Hellyho prostor
Hyperprostory
Spojité obrazy

Kompaktni prostory

Kompaktni podprostory prostoru w* maji prazdny vnitfek. Projekce kompaktniho podpro-
storu na jednotlivé slozky musi byt totizZ konecné.




Poznamky
LOTS

Hellyho prostor
Hyperprostory
Spojité obrazy

Kompaktni prostory

Prostor w* nelze vyjadfit jako sjednoceni spocetné mnoha svych kompaktnich podprostoru.
To 1ze v tomto piipadé dokdzat pomoci diagondlniho triku. Alternativné je mozné uzit Baire-
ovu vétu, protoze v tomto tplném prostoru jsou kompakty fidké.




Poznamky
LOTS

Hellyho prostor
Hyperprostory
Spojité obrazy

Kompaktni prostory

Kompaktni podprostory raciondlnich ¢isel maji také prazdny vnitiek.




Poznamky
LOTS

Hellyho prostor
Hyperprostory
Spojité obrazy

Kompaktni prostory

Kompaktni podprostory Sorgenfreyovy piimky jsou spocetné, protoZe nemohou obsahovat
nekonecné rostouci posloupnosti.




Poznamky
LOTS

Hellyho prostor
Hyperprostory

Kompaktni prostory

té obrazy

TVRZENI

Linedrné usporddany prostor X je kompaktni, pravé kdy? kaZdd jeho podmnoZina (véetné prdzdné!) md
supremum. (Pak md také kazdd podmnoZina infimum.)
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Poznamky
LOTS

Hellyho prostor
Hyperprostory
Spojité obrazy

Kompaktni prostory

Kompaktifikace

Kdybychom totiz méli mnozinu M C X, kterd nema supremum, pak miiZeme definovat oteviené pokryti X
neobsahujici konecné podpokryti. Pro x € X, které je mensi nez néjaky prvek M uvazujeme otevieny interval
(+, x) a abychom dostali pokryti pfiddme jest& mnoZinu vSech y € X, kterd jsou v&tsi nez vSechny prvky z
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Poznamky
LOTS
Hellyho prostor

Kompaktni prostory

Kompaktifikace Mypamresieny

Spojité obrazy

Naopak predpoklddejme, Ze kazdd podmnoZina X ma supremum a at je ddno n&jaké oteviené pokryti.
UvaZujme supremum mnoZiny t&ch x € X, pro které Ize interval (<, x] pokryt kone¢né mnoha prvky daného
pokryti. Snadno se jiz ukdze, Ze toto supremum se rovnd nejveétsimu prvku v X a tedy X je kompaktni.
Tomuto zptisobu dokazovani se nazorné fika metoda pliZent. O

4. Kompaktnost



Poznamky
LOTS

Hellyho prostor
Hyperprostory
Spojité obrazy

Kompaktni prostory

Hellyho prostor H je definovén jako prostor viech neklesajicich funkei [0,1] — [0,1] s
topologii bodové konvergence. Tento prostor ma fadu zajimavych vlastnosti.




Poznamky
LOTS

Hellyho prostor
Hyperprostory
Spojité obrazy

Kompaktni prostory

Jde o uzavieny podprostor kompaktu [0, 1]1%1] a proto je H kompakt.




Poznamky
LOTS

Hellyho prostor
Hyperprostory
Spojité obrazy

Kompaktni prostory

Tento prostor je separabilni. Spocetnou hustou podmnoZinu dostaneme napiiklad tak, Ze
uvazujeme ty funkce z H, které nabyvaji jen konecné mnoha raciondlnich hodnot a maji
skoky jen v raciondlnich bodech.




Poznamky
LOTS

Hellyho prostor
Hyperprostory
Spojité obrazy

Kompaktni prostory

TVRZENI

Kazdy bod f v prostoru H md spocetnou lokdlni badzi.




Poznamky
LOTS

Hellyho prostor
Hyperprostory
Spojité obrazy

Kompaktni prostory

Kompaktifikace

K tomu se uZije fakt, Ze neklesajici funkce f ma jen spocetné bodu nespojitosti - oznaéme mnozinu téchto
bodi M. Jesté oznaéme jako N spocetnou hustou podmnoZinu intervalu [0, 1]. Pro kazdou kone¢nou
podmnozinu M U N a pro n prirozené staci nyni uvazovat mnozinu vsech funkci v H, které se v bodech z K

1is{ od f nejvyse o . Tim dostaneme spocetnou lokalni bézi. O
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Poznamky
LOTS

Hellyho prostor
Hyperprostory
Spojité obrazy

Kompaktni prostory

TVRZENI

Hellyho prostor neni metrizovatelny.




Poznamky
LOTS

Hellyho prostor
Hyperprostory
Spojité obrazy

Kompaktni prostory

Pro x € [0, 1] ozna¢me jako fx funkci [0, 1] — [0, 1], kterd je nulové na intervalu [0, x), rovna jedné na
intervalu (x, 1] a v bod& x nabyvé hodnoty % Pak je mnozina {fx € H : x € [0, 1]} diskrétni podprostor H
mohutnosti kontinua. Z toho je jiZ mozné odvodit, Ze prostor H neni metrizovatelny. Staci si vzpomenout na
to, Ze metrizovatelné kompakty jsou dédi¢né separabilni. O




Poznamky
LOTS

Hellyho prostor
Hyperprostory
Spojité obrazy

Kompaktni prostory

Pro libovolny topologicky prostor X se nabizi moznost definovat takzvany hyperprostor, ktery
budeme znait 2X.




Poznamky
LOTS

Hellyho prostor
Hyperprostory
Spojité obrazy

Kompaktni prostory

) Body v ném jsou tvofeny uzavienymi neprdzdnymi podmnozinami X a topologie je urcena
subbdzovymi mnozinami U* = {F € 2X: F C U}a V' = {F € 2X : FN V # 0} pro
oteviené podmnoziny U, V prostoru X.
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Poznamky
LOTS

Hellyho prostor
Hyperprostory

Kompaktni prostory

Spojité obrazy

Subbaze v hyperprostoru 2X (dva typy)
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Poznamky
LOTS

Hellyho prostor
Hyperprostory
Spojité obrazy

Kompaktni prostory

Ukézeme si, Ze kompaktnost zdkladniho prostoru X implikuje kompaktnost hyperprostoru.
Pouzijeme k tomu Alexandrovu vétu, kterd ndm fikd, Ze namisto vSech otevienych pokryti
se muzeme pii ovéfovani kompaktnosti omezit na oteviena pokryti z néjaké predem vybrané
subbdze. V naSem piipadé budeme samoziejmé uvazovat tu subbazi, pomoci které je topolo-
gie hyperprostoru 2X definovana.




Poznamky
LOTS

Hellyho prostor
Hyperprostory
Spojité obrazy

Kompaktni prostory

M¢jme tedy zadané oteviené pokryti subbdzovymi mnoZinami U}, \/J./ . Mnozina X \ J V;

A
D

’) je uzaviena podmnozina X a tedy je to prvek hyperprostoru 2X . Nutné musi existovat n&jaké
io, pro které je X \ |J Vj C Uj,. Nyni uZijeme kompaktnost prostoru X k tomu, abychom
nasli kone¢nou podmnozinu indexi jo, . . . , jn tak, ze X \ Uj, C Vj, U---U V. Naobrazku
si ted uz snadno rozmyslime, Ze mnoZiny Uz, \/J; s \/J’" pokryvaji cely hyperprostor 2X .
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Poznamky
LOTS

Hellyho prostor
H

Kompaktni prostory

Spojité obrazy metrizovatelnych prostort nemusi byt metrizovatelné. A to ani v piipadé
kdy predpokladdame, Ze obrazem je Hausdorffuv prostor (sta¢i uvazovat napiiklad projekei
R — R/Z). Pokud navic pfedpokldddme, Ze vychozi prostor je kompaktni, situace se vyrazné
zlepsi.
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Poznamky
LOTS

Hellyho prostor
Hyperprostory
Spojité obrazy

Kompaktni prostory

TVRZENI

Spojité Hausdorffovy obrazy metrizovatelnych kompaktii jsou opét metrizovatelné.




Poznamky
LOTS

Hellyho prostor
Hyperprostory
Spojité obrazy

Kompaktni prostory

Kompaktifikace

Stadi ndm ukézat, Ze takovy spojity obraz f(M) = N metrického kompaktu M m4 spocetnou bazi.
Zafixujeme tedy spocetnou bazi prostoru M a ukdZeme, Ze (oteviené) mnoziny tvaru

N\ f(M\ (BLU---UBy)), kde By, ..., By jsou prvky vybrané bdze na M, tvof{ jiz bazi obrazu. Zvolme
tedy libovolny bod y € N a jeho okoli V. Po piechodu ke vzoriim dostaneme otevienou mnozinu f (V)
obsahujici uzavienou f ~1(y). Diky kompaktnosti mnoZiny f ~*(y) najdeme kone¢n& mnoho prvki z té na
zalétku vybrané baze By, . . ., By, pronézje f~1(y) C By U---U By C f~1(V). To nédm jiz zarugf, Ze pro
obrazy bude platity € N\ f(M \ (ByU---U By)) C V. O
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Poznamky
LOTS

Hellyho prostor
Hyperprostory
Spojité obrazy

Kompaktni prostory

Spojity obraz metrizovatelného kompaktu je metrizovatelny
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Poznamky
LOTS

Hellyho prostor
Hyperprostory
Spojité obrazy

Kompaktni prostory

Zkuste pomoci pifmocaré modifikace pfedchoziho dokazat, Ze spojité Hausdorffovy obrazy
kompaktu vahy « maji vahu nejvyse k.




Poznamky
Prostor omega 1
Beta obal soucinu
Priklad

Kompaktifikace Jednobodova kompaktifikace

Prostor beta omega
Hustota kompaktifikaci

Jednobodova kompaktifikace redlné pifmky je homeomorfni kruznici. Obecné jednobodovou
kompaktifikaci n-rozmérného euklidovského prostoru dostaneme n-dimenziondlni sféru.




Poznamky
Prostor omega 1
Beta obal soucinu
Priklad

Kompaktifikace Jednobodova kompaktifikace

Prostor beta omega
Hustota kompaktifikaci

= K dikazu lze pouzit tzv. stereografickou projekci, coz je homeomorfismus R” a n-
dimenziondln{ sféry s jednim vynechanym bodem.




Poznamky
Prostor omega 1
Beta obal soucinu
Priklad

Kompaktifikace Jednobodova kompaktifikace

Prostor beta omega
Hustota kompaktifikaci

S ¢im je homeomorfni jednobodova kompaktifikace uzaviené poloroviny?




Poznamky
Prostor omega 1
Beta obal soucinu
Priklad

Kompaktifikace Jednobodova kompaktifikace

Prostor beta omega
Hustota kompaktifikaci

Spocetny diskrétni prostor w je obsaZen v prostoru wi a presto Sw je mnozinové mnohem
VEtSi nez fwi = w1 + 1.




Kompaktifikace

Poznamky
Prostor omega 1
Beta obal soucinu
Priklad

Jednobodova kompaktifikace
Prostor beta omega
Hustota kompaktifikaci

Prostor SR ma stejnou mohutnost jako Sw.




Poznamky
Prostor omega 1
Beta obal soucinu
Priklad

Kompaktifikace Jednobodova kompaktifikace

Prostor beta omega
Hustota kompaktifikaci

. K tomu ndm staci uvazovat nasledujici dvé spojita zobrazeni: inkluzi f : w — R alibovolnou
(00) bijekci g : w — Q. Obg tato zobrazeni miZeme spojité roziifit na zobrazeni f : fw — BR
ag : fw — PBR. Zobrazeni f je prosté a tedy |Bw| < |BR|. Na druhou stranu zobrazeni
g je surjektivni (protoZe obraz pfi g je kompakt obsahujici hustou podmnozinu SR), odkud

dostévéme obrdcenou nerovnost |Sw| > |BR|
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Poznamky
Prostor omega 1
Beta obal soucinu
Priklad

Kompaktifikace Jednobodova kompaktifikace

Prostor beta omega
Hustota kompaktifikaci

Dokonce plati, Ze do beta obalu libovolného nekompaktniho metrizovatelného prostoru X
muzeme prostor Sw vnorit. Udéld se to tak v prostoru X najdeme nekonecnou spocetnou
uzavienou diskrétni podmnozinu S. Protoze kazdou spojitou omezenou funkci definovanou

na S muzeme spojité rozsitit podle Tietzeho véty na celé X a toto rozsiteni opét rozsifit na

celé BX, dostdvame, ze S = 3S.




Poznamky
Prostor omega 1
Beta obal soucinu
Priklad

Kompaktifikace Jednobodova kompaktifikace

Prostor beta omega
Hustota kompaktifikaci

Prostor vSech spocetnych ordindlnich ¢isel s topologii danou uspofadanim ma tu vlastnost,
Ze kazda spojitd funkce na ném definovand je od néjakého indexu konstantni. Z toho jako
dusledek vyplyva, Ze beta obal tohoto prostoru je to samé jako jeho jednobodovéa kompakti-
fikace tj. Bw1 = w1 + 1. Plati v§ak dokonce mnohem siln&jsi tvrzent.
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Poznamky
Prostor omega 1
Beta obal soucinu
Priklad

Kompaktifikace Jednobodova kompaktifikace

Prostor beta omega
Hustota kompaktifikaci

TVRZENI

Pro libovolny Hausdor{fiiv kompakt K plati, Ze f(w1 X K) = (w1 + 1) X K.




Poznamky
Prostor omega 1

Kompaktni prostor Beta obal soucinu
a\e] ELS ‘ostory 7|
y I Priklad

Kompaktifikace Jednobodova kompaktifikace

Prostor beta omega
Hustota kompaktifikaci

Zvolime-li spojitou funkei f : w1 X K — [0, 1], pak pro kazdé pfirozené &islo i a pro limitni o < wy existuje
®;(a) < a, Ze nerovnost | f (v, x) — f(a, x)| < % plati pro kazdé x € X a pro kazdé ~y splitujici

®;(a) < v < a. Nyni podle pressing down lemmatu existuje pro kazdé i pfirozené néjaké a; < wi, Ze
mnozina {a < wi|®;(a) = «;} je nespoletnd. Nyni staéi poloZit za & supremum spocetnych ordindld ;.
Funkci f spojité dodefinujeme v bodech (w1, x) hodnotou f(c, x). O
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Poznamky

Prostor omega 1

Beta obal soucinu

Priklad

Jednobodova kompaktifikace
Prostor beta omega

Hustota kompaktifikaci

Kompaktifikace

) Z tohoto vysledku jiz vyplyva, ze kazdy Tichonovuv prostor Y je piiristkem néjakého Ti-
chonovova prostoru X. Sta¢i si vzit X = (w1 +1) X BY \{w1} X (8Y\ Y). Diky inklusim
w1 X BY C X C (w1 + 1) x BY apredchozimu pozorovani dostdvame, ze SX \ X = Y.

Kazdy Tichonovuv prostor ¥ mtze byt prirastkem do {3 - obalu:

X= (o +D)xBY \ ({o1}xY)

Ty X } {0} xY

O)1+1 01
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Poznamky

Prostor omega 1

Beta obal soucinu

Priklad

Jednobodova kompaktifikace
Prostor beta omega

Hustota kompaktifikaci

Kompaktifikace

Kazdy Tichonovuv prostor ¥ mtize byt prirastkem do {3 - obalu:

X= (o +D)xBY \ ({o1}xY)

o X } (o]} xY

O)1+1 01
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Poznamky
Prostor omega 1
Beta obal soucinu
Priklad

Kompaktifikace Jednobodova kompaktifikace

Prostor beta omega
Hustota kompaktifikaci

Beta-obal soucinu nemusi byt souc¢inem beta-obalu jednotlivych prostora!




Poznamky
Prostor omega 1
Beta obal soucinu
Priklad

Kompaktifikace Jednobodova kompaktifikace

Prostor beta omega
Hustota kompaktifikaci

Neni napriklad pravda, Ze Sw X fw = B(w X w).




Poznamky
Prostor omega 1
Beta obal soucinu
Priklad

Kompaktifikace Jednobodova kompaktifikace

Prostor beta omega
Hustota kompaktifikaci

BoxPo # B(oxw) 71

BRx BR # B( Rx R)
graf funkce

)= o+
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Poznamky
Prostor omega 1
Beta obal soucinu
Priklad

Kompaktifikace Jednobodova kompaktifikace

Prostor beta omega

Hustota kompaktifikaci

Uvazujme spojitou funkei f : w X w — [0, 1] danou piedpisem (i, j) =

nelze spojité rozsifit na cely prostor Sw X Bw. Jak to dokazeme?

i
itj+1-

Tuto funkci




Poznamky
Prostor omega 1
Beta obal soucinu
Priklad

Kompaktifikace Jednobodova kompaktifikace

Prostor beta omega
Hustota kompaktifikaci

:/ Zafixujeme libovolny bod £ € fw \ w a uvédomime si, Ze pokud by F bylo n&jaké spojité
roz§ifeni f, pak musi byt F(&,n) = 0a F(n,&) = 1 prokazdé n € w. Ale jakd by pak méla
byt hodnota F (&, €), aby se nezkazila spojitost?
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Poznamky
Prostor omega 1
Beta obal soucinu
Priklad

Kompaktifikace Jednobodova kompaktifikace

Prostor beta omega

Hustota kompaktifikaci

Kompaktifikace daného prostoru mohou mit stejny piirtstek a presto byt rizné.




Poznamky

Prostor omega 1

Beta obal soucinu

Priklad

Jednobodova kompaktifikace
Prostor beta omega

Hustota kompaktifikaci

Kompaktifikace

UvaZzujme na mnoZiné R diskrétni topologii. Kompaktifikace «R = R U {a, b} bude ddna tak, Ze okoli bodu
a jsou mnoziny tvaru {a} U (—o0,0) \ K, kde K je kone¢nd mnoZina. Okoli bodu b budou mnoZiny tvaru
{b} U (0,00) \ K.Kompaktifikace YR = R U {u, v} je ddna tak, Ze okoli bodu u jsou mnoZiny tvaru

{u} UR\ (N U K) a okoli bodu v mnoZiny tvaru {v} UN\ K, kde K je opét kone¢nd mnoZina.

el
(®*)
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Poznamky
Prostor omega 1
Beta obal soucinu
Priklad

Kompaktifikace Jednobodova kompaktifikace

Prostor beta omega

Hustota kompaktifikaci

Kompaktifikace R a yRR nejen, Ze nejsou ekvivalentni, ale nejsou dokonce ani homeomorfn,
protoze kompaktifikace vR obsahuje neizolovany bod, ktery ma spocetnou lokdlni bazi. Ta-
kovy bod ovSem v prostoru alR neexistuje.




Poznamky

Prostor omega 1

Beta obal soucinu

Priklad

Jednobodova kompaktifikace
Prostor beta omega

Hustota kompaktifikaci

Kompaktifikace

Pokud vime, Ze jednobodova kompaktifikace néjakého prostoru X je metrizovatelnd, pak je
urcité prostor X metrizovatelny, separabilni a lokdlné kompaktni. Tyto tfi vlastnosti ndm jiz
staci k tomu, aby platila také obracend implikace.




Poznamky
Prostor omega 1
Beta obal soucinu
Priklad

Kompaktifikace Jednobodova kompaktifikace

Prostor beta omega
Hustota kompaktifikaci

TVRZENI

Jednobodovd kompaktifikace (nekompaktniho) separabilniho lokdlné kompaktniho metrizovatelného prostoru
X je opét metrizovatelnd.




Poznamky
Prostor omega 1

Kompaktni prostor Beta obal soucinu
ELS O ory 7|
y ! : Priklad

Kompaktifikace

Jednobodova kompaktifikace
Prostor beta omega
Hustota kompaktifikaci

K tomu ndm sta&f najit vhodné vnoteni do Hilbertovy krychle [0, 1]“. Nejprve si musime uvédomit, ze
prostor X ma spocetnou bazi tvofenou otevienymi mnoZinami, jejichz uzavér je kompaktni (Z ¢eho plyne jeji
existence?). Nyni pro kazdé dvé mnoziny U, V z této baze spliiujici U C V najdeme jednu spojitou funkci z
X do intervalu [0, 1], kterd nabyva hodnoty 1 na U a hodnoty nula na X \ V. Timto postupem ziskdme
systém C obsahujici spocetné mnoho spojitych funkei s kompaktnim nosicem, které oddéluji body a uzaviené
mnoziny. Nakonec si zopakujme definici Tichonovova vnofeni i : X — [0, 1]C, které je ddno predpisem

i(x) = (f(x))fec. Zbyva ovéfit, ze i(X) = i(X) U {0} je hledand jednobodova kompaktifikace X. O
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Poznamky
Prostor omega 1
Beta obal soucinu
Priklad

Kompaktifikace Jednobodova kompaktifikace

Prostor beta omega
Hustota kompaktifikaci

Uzaviené podmnoZiny piimky jsou bud malé (kone&né, spocetné) nebo maji stejnou mohut-
nost jako celd pifimka. V prostoru Sw plati dokonce nésledujici.




Poznamky

Prostor omega 1

Beta obal soucinu

Priklad

Jednobodova kompaktifikace
Prostor beta omega

Hustota kompaktifikaci

Kompaktifikace

LEMMA

Uzaviené podmnoZiny prostoru Bw jsou bud konecné nebo maji mohutnost stejné velkou jako cely prostor.




Poznamky

Prostor omega 1

Beta obal soucinu

Priklad

Jednobodova kompaktifikace
Prostor beta omega

Hustota kompaktifikaci

Kompaktni prostory

Kompaktifikace

Mame-li totiz nekone¢nou uzavienou podmnozinu F C [Sw, mizeme indukci najit pro kazdé i € w prvek
a;j € F ajeho okoli U; tak, aby bylo disjunktni s kazdou mnoZinou U; pro j < i. OznaCme si

A= {a; : i € w}. Okamité je vidét, e A C F. Mame-li nyni zadanou libovolnou spojitou funkci

g : A — [0, 1], miZeme definovat n&jakou funkei f : w — [0, 1] tak, aby v bodech z mnoZiny w N U;
nabyvala hodnoty g(a;). Jako f : Bw — [0, 1] si ozna&me spojité rozsiteni funkce f. Jeho existenci nam
zarucuji vlastnosti beta-obalu. Protoze kazdy bod a; lezi v uzavéru mnoziny w N U;, musi byt diky spojitosti
f(a;) = g(a;). To ale nefikd nic jiného, ne? 7e funkce f rozsifuje piivodni funkci g. Tim jsme dokézali, Ze
uzavér mnoziny A je jejim beta-obalem. Na zaveér si staci uvédomit, Ze prostor A je diskrétni. Proto je

A = A homeomorfni celému prostoru Suw.

—d
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Poznamky

Prostor omega 1

Beta obal soucinu

Priklad

Jednobodova kompaktifikace
Prostor beta omega

Hustota kompaktifikaci

Kompaktni prostory

Kompaktifikace

Predchozi pozorovani ndm specidlné fika, Ze v prostoru Sw je kazda konvergentni posloup-
nost od n¢jakého indexu konstantni.




Poznamky
Prostor omega 1
Beta obal soucinu
Priklad

Kompaktifikace Jednobodova kompaktifikace

Prostor beta omega
Hustota kompaktifikaci

Prostor Sw ma nepieberné mnozstvi zajimavych vlastnosti. Jednou z nich je, Ze v jeho pod-
prostoru Sw \ w najdeme kontinuum mnoho otevienych neprazdnych navzdjem disjunktnich
mnozin. TakZe specidlné je prostor Sw \ w neseparabilni, ackoliv Sw je separabilni.




Poznamky
Prostor omega 1
Beta obal soucinu
Priklad

Kompaktifikace Jednobodova kompaktifikace

Prostor beta omega
Hustota kompaktifikaci

Jak zminéné oteviené mnoziny najdeme?




Poznamky
Prostor omega 1
Beta obal soucinu
Priklad

Kompaktifikace Jednobodova kompaktifikace

Prostor beta omega
Hustota kompaktifikaci

Pouzijeme velice dilezitou konstrukci, kterou se vyplati zapamatovat.




Poznamky
Prostor omega 1
Beta obal soucinu
Priklad

Kompaktifikace Jednobodova kompaktifikace

Prostor beta omega
Hustota kompaktifikaci

Na spocetné mnoziné w najdeme kontinuum mnoho nekone¢nych mnozin tak, zZe kazdé dvé
se budou protinat pouze v kone¢né. Takovy systém mnozin se nazyva skoro disjunktni.




Poznamky
Prostor omega 1
Beta obal soucinu
Priklad

Kompaktifikace Jednobodova kompaktifikace

Prostor beta omega
Hustota kompaktifikaci

To se muze zdat na prvni pohled jako nemozné, proto si pro jistotu ukdzeme hned dva dikazy
— jeden kombinatoricky a druhy topologicky.




Poznamky
Prostor omega 1
Beta obal soucinu
Priklad

Kompaktifikace Jednobodova kompaktifikace

Prostor beta omega

Hustota kompaktifikaci

Nejprve si oCislujeme vrcholy nekoneéného binarniho stromu pomoci pfirozenych cisel. V
zdkladni hladiné tedy mdme vrchol nula, o patro vys vrcholy 1 a 2, atd. Ke kazdé vétvi
(kterych je kontinuum mnoho) ted uvazujeme mnoZinu viech jejich vrchold. Tak ziskdme
skoro disjunktni systém, protoze dvé rtizné vétve maji spolecnych je kone¢né mnoho vrchold.




Poznamky
Prostor omega 1
Beta obal soucinu
Priklad

Kompaktifikace Jednobodova kompaktifikace

Prostor beta omega
Hustota kompaktifikaci

Jiny zptsob spocivd v tom, Ze misto na mnoziné w budeme hledat skoro disjunktni systém
na mnoziné raciondlnich ¢isel Q. Ke kazdému redlnému Cislu r € R zafixujeme libovolnou
mnozinu raciondlnich cisel, kterd tvofi posloupnost konvergujici k r. Pro rizna ¢isla r a s se
mohou piislusné mnoziny protinat jen v konecné mnoha bodech.




Poznamky
Prostor omega 1
Beta obal soucinu
Priklad

Kompaktifikace Jednobodova kompaktifikace

Prostor beta omega
Hustota kompaktifikaci

Ted je jiz snadné si uvédomit, Ze kazdy skoro disjunktni systém na w tvofeny nekone¢nymi
mnoZinami uréuje disjunktni systém otevienych neprdzdnych mnoZin na Sw \ w.




Poznamky

Prostor omega 1

Beta obal soucinu

Priklad

Jednobodova kompaktifikace
Prostor beta omega

Kompaktifikace

Hustota kompaktifikaci

TVRZENI

Vsechny kompaktifikace daného Tichonovova prostoru X maji stejnou hustotu.




Poznamky
Prostor omega 1

Kompaktni prostor Beta obal soucinu
ELS O ory 7|
y ! : Priklad

Kompaktifikace Jednobodova kompaktifikace

Prostor beta omega
Hustota kompaktifikaci

Zvolme libovolnou kompaktifikaci aeX. Hustota prostoru aeX je urcité mensi nebo rovna hustoté X ale pozor
na to, ze muze byt tieba i ostfe mensi nez hustota X!

Pokusime se tedy ukazat, Ze X mad stejnou hustotu jako beta-obal 8X. Vime, Ze existuje spojité zobrazeni

f : BX — aX, které je identické na X. ProtoZe toto zobrazeni je surjektivni, dostdvame nerovnost

d(aX) < d(BX). Na druhou stranu pfedpoklddejme, Ze S je hustd podmnoZina a.X nejmensi mozné
mohutnosti. At mnozina T C 3X ma4 stejnou mohutnost jako S a plati f(T) = S. Kdyby mnoZzina T nebyla
hustd v X, pak najdeme n&jaky bod x € X \ T. Navic vime, Ze mnoZina f( T ) je kompakt obsahujici S,
tedy f(T) = aX. Proto existuje y € T pro néZ je f(y) = x. To je oviem spor, nebof vime, Ze zobrazenf f
posild pfiristek na piiristek. Dostdvame tak i opaénou nerovnost d(aX) > d(3X). O

4. Kompaktnost



	Kompaktní prostory
	Poznámky
	LOTS
	Hellyho prostor
	Hyperprostory
	Spojité obrazy

	Kompaktifikace
	Poznámky
	Prostor omega 1
	Beta obal soucinu
	Príklad
	Jednobodová kompaktifikace
	Prostor beta omega
	Hustota kompaktifikací


