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V předcházejı́cı́ch částech jsme museli v několika přı́padech požadovat pro nějakou vlastnost
topologických prostorů specifické podmı́nky, např. že každý bod je uzavřený, což znamená,
že pro libovolné dva body x , y z prostoru X existujı́ jejich okolı́ Ux , Uy , které neobsahujı́
druhý bod. To je jistá oddělitelnost bodů pomocı́ okolı́.

DEFINICE (T0-prostory)

Řekneme, že topologický prostor je T0-prostor, jestliže pro libovolné dva body existuje okolı́ jednoho z nich,
které neobsahuje druhý bod.

Indiskrétnı́ aspoň dvoubodový prostor nenı́ T0-prostor. Diskrétnı́ prostor je T0-prostor, stejně tak každý
metrizovatelný i uspořádatelný prostor. Sorgenfreyova i Michaelova přı́mka a Sierpińského prostor jsou
T0-prostory.

TVRZENÍ (Vlastnosti T0-prostorů)

1 Je-li X T0-prostor a Y je jemnějšı́ než X , je i Y T0-prostor.

2 Třı́da všech T0-prostorů je uzavřená na součiny, podprostory a součty.

3 Kvocient T0-prostoru nemusı́ být T0-prostor.

4 Třı́da všech T0-prostorů je epireflektivnı́ v kategorii topologických prostorů. (Přı́slušná reflekce
prostoru se nazývá jeho T0-modifikacı́.)

Důkaz

T0-modifikace je popsána ve cvičenı́.
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TVRZENÍ (Vlastnosti T0-prostorů)
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1 Je-li X T0-prostor a Y je jemnějšı́ než X , je i Y T0-prostor.
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Dalšı́m krokem je požadavek, že předchozı́ oddělovánı́ je symetrické.

DEFINICE (T1-prostory)

Řekneme, že topologický prostor je T1-prostor, jestliže každé jeho dva body majı́ okolı́ neobsahujı́cı́ druhý
bod.

TVRZENÍ (Vlastnosti T1-prostorů)

1 Každý T1-prostor je T0-prostor.

2 Každý prostor jemnějšı́ než T1-prostor je T1-prostor.

3 Topologický prostor je T1-prostory právě když je každý jeho bod uzavřený.

4 Třı́da všech T1-prostorů je uzavřená na součiny, podprostory a součty.

5 Kvocient T1-prostoru nemusı́ být T0-prostor.

6 Třı́da všech T1-prostorů je epireflektivnı́ v kategorii topologických prostorů. (Přı́slušná reflekce
prostoru se nazývá jeho T1-modifikacı́.)

Důkaz
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1 Každý T1-prostor je T0-prostor.
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6 Třı́da všech T1-prostorů je epireflektivnı́ v kategorii topologických prostorů. (Přı́slušná reflekce
prostoru se nazývá jeho T1-modifikacı́.)

Důkaz

3. Oddělování



Oddělování okolími
Oddělování funkcemi

T0-prostory
T1-prostory
T2-prostory
T3-prostory
T4-prostory

DEFINICE (T1-prostory)

Řekneme, že topologický prostor je T1-prostor, jestliže každé jeho dva body majı́ okolı́ neobsahujı́cı́ druhý
bod.

TVRZENÍ (Vlastnosti T1-prostorů)

1 Každý T1-prostor je T0-prostor.

2 Každý prostor jemnějšı́ než T1-prostor je T1-prostor.

3 Topologický prostor je T1-prostory právě když je každý jeho bod uzavřený.

4 Třı́da všech T1-prostorů je uzavřená na součiny, podprostory a součty.

5 Kvocient T1-prostoru nemusı́ být T0-prostor.

6 Třı́da všech T1-prostorů je epireflektivnı́ v kategorii topologických prostorů. (Přı́slušná reflekce
prostoru se nazývá jeho T1-modifikacı́.)

Důkaz

3. Oddělování



Oddělování okolími
Oddělování funkcemi

T0-prostory
T1-prostory
T2-prostory
T3-prostory
T4-prostory

DEFINICE (T1-prostory)

Řekneme, že topologický prostor je T1-prostor, jestliže každé jeho dva body majı́ okolı́ neobsahujı́cı́ druhý
bod.

TVRZENÍ (Vlastnosti T1-prostorů)

1 Každý T1-prostor je T0-prostor.

2 Každý prostor jemnějšı́ než T1-prostor je T1-prostor.

3 Topologický prostor je T1-prostory právě když je každý jeho bod uzavřený.

4 Třı́da všech T1-prostorů je uzavřená na součiny, podprostory a součty.

5 Kvocient T1-prostoru nemusı́ být T0-prostor.

6 Třı́da všech T1-prostorů je epireflektivnı́ v kategorii topologických prostorů. (Přı́slušná reflekce
prostoru se nazývá jeho T1-modifikacı́.)

Důkaz

Na rozdı́l od T0-prostorů nelze popsat T1-modifikaci jednoduchou ekvivalencı́. Přı́slušná re-
flektivnı́ zobrazenı́ jsou opět kvocientová, ale obecně nejsou slabě vytvářejı́cı́.

3. Oddělování



Oddělování okolími
Oddělování funkcemi

T0-prostory
T1-prostory
T2-prostory
T3-prostory
T4-prostory

Dalšı́m zesı́lenı́m je požadavek, aby oddělujı́cı́ okolı́ byly disjunktnı́. Dostane se tak velmi
důležitá třı́da topologických prostorů.

DEFINICE (T2-prostory)

Řekneme, že topologický prostor je T2-prostor, jestliže každé jeho dva body majı́ disjunktnı́ okolı́.

TVRZENÍ (Vlastnosti T2-prostoru)

1 Každý T2-prostor je T1-prostor.

2 Každý prostor jemnějšı́ než T2-prostor je T2-prostor.

3 Topologický prostor je T2-prostor právě když každý jeho usměrněný soubor má nejvýše jednu limitu.

4 Třı́da všech T2-prostorů je uzavřená na součiny, podprostory a součty.

5 Kvocient T2-prostoru nemusı́ být T0-prostor.

6 Třı́da všech T2-prostorů je epireflektivnı́ v kategorii topologických prostorů. (Přı́slušná reflekce
prostoru se nazývá jeho T2-modifikacı́.)

Důkaz

Ani T2-modifikaci nelze popsat jednoduchou ekvivalencı́. Přı́slušná reflektivnı́ zobrazenı́ jsou
opět kvocientová, ale obecně nejsou slabě vytvářejı́cı́.

⇒⇒⇒
3. Oddělování



Oddělování okolími
Oddělování funkcemi

T0-prostory
T1-prostory
T2-prostory
T3-prostory
T4-prostory

DEFINICE (T2-prostory)

Řekneme, že topologický prostor je T2-prostor, jestliže každé jeho dva body majı́ disjunktnı́ okolı́.

TVRZENÍ (Vlastnosti T2-prostoru)

1 Každý T2-prostor je T1-prostor.

2 Každý prostor jemnějšı́ než T2-prostor je T2-prostor.

3 Topologický prostor je T2-prostor právě když každý jeho usměrněný soubor má nejvýše jednu limitu.

4 Třı́da všech T2-prostorů je uzavřená na součiny, podprostory a součty.

5 Kvocient T2-prostoru nemusı́ být T0-prostor.

6 Třı́da všech T2-prostorů je epireflektivnı́ v kategorii topologických prostorů. (Přı́slušná reflekce
prostoru se nazývá jeho T2-modifikacı́.)

Důkaz

Ani T2-modifikaci nelze popsat jednoduchou ekvivalencı́. Přı́slušná reflektivnı́ zobrazenı́ jsou
opět kvocientová, ale obecně nejsou slabě vytvářejı́cı́.

⇒⇒⇒
3. Oddělování



Oddělování okolími
Oddělování funkcemi

T0-prostory
T1-prostory
T2-prostory
T3-prostory
T4-prostory

DEFINICE (T2-prostory)

Řekneme, že topologický prostor je T2-prostor, jestliže každé jeho dva body majı́ disjunktnı́ okolı́.

T2-prostory se často nazývajı́ Hausdorffovy prostory, protože Felix Hausdorff je ve své knize
z r.1914 zavedl.

TVRZENÍ (Vlastnosti T2-prostoru)

1 Každý T2-prostor je T1-prostor.

2 Každý prostor jemnějšı́ než T2-prostor je T2-prostor.

3 Topologický prostor je T2-prostor právě když každý jeho usměrněný soubor má nejvýše jednu limitu.

4 Třı́da všech T2-prostorů je uzavřená na součiny, podprostory a součty.

5 Kvocient T2-prostoru nemusı́ být T0-prostor.

6 Třı́da všech T2-prostorů je epireflektivnı́ v kategorii topologických prostorů. (Přı́slušná reflekce
prostoru se nazývá jeho T2-modifikacı́.)

Důkaz

Ani T2-modifikaci nelze popsat jednoduchou ekvivalencı́. Přı́slušná reflektivnı́ zobrazenı́ jsou
opět kvocientová, ale obecně nejsou slabě vytvářejı́cı́.

⇒⇒⇒
3. Oddělování



Oddělování okolími
Oddělování funkcemi

T0-prostory
T1-prostory
T2-prostory
T3-prostory
T4-prostory

DEFINICE (T2-prostory)

Řekneme, že topologický prostor je T2-prostor, jestliže každé jeho dva body majı́ disjunktnı́ okolı́.

T2-prostory se často nazývajı́ Hausdorffovy prostory, protože Felix Hausdorff je ve své knize
z r.1914 zavedl.

Každý metrizovatelný i uspořádatelný prostor je T2-prostor. Hrubý T1-prostor na nekonečné
množině nenı́ T2-prostor.

TVRZENÍ (Vlastnosti T2-prostoru)

1 Každý T2-prostor je T1-prostor.

2 Každý prostor jemnějšı́ než T2-prostor je T2-prostor.

3 Topologický prostor je T2-prostor právě když každý jeho usměrněný soubor má nejvýše jednu limitu.

4 Třı́da všech T2-prostorů je uzavřená na součiny, podprostory a součty.

5 Kvocient T2-prostoru nemusı́ být T0-prostor.

6 Třı́da všech T2-prostorů je epireflektivnı́ v kategorii topologických prostorů. (Přı́slušná reflekce
prostoru se nazývá jeho T2-modifikacı́.)

Důkaz

Ani T2-modifikaci nelze popsat jednoduchou ekvivalencı́. Přı́slušná reflektivnı́ zobrazenı́ jsou
opět kvocientová, ale obecně nejsou slabě vytvářejı́cı́.

⇒⇒⇒

3. Oddělování



Oddělování okolími
Oddělování funkcemi

T0-prostory
T1-prostory
T2-prostory
T3-prostory
T4-prostory

DEFINICE (T2-prostory)

Řekneme, že topologický prostor je T2-prostor, jestliže každé jeho dva body majı́ disjunktnı́ okolı́.

TVRZENÍ (Vlastnosti T2-prostoru)

1 Každý T2-prostor je T1-prostor.

2 Každý prostor jemnějšı́ než T2-prostor je T2-prostor.

3 Topologický prostor je T2-prostor právě když každý jeho usměrněný soubor má nejvýše jednu limitu.

4 Třı́da všech T2-prostorů je uzavřená na součiny, podprostory a součty.

5 Kvocient T2-prostoru nemusı́ být T0-prostor.

6 Třı́da všech T2-prostorů je epireflektivnı́ v kategorii topologických prostorů. (Přı́slušná reflekce
prostoru se nazývá jeho T2-modifikacı́.)

Důkaz

Ani T2-modifikaci nelze popsat jednoduchou ekvivalencı́. Přı́slušná reflektivnı́ zobrazenı́ jsou
opět kvocientová, ale obecně nejsou slabě vytvářejı́cı́.

⇒⇒⇒
3. Oddělování



Oddělování okolími
Oddělování funkcemi

T0-prostory
T1-prostory
T2-prostory
T3-prostory
T4-prostory

DEFINICE (T2-prostory)

Řekneme, že topologický prostor je T2-prostor, jestliže každé jeho dva body majı́ disjunktnı́ okolı́.

TVRZENÍ (Vlastnosti T2-prostoru)

1 Každý T2-prostor je T1-prostor.

2 Každý prostor jemnějšı́ než T2-prostor je T2-prostor.

3 Topologický prostor je T2-prostor právě když každý jeho usměrněný soubor má nejvýše jednu limitu.

4 Třı́da všech T2-prostorů je uzavřená na součiny, podprostory a součty.

5 Kvocient T2-prostoru nemusı́ být T0-prostor.

6 Třı́da všech T2-prostorů je epireflektivnı́ v kategorii topologických prostorů. (Přı́slušná reflekce
prostoru se nazývá jeho T2-modifikacı́.)

Důkaz

Ani T2-modifikaci nelze popsat jednoduchou ekvivalencı́. Přı́slušná reflektivnı́ zobrazenı́ jsou
opět kvocientová, ale obecně nejsou slabě vytvářejı́cı́.

⇒⇒⇒
3. Oddělování



Oddělování okolími
Oddělování funkcemi

T0-prostory
T1-prostory
T2-prostory
T3-prostory
T4-prostory

DEFINICE (T2-prostory)

Řekneme, že topologický prostor je T2-prostor, jestliže každé jeho dva body majı́ disjunktnı́ okolı́.

TVRZENÍ (Vlastnosti T2-prostoru)

1 Každý T2-prostor je T1-prostor.

2 Každý prostor jemnějšı́ než T2-prostor je T2-prostor.

3 Topologický prostor je T2-prostor právě když každý jeho usměrněný soubor má nejvýše jednu limitu.

4 Třı́da všech T2-prostorů je uzavřená na součiny, podprostory a součty.

5 Kvocient T2-prostoru nemusı́ být T0-prostor.

6 Třı́da všech T2-prostorů je epireflektivnı́ v kategorii topologických prostorů. (Přı́slušná reflekce
prostoru se nazývá jeho T2-modifikacı́.)

Důkaz

Ani T2-modifikaci nelze popsat jednoduchou ekvivalencı́. Přı́slušná reflektivnı́ zobrazenı́ jsou
opět kvocientová, ale obecně nejsou slabě vytvářejı́cı́.

⇒⇒⇒
3. Oddělování



Oddělování okolími
Oddělování funkcemi

T0-prostory
T1-prostory
T2-prostory
T3-prostory
T4-prostory

DEFINICE (T2-prostory)

Řekneme, že topologický prostor je T2-prostor, jestliže každé jeho dva body majı́ disjunktnı́ okolı́.

TVRZENÍ (Vlastnosti T2-prostoru)

1 Každý T2-prostor je T1-prostor.

2 Každý prostor jemnějšı́ než T2-prostor je T2-prostor.

3 Topologický prostor je T2-prostor právě když každý jeho usměrněný soubor má nejvýše jednu limitu.

4 Třı́da všech T2-prostorů je uzavřená na součiny, podprostory a součty.

5 Kvocient T2-prostoru nemusı́ být T0-prostor.

6 Třı́da všech T2-prostorů je epireflektivnı́ v kategorii topologických prostorů. (Přı́slušná reflekce
prostoru se nazývá jeho T2-modifikacı́.)

Důkaz

Ani T2-modifikaci nelze popsat jednoduchou ekvivalencı́. Přı́slušná reflektivnı́ zobrazenı́ jsou
opět kvocientová, ale obecně nejsou slabě vytvářejı́cı́.

⇒⇒⇒
3. Oddělování



Oddělování okolími
Oddělování funkcemi

T0-prostory
T1-prostory
T2-prostory
T3-prostory
T4-prostory

DEFINICE (T2-prostory)

Řekneme, že topologický prostor je T2-prostor, jestliže každé jeho dva body majı́ disjunktnı́ okolı́.

TVRZENÍ (Vlastnosti T2-prostoru)

1 Každý T2-prostor je T1-prostor.

2 Každý prostor jemnějšı́ než T2-prostor je T2-prostor.

3 Topologický prostor je T2-prostor právě když každý jeho usměrněný soubor má nejvýše jednu limitu.

4 Třı́da všech T2-prostorů je uzavřená na součiny, podprostory a součty.

5 Kvocient T2-prostoru nemusı́ být T0-prostor.

6 Třı́da všech T2-prostorů je epireflektivnı́ v kategorii topologických prostorů. (Přı́slušná reflekce
prostoru se nazývá jeho T2-modifikacı́.)

Důkaz

Ani T2-modifikaci nelze popsat jednoduchou ekvivalencı́. Přı́slušná reflektivnı́ zobrazenı́ jsou
opět kvocientová, ale obecně nejsou slabě vytvářejı́cı́.

⇒⇒⇒
3. Oddělování



Oddělování okolími
Oddělování funkcemi

T0-prostory
T1-prostory
T2-prostory
T3-prostory
T4-prostory

DEFINICE (T2-prostory)

Řekneme, že topologický prostor je T2-prostor, jestliže každé jeho dva body majı́ disjunktnı́ okolı́.

TVRZENÍ (Vlastnosti T2-prostoru)

1 Každý T2-prostor je T1-prostor.

2 Každý prostor jemnějšı́ než T2-prostor je T2-prostor.

3 Topologický prostor je T2-prostor právě když každý jeho usměrněný soubor má nejvýše jednu limitu.

4 Třı́da všech T2-prostorů je uzavřená na součiny, podprostory a součty.

5 Kvocient T2-prostoru nemusı́ být T0-prostor.

6 Třı́da všech T2-prostorů je epireflektivnı́ v kategorii topologických prostorů. (Přı́slušná reflekce
prostoru se nazývá jeho T2-modifikacı́.)

Důkaz

Ani T2-modifikaci nelze popsat jednoduchou ekvivalencı́. Přı́slušná reflektivnı́ zobrazenı́ jsou
opět kvocientová, ale obecně nejsou slabě vytvářejı́cı́.

⇒⇒⇒
3. Oddělování



Oddělování okolími
Oddělování funkcemi

T0-prostory
T1-prostory
T2-prostory
T3-prostory
T4-prostory

DEFINICE (T2-prostory)

Řekneme, že topologický prostor je T2-prostor, jestliže každé jeho dva body majı́ disjunktnı́ okolı́.

TVRZENÍ (Vlastnosti T2-prostoru)

1 Každý T2-prostor je T1-prostor.

2 Každý prostor jemnějšı́ než T2-prostor je T2-prostor.

3 Topologický prostor je T2-prostor právě když každý jeho usměrněný soubor má nejvýše jednu limitu.

4 Třı́da všech T2-prostorů je uzavřená na součiny, podprostory a součty.

5 Kvocient T2-prostoru nemusı́ být T0-prostor.

6 Třı́da všech T2-prostorů je epireflektivnı́ v kategorii topologických prostorů. (Přı́slušná reflekce
prostoru se nazývá jeho T2-modifikacı́.)

Důkaz

Ani T2-modifikaci nelze popsat jednoduchou ekvivalencı́. Přı́slušná reflektivnı́ zobrazenı́ jsou
opět kvocientová, ale obecně nejsou slabě vytvářejı́cı́.

⇒⇒⇒
3. Oddělování



Oddělování okolími
Oddělování funkcemi

T0-prostory
T1-prostory
T2-prostory
T3-prostory
T4-prostory

Z následujı́cı́ch tvrzenı́ bude vidět důležitost Hausdorffových prostorů. Jsou to tvrzenı́,
která znáte z matematické analýzy (jedno takové tvrzenı́ o jednoznačnosti limit již bylo na
předchozı́ stránce).

TVRZENÍ (Zobrazenı́ do T2-prostoru)

Necht’ f , g jsou spojitá zobrazenı́ topologického prostoru X do T2-prostoru Y . Pak množina
{x ∈ X ; f (x) = g(x)} je uzavřená v X .

Důkaz

DŮSLEDEK

1 Necht’ f , g jsou spojitá zobrazenı́ topologického prostoru X do T2-prostoru Y , která se shodujı́ na
husté podmnožině X . Pak se shodujı́ na X .

2 Je-li podprostor T2-prostoru jeho retraktem, je v něm uzavřený.

Důkaz

3. Oddělování



Oddělování okolími
Oddělování funkcemi

T0-prostory
T1-prostory
T2-prostory
T3-prostory
T4-prostory

TVRZENÍ (Zobrazenı́ do T2-prostoru)

Necht’ f , g jsou spojitá zobrazenı́ topologického prostoru X do T2-prostoru Y . Pak množina
{x ∈ X ; f (x) = g(x)} je uzavřená v X .

Důkaz

DŮSLEDEK

1 Necht’ f , g jsou spojitá zobrazenı́ topologického prostoru X do T2-prostoru Y , která se shodujı́ na
husté podmnožině X . Pak se shodujı́ na X .

2 Je-li podprostor T2-prostoru jeho retraktem, je v něm uzavřený.

Důkaz

3. Oddělování



Oddělování okolími
Oddělování funkcemi

T0-prostory
T1-prostory
T2-prostory
T3-prostory
T4-prostory

TVRZENÍ (Zobrazenı́ do T2-prostoru)

Necht’ f , g jsou spojitá zobrazenı́ topologického prostoru X do T2-prostoru Y . Pak množina
{x ∈ X ; f (x) = g(x)} je uzavřená v X .

Důkaz

Toto tvrzenı́ má důsledek, který bude často použı́ván. Řı́ká, že pokud lze spojitě rozšı́řit spo-
jité zobrazenı́ do Hausdorffova prostoru z husté části na celý prostor, pak je takové rozšı́řenı́
jediné.

DŮSLEDEK

1 Necht’ f , g jsou spojitá zobrazenı́ topologického prostoru X do T2-prostoru Y , která se shodujı́ na
husté podmnožině X . Pak se shodujı́ na X .

2 Je-li podprostor T2-prostoru jeho retraktem, je v něm uzavřený.

Důkaz

3. Oddělování



Oddělování okolími
Oddělování funkcemi

T0-prostory
T1-prostory
T2-prostory
T3-prostory
T4-prostory

TVRZENÍ (Zobrazenı́ do T2-prostoru)

Necht’ f , g jsou spojitá zobrazenı́ topologického prostoru X do T2-prostoru Y . Pak množina
{x ∈ X ; f (x) = g(x)} je uzavřená v X .

Důkaz

Toto tvrzenı́ má důsledek, který bude často použı́ván. Řı́ká, že pokud lze spojitě rozšı́řit spo-
jité zobrazenı́ do Hausdorffova prostoru z husté části na celý prostor, pak je takové rozšı́řenı́
jediné.

Můžete i ukázat, že jak předchozı́ věta tak následujı́cı́ prvnı́ důsledek charakterizujı́ Hausdor-
ffovy prostory (tj. např. pro důsledek: nenı́-li Y Hausdorffův, existujı́ dvě různá spojitá zob-
razenı́ z nějakého prostoru X do Y , která se shodujı́ na husté podmnožině X ).

DŮSLEDEK

1 Necht’ f , g jsou spojitá zobrazenı́ topologického prostoru X do T2-prostoru Y , která se shodujı́ na
husté podmnožině X . Pak se shodujı́ na X .

2 Je-li podprostor T2-prostoru jeho retraktem, je v něm uzavřený.

Důkaz

3. Oddělování



Oddělování okolími
Oddělování funkcemi

T0-prostory
T1-prostory
T2-prostory
T3-prostory
T4-prostory
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DŮSLEDEK
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Důkaz

3. Oddělování



Oddělování okolími
Oddělování funkcemi

T0-prostory
T1-prostory
T2-prostory
T3-prostory
T4-prostory

I když existujı́ dalšı́ možné variace předchozı́ho oddělovánı́ dvou bodů, nejsou přı́liš důležité.
Pro jeden přı́klad viz cvičenı́.
Dalšı́m krokem bude oddělovánı́ bodu a množiny.

DEFINICE (T3-prostory)

Topologický prostor X se nazývá regulárnı́, jestliže každý bod a uzavřená množina, která jej neobsahuje, majı́
disjunktnı́ okolı́. Regulárnı́ T0-prostor se nazývá T3-prostor.

TVRZENÍ (Vlastnosti T3-prostorů)

1 Každý regulárnı́ prostor je symetrický, každý T3-prostor je T2-prostor.

2 Prostor X je regulárnı́ právě když má každý bod bázi okolı́ složenou z uzavřených množin.

3 Třı́da všech regulárnı́ch (nebo T3-prostorů) je uzavřená na součiny, podprostory a součty.

4 Kvocient T3-prostoru nemusı́ být regulárnı́ prostor, jemnějšı́ topologie než T3-prostor nemusı́ být
regulárnı́.

5 Třı́da všech regulárnı́ch prostorů je bireflektivnı́ v kategorii topologických prostorů. (Přı́slušná reflekce
prostoru se nazývá jeho regulárnı́ modifikacı́).

6 Třı́da všech T3-prostorů je epireflektivnı́ v kategorii topologických prostorů. (Přı́slušná reflekce
prostoru se nazývá jeho T3-modifikacı́).
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regulárnı́.
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6 Třı́da všech T3-prostorů je epireflektivnı́ v kategorii topologických prostorů. (Přı́slušná reflekce
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TVRZENÍ (Vlastnosti T3-prostorů)
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regulárnı́.
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3 Třı́da všech regulárnı́ch (nebo T3-prostorů) je uzavřená na součiny, podprostory a součty.
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disjunktnı́ okolı́. Regulárnı́ T0-prostor se nazývá T3-prostor.
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Regulárnı́ prostory majı́ podobně jako Hausdorffovy prostory význačnou vlastnost pro
rozšiřovánı́ zobrazenı́. Můžete ukázat, že tato vlastnost charakterizuje regulárnı́ prostory.

TVRZENÍ (Rozšı́řenı́ zobrazenı́ do regulárnı́ho prostoru)

Necht’ A je hustá část prostoru X a f je zobrazenı́ X do regulárnı́ho prostoru, které je spojité na každém
podprostoru A ∪ {x}, x ∈ X . Pak je f spojité na X .

Důkaz

Význam předchozı́ věty tkvı́ v tom, že stačı́ (do regulárnı́ho prostoru) rozšiřovat spojitě zob-
razenı́ na jednotlivé body, tj. při dokazovánı́ spojitosti nenı́ třeba brát v úvahu ostatnı́ body v
rozšı́řenı́.
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4 Součin dvou T4-prostorů nemusı́ být normálnı́, kvocient T4-prostoru nemusı́ být normálnı́.
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disjunktnı́ okolı́.
Normálnı́ T1-prostor se nazývá T4-prostor.
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DEFINICE (T4-prostory)

Topologický prostor X se nazývá normálnı́, jestliže každé jeho dvě disjunktnı́ uzavřené množiny majı́
disjunktnı́ okolı́.
Normálnı́ T1-prostor se nazývá T4-prostor.

TVRZENÍ (Vlastnosti T4-prostorů)

1 Každý T4-prostor je T3-prostor.

2 Prostor X je normálnı́ právě když má každá jeho uzavřená množina bázi okolı́ složenou z uzavřených
množin.

3 Třı́da všech normálnı́ch (nebo T4-prostorů) je uzavřená na uzavřené podprostory a součty.

4 Součin dvou T4-prostorů nemusı́ být normálnı́, kvocient T4-prostoru nemusı́ být normálnı́.

Důkaz

Třı́da normálnı́ch prostorů se oproti předchozı́m třı́dám chová spı́še nenormálně (důvod pro
termı́n ,,normálnı́ prostor” je historický). Přesto je normalita jako vlastnost prostoru velmi
důležitá, což bude vidět i z Uryonových vět.

3. Oddělování



Oddělování okolími
Oddělování funkcemi

T31/2-prostory
Urysonovy věty

V předchozı́ části jsme uvedli zužovánı́ třı́d prostorů pomocı́ vlastnostı́, které spočı́valy v
oddělovánı́ bodů nebo množin jejich okolı́mi. V kapitole o slabé topologii jsme uváděli
oddělovánı́ bodů nebo množin pomocı́ zobrazenı́. Toto oddělovánı́ má výhodu v tom, že
dostáváme popis těchto prostorů pomocı́ vnořenı́ do součinu nebo mocniny (např. vnořenı́
do mocniny Sierpińského prostoru nebo do mocniny diskrétnı́ho dvoubodového prostoru.).
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dostáváme popis těchto prostorů pomocı́ vnořenı́ do součinu nebo mocniny (např. vnořenı́
do mocniny Sierpińského prostoru nebo do mocniny diskrétnı́ho dvoubodového prostoru.).

Jiným velmi užitečným prostorem je samozřejmě prostor R reálných čı́sel a dá se očekávat,
že prostory, ve kterých lze oddělovat body a množiny spojitými reálnými funkcemi, jsou
důležité.

3. Oddělování
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Oddělování funkcemi

T31/2-prostory
Urysonovy věty

Nebudeme se zabývat vlastnostı́, že C(X ) odděluje body prostoru X (pro stručný popis viz
cvičenı́). Přejdeme rovnou k oddělovánı́ bodů a uzavřených množin spojitými reálnými funk-
cemi, protože toto oddělovánı́ dává vnořenı́ do součinu.

3. Oddělování



Oddělování okolími
Oddělování funkcemi

T31/2-prostory
Urysonovy věty

DEFINICE (Úplně regulární prostory)

Topologický prostor se nazývá úplně regulárnı́, jestliže C(X ) odděluje body a uzavřené množiny.
Úplně regulárnı́ T0-prostor se nazývá T3 1

2
-prostor.

TVRZENÍ (Vlastnosti T3 1
2

-prostoru)

1 Prostor X je úplně regulárnı́ právě když pro každý jeho bod x a uzavřenou množinu F , která x
neobsahuje, existuje spojitá funkce f : X → [0, 1] taková, že f (x) = 0, f (y) = 1 pro každé y ∈ Y .

2 Každý T4-prostor je T3 1
2

-prostor, každý T3 1
2

-prostor je T3-prostor, každý úplně regulárnı́ prostor je
regulárnı́, každý normálnı́ symetrický prostor je úplně regulárnı́.

3 Třı́da všech úplně regulárnı́ch (nebo T3 1
2

-prostorů) je uzavřená na součiny, podprostory a součty.

4 Kvocient T3 1
2

-prostoru nemusı́ být úplně regulárnı́ prostor, jemnějšı́ topologie než T3 1
2

-prostor nemusı́
být úplně regulárnı́.

5 Třı́da všech úplně regulárnı́ch prostorů je bireflektivnı́ v kategorii topologických prostorů. (Přı́slušná
reflekce prostoru se nazývá jeho úplně regulárnı́ modifikacı́).

6 Třı́da všech T3 1
2

-prostorů je epireflektivnı́ v kategorii topologických prostorů. (Přı́slušná reflekce
prostoru se nazývá jeho T3 1

2
-modifikacı́).

Důkaz ⇒⇒⇒ 3. Oddělování
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prostoru se nazývá jeho T3 1
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DEFINICE (Úplně regulární prostory)

Topologický prostor se nazývá úplně regulárnı́, jestliže C(X ) odděluje body a uzavřené množiny.
Úplně regulárnı́ T0-prostor se nazývá T3 1

2
-prostor.

Indiskrétnı́ prostory jsou úplně regulárnı́, Sierpińského prostor nenı́ úplně regulárnı́, metrizo-
vatelné nebo uspořádatelné (obecněji i GO-prostory) jsou T3 1

2
-prostory.

Definice oddělovánı́ bodů od uzavřených množin nenı́ zrovna jednoduchá. V našem přı́padě
lze popis značně zjednodušit.

TVRZENÍ (Vlastnosti T3 1
2

-prostoru)

1 Prostor X je úplně regulárnı́ právě když pro každý jeho bod x a uzavřenou množinu F , která x
neobsahuje, existuje spojitá funkce f : X → [0, 1] taková, že f (x) = 0, f (y) = 1 pro každé y ∈ Y .

2 Každý T4-prostor je T3 1
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-prostor, každý T3 1
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2

-prostor nemusı́
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DEFINICE (Úplně regulární prostory)
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být úplně regulárnı́.
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2
-modifikacı́).

Důkaz ⇒⇒⇒ 3. Oddělování



Oddělování okolími
Oddělování funkcemi

T31/2-prostory
Urysonovy věty

DEFINICE (Úplně regulární prostory)
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5 Třı́da všech úplně regulárnı́ch prostorů je bireflektivnı́ v kategorii topologických prostorů. (Přı́slušná
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TVRZENÍ (Vlastnosti T3 1
2

-prostoru)
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-prostorů je epireflektivnı́ v kategorii topologických prostorů. (Přı́slušná reflekce
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2
-modifikacı́).

Důkaz ⇒⇒⇒ 3. Oddělování



Oddělování okolími
Oddělování funkcemi

T31/2-prostory
Urysonovy věty
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mocniny R (nebo mocniny [0, 1]).

3 Topologický prostor je T3 1
2

-prostor právě když se dá vnořit do mocniny R (nebo mocniny [0, 1]).

3. Oddělování



Oddělování okolími
Oddělování funkcemi

T31/2-prostory
Urysonovy věty
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Viděli jsme, že úplná regularita je silnějšı́ vlastnost než regularita. Neboli, oddělovánı́ bodů
a uzavřených množin spojitými reálnými funkcemi je silnějšı́ vlastnost než jejich oddělovánı́
okolı́mi.
Bude stejná situace u oddělovánı́ uzavřených množin?

TVRZENÍ (Urysonova věta o rozšı́řenı́)

Necht’ X je normálnı́ prostor, A je jeho uzavřená podmnožina a f : A → R je spojitá funkce. Pak existuje
spojitá funkce F : X → R, která se na A shoduje s f .

Důkaz

DŮSLEDEK (Urysonovo lemma)

Necht’ X je normálnı́ prostor a A, B jsou jeho disjunktnı́ uzavřené podmnožiny. Pak existuje spojitá funkce
f : X → [0, 1], která má hodnotu 0 na A a hodnotu 1 na B .

Důkaz

3. Oddělování
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TVRZENÍ (Urysonova věta o rozšı́řenı́)

Necht’ X je normálnı́ prostor, A je jeho uzavřená podmnožina a f : A → R je spojitá funkce. Pak existuje
spojitá funkce F : X → R, která se na A shoduje s f .

Důkaz

DŮSLEDEK (Urysonovo lemma)

Necht’ X je normálnı́ prostor a A, B jsou jeho disjunktnı́ uzavřené podmnožiny. Pak existuje spojitá funkce
f : X → [0, 1], která má hodnotu 0 na A a hodnotu 1 na B .

Důkaz

3. Oddělování



Oddělování okolími
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TVRZENÍ (Urysonova věta o rozšı́řenı́)

Necht’ X je normálnı́ prostor, A je jeho uzavřená podmnožina a f : A → R je spojitá funkce. Pak existuje
spojitá funkce F : X → R, která se na A shoduje s f .

Důkaz

DŮSLEDEK (Urysonovo lemma)

Necht’ X je normálnı́ prostor a A, B jsou jeho disjunktnı́ uzavřené podmnožiny. Pak existuje spojitá funkce
f : X → [0, 1], která má hodnotu 0 na A a hodnotu 1 na B .

Důkaz

V dalšı́ch kapitolách uvidı́me, jak lze oddělitelnost dvou (nebo konečně mnoha) uzavřených
množin v normálnı́ch prostorech popsat pomocı́ tzv. otevřených pokrytı́, což dá možnost po-
kračovat dále v oddělovánı́ pomocı́ vlastnostı́ otevřených pokrytı́.
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