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To-prostory
T1-prostory

Oddélovani okolimi
T>-prostory

T3-prostory
T 4-prostory

~2 V predchazejicich ¢astech jsme museli v nékolika piipadech pozadovat pro néjakou vlastnost
topologickych prostort specifické podminky, napf. Ze kazdy bod je uzavieny, coz znamena,
ze pro libovolné dva body x, y z prostoru X existuji jejich okoli Ux, Uy, které neobsahuji
druhy bod. To je jista oddélitelnost bodi pomoci okoli.

3. Oddélovani



To-prostory
T1-prostory
T>-prostory
T3-prostory
T 4-prostory

Oddélovani okolimi

~2 V predchazejicich ¢astech jsme museli v nékolika piipadech pozadovat pro néjakou vlastnost
topologickych prostort specifické podminky, napf. Ze kazdy bod je uzavieny, coz znamena,
ze pro libovolné dva body x, y z prostoru X existuji jejich okoli Ux, Uy, které neobsahuji
druhy bod. To je jista oddélitelnost bodi pomoci okoli.

Zacneme nejslabsi oddélitelnosti a postupné budeme nase pozadavky zvySovat. Prvni nej-
slabsi podminka neni v jistém smyslu symetricka.
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T1-prostory
T>-prostory
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T 4-prostory

Oddélovani okolimi

DEFINICE prostory)

Rekneme, Ze topologicky prostor je To-prostor, jestliZe pro libovolné dva body existuje okoli jednoho z nich,
které neobsahuje druhy bod.
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To-prostory
T1-prostory
T>-prostory
T3-prostory
T 4-prostory

Oddélovani okolimi

Oddélovani funkcemi

Indiskrétni aspori dvoubodovy prostor neni Tg-prostor. Diskrétni prostor je To-prostor, stejné tak kazdy
metrizovatelny i uspofadatelny prostor. Sorgenfreyova i Michaelova pfimka a Sierpinského prostor jsou
To-prostory.
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To-prostory
T1-prostory
T>-prostory
T3-prostory
T 4-prostory

Oddélovani okolimi

Oddé i funkcemi

TVRZENI (Vlastnosti To-prostori)

Je-li X To-prostor a'Y je jemnéjsi neZ X, je i Y To-prostor.
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To-prostory
T1-prostory
T2-prostory

Oddélovani okolimi

Oddélovani funkcemi S A

T 4-prostory

TFida vSech To-prostorii je uzaviend na souciny, podprostory a soucty.
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To-prostory
T1-prostory
T2-prostory
T3-prostory
T 4-prostory

Oddélovani okolimi

Oddélovani funkcemi

Kvocient To-prostoru nemusi byt To-prostor.
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To-prostory
T1-prostory
T2-prostory
T3-prostory
T 4-prostory

Oddélovani okolimi

Oddélovani funkcemi

Trida vSech To-prostorii je epireflektivni v kategorii topologickych prostorii. (PrFislusnd reflekce
prostoru se nazyvd jeho To-modifikact.)

» Ditkaz

—
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To-prostory
T1-prostory
T2-prostory
T3-prostory
T 4-prostory

Oddélovani okolimi

Oddélovani funkcemi

To-modifikace je popsdna ve cviceni.
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To-prostory
Tq1-prostory
T>-prostory
T3-prostory

Oddélovani okolimi

T 4-prostory

Dalsim krokem je pozadavek, ze predchozi oddélovani je symetrické.
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To-prostory
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T>-prostory
T3-prostory
T 4-prostory

Oddélovani okolimi

DEFINICE prostory)

Rekneme, Ze topologicky prostor je T1-prostor, jestlize kazdé jeho dva body maji okoli neobsahujici druhy
bod.
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To-prostory
Tq1-prostory
T>-prostory
T3-prostory

Oddélovani okolimi

T 4-prostory

DEFINICE (T;-prostory)

Rekneme, Ze topologicky prostor je Ty -prostor, jestlize kazdé jeho dva body maji okoli neobsahujici druhy
bod.

- Aspon dvoubodovy indiskrétni prostor neni Ty -prostor, ani Sierpifiského prostor (ktery je To-
i prostor) neni Ty -prostor. Kazdy metrizovatelny i usporadatelny prostor je Ty -prostor. Hruba
T;-topologie na mnoziné X je nejhrubsi Ty -topologie na této mnoziné.
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T>-prostory
T3-prostory
T 4-prostory

Oddélovani okolimi

DEFINICE (T;-prostory)

Rekneme, Ze topologicky prostor je T1-prostor, jestlize kazdé jeho dva body maji okoli neobsahujici druhy
bod.

TVRZENI (Vlastnosti T; -prostoru)

Kazdy T1-prostor je To-prostor.
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To-prostory
Tq1-prostory
T>-prostory
T3-prostory
T 4-prostory

Oddélovani okolimi

DEFINICE (T;-prostory)

Rekneme, Ze topologicky prostor je T1-prostor, jestlize kazdé jeho dva body maji okoli neobsahujici druhy
bod.

TVRZENI (Vlastnosti T; -prostoru)

Kazdy Ty -prostor je To-prostor.

Kazdy prostor jemnéjsi nez Ty -prostor je Ty-prostor.
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To-prostory
Tq1-prostory
T>-prostory
T3-prostory
T 4-prostory

Oddélovani okolimi

DEFINICE (T;-prostory)

Rekneme, Ze topologicky prostor je T1-prostor, jestlize kazdé jeho dva body maji okoli neobsahujici druhy
bod.

TVRZENI (Vlastnosti T; -prostoru)

Kazdy Ty -prostor je To-prostor.

KaZzdy prostor jemnéjsi neZ T1-prostor je Ty-prostor.

Topologicky prostor je T1-prostory prdvé kdyz je kaZdy jeho bod uzavieny.
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To-prostory
Tq1-prostory
T>-prostory
T3-prostory
T 4-prostory

Oddélovani okolimi

DEFINICE (T;-prostory)

Rekneme, Ze topologicky prostor je T1-prostor, jestlize kazdé jeho dva body maji okoli neobsahujici druhy
bod.

TVRZENI (Vlastnosti T; -prostoru)

Kazdy Ty -prostor je To-prostor.

KaZzdy prostor jemnéjsi neZ T1-prostor je Ty-prostor.
Topologicky prostor je T1-prostory prdvé kdy?Z je kazdy jeho bod uzavreny.

Trida vSech T1-prostorii je uzaviend na souciny, podprostory a soucty.

3. Oddélovani



To-prostory
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T>-prostory
T3-prostory
T 4-prostory

Oddélovani okolimi

DEFINICE (T;-prostory)

Rekneme, Ze topologicky prostor je T1-prostor, jestlize kazdé jeho dva body maji okoli neobsahujici druhy
bod.

TVRZENI (Vlastnosti T; -prostoru)

Kazdy Ty -prostor je To-prostor.

KaZzdy prostor jemnéjsi neZ T1-prostor je Ty-prostor.
Topologicky prostor je T1-prostory prdvé kdy?Z je kazdy jeho bod uzavreny.
Trida vsech T1-prostorii je uzaviend na souciny, podprostory a Soucty.

Kvocient Ty -prostoru nemusi byt To-prostor.
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To-prostory
Tq1-prostory
T>-prostory
T3-prostory
T 4-prostory

Oddélovani okolimi

DEFINICE (T;-prostory)

Rekneme, Ze topologicky prostor je T1-prostor, jestlize kazdé jeho dva body maji okoli neobsahujici druhy
bod.

TVRZENI (Vlastnosti T; -prostoru)

Kazdy Ty -prostor je To-prostor.

KaZzdy prostor jemnéjsi neZ T1-prostor je Ty-prostor.
Topologicky prostor je T1-prostory prdvé kdy?Z je kazdy jeho bod uzavreny.
Trida vsech T1-prostorii je uzaviend na souciny, podprostory a Soucty.
Kvocient T1-prostoru nemusi byt To-prostor.
@ 7vida viech Ty-prostorii je epireflektivni v kategorii topologickych prostorii. (Pfislusnd reflekce
prostoru se nazyvd jeho T1-modifikact.)

» Dikaz
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Tq1-prostory
T>-prostory
T3-prostory
T 4-prostory

Oddélovani okolimi

DEFINICE (T;-prostory)

Rekneme, Ze topologicky prostor je T1-prostor, jestlize kazdé jeho dva body maji okoli neobsahujici druhy
bod.

TVRZENI (Vlastnosti T; -prostoru)

Kazdy Ty -prostor je To-prostor.

KaZzdy prostor jemnéjsi neZ T1-prostor je Ty-prostor.

Topologicky prostor je T1-prostory prdvé kdy?Z je kazdy jeho bod uzavreny.
Trida vsech T1-prostorii je uzaviend na souciny, podprostory a Soucty.
Kvocient T1-prostoru nemusi byt To-prostor.

Trida vSech Ty -prostorii je v kategorii topologickych prostorii. (Prislusnd reflekce
prostoru se nazyvd jeho 2)

Na rozdil od To-prostort nelze popsat T1-modifikaci jednoduchou ekvivalenci. Pfislusna re-
flektivni zobrazeni jsou opét kvocientovd, ale obecné nejsou slabé vytvarejici.
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To-prostory
T1-prostory
T2-prostory
T3-prostory
T 4-prostory

Oddélovani okolimi

Oddé i funkcemi

Dalsim zesilenim je poZadavek, aby oddélujici okoli byly disjunktni. Dostane se tak velmi
dulezita tiida topologickych prostora.
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To-prostory
T1-prostory
T2-prostory
T3-prostory

Oddélovani okolimi

T 4-prostory

DEFINICE (T2-prostory)

Rekneme, Ze topologicky prostor je Ta-prostor, jestlize kazdé jeho dva body maji disjunktni okoli.
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To-prostory
T1-prostory
T2-prostory
T3-prostory
T 4-prostory

Oddélovani okolimi
Oddé ni funkcemi

DEFINICE (T2-prostory)

Rekneme, Ze topologicky prostor je Ta-prostor, jestlize kazdé jeho dva body maji disjunktni okoli.

3
(*e)

Ta-prostory se Casto nazyvaji Hausdorffovy prostory, protoze Felix Hausdorff je ve své knize
z1.1914 zavedl.
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To-prostory
T1-prostory
T2-prostory
T3-prostory

Oddélovani okolimi
Oddé ni funkcemi

T 4-prostory

DEFINICE (T2-prostory)

Rekneme, Ze topologicky prostor je Ta-prostor, jestlize kazdé jeho dva body maji disjunktni okoli.

Ta-prostory se Casto nazyvaji Hausdorffovy prostory, protoze Felix Hausdorff je ve své knize
z1.1914 zavedl.

Kazdy metrizovatelny i uspotfadatelny prostor je T2-prostor. Hruby Ty -prostor na nekonecné
mnoziné neni T2-prostor.
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To-prostory
T1-prostory
T2-prostory
T3-prostory

Oddélovani okolimi

T 4-prostory

DEFINICE (T2-prostory)

Rekneme, Ze topologicky prostor je Ta-prostor, jestlize kazdé jeho dva body maji disjunktni okoli.

TVRZENI (Vlastnosti T -prostoru)

Kazdy T»-prostor je T1-prostor.
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To-prostory
T1-prostory
T2-prostory
T3-prostory

Oddélovani okolimi
Oddélovani funkcemi

T 4-prostory

DEFINICE prostory)

Rekneme, Ze topologicky prostor je Ta-prostor, jestlize kazdé jeho dva body maji disjunktni okoli.

KaZdy prostor jemnéjsi nez To-prostor je Ta-prostor.
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To-prostory
T1-prostory
T2-prostory
T3-prostory

Oddélovani okolimi
Oddélovani funkcemi

T 4-prostory

DEFINICE (T2-prostory)

Rekneme, Ze topologicky prostor je Ta-prostor, jestlize kazdé jeho dva body maji disjunktni okoli.

Topologicky prostor je T-prostor pravé kdyZ kaZdy jeho usmérnény soubor md nejvyse jednu limitu.
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To-prostory
T1-prostory
T2-prostory
T3-prostory

Oddélovani okolimi
Oddélovani funkcemi

T 4-prostory

DEFINICE (T2-prostory)

Rekneme, Ze topologicky prostor je Ta-prostor, jestlize kazdé jeho dva body maji disjunktni okoli.

Trida vSech Ta-prostorii je uzaviend na souciny, podprostory a soucty.
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To-prostory
T1-prostory
T2-prostory
T3-prostory

Oddélovani okolimi
Oddélovani funkcemi

T 4-prostory

DEFINICE (T2-prostory)

Rekneme, Ze topologicky prostor je Ta-prostor, jestlize kazdé jeho dva body maji disjunktni okoli.

Kvocient Ta>-prostoru nemusi byt To-prostor.
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Oddélovani okolimi
Oddélovani funkcemi

T 4-prostory

DEFINICE (T2-prostory)

Rekneme, Ze topologicky prostor je Ta-prostor, jestlize kazdé jeho dva body maji disjunktni okoli.

A 7vida vsech Tx-prostorii je epireflektivni v kategorii topologickych prostorii. (Prislusnd reflekce
prostoru se nazyvd jeho T>-modifikact.)

» Ditkaz
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To-prostory
T1-prostory
T2-prostory
T3-prostory

Oddélovani okolimi
Oddélovani funkcemi

T 4-prostory

DEFINICE (T2-prostory)

Rekneme, Ze topologicky prostor je Ta-prostor, jestlize kazdé jeho dva body maji disjunktni okoli.

Ani T2-modifikaci nelze popsat jednoduchou ekvivalenci. Pfislu$na reflektivni zobrazeni jsou
opét kvocientovd, ale obecné nejsou slabé vytvarejici.
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To-prostory
T1-prostory
T2-prostory
T3-prostory
T 4-prostory

Oddélovani okolimi

Z nasledujicich tvrzeni bude vidét dulezitost Hausdorffovych prostori. Jsou to tvrzeni,
kterd znite z matematické analyzy (jedno takové tvrzeni o jednoznacnosti limit jiz bylo na
predchozi strance).
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T2-prostory
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T 4-prostory

Oddélovani okolimi

TVRZENI (Zobraze o T>-prostoru)

Necht f, g jsou spojitd zobrazeni topologického prostoru X do Ta-prostoru Y. Pak mnoZina
{x € X;f(x) = g(x)} je uzaviend v X.

» Dikaz
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To-prostory
T1-prostory
T2-prostory
T3-prostory
T 4-prostory

Oddélovani okolimi

TVRZENI (Zobraze o T>-prostoru)

Necht f, g jsou spojitd zobrazeni topologického prostoru X do Ta-prostoru Y. Pak mnoZina
{x € X;f(x) = g(x)} je uzaviend v X.

» Dikaz

) Toto tvrzeni m4 disledek, ktery bude asto pouzivén. Rikd, Ze pokud Ize spojit& rozsitit spo-
jité zobrazeni do Hausdorffova prostoru z husté ¢asti na cely prostor, pak je takové rozsiteni
jediné.
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To-prostory
T1-prostory
T2-prostory
T3-prostory

Oddélovani okolimi

T 4-prostory

TVRZEN obrazeni do T>-prostoru)

Necht f, g jsou spojitd zobrazent topologického prostoru X do Ta-prostoru Y. Pak mnoZina
{x € X; f(x) = g(x)} je uzaviend v X.

» Ditkaz
3 o . v vs 2 X s v celw e
) Toto tvrzeni ma disledek, ktery bude Casto pouZzivan. Rikd, Ze pokud lze spojité rozsifit spo-
’ jité zobrazeni do Hausdorffova prostoru z husté ¢asti na cely prostor, pak je takové rozsiteni
jediné.

) Muzete i ukdzat, ze jak predchozi véta tak nasledujici prvni dusledek charakterizuji Hausdor-
ffovy prostory (tj. napf. pro disledek: neni-li Y Hausdorfflv, existuji dvé rizna spojitd zob-
razeni z néjakého prostoru X do Y, kterd se shoduji na husté podmnoziné X).

3. Oddélovani



To-prostory
T1-prostory
T2-prostory
T3-prostory
T 4-prostory

Oddélovani okolimi

TVRZENI (Zobrazeni do T,-prostoru)

Necht f, g jsou spojitd zobrazeni topologického prostoru X do Ta-prostoru Y. Pak mnoZina
{x € X;f(x) = g(x)} je uzaviend v X.

» Dikaz

DUSLEDEK

Necht f, g jsou spojitd zobrazeni topologického prostoru X do Ta-prostoru Y, kterd se shoduji na
husté podmnoziné X. Pak se shoduji na X.

» Ditkaz
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To-prostory
T1-prostory
T2-prostory
T3-prostory
T 4-prostory

Oddélovani okolimi

TVRZENI (Zobrazeni do T,-prostoru)

Necht f, g jsou spojitd zobrazeni topologického prostoru X do Ta-prostoru Y. Pak mnoZina
{x € X;f(x) = g(x)} je uzaviend v X.

» Dikaz

DUSLEDEK

Necht f, g jsou spojitd zobrazeni topologického prostoru X do Ta-prostoru Y, kterd se shoduji na
husté podmnoziné X. Pak se shoduji na X.

Je-li podprostor T-prostoru jeho retraktem, je v ném uzavieny.

» Ditkaz
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T1-prostory
T>-prostory
T3-prostory
T 4-prostory

Oddélovani okolimi

Oddélovani funkcemi

) 1 kdyz existuji dal$i mozné variace predchoziho oddélovani dvou boda, nejsou prilis dulezité.
Pro jeden pfiklad viz cviceni.
Dalsim krokem bude oddélovéani bodu a mnoziny.
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To-prostory
T1-prostory
T>-prostory
T3-prostory
T 4-prostory

Oddélovani okolimi
Oddé i funkcemi

DEFINICE (T3-prostory)

Topologicky prostor X se nazyva regularni, jestlize kazdy bod a uzaviena mnozina, ktera jej neobsahuje, maji
disjunktni okoli.
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To-prostory
T1-prostory
T>-prostory
T3-prostory
T 4-prostory

Oddélovani okolimi
Oddélovani funkcemi

DEFINICE (T3-prostory)

Topologicky prostor X se nazyva regularni, jestlize kazdy bod a uzaviena mnozina, ktera jej neobsahuje, maji
disjunktni okoli. Reguldrni To-prostor se nazyva T3-prostor.
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To-prostory
T1-prostory
T>-prostory
T3-prostory

Oddélovani okolimi
Oddélovani funkcemi

T 4-prostory

DEFINICE (T 3-prostory)

Topologicky prostor X se nazyva regularni, jestlize kazdy bod a uzaviend mnoZzina, ktera jej neobsahuje, maji
disjunktni okoli.

2
(o o)

Indiskrétni prostory jsou regularni, kazdy metrizovatelny nebo usporadatelny prostor je T3-
prostor, Sierpinského prostor neni regularni.
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To-prostory
T1-prostory
T>-prostory
T3-prostory
T 4-prostory

Oddélovani okolimi
Oddé ni funkcemi

DEFINICE (T3-prostory)

Topologicky prostor X se nazyva regularni, jestlize kazdy bod a uzaviena mnozina, ktera jej neobsahuje, maji
disjunktni okoli. Reguldrni To-prostor se nazyva

TVRZENI (Vlastnosti T3 -prostoru)

Kazdy reguldrni prostor je symetricky, kaZdy T3-prostor je Ta-prostor.
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To-prostory
T1-prostory
T>-prostory
T3-prostory
T 4-prostory

Oddélovani okolimi
Oddé ni funkcemi

DEFINICE (T3-prostory)

Topologicky prostor X se nazyva regularni, jestlize kazdy bod a uzaviena mnozina, ktera jej neobsahuje, maji
disjunktni okoli. Reguldrni To-prostor se nazyva

TVRZENI (Vlastnosti T3 -prostoru)

Kazdy reguldrni prostor je symetricky, kaZdy T3-prostor je Ta-prostor.

Prostor X je reguldrni prdavé kdyZ md kaZdy bod bdzi okoli sloZenou z uzavienych mnoZin.
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To-prostory
T1-prostory
T>-prostory
T3-prostory
T 4-prostory

Oddélovani okolimi

DEFINICE (T3-prostory)

Topologicky prostor X se nazyva regularni, jestlize kazdy bod a uzaviena mnozina, ktera jej neobsahuje, maji
disjunktni okoli. Reguldrni To-prostor se nazyva

TVRZENI (Vlastnosti T3 -prostoru)

Kazdy reguldrni prostor je symetricky, kaZdy T3-prostor je Ta-prostor.
Prostor X je reguldrni pravé kdyZ md kazdy bod bdzi okoli sloZenou z uzavienych mnoZin.

Trida vSech reguldrnich (nebo T3-prostorii) je uzaviend na souciny, podprostory a soucty.
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To-prostory
T1-prostory
T>-prostory
T3-prostory
T 4-prostory

Oddélovani okolimi

DEFINICE (T3-prostory)

Topologicky prostor X se nazyva regularni, jestlize kazdy bod a uzaviena mnozina, ktera jej neobsahuje, maji
disjunktni okoli. Reguldrni To-prostor se nazyva

TVRZENI (Vlastnosti T3 -prostoru)

Kazdy reguldrni prostor je symetricky, kaZdy T3-prostor je Ta-prostor.
Prostor X je reguldrni pravé kdyZ md kazdy bod bdzi okoli sloZenou z uzavienych mnoZin.
TFida vSech reguldrnich (nebo T3-prostorii) je uzaviend na souciny, podprostory a Soucty.

B3 Kvocient T3-prostoru nemusi byt reguldrni prostor; jemnéjsi topologie neZ Tz-prostor nemust byt
reguldrni.
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To-prostory
T1-prostory
T>-prostory
T3-prostory
T 4-prostory

Oddélovani okolimi

DEFINICE (T3-prostory)

Topologicky prostor X se nazyva regularni, jestlize kazdy bod a uzaviena mnozina, ktera jej neobsahuje, maji
disjunktni okoli. Reguldrni To-prostor se nazyva

TVRZENI (Vlastnosti T3 -prostoru)

Kazdy reguldrni prostor je symetricky, kaZdy T3-prostor je Ta-prostor.
Prostor X je reguldrni pravé kdyZ md kazdy bod bdzi okoli sloZenou z uzavienych mnoZin.
TFida vSech reguldrnich (nebo T3-prostorii) je uzaviend na souciny, podprostory a Soucty.
Kvocient Tz-prostoru nemusi byt reguldrni prostor, jemnéjsi topologie neZ Tz-prostor nemusi byt
reguldrni.

Trida vSech reguldrnich prostorii je bireflektivni v kategorii topologickych prostorii. (PFislusnd reflekce
prostoru se nazyvd jeho reguldrni modifikact).

3. Oddélovani



To-prostory
T1-prostory
T>-prostory
T3-prostory
T 4-prostory

Oddélovani okolimi

DEFINICE (T3-prostory)

Topologicky prostor X se nazyva regularni, jestlize kazdy bod a uzaviena mnozina, ktera jej neobsahuje, maji
disjunktni okoli. Reguldrni To-prostor se nazyva

TVRZENI (Vlastnosti T3 -prostoru)

Kazdy reguldrni prostor je symetricky, kaZdy T3-prostor je Ta-prostor.

Prostor X je reguldrni pravé kdyZ md kazdy bod bdzi okoli sloZenou z uzavienych mnoZin.

TFida vSech reguldrnich (nebo T3-prostorii) je uzaviend na souciny, podprostory a Soucty.
Kvocient Tz-prostoru nemusi byt reguldrni prostor, jemnéjsi topologie neZ Tz-prostor nemusi byt
reguldrni.
Trida vsech reguldrnich prostorii je v kategorii topologickych prostorii. (Prislusnd reflekce
prostoru se nazyvd jeho )-

@ T¥ida viech Ts-prostorii je epireflektivni v kategorii topologickych prostorii. (PFislusnd reflekce
prostoru se nazyvd jeho T3-modifikaci).

» Ditkaz

3. Oddélovani



To-prostory
T1-prostory
T>-prostory
T3-prostory
T 4-prostory

Oddélovani okolimi

Reguldrni prostory maji podobné jako Hausdorffovy prostory vyznacnou vlastnost pro
rozSifovani zobrazeni. Muzete ukazat, Ze tato vlastnost charakterizuje reguldrni prostory.

Oddélovani



To-prostory
T1-prostory
T>-prostory
T3-prostory
T 4-prostory

Oddélovani okolimi

TVRZENI (Rozsifeni zobrazeni do regularniho prostoru)

Necht A je hustd &dst prostoru X a f je zobrazeni X do reguldrniho prostoru, které je spojité na kaZzdém
podprostoru AU {x},x € X. Pak je f spojité na X.

» Dikaz

3. Oddélovani



To-prostory
T1-prostory
T>-prostory
T3-prostory
T 4-prostory

Oddélovani okolimi

TVRZENI (Rozsifeni zobrazeni do regularniho prostoru)

Necht A je hustd &dst prostoru X a f je zobrazeni X do reguldrniho prostoru, které je spojité na kaZzdém
podprostoru AU {x},x € X. Pak je f spojité na X.

» Dikaz
(9] Vyznam predchozi véty tkvi v tom, Ze staci (do reguldarniho prostoru) rozsifovat spojité zob-
¥ . P . ve P . . s oov z 3 z
razeni na jednotlivé body, tj. pfi dokazovani spojitosti neni tieba brat v tvahu ostatni body v
rozsiteni.

3. Oddélovani



To-prostory
T1-prostory
T>-prostory
T3-prostory
T 4-prostory

Oddélovani okolimi

Oddélovani funkcemi

Po oddélovani dvou bodti a bodu od mnoziny je dalsim krokem oddélovani dvou mnozin.

3. Oddélovani



To-prostory
T1-prostory
T>-prostory
T3-prostory
T 4-prostory

Oddélovani okolimi

DEFINICE prostory)

Topologicky prostor X se nazyva normalni, jestlize kazdé jeho dvé disjunktni uzaviené mnoZiny maji
disjunktni okoli.

3. Oddélovani



To-prostory
T1-prostory
T>-prostory
T3-prostory
T 4-prostory

Oddélovani okolimi

DEFINICE prostory)

Topologicky prostor X se nazyva normalni, jestlize kazdé jeho dvé disjunktni uzaviené mnoZiny maji
disjunktni okoli.
Normadlni Ty -prostor se nazyva T4-prostor.

3. Oddélovani



To-prostory
T1-prostory
T>-prostory
T3-prostory
T 4-prostory

Oddélovani okolimi

DEFINICE prostory)

Topologicky prostor X se nazyva normalni, jestlize kazdé jeho dvé disjunktni uzaviené mnoZiny maji
disjunktni okoli.
Normadlni Ty -prostor se nazyva T4-prostor.

Indiskrétni prostory jsou normalni, Sierpifiského prostor je normdlni. Kazdy metrizovatelny
nebo usporadatelny prostor je T4-prostor (pro usporadatelny prostor, obecnéji i pro GO-
prostor, neni uz dikaz jednoduchy — viz Cviceni). V Piikladech jsou uvedeny T3-prostory,
které nejsou normalni.

3. Oddélovani



To-prostory
T1-prostory
T>-prostory
T3-prostory
T 4-prostory

Oddélovani okolimi

DEFINICE (T 4-prostory)

Topologicky prostor X se nazyva normalni, jestlize kazdé jeho dvé disjunktni uzaviené mnoZiny maji
disjunktni okoli.
Normadlni Ty -prostor se nazyva T4-prostor.

TVRZENI (Vlastnosti T,-prostori)

Kazdy Ta-prostor je T3-prostor.

3. Oddélovani



To-prostory
T1-prostory
T>-prostory
T3-prostory
T 4-prostory

Oddélovani okolimi
Oddé i funkcemi

DEFINICE prostory)

Topologicky prostor X se nazyva normalni, jestlize kazdé jeho dvé disjunktni uzaviené mnoZiny maji
disjunktni okoli.
Normadlni Ty -prostor se nazyva T4-prostor.

Prostor X je normdlnit pravé kdyz md kaZdd jeho uzaviend mnoZina bdzi okolt sloZenou z uzavienych
mnoZin.

3. Oddélovani



To-prostory
T1-prostory
T>-prostory
T3-prostory
T 4-prostory

Oddélovani okolimi
Oddé i funkcemi

DEFINICE prostory)

Topologicky prostor X se nazyva normalni, jestlize kazdé jeho dvé disjunktni uzaviené mnoZiny maji
disjunktni okoli.
Normadlni Ty -prostor se nazyva T4-prostor.

Trida vSech normdilnich (nebo Ta-prostorii) je uzaviend na uzaviené podprostory a soucty.

3. Oddélovani



To-prostory
T1-prostory
T>-prostory
T3-prostory
T 4-prostory

Oddélovani okolimi
Oddélovani funkcemi

DEFINICE prostory)

Topologicky prostor X se nazyva normalni, jestlize kazdé jeho dvé disjunktni uzaviené mnoZiny maji
disjunktni okoli.
Normadlni Ty -prostor se nazyva T4-prostor.

B Soucin dvou Ty-prostorii nemusi byt normdlni, kvocient Ta-prostoru nemusi byt normdlni.

» Ditkaz

3. Oddélovani



To-prostory
T1-prostory
T>-prostory
T3-prostory
T 4-prostory

Oddélovani okolimi
Oddélovani funkcemi

DEFINICE (T 4-prostory)

Topologicky prostor X se nazyva normalni, jestlize kazdé jeho dvé disjunktni uzaviené mnoZiny maji
disjunktni okoli.
Normadlni Ty -prostor se nazyva T4-prostor.

Ttida normalnich prostorti se oproti pfedchozim tfiddm chova spiSe nenormélné (dtivod pro
termin ,normalni prostor” je historicky). Pfesto je normalita jako vlastnost prostoru velmi
dilezitd, coz bude vidét i z Uryonovych vét.

3. Oddélovani



T3y /2-prostory

Oddélovani funkcemi Urysonovy véty

V predchozi ¢asti jsme uvedli zuzovani tfid prostori pomoci vlastnosti, které spocivaly v
oddélovani bodi nebo mnoZin jejich okolimi. V kapitole o slabé topologii jsme uvadéli
oddélovani bodi nebo mnozin pomoci zobrazeni. Toto oddélovani md vyhodu v tom, Ze
dostavame popis téchto prostorii pomoci vnoreni do sou¢inu nebo mocniny (napf. vnoreni
do mocniny Sierpifiského prostoru nebo do mocniny diskrétntho dvoubodového prostoru.).

3. Oddélovani



T3y /2-prostory

Oddélovani funkcemi Urysonovy véty

V predchozi ¢asti jsme uvedli zuzovani tfid prostori pomoci vlastnosti, které spocivaly v
oddélovani bodi nebo mnoZin jejich okolimi. V kapitole o slabé topologii jsme uvadéli
oddélovani bodi nebo mnozin pomoci zobrazeni. Toto oddélovani md vyhodu v tom, Ze
dostavame popis téchto prostorii pomoci vnoreni do sou¢inu nebo mocniny (napf. vnoreni
do mocniny Sierpifiského prostoru nebo do mocniny diskrétntho dvoubodového prostoru.).

) Jinym velmi uziteCnym prostorem je samoziejmé prostor R redlnych ¢isel a da se ocekavat,
Ze prostory, ve kterych lze oddélovat body a mnoZiny spojitymi redlnymi funkcemi, jsou
dulezité.

3. Oddélovani



T3y /2-prostory

Oddélovani funkcemi Urysonovy véty

V predchozi ¢asti jsme uvedli zuzovani tfid prostori pomoci vlastnosti, které spocivaly v
oddélovani bodi nebo mnoZin jejich okolimi. V kapitole o slabé topologii jsme uvadéli
oddélovani bodi nebo mnozin pomoci zobrazeni. Toto oddélovani md vyhodu v tom, Ze
dostavame popis téchto prostorii pomoci vnoreni do sou¢inu nebo mocniny (napf. vnoreni
do mocniny Sierpifiského prostoru nebo do mocniny diskrétntho dvoubodového prostoru.).

) Jinym velmi uziteCnym prostorem je samoziejmé prostor R redlnych ¢isel a da se ocekavat,
Ze prostory, ve kterych lze oddélovat body a mnoZiny spojitymi redlnymi funkcemi, jsou
dulezité.

3. Oddélovani



T3y /2-prostory

Oddélovani funkcemi Urysonovy véty

Nebudeme se zabyvat vlastnosti, Ze C(X) oddéluje body prostoru X (pro struény popis viz
cviceni). Pfejdeme rovnou k oddélovani bodi a uzavienych mnozin spojitymi realnymi funk-
cemi, protoze toto oddélovani dava vnoreni do soucinu.

3. Oddélovani



Oddé ni okolimi T31/2—prostory
Oddélovani funkcemi Urysonovy véty

DEFINICE (Uplné regularni prostory)

Topologicky prostor se nazyva tiplné reguldrni, jestlize C(X) oddéluje body a uzaviené mnoziny.

3. Oddélovani



Oddélovani okolimi T31/2—proston/

Oddélovani funkcemi Urysonovy véty

Upln& reguldrni To-prostor se nazyva T, 1 -prostor.

3. Oddélovani



Oddélovani okolimi T31/2—prostory

Oddélovani funkcemi Urysonovy véty

2 Indiskrétni prostory jsou Gplné reguldrni, Sierpinského prostor nenf Gplné reguldrni, metrizo-
vatelné nebo usporddatelné (obecnéji i GO-prostory) jsou T 1 -prostory.

2
Definice oddélovani bodti od uzavienych mnozin neni zrovna jednoduchd. V nasem piipadé
Ize popis znacné zjednodusit.

3. Oddélovani



Oddélovani okolimi T31/2—prostory

Oddélovani funkcemi Urysonovy véty

TVRZENI (Vlastnosti T3 1 -prostoru)
2

Prostor X je uiplné reguldrni prdavé kdyzZ pro kaZdy jeho bod x a uzavienou mnoZinu F, kterd x
neobsahuje, existuje spojitd funkce f : X — [0, 1] takovd, Ze f(x) = 0,f(y) = 1prokaZdéy € Y.

3. Oddélovani



Od ni okolimi T31/2—proston/

Oddélovani funkcemi Urysonovy véty

KaZdy Ta-prostor je T, 1 -prostor, kazdy Ty 1 -prostor je Tz-prostor, kaZdy tiplné reguldrni prostor je

reguldrni, kaZdy normdlni symetricky prostor je viplné reguldrni.

3. Oddélovani



Oddélovani okolimi T31/2—proston/

Oddélovani funkcemi Urysonovy véty

Trida vSech tiplné reguldrnich (nebo T, 1 -prostorii) je uzavend na souciny, podprostory a soucty.
2

3. Oddélovani



Oddélovani okolimi T31/2—proston/

Oddélovani funkcemi Urysonovy véty

A Kvocient T3 1 -prostoru nemusi byt iplné reguldrni prostor, jemnéjsi topologie nez T 1 -prostor nemusi
2

byit tiplné reguldrni.

3. Oddélovani



Oddélovani okolimi T31/2—proston/

Oddélovani funkcemi Urysonovy véty

Trida vSech uplné reguldrnich prostoru je bireflektivni v kategorii topologickych prostoru. (Prislusnd
reflekce prostoru se nazyvd jeho tiplné reguldrni modifikact).

3. Oddélovani



Oddélovani okolimi T31/2—proston/

Oddélovani funkcemi Urysonovy véty

A 71vida vsech T51 -prostorii je epireflektivni v kategorii topologickych prostorii. (Prislusnd reflekce
2

prostoru se nazyvd jeho T 1 -modifikact).

3. Oddélovani



Oddélovani okolimi T31/2—proston/

Oddélovani funkcemi Urysonovy véty

3. Oddélovani



Oddélovani okolimi T31/2—proston/

Oddélovani funkcemi Urysonovy véty

3. Oddélovani



Oddélovani okolimi T31/2—proston/

Oddélovani funkcemi Urysonovy véty

3. Oddélovani



T3y /2-prostory

Oddélovani funkcemi Urysonovy véty

Tvrzeni o vkladani do soucinu prostori pouzité na definici dplné reguldrnich prostoru dava
zajimavy popis téchto prostort.

3. Oddélovani



T3y /2-prostory
Oddélovani funkcemi Urysonovy véty

Topologicky prostor je uiplné reguldrni pravé kdy? je slabé vytvoren redlnymi funkcemi.

3. Oddélovani



Od ani okolimi T31/2—prostory

Oddélovani funkcemi Urysonovy véty

Topologicky prostor je viplné reguldrni prdavé kdyZ se dd vnorit do soucinu indiskrétniho prostoru a
mocniny R (nebo mocniny [0, 1]).

3. Oddélovani



Od ani okolimi T31/2—prostory

Oddélovani funkcemi Urysonovy véty

Topologicky prostor je Ty 1 -prostor prdavé kdyz se dd vnorit do mocniny R (nebo mocniny [0, 1]).
2

3. Oddélovani



T3y /2-prostory

Oddélovani funkcemi Urysonovy véty

Vidéli jsme, Ze uplna regularita je silné&jsi vlastnost nez regularita. Neboli, oddélovani boda
a uzavienych mnozin spojitymi redlnymi funkcemi je silnéjsi vlastnost neZ jejich oddélovani
okolimi.

Bude stejna situace u oddélovani uzavienych mnoZin?

Oddélovani



T3y /2-prostory

Oddélovani funkcemi Urysonovy véty

Vidéli jsme, Ze uplna regularita je silné&jsi vlastnost nez regularita. Neboli, oddélovani boda
a uzavienych mnozin spojitymi redlnymi funkcemi je silnéjsi vlastnost neZ jejich oddélovani
okolimi.

Bude stejna situace u oddélovani uzavienych mnoZin?

Protoze dvé mnoziny oddélené spojitou redlnou funkei jsou oddélitelné okolima, otazka zni,
@ zda existuje normdlni prostor, jehoZ néjaké dvé uzaviené disjunktni mnoZiny nelze oddélit
spojitou redlnou funkci? Vynikajici Urysonova véta tvrdi, Ze takovy prostor neexistuje. V
Poznamkach uvadime nastin klasického dukazu této véty; zde uvedeny dukaz je dusledkem
jiné hluboké véty (Stoneovy—Weierstrassovy).

3. Oddélovani



T3y /2-prostory
Oddélovani funkcemi Urysonovy véty

TVRZENI (Urysonova véta o rozsifeni)

Necht X je normdlni prostor, A je jeho uzaviend podmnoZina a f : A — R je spojitd funkce. Pak existuje
spojitd funkce F : X — R, kterd se na A shoduje s f.

» Ditkaz

3. Oddélovani



T3y /2-prostory
Oddélovani funkcemi Urysonovy véty

TVRZENI (Urysonova véta o rozsifeni)

Necht X je normdlni prostor, A je jeho uzaviend podmnoZina a f : A — R je spojitd funkce. Pak existuje
spojitd funkce F : X — R, kterd se na A shoduje s f.

» Ditkaz

DUSLEDEK (Urysonovo lemma)

Necht X je normdlni prostor a A, B jsou jeho disjunktni uzaviené podmnoZiny. Pak existuje spojitd funkce
f : X — [0, 1], kterd md hodnotu 0 na A a hodnotu I na B.

» Ditkaz

3. Oddélovani



T3y /2-prostory
Oddélovani funkcemi Urysonovy véty

TVRZENI (Urysonova véta o rozsifeni)

Necht X je normdlni prostor, A je jeho uzaviend podmnoZina a f : A — R je spojitd funkce. Pak existuje
spojitd funkce F : X — R, kterd se na A shoduje s f.

» Ditkaz

9 V dalSich kapitoldch uvidime, jak 1ze oddélitelnost dvou (nebo kone¢né mnoha) uzavienych
i mnozin v normalnich prostorech popsat pomoci tzv. otevienych pokryti, coz dd moznost po-
kraCovat ddle v oddélovani pomoci vlastnosti otevienych pokryti.

3. Oddélovani
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