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Regularni prostor jen s konstantnimi spoj. funkcemi

3. Poznamky



Epimorfizmy
Epireflektivni tridy Epireflekce v topologickych prostorech

Ti1, T2 a T3-modifikace
Epireflekce v Hausdorffovych prostorech

Lze snadno ukdzat, ze zobrazeni f : P — Q mezi mnozinami je prosté (injekce) pravé kdyz
plati (fg = fh = g = h), kde g, h jsou libovolna zobrazeni.
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¥ Duélné: zobrazeni f : P — @ mezi mnozinami je zobrazeni na Q (surjekce) pravé kdyz
plati (gf = hf = g = h), kde g, h jsou libovoln4 zobrazeni.
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a0
=4
({,-Z‘ Totéz plati pro spojitd zobrazeni mezi topologickymi prostory. Protoze v jinych piipadech
) ne vzdy daji uvedené vlastnosti injekce nebo surjekce, nazyvaji se zobrazeni, kterd spliuji
uvedené implikace, monomorfizmy, resp. epimorfizmy.
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) Takze, napf. spojité zobrazeni f : X — Y mezi regularnimi prostory se nazyva epimorfizmus
ve tiidé vSech reguldrnich topologickych prostoru, jestlize pro libovolna spojitd zobrazeni
g,h: Y — Z do reguldrniho prostoru Z plati gf = hf = g = h.
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- Monomorfizmy v mnoha tfidach topologickych prostort jsou pravé prosta spojitd zobrazeni.
i Staci, aby zkoumana tfida obsahovala jednobodovy prostor nebo dostatek konstantnich zob-
razeni do prostora z tiidy.
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V této kapitole se setkdvame s tiidami prostord, které jsou soucinové a dédi¢né, ale neobsahuji
vSechny indiskrétni prostory. Takové tiidy tedy nemohou byt bireflektivni.
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V dikazu ekvivalenci riznych popist bireflektivni tiidy byly indiskrétni prostory potieba
pro bijekci prostoru do soucinu a pro to, aby prislusné zobrazeni prostoru na jeho reflekci
(modifikaci), bylo prosté. Nicméné to, Ze toto zobrazeni je na celou modifikaci, zustava. V
abstraktni teorii riznych struktur jsou surjekce nazyvany epimorfizmy a odtud nazev epire-
flekce v nésledujicim tvrzeni. Vyznam epimorfizmu je vSak $irsi, napf. v Hausdorffovych
prostorech jim odpovidaji spojitd zobrazeni na hustou ¢ast — viz cviceni.

TVRZENI (Epireflektivni t¥idy)

Necht C je trida topologickych prostorii uzaviend na homeomorfni obrazy. Ndsledujici viastnosti tridy C jsou
ekvivalentni (vse se vztahuje ke tridé Top vSech topologickych prostorii):

Trida C je soucinovd a dédicnd.
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Trida C je epireflektivni v Top, tj. pro kaZdy topologicky prostor X existuje prostor cX € C a spojité
zobrazeni e z X na cX takové, Ze pro libovolné spojité zobrazeni f z X do prostoru z C existuje spojité
zobrazeni g tak, Ze f = ge.
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Trida C je uzaviend na slabé vytvdreni soubory, kterd oddéluji body.
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Proved'te diikaz stejnym postupem, jako byl diikaz pro bireflektivni tiidy. Uv&domte si, Ze
soucinova tfida je vzdy neprazdnd (soucin prazdného souboru). Ruzné vlastnosti a vztahy
epireflektivnich tfid topologickych prostort najdete ve Cviceni.
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Ty, T2 a Tz-modifikace jsou komplikovanéjsi. Neni mozné napsat piimo ekvivalence, které
tyto modifikaci popisuji. Oproti To-modifikaci nemaji kvocientova zobrazeni na modifikace
tolik hezkych vlastnosti.




Epimorfizmy

Epireflektivni tridy Epireflekce v topologickych prostorech
Ti1, T2 a Tz-modifikace
Epireflekce v Hausdorffovych prostorech

Protoze kazdy Ty -prostor je slabé vytvofen spojitymi zobrazenimi do hrubé Ty -topologie na téZe nosné
mnozing, 1ze T1-modifikaci prostoru X popsat obecnym postupem: ozna¢me X mnozinu X s hrubou

T -topologii a vezméme diagonélni soudin e; mnob6iny zobrazeni C(X, X ) do mocniny XCx X ); pak
e1 : X — e1(X) je T1-modifikace prostoru X.
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Existuje i transfinitni postup. Vezme se ekvivalence urcend relaci x ~ y, jestlize x € y, a
S kvocientovy prostor podle této ekvivalence. Pokud nedostaneme Ty -prostor, postup se opa-
’ kuje. Pro limitni ordindly je tfeba vzit tzv. pfimou limitu zkonstruovanych kvocientovych
zobrazeni. Tento proces se musi na urcitém kroku zastavit (proc?) a vysledkem bude Tj-
modifikace. DokaZte to.
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T>-modifikace

Pro Hausdorffovy prostory je transfinitni konstrukce obdobna ptfedchozi konstrukci pro Tp-modifikaci (za
piislusné relace se berou dvojice bodd, které nelze oddélit disjunktnimi okolimi). Proved te konstrukci.
Na rozdil od T1-prostort vSak pro Hausdorffovy prostory neexistuje hezka mensi tfida, kterd vSechny

Hausdorffovy prostory slabé vytvari. Proto je nutné v popisu T2-modifikace pomoci diagondlniho zobrazeni
do soutinu pouZit misto X vSechny Hausdorffovy prostory mohutnosti | X].
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@) T3z aTs %—modiﬁkace se lis{ od predchozich T;-modifikaci tim, Ze pfislusné tfidy prostora
nejsou uzaviené na jemnéjsi topologie a tedy epireflektivni zobrazeni na modifikace nemuseji
byt kvocienty.
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Protoze To-modifikace reguldrniho prostoru je Tz-prostor, staci sestrojit regularni modifi-
kaci prostoru X — T3-modifikace je pak To-modifikace sestrojené regularni modifikace (ma-
ximdln{ indiskrétni podprostory se stahnou do bodt). Podobné je tomu u dplné regularnich
prostoru.
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Stejné jako u Hausdorffovych prostort neexistuje ani u regularnich prostort hezka mala tiida,
ktera slabé vytvaii vSechny reguldrni prostory. Transfinitni konstrukce reguldrni modifikace
prostoru X také neni jednoduchd. Jako prvni krok lze vzit pro kazdé x € X uzdvéry okoli
v X. Vznikl€ filtry ale nemuseji byt soustavami okoli v néjaké topologii (ktera vlastnost
nemusi byt splnéna?). Je nutné vzit nejjemnéjsi topologii hrubsi neZ vznikld tzy. pretopologie
a pokracovat transfinitné dale.
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Na minulé strance bylo zduraznéno, Ze se jednd o zkoumdni modifikaci ve téidé vSech to-
pologickych prostori. V této tiidé jsou epimorfizmy totozné se spojitymi surjekcemi. Co
kdyz budeme zkoumat modifikace jen Hausdorffovych prostori? Pro né jsou epimorfizmy
totozné se spojitymi zobrazenimi na hustou ¢ast oboru hodnot. Tim dochdzi ke zméné v
dédicnosti, protoze neni nutné, aby kazdy podprostor prostoru z C ndlezel do C, staci jen
uzaviend dédicnost.
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TVRZENI (Epireflektivni t¥idy v T5)

Necht C je trida topologickych Ta-prostorii uzaviend na homeomorfni obrazy. Ndsledujici viastnosti tiidy C
Jjsou ekvivalentni:

Trida C je soucinovd a uzaviené dédicnd.
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TFida C je epireflektivni ve tFidé Topo Hausdorffovych prostorii, tj. pro kazdy Hausdorffitv prostor X
existuje prostor cX € C a spojité zobrazeni e z X na hustou &dst cX takové, Ze pro libovolné spojité
zobrazeni f z X do prostoru z C existuje spojité zobrazeni g tak, Ze f = ge.
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Postup dikazu je opét stejny jako pro bireflektivni tfidy a predchozi epireflektivni tiidy v Top




Maximalni Hausdorffovy prostory
Regularni prostory

Poznamky k T;-prostoriim Normalni prostory

Urysonovy véty

Kazdy maximalni Hausdorffav prostor je uzavieny v libovolném vétsim Hausdorffové pro-
storu. Existuji vSak prostory, které jsou uzaviené v libovolném vétsim Hausdorffové prostoru
a nejsou maximalni Hausdorffovy prostory (takovy prostor nemuze byt reguldrni).

V pristi kapitole uvidime, Ze kazdy kompaktni Hausdorffiv prostor je maximalni.
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Je zfejmé, jak lze definovat obdobné maximalni nebo minimalni V-prostory, kde V je néjaka
topologicka vlastnost.
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pro ostatni oddélovaci axiémy. Uvedeny priklad pochdzi od Mysiora z r. 1981 a je o dost
jednodussi nez piiklady znamé dfive.
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N~ Tyto priklady lze pouzit ke konstrukci reguldrnich prostora, na nichz je kazda spojita realna
funkce konstantni. Postup 1ze zobecnit:
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Pro kaZdy T1-prostor Y existuje reguldrni prostor X tak, Ze kaZdé spojité zobrazeni X — Y je konstantni.
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Tvrzeni, ze mocnina N“1 neni normalni, 1ze zobecnit na tvrzeni:
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Necht prostor X neni kompakini a k je nespocetné kardindlni &islo aspori tak velké, jako mohutnost néjaké
oteviené bdaze v X. Pak X" neni normdlni.
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Urysonovo lemma se snadno dokdZe v metrizovatelnych prostorech — oddélujici funkce se da
piimo napsat pomoci metriky (zkuste ji najit).
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Tvrzeni Urysonovy véty o rozsiteni spojitych funkci pro metrizovatelné prostory se nazyva Tietzova véta a
rozsiteni spojité redlné omezené funkce z uzavieného podprostoru metrického prostoru lze také piimo popsat.
Existuje nékolik vzorcu a postupu, jak toto rozsifeni popsat. Navic vétSina téchto vzorct dava stejnomérné
spojité zobrazeni, pokud je i pivodni zobrazeni stejnomérné spojité (dostane se tak specidlni piipad
Katétovovy véty. o rozsifeni stejnomérné spojitych funkci).
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Klasicky dikaz Urysonovy véty o rozsiteni spojitych funkei spoéiva na Urysonové lemmatu.
Nas dikaz pro rozsifovani omezenych funkci Urysonovo lemma nepotieboval.
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V Urysonové lemmatu jsou dany dvé disjunktni uzaviené podmnoziny A, B normédlniho pro-
storu X. Polozime Uy = A, U1 = X \ B, takZe U; je okoli Up. ProtoZe X je normdlni,
) existuje okoli U1 mnoziny Up jehoz uzavér lezi v U;. Dile existuji okoli Uz mnoziny Ug
2 . Z
s uzaveérem lezici v Ui a okoli Us mnoziny Ui lezici s uzdvérem v U;. Indukei se sestroji
2 4 2
oteviené mnoziny Uy, kde r je &islo tvaru k/2", n € N,0 < k < 2", které jsou okoli Up a

U, C Us jakmile r < s.
Nyni stali polozit f(x) = inf{r; x € U, } a dokézat, Ze f je spojitd funkce.
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Pro diikaz Urysonovy véty stali pfedpoklddat, Ze dand funkce f : A — R md hodnoty v [0, 1] (omezené
funkce se snadno homeomorfizmem prevedou na funkce s hodnotami v libovolném daném omezeném
intervalu, pro neomezené funkce se pouzije postup uvedeny v nasem diikazu Urysonovy véty.

Urysonovo lemma déva spojitou funkci g1 : X — [0, 1], kterd ma nulové hodnoty na f~1([0,1/3]) a
hodnoty 1 na f=1([2/3, 1]). Potom |f(x) — g1(x)| < 2/3. Pro funkci f — g1 se podobnym zplisobem najde
spojité funkce g2 : X — [0, 1/3] tak, Ze |(f(x) — g1(x)) — g2(x)| < (2/3)?. Indukef se sestroji spojité
funkce g : X — [0, (1/3)™] tak, Ze |f(x) — > ;< , 8i(x)| < (2/3)". Nyni staci za hledané rozsifeni vzit

F(x) =37 &
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