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Diikaz.

Tvrzeni 1 je trividlni, tvrzeni 4 plyne z 2 a z obecného tvrzeni o epireflekcich. Pro
tvrzeni 3 viz ptiklady. Zbyva tvrzeni 2, z néhoz je mozna netrividlni jen soucinovost.
Je-li X =T1X; a x, y jsou dva rizné body X, pak existuje index a tak, Ze projekce xa, ya
obou bodu jsou ruzné. Je-li X, To-prostor, existuje oteviend mnozina G v X, obsahujici
pravé jeden z bodd x,, y,. Potom pr, 1(G) je oteviend mnoZina v X obsahujici pravé

jeden z bodu x, y. |
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Je mozné odkazat na pfedchozi dikaz s malou trividlni modifikaci dikazu
soucinovosti. O




Je mozné odkazat na diikaz podobné véty pro To-prostory s malou trividlni modifikaci
diikazu soucinovosti. Duikaz implikace = v tvrzeni 3 je stejny jako dikaz
jednoznacnosti limity pro limity posloupnosti v matematické analyze. Pokud X neni
T,-prostor, existuji dva body x, y € X takové, Ze pro kazdé jejich okoli U, V existuje
xy,v € UnN V.Pak usmérmény soubor {xy v; U okoli x, V' okoli } konverguje k obéma
bodim x, y. [l
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Nechi médme x € X s vlastnosti f(x) # g(x). ProtoZe Y je Ta-prostor, existuji dvé
disjunktni okoli U, V bodu f(x), g(x) v Y. ProtoZe f, g jsou spojitd, existuje okoli W/
bodu x v X tak, ze f(W) C U, g(W) C V. Tedy pro kazdy bod z € W je

f(z) # &(2). a
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Podle piedchozi véty je mnoZina {x € X; f(x) = g(x)} je uzaviend v X a podle
predpokladu obsahuje hustou ¢ast X. Tedy se musi rovnat X. O
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Pro bireflekci a epireflekci viz odkazy v tvrzeni, pro tvrzeni 4 viz priklady na kvocienty
a priklady na jemnéjsi topologie. Ze zbyvajicich tvrzeni dokdZeme opét jen soucinovost.
Je-li X = MX, soucin reguldrnich prostort a U = MU, bazové okoli bodu x = {x,} v
X, existuje pro kazdé a okoli V bodu x, v X, tak, ze V,c U, (podle tvrzeni 2 této
véty), pfiéemz V, = X, pokud U, = X,. Potom V =MV, je okolix v X a V C U.
Podle tvrzeni 2 je X regularni. O
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Necht f : X — Y md vlastnost popsanou ve vété a Y je regularni prostor. Zvolme

x € X a V okoli f(x) v Y. Mame najit okoli U bodu x v X tak, Ze f(U) C V. Existuje
okoli W bodu f(x) v Y tak, ze W C V. Dile existuje okoli U bodu x v X tak, Ze

f(z) € W jakmile z € UN A. Necht u € U\ A. Ziejmé je u € U N A. Protoze f je

spojitdna AU {u}, je f(u) € F(UNA) C W C V. Diikaz je hotov. O
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Pro tvrzeni 4 viz piiklady na kvocienty, priklady na souciny a ptiklady na podprostory
normalnich prostort.. Ostatni tvrzeni maji pfimé jednoduché dikazy. O
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TVRZENI (Vlastnosti T3% -prostoru)

Prostor X je uplné reguldrni praveé kdyz pro kaZdy jeho bod x a uzavienou
mnoZinu F, kterd x neobsahuje, existuje spojitd funkce f : X — [0, 1] takovd, Ze
f(x)=0,f(y)=1prokazdéy € Y.

Kazdy T4-prostor je T31 -prostor, kaZdy T3 -prostor je Ts-prostor, kazdy iplné
reguldrni prostor je regularm kaZdy normalni symetricky prostor je tiplné
reguldrni.

Trida vSech iiplné reguldrnich (nebo Ts1-prostorii) je uzaviend na souciny,

2
podprostory a soucty.

B Kvocient T 1-prostoru nemust byt viplné reguldrni prostor, jemnéjsi topologie nez
T3% -prostor nemust byt tiplné reguldrni.

TFida vsech uplné reguldrnich prostori je bireflektivni v kategorii topologickych
prostoru. (Prislusnd reflekce prostoru se nazyvd jeho uplné reguldrni modifikaci).

[@ Trida vsech T3% -prostori je epireflektivni v kategorii topologickych prostorii.
(Prislusnd reflekce prostoru se nazyvd jeho T3% -modifikaci).



uplné regularni,
x € X a F je uzaviend mnozina v X neobsahujici x (pak U = X \ F je okoli x v
X. Podle definice existuje kone¢né mnoho funkei f1, ..., f, : X — R a oteviené
mnoziny Gi, ..., G, v R tak, Ze fi(x) € G;,i < na();., fl-_l(G,-) C U. Posunutim
funkef 1ze dosdhnout toho, Ze f;(x) = 0 a jejich vynasobenim vhodnou konstantou
toho, 7e G; C (—1,1). Za hledanou funkci nynf stadi vzit
f = min(L, | |-[f]... ).
To, Ze kazdy tuplné reguldrni prostor je regulérni, je zfejmé. Tvrzeni o normalnim
prostoru plyne z pozdéjSiho Urysonova lemmatu.
Opét je méné jednoduchd soucinovost. Zvolme x = {x,} =€ X =X, a
U = T U, jeho bazové okoli, pro které je U, # X, pro indexy a € K, K konecnd
mnozina. Jsou-li vS§echny prostory X, tplné regularni, existuje pro kazdé a € K
spojitd funkce f; : X; — [0, 1] s hodnotou 0 v x, a hodnotou 1 mimo U, (podle
tvrzeni 1). Pak funkce f({y.} = >,k fa(Va) je spojitd redlnd funkce na X
oddélujici bod x od doplitku U.
Viz piiklady na kvocienty a priklady na jemnéjsi topologie.
Posledni dvé tvrzeni vyplyvaji z vlastnosti 3 a z odkazii na epireflekce a bireflekce
ve VEte.

=

O
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Tvrzeni 1 vyplyva z definice tplné€ regularnich prostort, tvrzeni 2 a 3 z véty o vnoren{
do soucinu. O




TVRZENI (Urysonova véta o rozsifeni)

Necht X je normdlni prostor, A je jeho uzaviend podmnozina a f : A — R je spojitd
funkce. Pak existuje spojitd funkce F : X — R, kterd se na A shoduje s f.

DUSLEDEK (Urysonovo lemma)
Necht X je normdlni prostor a A, B jsou jeho disjunkitni uzaviené podmnoZiny. Pak

existuje spojitd funkce f : X — [0, 1], kterd md hodnotu 0 na A a hodnotu I na B.



Miizeme predpokladat, Ze normalni prostor X je T; a tedy T3z. (viz cviceni). Podle
charakterizace normality pomoci pokryti tvoti vSechna kone&né oteviend pokryti bazi
uniformity ¢/ na X, jejiz ziZeni V na A je uniformita majici za bazi opét vSechna
konecna oteviena pokryti (zde se pouziva uzavienost mnoziny A). Funkce

f:(AV) — R je zfejmé stejnomérné spojitd. Predpoklddejme nyni, Ze f je omezend,
napt. f(A) C [a, b] pro néjakd a, b € R. Podle Kat&tovovy véty existuje stejnomérné
spojitd funkce F : (X,U) — [a, b] rozsifujici f, coZ je hledand funkce.

Z dokdzaného tvrzeni vyplyvd ihned Urysonovo lemma (f : AU B :— [0,1],f = 0 na
A,f =1naB.

Necht je nyni f : A — R neomezend. Potom je g = arctg o f spojitd omezend funkce
A — (—7/2,m/2) a tedy podle prvni dokdzané ¢asti existuje jeji spojité rozsitent

G : X — [-7/2,7/2). Oznaéme P = G~{—n/2,7/2}. Zfejmé je mnoZina P
uzaviena a disjunktni s A. Podle dokdzaného Urysonova lemmatu existuje spojita
funkce h: X — [0,1],h=1na Aa h = 0na P. Ndsobek hG je spojitd funkce

X — (—m/2,7/2), kterd na A splyvd s G. Tedy funkce tg o (hG) je hledané spojité
rozsiteni funkce f na X. ]
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