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3. Priklady



Axiémy oddélitelnosti jsou riizné
Kvocienty

Porovnani T; topologii
Normalni prostory

Priklady T;-prostorti, které nejsou T;

Zdvojenim bodu (napf. 0 v [0, 1]) v Hausdorffové prostoru se ziskd T1-prostor, ktery neni Hausdorffav.
Zdvojenim bodu xo v T2-prostoru X se mini prostor Y = X U {x{}, kde X je otevieny podprostor v
Y a okoli bodu {x}} jsou mnoziny {x{} U (U \ {x0}), U jsou okoli xp v X (popiste toto zdvojeni
pomoci kvocientu souctu dvou kopif X).
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Axiémy oddélitelnosti jsou riizné
Kvocienty

Porovnani T; topologii
Normalni prostory

Priklady T;-prostorti, které nejsou T

Zjemnénim topologie na [0, 1] 1ze setrojit prostor, ktery neni reguldrni (samoziejmé bude
Hausdorffiv). Napf. z pivodnich okoli bodu 0 uberte posloupnost konvergujici k 0.
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Axiémy oddélitelnosti jsou riizné
Kvocienty

Porovnani T; topologii
Normalni prostory

Priklady T;-prostorti, které nejsou T;

Existuje T3-prostor, ktery neni tplné reguldrni.
[Nédvod: X je podmnoZina roviny {(x,y); x > 0,0 < y < 2} spolu s +o0o. Kazdy bod (x,y) sy > 0
je izolovany, bod +oo mé bézi okoli {+oc0} U {(x,y); x > k}, k € N. Bod (x, 0) md bazi okoli
{(x,0)} U{(x,y) € X,y & F}U{(x+t,t);t € (0,2] \ F}, kde F je kone¢nd mnozina. Je-li f
spojitd redlna funkce na X, kterd ma hodnotu 0 pro [0, 1] x {0}, pak i f(+o0) = 0. X tedy neni tpln&
reguldrni, zfejmé je reguldrni.]
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Axiémy oddélitelnosti jsou riizné
Kvocienty

Porovnani T; topologii
Normalni prostory

Existuje T3 %—prostor, ktery neni normdlni.

[NéVOdZ Ttida T3 i rostord je soucinovad a dédléné, takZe uvedené piiklady nenormadlnich prostort
jsou | 3 % o
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Axiémy oddélitelnosti jsou riizné
Kvocienty

Porovnani T; topologii
Normalni prostory

Prostory s jednim hromadnym bodem jsou normalni (viz cviceni). Lze proto sestrojit jednoduché
normalni prostory, které nejsou ani metrizovatelné ani usporadatelné. Popiste nekteré.
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Axiémy oddélitelnosti jsou riizné
Kvocienty

Porovnani T; topologii
Normalni prostory

Priklady kvocientii

Dvoubodovy indiskrétni prostor je kvocientem R i [0, 1]. Kvocientové zobrazeni je oteviené a neni

uzaviené (muZe byt zobrazeni T -prostoru na aspoii dvoubodovy indiskrétni prostor uzaviené?). [0, 1]
ma tedy kvocient, ktery neni Tgp.
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Axiémy oddélitelnosti jsou riizné
Kvocienty

Porovnani T; topologii
Normalni prostory

Sierpiriského prostor je kvocientem R i [0, 1]. Kvocientové zobrazeni Ize nalézt oteviené ale nikoli
uzaviené (miiZe byt zobrazeni Tq-prostoru na Sierpifiského prostor uzaviené?). [0, 1] md tedy kvocient,
ktery je To aneni Ty.
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Axiémy oddélitelnosti jsou riizné
Kvocienty

Porovnani T; topologii
Normalni prostory

Existuje kvocientové zobrazeni R i [0, 1] na spoCetny hruby T -prostor. [0, 1] mé tedy kvocient, ktery
je T1 aneni To.
[Nédvod: [0, 1] se rozdéli na spoetné mnoho uzavienych mnoZin (pak bude pfislusny kvocient Ty).
Napt. Fo = {0}, F1 = {1}, Fo = [1/3,2/3], F3 = [1/9,2/9] U [7/9,8/9], F4 =
[1/27,2/27] U [7/27,8/27] U [19/27,20/27] U [25/27,26/27], ... (je snad ziejmé, jak se bude
pokracovat déle).]
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Axiémy oddélitelnosti jsou riizné
Kvocienty

Porovnani T; topologii
Normalni prostory

Priklady kvocientii

Vysledek o kvocientech normdlnich prostorii a metoda jeho dikazu dava nasledujici priklady (pfi
pouziti predchozich piikladu):
Kvocient metrizovatelného prostoru mize byt T2-prostor, ktery neni reguldrni (nebo T3-prostor, ktery
neni Gplné reguldrni, nebo T3%—prostor, ktery neni normalni).
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Axiémy oddélitelnosti jsou riizné
Kvocienty

Porovnani T; topologii
Normalni prostory

Existuje nereguldrni prostor, ktery je jemn&jsi nez [0, 1] (viz pfedchozi priklady).
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Axiémy oddélitelnosti jsou riizné
Kvocienty

Porovnani T; topologii
Normalni prostory

ovavani vlas

Existuje nereguldrni prostor, ktery je jemn&jsi nez [0, 1] (viz ).

Soucin dvou Sorgenfreyovych pifmek je tplné reguldrni prostor, neni normalni a je jemné&j$i nez R x R.
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Axiémy oddélitelnosti jsou riizné
Kvocienty

Porovnani T; topologii
Normalni prostory

ovavani vlas

Existuje nereguldrni prostor, ktery je jemn&jsi nez [0, 1] (viz ).
Soucin dvou Sorgenfreyovych piimek je dplné regularni prostor, a je jemnéjSi nez R x R.

Na rozdil od T -prostorl neexistuje nejhrubsi T;-prostor pro zbyvajici i (pro i = 0 uz na
dvoubodovém prostoru, pro ostatni / na spocetném prostoru). Sestrojte priklady.
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Axiémy oddélitelnosti jsou riizné
Kvocienty

Porovnani T; topologii
Normalni prostory

ovavani vlas

Existuje nereguldrni prostor, ktery je jemn&jsi nez [0, 1] (viz ).

Soucin dvou Sorgenfreyovych piimek je dplné regularni prostor, a je jemnéjSi nez R x R.
Na rozdil od Ty -prostord neexistuje nejhrubsi T;-prostor pro zbyvajici i (pro i = 0 uz na
dvoubodovém prostoru, pro ostatni i na spocetném prostoru). Sestrojte priklady.

Podprostory [0, 1] a {0} U {1/n; n € N} redlnych &isel jsou maximdalni Hausdorffovy prostory ve
smyslu, Ze Zadn4 osti'e hrubsi topologie na nich neni Hausdorffova (viz poznamky pro obecnéjsi
tvrzeni).
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Axiémy oddélitelnosti jsou riizné
Kvocienty

Porovnani T; topologii
Normalni prostory

lady normalnich a nenorma

m Sorgenfreyova pfimka S je normélni, protoze je GO prostorem. Soucin S X S normdlni neni.
[Ndvod: S X S je separabilni prostor a podle tvrzeni o uréeni spojitych funkci na husté mnoziné je
spojitych zobrazeni na S X S nejvyse tolik, kolik je redlnych funkci na spocetné mnozing, tedy 2¢.
Nechf je S x S normalni prostor. V sou€inu S X S je druhd diagonala D = {(x, —x); x € S}
diskrétnim uzavienym podprostorem. Podle Urysonovy véty je spojitych realnych funkcina S x S
aspoti tolik, kolik je redlnych funkci na D, kterych je |[RP| = 2(2%) To je spor.]
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Axiémy oddélitelnosti jsou riizné
Kvocienty

Porovnani T; topologii
Normalni prostory

Priklady normalnich a nenormalnich prostorti

m Prostor N*1 neni normalni.
[Ndvod: Nechi A = {{xa} € N*1; [{a; xoa = n}| < 1prokazdé n > 2}, B = {{xa} €
N«1; |[{a; xoe = n}| < 1 pro kazdé n > 3 nebo n = 1}. MnoZiny A, B jsou disjunktni uzaviené a
nelze je oddeélit.]
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Axiémy oddélitelnosti jsou riizné
Kvocienty

Porovnani T; topologii
Normalni prostory

lady normalnich a nenorma

m Nechi X, Y jsou nekone&né prostory s jedingm hromadnym bodem xg, yo resp., jehoz okoli jsou
doplitky kone¢nych mnoZin. Soucin X X Y je normdlni (ukazte to). Pokud | X| < | Y|, neni podprostor
X x Y\ (x0, ¥o) normalni.

[Nadvod: Mnoziny {(xo, )}y, {(x, ¥o0) }x nejdou oddélit.]
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