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2. Dikazy



Mnozina 7 (X) md nejmensi a nejvetsi prvek (diskrétni a indiskrétni topologii). Zbyva
ukdzat existenci napt. suprema pro neprazdny soubor {G,} 4 topologii na mnoziné X. Je
v8ak lehké ukazat, Ze () 4 Ga je topologie na X a tedy je to hledané supremum. O
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Vime, 7e f~1(H,) C G, pro kazdé a € A. Pro supremum pouZijeme jeho popis z
predchoziho dikkazu. M4 se tedy dokazat,ze ([, Ha) C (4 Ga» cOZ je ziejmé.
Infimum topologii je popsdno ve cvic¢enich. ProtoZe pro ovéfeni spojitosti sta¢i uvazovat
vzory z oteviené subbdze stati pro nd§ dikaz ukdzat, ze f 1 (|, Ha) C Uy G, coZ je
opét zfejmé. [
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Necht G je mnoZina v3ech topologii na X, pro kterd jsou v§echna zobrazeni f, spojitd.
Podle predchozi véty je pro kazdé a € A i zobrazeni f, : sup G — Y, spojité. Tedy je

sup G nejvétsim prvkem mnoziny G a je hledanou topologii G. L]
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Necht je X slab& vytvoren souborem f, : X — Y;,a € Aaprog : Z — X jsou viechna
sloZeni f, g spojitd. Zobrazeni je spojité, pokud vzory z oteviené subbdze

{f;1(G); G € G,,a € A} topologie na X jsou oteviené v Z. Ale

g Y7 G)) = (f.g)"1(G) a posledné uvedend mnoZina je oteviena.

Nechi md nyni topologie na X druhou uvedenou vlastnost. Zvolime nejdiive

Z = X, g = 1x. Pak g je spojité a tedy i vSechna zobrazeni f, g = f, jsou spojita.
Zbyva ukazat, ze X ma nejhrubsi topologii, pfi niZ jsou vSechna £, spojitd. Pro to staéi
zvolit za Z mnozinu X s topologii takovou, Ze v§echna zobrazeni f, : Z — Y, jsou
spojitd. Podle nasi vlastnosti je zobrazeni 1x : Z — X spojité a tedy je Z jemn&jsi nez
X. OJ

2. Dikazy



Diikaz.

Vezméme mnozinu F vSech spojitych zobrazeni z X do prostori Y;, a € A. Prvni
podminka je ekvivalentni injektivit€ diagondlniho zobrazeni A{ a druhd podminka je

ekvivalentni tomu, Ze mnozina F slabé vytvéri topologii prostoru X. Nyni staci pouzit
predchozi tvrzeni.

O
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Diikaz.

Staci ovéfit, Ze uvedeny soubor podmnozin v X splituje axiémy topologie, coz je
snadné. Je to nejvétsi moznd podmnoZina exp(X), pii niZ jsou vSechna zobrazeni f,
Spojitd. L]




Necht f : X — Y je spojitd oteviend surjekce G je podmnoZina Y, jejiz vzor v X je
otevieny. Mdme dokézat, 7e G je oteviend mnoZina. ProtoZe f ~1(G) je oteviend
mnoZina, je i jeji obraz f(f ~1(G)) = G N f(X) oteviend mnozina v f(X). ProtoZe

f(X) =Y, je dikaz hotov. PouZitim uzavfenych mnoZin se dostane dikaz pro uzaviené
surjekce. ]
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Musime dokazat, Ze soucet, soucin, supremum a infimum dvou spojitych funkei z X do
R je spojity. Protoze tyto operace provedené na omezené funkce opét daji omezenou
funkci, bude tim véta dokdzana. Oznacme * nékterou z uvedenych bindrnich operaci na
redlnych cislech (tedy * : R x R — R). Podle definice této operace na funkcich vznikne
f x g sloZenim * se zobrazenim f X g : X x X — R X R. ProtozZe posledni zobrazent je
spojité, staci si uvédomit, Ze vSechny Ctyfi moznosti pro * davaji spojité zobrazeni

*: R X R — R (tvrzeni z 1.semestru Matematické analyzy). O
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Pro ekvivalenci tvrzeni 1 a 2 staci pouzit posledni vlastnost ve cviceni a tvrzeni z
hlavniho textu (za pridany indiskrétni prostor se pouZzije prostor s nosnou mnozinou
stejnou jako zkoumany prostor). _

Plati-li pro C tvrzeni 2, staci pro dikaz 3 vzit za X prostor slabé vytvoreny spojitymi
zobrazenimi z X do prostort z C.

Plati-1i pro C tvrzeni 2 a X je slabé vytvoren zobrazenimi do prostort z C, musi byt

X = X vzhledem k definici slabého vytvareni. [
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