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Sumy a souciny
Konstrukce Podprostory a kvocienty
Jiné konstrukce

Koule a sféra

7y Nejjednodussi vytvareni novych topologickych prostorti ze starych ndm zajisti topologicka
. suma. Ta funguje tak, Ze puvodni prostory pouze polozime vedle sebe. Pokud konstruujeme
sumu  kopii jednoho prostoru X, muze byt nékdy vhodné divat se na ni jako na soucin
daného prostoru X a diskrétniho prostoru mohutnosti .
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Konstrukce
Jiné konstrukce

le a sféra

Jakym zptisobem je mozné schematicky si predstavovat soucin?
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Jiné konstrukce

le a sféra

Pro dva prostory muzeme uvazovat jakysi zobecnény obdélnik, ale pro vice prostoru je jiz
vhodnéjsi divat se na prvky soucinu jako na zobrazeni indexové mnoZziny do prisluSnych
prostort. Bazové oteviené mnoziny vypadaji pak jako tunely, které jsou na kone¢né mnoha
soutadnicich zizeny néjakou otevienou mnozinou v daném prostoru.

2. Priklady



Sumy a souciny
Konstrukce Podprostory a kvocienty
Jiné konstrukce

Znazornéni soucinu I1 X; a otevienych mnozin - “tunelt”.
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' Se sumou a sou¢inem prostorti je mozné provadét riizné zdmény. Napiiklad plati, Ze (X Y')?
i je homeomorfni s prostorem X2 @2 x X x Y @& Y?2. Cislo 2 zde zna&i dvoubodovy diskrétni
prostor.
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Jak lze zjednodusit napiiklad spocetnou mocninu prostoru X @& X“? Postupujeme
= nasledovné:

(XBX?) = X x(1OX?)? = (XY x (1DX?))” = (XUDX?)® = (2xX)® = 29 x X*.

Pfi tpravach jsme pouZili to, Ze (X¥)* = X« a X¥ x X¥ = X%,
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Pokud X x Z je homeomorfni s prostorem Y X Z, musi byt jiZ prostory X a Y homeomorfni?
Zcela jisté ne. Zkuste tieba polozit X = [0,1] a Y = Z = [0, 1). Pro¢ jsou souciny X X Z
a Y x Z homeomorfni? Zkuste vymyslet nékolik dalsich protipiikladd.
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) Jeden z nejdulezitéjsich topologickych prostort — redlnd piimka — ma nasledujici vlastnost
7 (fika se ji souvislost). Kdykoliv mame R vyjadfeno jako topologickou sumu dvou prostord,

pak jeden z nich je prazdnd mnozina. Zkuste si to sami dokazat. Pouzijte pri tom fakt, ze
kazda neprazdnd omezend podmnoZina R ma supremum.
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Redlna pfimka R spliuje i dudlni tvrzeni. Kdykoliv je R homeomorfni souc¢inu dvou prostort,
~2 pak jeden z nich je jednobodovy. Tohle je mozné dokdzat pomoci toho, Ze pfimka je souvisly
‘ prostor, ale vynechanim libovolného bodu prestane byt souvisla. Souc¢in X X Y, kde X a
Y jsou souvislé a alesporni dvoubodové, ma vsak tu vlastnost, Ze po odebrani libovolného
bodu zistane souvisly. Takze mizeme s trochou nadsazky fici, ze topologicky prostor R je
prvocislo.
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N Pomoci soudinu se daji vytvorit z elementarnich prostort velice zajimavé piiklady prostoru.
Spocetnd mocnina N je homeomorfni s iraciondlnimi ¢isly, kterd pfirozené chapeme jako pod-
prostor pifmky s euklidovskou topologii. To je mozné dokdzat napiiklad pomoci fetézovych
zlomkd, ale nent to tplné jednoduché.
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Nekonec¢né mocniny prostord, které maji alespon dva body, maji tu vlastnost, ze zadny jejich
bod nenf izolovany.
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) Spocetny soucin metrizovatelnych prostort je opét metrizovatelny prostor. Na druhou stranu
nespocetny soucin alespoii dvoubodového prostoru neni nikdy metrizovatelny. Bud nenf totiZ
Hausdorffiav nebo obsahuje body, které nemaji spocetnou lokalni bazi.
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Na Hilbertové krychli [0, 1]* si miiZeme ukdzat, jak podivné (vlastné piekvapivé hezky)
—~ se nekone¢né souciny chovaji. U kone¢nych mocnin [0, 1]” je plati, Ze body na okraji (tj.
‘ body jejichz alespori jedna slozka je nula nebo jedna) maji vzhledem k celému prostoru jiné
postaveni nez body uvnitf. V Hilbertové krychli vSak maji z topologického pohledu vSechny
body stejné postaveni. Pfesné feceno to znamend, Ze pro libovolné dva body x,y € [0, 1]“
existuje homeomorfismus Hilbertovy krychle na sebe, ktery prevadi bod x na y.
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Podprostory a kvocienty

Suma je sama o sobé velice jednoduchou konstrukci. Proto se ¢asto pouzivd ve spojeni s
kvocientem. Nejprve néjaké prostory topologicky secteme a pak slepime nekteré jejich body.
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Podprostory a kvocienty

N KdyZ vezmeme prostor w X [0, 1], ktery vznikne jako suma spo¢etné mnoha kopii uzavienych
~ intervald, a slepime mnoZinu w X {0} do jediného bodu, dostaneme prostor, ktery jiz neni
metrizovatelny. Ten bod, ktery vznikl slepenim levych koncovych bodu jednotlivych intervala
totiZ nemd spocetnou lokdlni bazi.
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Podprostory a kvocienty

Kazdy snadno nahlédne, Ze kruznice S je kvocientem uzavieného intervalu. TEzZSi je si
uvédomit, Ze souéin [0, 1] X [0, 1] je kvocientem intervalu [0, 1]. Kvocientovym zobrazenim
je zndma Peanova kfivka.
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Podprostory a kvocienty

el
(*e)

7 Jak vypada kvocient R, kde slepime dva body 0 a 1? A jak vypadd kvocient R, kdyz slepime
cely interval [0, 1] do jednoho bodu?
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Izolované body byvaji nékdy na obtiz, proto si ukazeme zpusob, jak se jich zbavit. Pro libo-
volny topologicky prostor X si oznadme jako X’ jeho podprostor, ktery sestévd ze viech bodi
. prostoru X, které nejsou izolované. (Tato operace se nazyva Cantor-Bendixsonova derivace.)
@ Dostali jsme jiz prostor, ktery nema zadné izolované body? Obecné tomu tak byt nemusi.
Nic nam ale nebrani v tom, abychom provedli derivaci prostoru X’. Takto miizeme induk-
tivné postupovat nejen pies vSechna prirozend Cisla, ale dokonce pres vSechny ordindly. Na
limitnich krocich vezmeme samoziejmé prunik pfedchoziho klesajictho fetézce podprostort
X. Tato posloupnost musi byt od néjakého ordindlu konstantni. Nejmensi takovy ordindl se
nazyva Cantor-Bendixsoniv rank.
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Podivejme se na prostor X = w + 1, coz je vlastné¢ konvergentni posloupnost. Pokusime se
ukdzat, Ze vSechny kone¢né mocniny tohoto prostoru jsou navzdjem rizné (tfm samoziejmé
myslime, Ze nejsou homeomorfni). Se znalosti pfedchoziho odstavce to jiz pujde lehce. Staci
totiz ukdzat, ze Cantor-Bendixsontiv rank mocniny X" je n+1.
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7 Dilezitou konstrukef je takzvany kuzel nad danym prostorem X. Dostaneme ho jako kvocient
souéinu X X [0, 1] podle uzaviené podmnoziny X x {1}.

Kuzel nad prostorem X: ~ Xx[0,1] / Xx {1}

[0,1]

2. Priklady



Sumy a souciny
Konstrukce Podprostory a kvocienty
Jiné konstrukce

7N Muze se zdat piekvapivé, ze uzavieny interval se da ziskat jako kvocient Cantorova diskonti-
=4 nua C = 2%, Kvocintové zobrazeni q: 2 — [0, 1] definujeme pfedpisem g(xo, x1,...) =
3 ST Toto zobrazeni tedy slepi vzdy tu dvojici bodu Cantorova diskontinua, které od-
povidaji dvéma raznym dyadickym zédpisim téhoz redlného Cisla.

Kvocientové zobrazeni g: 2 @ [0,1]

g(xg, X1, . )= 2

z+1
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) Z kvocientového zobrazeni q: C — [0, 1] se dd ziskat kvocientové zobrazeni Cantorova dis-
5 kontinuua na Hilbertovu krychli [0, 1]“. Postupujeme tak, Ze definujeme r: C* — [0, 1]
formulkou r(ag, ai,...) = (q(ao),q(a1),...). Tim se dostane kvocientové zobrazeni.

Zbyva si jen uvédomit, Ze C¥ = (2¥)¥ = 2%,
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Pokud se zabyvame né&jakym topologickym prostorem, muze byt uzitetné mit néjaké kri-
terium, které ndm rozdé€li jeho podmnoziny na hezké a osklivé. Co kdybychom za hezké
) podmnoziny oznacili oteviené mnoziny a pak vSechny takové, které vzniknou z jiz defino-
vanych hezkych mnoZin jako dopliiky nebo spocetnd sjednoceni? Takhle bychom dostali tak-
zvany systém borelovskych podmnozin daného prostoru. Je to vlastné nejmensi systém, ktery
obsahuje vSechny oteviené mnoZiny a je uzavieny (pozor — slovo uzavieny zde neznamena
dopliiek oteviené) na spocetnd sjednoceni a na dopliky.
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Existuje vubec né&jakd neborelovskd podmnozina pifimky? Ano, a je jich dokonce mnohem
vic nez téch borelovskych. Nejprve je tieba si uvédomit, Ze otevienych podmnoZin piimky je
kontinuum (protoze kazda je sjednocenim spocetné mnoha otevienych intervali). Abychom
dostali vSechny borelovské mnoziny, musime udélat w; kroku, pricemZ v kazdém kroku
pridame spocetnd sjednoceni a doplitky mnozin z pfedchozich krokd. V kazdém kroku mame
jenom kontinuum mnoho mnozin a celkem je vSech borelovskych také jenom kontinuum.
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Priddme-li k predchozimu pozorovani jeSté fakt z teorie mnoZin, ktery fikd, Ze mohutnost
P(X) je ostfe vétsi nez mohutnost mnoZziny X, dostaneme, Ze neborelovskych mnoZin je
vice nez borelovskych.
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Jiné konstrukce

Dal$im moZnosti jak vyrdbét nové prostory ze zndmych je napfiklad inverzni limita.
) Predpokladdame, Ze mame zadané prostory X; pro i € w a spojita zobrazeni f;: Xj11 — X;.
Inverzni limitou takového systému pak oznacujeme ten podprostor soucinu [ Xj, ktery je
tvofen posloupnostmi (x;) spliiujicimi f;(x;+1) = x;. Vhodnou volbou vychoziho systému
1ze konstruovat prostory s riznymi vlastnostmi.
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Jiné konstrukce

Topologické prostory lze vytvaret i z nékterych jinych matematickych struktur. Napiiklad
pro libovolné komutativni téleso K a n € w se definuje Zariského topologie na K" tim
zpusobem, Ze uzaviené mnoziny jsou pravé nulové mnoziny idealti obsazenych v okruhu
polynomt K[xi, ..., Xn].
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