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Definice a charakterizace topologie

o Topologické prostory vznikly abstrakei vlastnosti potiebnych pro definici spojitosti zobra-
zeni. Spojitost redlnych funkci redlné proménné lze charakterizovat pomoci konvergence,
pomoci okoli nebo otevienych (resp. uzavienych) mnozin. Jsou i dal$i méné pouzivané
moznosti.
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Nemuselo byt ovSem jasné, jaké pozadavky se na konvergenci nebo soustavy okoli nebo sou-
stavy otevienych mnoZzin maji kldst. Celkem brzy vSak vykrystalizovaly zakladni poZadavky,
které se vzaly za axiomy. Je ziejmé, Ze ve specidlnich pfipadech mohly byt vybrané axiomy
prilis obecné (pak bylo nutné pridat dalsi vlastnosti) nebo naopak pfili§ zuzujici (a pak bylo
nutné nékteré axiomy oslabit). Vznikly tak specidlni topologické prostory nebo zobecnéné
topologické prostory.
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:‘: ) V tomto textu se nebudeme zobecnénymi topologiemi zabyvat. Specidlni topologické pro-
’ story, spliiujici dalsi pfidané podminky, jsou vSak velmi dulezité a budou obsahem dalSich
kapitol.
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Vzhledem k ndvaznosti na spojitost probiranou v matematické analyze nebo v teorii met-
rickych prostort by bylo pfirozené definovat topologické prostory pomoci okoli bodi nebo
pomoci konvergence. Obé moznosti jsou vSak slozit€jsi nez definice pomoci otevienych
mnoZin. PouZijeme tedy oteviené mnoZiny a pozd€ji ukdZeme ekvivalentni charakterizaci po-
moci okoli (definice topologie pomoci konvergence uvadét nebudeme, prakticky se nepouziva
pro svou sloZzitost).
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DEFINICE (Definice topologie pomoci otevienych mnozin)

Topologicky prostor je dvojice (X, G), kde X je mnoZina a G je soustava podmnoZin X, kterd je uzaviend na
libovolna sjednoceni a kone¢né pruniky v X.
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Neék kladni vlastn

Spojita zobrazeni

Soustava G se nazyva topologie a jeji prvky se nazyvaji oteviené mnoziny. MnoZina X se nazyva nosna
mnozina prostoru (X, G).
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Soustava G se nazyva a jeji prvky se nazyvaji

. Mnozina X se nazyva
prostoru (X, G).

=/ Soustava exp(X) vSech podmnoZin mnoZiny X je zfejmé topologie. Je to nejvetsi topologie
na mnoziné X a nazyva se diskrétni topologie.
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Neék kladni vlastn

Spojita zobrazeni

Soustava G se nazyva a jeji prvky se nazyvaji

. Mnozina X se nazyva
prostoru (X, G).

Opaénym extrémem je nejmensi moZnd topologie na mnoZin& X, kterd obsahuje jen () a X.
Nazyva se indiskrétni topologie.
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Mnoho dalSich piikladia je uvedeno v Piikladech (specidlni jednotlivé piiklady) a ve
Cvicenich (kde jsou obecnéjsi priklady), samoziejmé nejen k této kapitole.
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Pro stru¢nost se budou v dal§im pouzivat razné zkratkovité vyrazy, které neovlivni popiso-
vanou situaci. Nebudeme vZdy rozliSovat prostor a jeho nosnou mnoZinu. Napf. podmnoZina
A topologického prostoru (X, G) znamend, 7e A je podmnoZzina X; nékdy naopak bude X
zastupovat cely topologicky prostor (X, G), bude-li jasné nebo nebude-li dileZité, o jakou
topologii se jednd. Pokud nemuze dojit k omylu, budeme také fikat prostor misto topologicky
prostor.
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p Casto budeme definovat néjaky pojem pro topologii a budeme ho pak pouzivat i pro topolo-
gicky prostor, nebo naopak. Napt. jsme definovali diskrétni topologii a nebudeme jiz defino-
vat a budeme pokladat za zfejmy pojem diskrétni topologicky prostor.
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Také se bude uzivat jednodussi spojeni ,bod a je oteviena mnozina” misto presného vyjadieni
~.mnozina slozend z bodu a je oteviend”. Podobné i dal$i terminy pro mnoZiny se budou stejné
pouzivat pro body (napf. bod je uzavieny).
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DEFINICE (

Podmnozina topologického prostoru se nazyva uzaviend, jestlize jeji doplnék je otevienou mnoZinou.
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DEFINICE (

Podmnozina topologického prostoru se nazyva uzaviend, jestlize jeji doplnék je otevienou mnoZinou.

Kazda podmnoZina diskrétniho prostoru X je uzaviend. V indiskrétnim prostoru X jsou uzaviené mnoziny
pouze () a X V obou t&chto piipadech nastdva vyjimecnd situace, kdy soustava otevienych mnoZin splyvd se
soustavou uzavienych mnoZzin. Mnoziny, které jsou soucasné oteviené a uzaviené, se nazyvaji obojetné. V
diskrétnim i indiskrétnim prostoru se tedy topologie skladaji z obojetnych mnozin.
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DEFINICE (

Podmnozina topologického prostoru se nazyva uzaviend, jestlize jeji doplnék je otevienou mnoZinou.

De Morganovy vzorce o sjednoceni nebo pruniku doplitki mnozin daji snadno nésledujici
vlastnosti uzavienych mnozin.
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DEFINICE (Uzaviené mnoziny)

Podmnozina topologického prostoru se nazyva uzaviend, jestlize jeji doplnék je otevienou mnoZinou.

Definice a charakterizace topologie

TVRZENI (Vlastnosti uzavienych mnozin)

Soustava vSech uzavienych mnozin topologického prostoru je uzaviend na libovolné priiniky a na konecénd
sjednocent.
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Podmnozina topologického prostoru se nazyva uzaviend, jestlize jeji doplnék je otevienou mnoZinou.
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TVRZENI (Vlastnosti uzavienych mnozin)

Soustava vSech uzavienych mnozin topologického prostoru je uzaviend na libovolné priiniky a na konecénd
sjednocent.

ProtoZe oteviené mnoziny jsou prave vSechny dopliiky uzavienych mnozin, dostane se snadno
nasledujici charakterizace topologickych prostora.
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DEFINICE (Uzaviené mnoziny)

Podmnozina topologického prostoru se nazyva uzaviend, jestlize jeji doplnék je otevienou mnoZinou.
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TVRZENI (Vlastnosti uzavienych mnozin)

Soustava vSech uzavienych mnozin topologického prostoru je uzaviend na libovolné priiniky a na konecénd
sjednocent.

TVRZENI ( logie pomoci uzavienych mnozin)

Nechti F je soustava podmnoZin mnoZiny X uzaviend na libovolné priiniky a na konec¢nd sjednoceni. Pak
existuje jedind topologie G na X takovd, Ze F je soustava v§ech uzavienych mnoZin topologického prostoru

(X,9).
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DEFINICE (Uzaviené mnoziny)

Podmnozina topologického prostoru se nazyva uzaviend, jestlize jeji doplnék je otevienou mnoZinou.
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TVRZENI (Vlastnosti uzavienych mnozin)

Soustava vSech uzavienych mnozin topologického prostoru je uzaviend na libovolné priiniky a na konecénd
sjednocent.

TVRZENI (T pologie pomoci uzavienych mnozin)

Nechti F je soustava podmnoZin mnoZiny X uzaviend na libovolné priiniky a na konec¢nd sjednoceni. Pak
existuje jedind topologie G na X takovd, Ze F je soustava v§ech uzavienych mnoZin topologického prostoru

(X,9).

Topologie se tedy muze definovat jak pomoci otevienych tak pomoci uzavienych mnozin

podle toho, co je v daném piipadé vhodnéjsi.
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V metrickych prostorech nebo v usporadanych prostorech se oteviené mnoziny definuji
pomoci vhodné podsoustavy otevienych mnoZzin: pomoci otevienych kouli nebo pomoci
otevienych intervald, resp. Tento pripad nastdva dosti asto a je vhodné uvedeny postup defi-
nice otevienych mnoZin néjak nazvat.
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DEFINICE (Definice baze otevienych mnozin)

Necht X je topologicky prostor. Soustava B3 otevienych mnoZin v X se nazyvé baze otevienych mnoZin, je-li
kazda oteviena mnozina v X sjednocenim mnoZin z 5.
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Necht X je topologicky prostor. Soustava B3 otevienych mnoZin v X se nazyvé baze otevienych mnoZin, je-li
kazda oteviena mnozina v X sjednocenim mnoZin z 5.

Topologicky prostor tedy staci zadat bazi otevienych mnozin. Napf. pro definici diskrétniho
prostoru staci fici, Ze md bdzi otevienych mnoZin sloZenou ze vSech jednobodovych mnoZin.
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Necht X je topologicky prostor. Soustava B otevienych mnoZin v X se nazyvé baze otevienych mnoZin, je-li
kazda oteviend mnozina v X sjednocenim mnozin z 5.

©9 Nékdy se misto bdze otevienych mnozin fikd oteviend baze nebo baze topologie. V posledné
uvedeném piipadé ale musi byt jasné, ze se jednd o otevienou bazi (budou definovéany jesté
jiné baze).
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Necht X je topologicky prostor. Soustava B3 otevienych mnoZin v X se nazyvé baze otevienych mnoZin, je-li
kazda oteviena mnozina v X sjednocenim mnoZzin z 5.

Jaké musi mit soustava podmnozin X vlastnosti, aby mohla byt otevienou bazi néjaké topo-
logie na X?
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DEFINICE (Definice baze otevienych mnozin)

Necht X je topologicky prostor. Soustava B3 otevienych mnoZin v X se nazyvé baze otevienych mnoZin, je-li
kazda oteviena mnozina v X sjednocenim mnoZin z 5.

TVRZENI (Vlastnosti bize)

Soustava B podmnozin X je otevienou bdzi néjaké topologie na X pravé kdyZ md ndsledujici viastnosti
Je-li B1, B> € B, x € By N By, pak existuje B € B takové, Ze x € B C By N Ba.
UB=X.

Definice a charakterizace topologie

» Ditkaz

—3
(**)
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DEFINICE (Definice baze otevienych mnozin)

Necht X je topologicky prostor. Soustava B3 otevienych mnoZin v X se nazyvé baze otevienych mnoZin, je-li
kazda oteviena mnozina v X sjednocenim mnoZin z 5.

TVRZENI (Vlastnosti bize)

Soustava B podmnozin X je otevienou bdzi néjaké topologie na X pravé kdyZ md ndsledujici viastnosti
Je-li B1, B> € B, x € By N By, pak existuje B € B takové, Ze x € B C By N Ba.
UB=X.
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» Ditkaz

- Prechodem k dopliikiim 1ze definovat baze uzavienych mnozin a charakterizovat soustavy,
které jsou takovymi bazemi — viz Cviceni
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Jak vyplyva z predchozi charakterizace oteviené baze, ne kazda soustava podmnozin X je
bézi néjaké topologie. Muze libovolna soustava mnozin urovat jednoznaéné topologii?
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DEFINICE (Definice subbaze otevienych mnozin)

Soustava S podmnozin X se nazyva subbdze topologie G na X, jestlize G je nejmensi topologie na X
obsahujici S.
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DEFINICE (Definice subbaze otevienych mnozin)

Soustava S podmnozin X se nazyva subbdze topologie G na X, jestlize G je nejmensi topologie na X
obsahujici S.

) Napf. prazdna soustava mnozin z X je subbazi indiskrétni topologie na X.
Jednoznacnost urceni topologie G danou subbdzi, je ziejma z definice. Existence a popis jsou
vyjadreny v ndsledujicim tvrzeni.
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DEFINICE (Definice subbaze otevren

Soustava S podmnozin X se nazyva subbdze topologie G na X, jestlize G je nejmensi topologie na X
obsahujici S.

TVRZENI (Charakterizace subbaze)

KaZdd soustava S podmnoZin X je subbdze néjaké (jediné) topologie G na X.

Konecné priiniky mnozin z S tvori otevienou bdzi topologie G.

» Ditkaz
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DEFINICE (Definice subbaze otevren

Soustava S podmnozin X se nazyva subbdze topologie G na X, jestlize G je nejmensi topologie na X
obsahujici S.

TVRZENI (Charakterizace subbaze)

KaZdd soustava S podmnoZin X je subbdze néjaké (jediné) topologie G na X.

Konecné priiniky mnozin z S tvori otevienou bdzi topologie G.

Podobné 1ze definovat a popsat i uzavienou subbdzi topologie.
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Jak jsme se zminili na zacatku, popis topologie napf. na redlné pifimce (obecnéji v metrickych

nebo usporadanych prostorech) je pfirozenéjsi pomoci okoli bodu. Tuto charakterizaci nyni
uvedeme.
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Definice a charakterizace topologle

DEFINICE (De

V topologickém prostoru (X, G) se podmnoZina U nazyva okolim bodu x (nebo mnoZiny A), jestliZe existuje
oteviend mnozina G takova, ze x € G C U (nebo A C G C U, resp.).

Soustava U okoli bodu x se nazyva bazi okoli (nebo lokdlni bazi) bodu x, jestlize kazdé okoli bodu x
obsahuje néjakou mnoziny z U, tj. U je bazi filtru v§ech okoli bodu x.
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DEFINICE (Definice okoli)

V topologickém prostoru (X, G) se podmnoZina U nazyva okolim bodu x (nebo mnoZiny A), jestliZe existuje
oteviend mnozina G takovd, ze x € G C U (nebo A C G C U, resp.).

Soustava U okoli bodu x se nazyva bazi okoli (nebo lokdlni bazi) bodu x, jestlize kazdé okoli bodu x
obsahuje néjakou mnoziny z U, tj. U je bazi filtru vSech okoli bodu x.

Soustava U okoli bodu x se nazyvd subbazi okoli (nebo lokdlni subbazi) bodu x, jestlize kazdé okoli bodu x
obsahuje n&jaky prinik kone¢né mnoha mnozin z U, tj. U je subbazi filtru v§ech okoli bodu x.

Definice a charakterizace topologie
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DEFINICE (Definice okoli)

V topologickém prostoru (X, G) se podmnoZina U nazyvé okolim bodu x (nebo mnoZiny A), jestlize existuje
oteviend mnozina G takovd, ze x € G C U (nebo A C G C U, resp.).

Soustava U okoli bodu x se nazyva bazi okoli (nebo lokdlni bazi) bodu x, jestlize kazdé okoli bodu x
obsahuje néjakou mnoziny z U, tj. U je bazi filtru vSech okoli bodu x.

Soustava U okoli bodu x se nazyvd subbazi okoli (nebo lokdlni subbazi) bodu x, jestlize kazdé okoli bodu x
obsahuje n&jaky prinik kone¢né mnoha mnozin z U, tj. U je subbazi filtru v§ech okoli bodu x.

Definice a charakterizace topologie

—~ Uvédomte si, Ze mnoZina je oteviend prave kdyz je okolim kazdého svého bodu. V diskrétnim
‘ prostoru X je kazda jeho podmnoZzina obsahujici bod x i okolim tohoto bodu. V indiskrétnim
prostoru X ma kazdy bod jediné okoli, a to mnozinu X.

Ve cvicenich jsou uvedeny souvislosti mezi otevienymi bazemi a bazemi okoli.
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DEFINICE (Definice okoli)

V topologickém prostoru (X, G) se podmnoZina U nazyvé okolim bodu x (nebo mnoZiny A), jestlize existuje
oteviend mnozina G takovd, ze x € G C U (nebo A C G C U, resp.).

Soustava U okoli bodu x se nazyva bazi okoli (nebo lokdlni bazi) bodu x, jestlize kazdé okoli bodu x
obsahuje néjakou mnoziny z U, tj. U je bazi filtru vSech okoli bodu x.

Soustava U okoli bodu x se nazyvd subbazi okoli (nebo lokdlni subbazi) bodu x, jestlize kazdé okoli bodu x
obsahuje n&jaky prinik kone¢né mnoha mnozin z U, tj. U je subbazi filtru v§ech okoli bodu x.

Definice a charakterizace topologie

e
(= O]

7 Jaké vlastnosti maji soustavy okoli a daji se pomoci nich charakterizovat topologie? Na prvni
otazku odpovida nasledujici tvrzeni

LY
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Otevrené mnoziny
Uzavfené mnoziny
Baze a subbaze
Okoli

Uzavér a vnitrek
Konvergence

DEFINICE (Definice okoli)

V topologickém prostoru (X, G) se podmnoZina U nazyva okolim bodu x (nebo mnoZiny A), jestliZe existuje
oteviend mnozina G takovd, ze x € G C U (nebo A C G C U, resp.).

Soustava U okoli bodu x se nazyva bazi okoli (nebo lokdlni bazi) bodu x, jestlize kazdé okoli bodu x
obsahuje néjakou mnoziny z U, tj. U je bazi filtru vSech okoli bodu x.

Soustava U okoli bodu x se nazyvd subbazi okoli (nebo lokdlni subbazi) bodu x, jestlize kazdé okoli bodu x
obsahuje néjaky prinik kone¢né mnoha mnozin z U, tj. U je subbazi filtru vSech okoli bodu x.

TVRZENI (Vlastnosti soustav okoli)

Necht X je topologicky prostor a Uy znali soustavu vsech okoli v bodé x € X. Pak plati:

Definice a charakterizace topologie

Usx je filtr v X obsahujict x ve svém priiniku;
Pro kazdé U € Ux existuje V' € Ux takové, Ze U € Uy, pro kazdéy € V.
£ y P y

» Dikaz
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DEFINICE (Definice okoli)

V topologickém prostoru (X, G) se podmnoZina U nazyvé okolim bodu x (nebo mnoZiny A), jestlize existuje
oteviend mnozina G takovd, ze x € G C U (nebo A C G C U, resp.).

Soustava U okoli bodu x se nazyva bazi okoli (nebo lokdlni bazi) bodu x, jestlize kazdé okoli bodu x
obsahuje néjakou mnoziny z U, tj. U je bazi filtru vSech okoli bodu x.

Soustava U okoli bodu x se nazyvd subbazi okoli (nebo lokdlni subbazi) bodu x, jestlize kazdé okoli bodu x
obsahuje néjaky prinik kone¢né mnoha mnozin z U, tj. U je subbazi filtru vSech okoli bodu x.

TVRZENI (Vlastnosti soustav okoli)

Necht X je topologicky prostor a Ux znaci soustavu v§ech okoli v bodé x € X. Pak plati:

Definice a charakterizace topologie

Usx je filtr v X obsahujici x ve svém priiniku;
Pro kazdé U € Ux existuje V' € Uy takové, Ze U € Uy, pro kazdéy € V.
7 y P y

» Dikaz

—d

Odpovéd na druhou otdzku je obsazena v dal$im tvrzeni.
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DEFINICE (Definice okoli)

V topologickém prostoru (X, G) se podmnoZina U nazyva okolim bodu x (nebo mnoZiny A), jestliZe existuje
oteviend mnozina G takovd, ze x € G C U (nebo A C G C U, resp.).

Soustava U okoli bodu x se nazyva bazi okoli (nebo lokdlni bazi) bodu x, jestlize kazdé okoli bodu x
obsahuje néjakou mnoziny z U, tj. U je bazi filtru vSech okoli bodu x.

Soustava U okoli bodu x se nazyvd subbazi okoli (nebo lokdlni subbazi) bodu x, jestlize kazdé okoli bodu x
obsahuje néjaky prinik kone¢né mnoha mnozin z U, tj. U je subbazi filtru vSech okoli bodu x.

TVRZENI (Vlastnosti soustav okoli)

Necht X je topologicky prostor a Uy znali soustavu vsech okoli v bodé x € X. Pak plati:

Definice a charakterizace topologie

Usx je filtr v X obsahujict x ve svém priiniku;
Pro kazdé U € Ux existuje V' € Ux takové, Ze U € Uy, pro kazdéy € V.
£ y P y

» Dikaz

TVRZENI (Topologie pomoci okoli)

Necht je pro kazdé x € X ddna soustava mnoZin Uy spliiujici obé vlastnosti z predchoziho tvrzeni. Pak
existuje jedind topologie pro kterou jsou Ux soustavami vSech okoli v bodé x.

» Dikaz
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Definice a charakterizace topologie

Z vlastnosti otevienych a uzavienych mnozin vyplyva existence nejmensi uzaviené mnoziny
obsahujici danou mnozZinu, a nejvétsi oteviené mnoziny obsazené v dané mnoZziné. Tyto dvé
mnoziny jsou velmi dulezité pro préci v topologickych prostorech (jsou to jakési uzaviené,
popi. oteviené modifikace dané mnoZiny) a maji proto své jméno.

Topologie a spojitost



Otevrené mnoziny
Uzavfené mnoziny
Baze a subbaze
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Uzavér a vnitrek
Konvergence

DEFINICE avér a vnitfek mnoziny)

Necht X je topologicky prostor a A C X. Sjednoceni viech otevienych mnoZin obsaZenych v A se nazyvé
vnitfek mnoZiny A a prinik viech uzavienych mnoZin obsahujicich A se nazyvd uzdvér mnoZiny A.

Vnitfek mnoZziny A se znaci int A nebo A°, jeji uzaveér se znaci cl A nebo A, nékdy i uA, vA apod. (je-li tfeba
odligit rizné uzavéry). Chceme-li zdtraznit, e se jedna o uzavér v X, piSe se napt. A~ .

Definice a charakterizace topologie
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Definice a charakterizace topologie

DEFINICE

Nechf X je topologicky prostor a A C X. Sjednoceni viech otevienych mnoZin obsazenych v A se nazyvé
vnitfek mnoZiny A a prinik viech uzavienych mnoZin obsahujicich A se nazyvd uzdvér mnoZiny A.
Vnitfek mnoziny A se znaci int A nebo A°, jeji uzaveér se znaci cl A nebo A, nékdy i uA, vA apod. (je-li tieba

odlisit rizné uzaveéry). Chceme-li zduraznit, Ze se jedna o uzavér v X, piSe se napt. A

Je zfejmé, 7e A° je nejvétii oteviend podmnoZina A a A je nejmensi uzaviena mnoZina obsa-
~3 hujici A. Uvédomte si, Ze mnoZina A je uzaviena (nebo oteviend) praveé kdyz se rovnad svému
uzdvéru A (nebo svému vnitiku A°, resp.).

Vnitfek mnoziny @Q racionalnich Cisel na redlné piimce R je prazdny, jeji uzavér je celd
mnozina R. Totéz plati pro mnoZzinu iraciondlnich ¢isel v R. Uzdvér mnoziny A v metrickém
prostoru (X, d) je roven {x; d(x, A) = 0}.
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DEFINICE (Uzavér a vnitfek mnoziny)

Necht X je topologicky prostor a A C X. Sjednoceni viech otevienych mnoZin obsaZenych v A se nazyvé
vnitfek mnoZiny A a prinik viech uzavienych mnoZin obsahujicich A se nazyvd uzdvér mnoZiny A.

Vnitfek mnoZziny A se znaci int A nebo A°, jeji uzaveér se znaci cl A nebo A, nékdy i uA, vA apod. (je-li tfeba
odligit rizné uzavéry). Chceme-li zdtraznit, e se jedna o uzavér v X, piSe se napt. A~ .

Definice a charakterizace topologie

Uzavér i vnitfek je samoziejmé mozné popsat i pomoci okoli:

Topologie a spojitost
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Definice a charakterizace topologie

DEFINICE vér a vnitfek mnoziny)

Necht X je topologicky prostor a A C X. Sjednoceni viech otevienych mnoZin obsaZenych v A se nazyvé

vnitfek mnoZiny A a prinik viech uzavienych mnoZin obsahujicich A se nazyvd uzdvér mnoZiny A.

Vnitfek mnoZziny A se znaci int A nebo A°, jeji uzaveér se znaci cl A nebo A, nékdy i uA, vA apod. (je-li tfeba
T S Lo sy . p Lo p . X

odlisit rizné uzavéry). Chceme-li zdliraznit, Ze se jednd o uzavér v X, pise se napi. A™ .

TVRZENI (Popis uzavéru a vnitfku pomoci okoli)

Necht X je topologicky prostor a A C X. Pak

A° = {x € X; existuje okoli U bodu x takové, Ze U C A},

1.Topologie a spojitost
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Definice a charakterizace topologie

DEFINICE (

Necht X je topologicky prostor a A C X. Sjednoceni viech otevienych mnoZin obsaZenych v A se nazyvé
vnitfek mnoZiny A a prinik viech uzavienych mnoZin obsahujicich A se nazyvd uzdvér mnoZiny A.

Vnitfek mnoZziny A se znaci int A nebo A°, jeji uzaveér se znaci cl A nebo A, nékdy i uA, vA apod. (je-li tfeba
odligit rizné uzavéry). Chceme-li zdtraznit, e se jedna o uzavér v X, piSe se napt. A~ .

TVRZENI (Popis uzavéru a vnitfku pomoci okoli)

Necht X je topologicky prostor a A C X. Pak

A° = {x € X; existuje okoli U bodu x takové, Ze U C A},
A = {x € X; pro kazdé okoli U bodu x je UN A # (0} .

» Dikaz

=
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= Podobné jako u okoli 1ze uvést charakterizujici vlastnosti uzavéru a vnittku (pro vnitfek viz
Cviceni ).
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TVRZENI (Vlastnosti uzavéru)

Necht X je topologicky prostor a A, B jsou libovolné podmnoZiny X. Pak
0=0;

Definice a charakterizace topologie
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TVRZENI (Vlastnosti uzavéru)

Necht X je topologicky prostor a A, B jsou libovolné podmnoZiny X. Pak
0=0;
AC A;

Definice a charakterizace topologie
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TVRZEN astnosti uzavéru)

Necht X je topologicky prostor a A, B jsou libovolné podmnoZiny X. Pak
0=0;
AC A;
AUB =AU B;

Definice a charakterizace topologie
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TVRZEN astnosti uzavéru)

Necht X je topologicky prostor a A, B jsou libovolné podmnoZiny X. Pak

Definice a charakterizace topologie
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Definice a charakterizace topologie

TVRZEN astnosti uzavéru)

Necht X je topologicky prostor a A, B jsou libovolné podmnoZiny X. Pak

Uvedené vlastnosti charakterizuji uzaver:
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Definice a charakterizace topologie

TVRZENI (Vlastnosti uzavéru)

Necht X je topologicky prostor a A, B jsou libovolné podmnoZiny X. Pak

0=0;
AC A;
AUB=AUB
A)=A

TVRZENI (Topologie pomoci uzavéru)

Necht pro kazdou podmnoZinu A mnoziny X je ddna mnozina A C X splitujici 4 podminky piedchoziho
tvrzeni. Pak existuje jedind topologie na X takovd, Ze A je uzdvér mnoZiny A v této topologii pro kaZdou
AC X.

» Dikaz
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Definice a charakterizace topologie
Nékteré zaklz astnosti

Sp

V metrickych prostorech se mnoho vlastnosti da vyjadfit pomoci konvergence posloupnosti.
(D) Prenést konvergenci do topologickych prostort neni jednoduché. Spocetné posloupnosti totiz
nesta¢i na charakterizaci topologie (viz napf. prostor ordindli nebo spoletny prostor vy-
tvofeny ultrafiltrem nebo pseudovéjif. Ani dobfe uspofddané dlouhé posloupnosti nestaci.
Musi se vzit usmeérnéné soubory.
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Definice a charakterizace topologie
Nékteré za ni vlastnosti
Sp zobr:

Konvergence

DEFINICE (Konvergence)

Nechf X je topologicky prostor a S = {xa}a je usmérnény soubor v X. S konverguje k x € X (znaceni

S — x), jestlize kazdé okoli U bodu x obsahuje skoro v§echny body xa, tj. existuje ag € A tak, Ze vSechna
Xa € U, jakmile a > ag.

Misto S konverguje k x se téz fikd, ze S md limitu x a tato situace se znaci lim S = x.
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Definice a charakterizace topologie
é stnosti

Konvergence

DEFINICE (Konvergence)

Nechf X je topologicky prostor a S = {xa}a je usmérnény soubor v X. S konverguje k x € X (znaceni

S — x), jestlize kazdé okoli U bodu x obsahuje skoro v§echny body xa, tj. existuje ag € A tak, Ze vSechna
Xa € U, jakmile a > ag.

Misto S konverguje k x se téz fikd, ze S md limitu x a tato situace se znaci lim S = x.

Bod x € X je hromadnym bodem usmérnéného souboru S, jestlize kazdé okoli bodu x obsahuje konfindlné
mnoho bodi Xz, tj. mnozina indexu a, pro které lezi x, v daném okoli, je konfindlni v A.
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Definice a charakterizace topologle
al vl

DEFINICE (Konverg

Nechf X je topologicky prostor a S = {xa}a je usmérnény soubor v X. S konverguje k x € X (znaceni

S — x), jestlize kazdé okoli U bodu x obsahuje skoro v§echny body xa, tj. existuje ag € A tak, Ze vSechna
Xa € U, jakmile a > ag.

Misto S konverguje k x se téz fikd, ze S md limitu x a tato situace se znaci lim S = x.

Bod x € X je hromadnym bodem usmérnéného souboru S, jestlize kazdé okoli bodu x obsahuje konfindlné
mnoho bodi Xz, tj. mnozina indexu a, pro které lezi x, v daném okoli, je konfindlni v A.

D) Napt. v diskrétnim prostoru X konverguje usmérnény soubor S k bodu x praveé kdyz je skoro
i konstantni s hodnotou x (tj., od ur¢itého indexu jsou hodnoty S rovny x). V indiskrétnim
prostoru X konverguje kazdy usmérnény soubor ke kazdému bodu z X.
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DEFINICE (Konvergence)

Nechf X je topologicky prostor a S = {xa}a je usmérnény soubor v X. S konverguje k x € X (znaceni

S — x), jestlize kazdé okoli U bodu x obsahuje skoro v§echny body xa, tj. existuje ag € A tak, Ze vSechna
Xa € U, jakmile a > ag.

Misto S konverguje k x se téz fikd, ze S md limitu x a tato situace se znaci lim S = x.

Definice a charakterizace topologle

Bod x € X je hromadnym bodem usmérnéného souboru S, jestlize kazdé okoli bodu x obsahuje konfindlné
mnoho bodi Xz, tj. mnozina indexu a, pro které lezi x, v daném okoli, je konfindlni v A.

Charakterizace topologie pomoci konvergence neni prili§ vhodna k pouZiti a nebude v tomto
textu pouzivana. Uvedeme nyni jen zdkladni vlastnosti konvergence, které ji vSak necharak-
terizuji.
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DEFINICE (Konvergence)

Nechf X je topologicky prostor a S = {xa}a je usmérnény soubor v X. S konverguje k x € X (znaceni

S — x), jestlize kazdé okoli U bodu x obsahuje skoro v§echny body xa, tj. existuje ag € A tak, Ze vSechna
Xa € U, jakmile a > ag.

Misto S konverguje k x se téz fikd, ze S md limitu x a tato situace se znaci lim S = x.

Definice a charakterizace topologle
al vl

Bod x € X je hromadnym bodem usmérnéného souboru S, jestlize kazdé okoli bodu x obsahuje konfindlné
mnoho bodi Xz, tj. mnozina indexu a, pro které lezi x, v daném okoli, je konfindlni v A.

TVRZENI (Vlastnosti konvergence)

Necht X je topologicky prostor. pak plati:

Konstantni usmérnény soubor konverguje ke své hodnoté.
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DEFINICE (Konvergence)

Nechf X je topologicky prostor a S = {xa}a je usmérnény soubor v X. S konverguje k x € X (znaceni

S — x), jestlize kazdé okoli U bodu x obsahuje skoro v§echny body xa, tj. existuje ag € A tak, Ze vSechna
Xa € U, jakmile a > ag.

Misto S konverguje k x se téz fikd, ze S md limitu x a tato situace se znaci lim S = x.

Definice a charakterizace topologle
al vl

Bod x € X je hromadnym bodem usmérnéného souboru S, jestlize kazdé okoli bodu x obsahuje konfindlné
mnoho bodi Xz, tj. mnozina indexu a, pro které lezi x, v daném okoli, je konfindlni v A.

TVRZENI (Vlastnosti konvergence)

Necht X je topologicky prostor. pak plati:

Konstantni usmérnény soubor konverguje ke své hodnoté.

Jestlize usmérnény soubor v X konverguje k bodu x, konverguje k témuz bodu i kazdy usmérnény
podsoubor.
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DEFINICE (Konvergence)

Nechf X je topologicky prostor a S = {xa}a je usmérnény soubor v X. S konverguje k x € X (znaceni

S — x), jestlize kazdé okoli U bodu x obsahuje skoro v§echny body xa, tj. existuje ag € A tak, Ze vSechna
Xa € U, jakmile a > ag.

Misto S konverguje k x se téz fikd, ze S md limitu x a tato situace se znaci lim S = x.

Definice a charakterizace topologle
al vl

Bod x € X je hromadnym bodem usmérnéného souboru S, jestlize kazdé okoli bodu x obsahuje konfindlné
mnoho bodi Xz, tj. mnozina indexu a, pro které lezi x, v daném okoli, je konfindlni v A.

TVRZENI (Vlastnosti konvergence)

Necht X je topologicky prostor. pak plati:

Konstantni usmérnény soubor konverguje ke své hodnoté.

Jestlize usmérnény soubor v X konverguje k bodu x, konverguje k témuz bodu i kazdy usmérnény
podsoubor.

Jestlize kazdy usmérnény podsoubor usmérnéného souboru S md usmérnény podsoubor konvergujici k
X, pak S konverguje k x.
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DEFINICE (Konvergence)

Nechf X je topologicky prostor a S = {xa}a je usmérnény soubor v X. S konverguje k x € X (znaceni

S — x), jestlize kazdé okoli U bodu x obsahuje skoro v§echny body xa, tj. existuje ag € A tak, Ze vSechna
Xa € U, jakmile a > ag.

Misto S konverguje k x se téz fikd, ze S md limitu x a tato situace se znaci lim S = x.

Definice a charakterizace topologle
al vl

Bod x € X je hromadnym bodem usmérnéného souboru S, jestlize kazdé okoli bodu x obsahuje konfindlné
mnoho bodi Xz, tj. mnozina indexu a, pro které lezi x, v daném okoli, je konfindlni v A.

TVRZENI (Vlastnosti konvergence)

Necht X je topologicky prostor. pak plati:

Konstantni usmérnény soubor konverguje ke své hodnoté.

Jestlize usmérnény soubor v X konverguje k bodu x, konverguje k témuz bodu i kazdy usmérnény
podsoubor.

H
Jestlize kazdy usmérnény podsoubor usmérnéného souboru S md usmérnény podsoubor konvergujici k
X, pak S konverguje k x.

4]

Je-li x hromadnym bodem usmérnéného souboru S, pak existuje usmérnény podsoubor souboru S,
ktery k x konverguje.

» Dikaz
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Nekteré predchozi pojmy 1ze vhodné popsat konvergenci, napf. uzaver.
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Otevrené mnoziny
Uzavfené mnoziny
Baze a subbaze
Okoli

Uzavér a vnitrek
Konvergence

TVRZENI (Uzavér pomoci konvergence)

V topologickém prostoru X pro libovolné A C X je

Definice a charakterizace topologie

A= {x; existuje usmérnény soubor S v A, ktery konverguje k x} .

» Ditkaz
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Otevrené mnoziny
Uzavfené mnoziny
Baze a subbaze
Okoli

Uzavér a vnitrek
Konvergence

TVRZENI (Uzivér pomoci konvergence)

V topologickém prostoru X pro libovolné A C X je

Definice a charakterizace topologie

A= {x; existuje usmérnény soubor S v A, ktery konverguje k x} .
» Ditkaz

Mnozina A je tedy uzaviend pravé kdyz limity usmérnénych soubort z A lezi v A.
MnoZina A je oteviena praveé kdyz zadny usmérnény soubor z dopliiku A nekonverguje k bodu z A.
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Otevrené mnoziny
Uzavfené mnoziny
Baze a subbaze
Okoli

Uzavér a vnitrek
Konvergence

TVRZENI (Uzavér pomoci konvergence)

V topologickém prostoru X pro libovolné A C X je

Definice a charakterizace topologie

A= {x; existuje usmérnény soubor S v A, ktery konverguje k x} .

Uz jsme dfive naznacili, Ze je obtizné charakterizovat vlastnosti konvergence tak, aby jedno-
znacné urcovaly topologie. Co pfesn€ znamend ono slovo ,urcovaly”?
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Otevrené mnoziny
Uzavfené mnoziny
Baze a subbaze
Okoli

Uzavér a vnitrek
Konvergence

TVRZENI (Uzivér pomoci konvergence)

V topologickém prostoru X pro libovolné A C X je

Definice a charakterizace topologie

A= {x; existuje usmérnény soubor S v A, ktery konverguje k x} .

» Ditkaz

DEFINICE (Vytvareni topologie pomoci konvergence)

Necht X je mnoZina a pro kazdé x € X necht Kx je néjakd ti{da usmérnénych soubort v X. Oznadme
K = U{Kx; x € X}. Rikdme, Ze topologie G na X je vytvorena konvergenci /C, jestliZe je to nejjemné&jsi
topologie na X, ve které kazdy soubor z K« konverguje k x.
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Otevrené mnoziny
Uzavfené mnoziny
Baze a subbaze
Okoli

Uzavér a vnitrek
Konvergence

TVRZENI (Uzivér pomoci konvergence)

V topologickém prostoru X pro libovolné A C X je

Definice a charakterizace topologie

A= {x; existuje usmérnény soubor S v A, ktery konverguje k x} .

» Ditkaz

DEFINICE (Vytvareni topologie pomoci konvergence)

Necht X je mnoZina a pro kazdé x € X necht Kx je néjakd ti{da usmérnénych soubort v X. Oznadme
K = U{Kx; x € X}. Rikdme, Ze topologie G na X je vytvorena konvergenci /C, jestliZe je to nejjemné&jsi
topologie na X, ve které kazdy soubor z K« konverguje k x.

A~
(**)

N/ Neékdy budeme téz fikat, Ze topologie je urcena danou konvergenci.
Existence a popis topologie vytvorené néjakou konvergenci je ve Cvicenich.
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Nékteré zakladni vlastnosti

Uvedeme nyni nékolik zakladnich vlastnosti topologickych prostord, které se ¢asto pouzivaji
a usnadnuji formulace.
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Nékteré zakladni vlastnosti

~2 Existuji historické terminy, které nebudeme pouzivat. Napf. prostory spliujici /.axiom
spocetnosti jsou ty, které maji nejvySe spocetnou lokalni bazi (tj. v kazdém bodé nejvyse
spocetnou bazi okoli) — my je budeme nazyvat prostory s lokdlni spocetnou bdzi (pozdgji
budeme pouZivat i jisté funkce, oznaCujici tuto situaci).
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Nékteré zakladni vlastnosti

Podobné prostory spliujici 2.axiom spocetnosti jsou ty, které maji spoCetnou otevienou (nebo
uzavienou) bazi — my je budeme nazyvat prostory se spocetnou bdzi.

Topologie a spojitost



Nékteré zakladni vlastnosti

Necht X je topologicky prostor.

DEFINICE (Husta mnozina)

PodmnoZina A C X se nazyva hustd, jestlize A = X.
X se nazyva separabilni, jestliZe ma nejvysSe spocetnou hustou podmnoZzinu.
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Nékteré zakladni vlastnosti

Necht X je topologicky prostor.

DEFINICE (Husta mnozin

Podmnozina A C X se nazyva hustd, jestlize A = X.
X se nazyva separabilni, jestlize ma nejvyse spocetnou hustou podmnozinu.

= Napf. mnoZzina raciondlnich cisel je hustd v R a tedy R je separabilni. Kazdd neprdzdna
podmnozina indiskrétniho prostoru je hustd a tedy kazdy indiskrétni prostor je separabilni.
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Nékteré zakladni vlastnosti

Necht X je topologicky prostor.

DEFINICE (Husta mnozina)

PodmnoZina A C X se nazyva hustd, jestlize A = X.
X se nazyva separabilni, jestliZe ma nejvysSe spocetnou hustou podmnoZzinu.

DEFINICE (Ridka mnozina)

PodmnoZina A C X se nazyvi fidka, jestlize (A)° = 0.
Spocetna sjednoceni fidkych mnoZin se nazyvaji mnozinami 1.kategorie.
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Nékteré zakladni vlastnosti

Necht X je topologicky prostor.

DEFINICE (Husta mnozina)

Podmnozina A C X se nazyva hustd, jestlize A=X.
X se nazyva separabilni, jestliZze mé nejvyse spocetnou hustou podmnozinu.

DEFINICE (Ridka mnozina)

PodmnoZina A C X se nazyvi fidka, jestlize (A)° = 0.
Spocetna sjednoceni fidkych mnoZin se nazyvaji mnoZinami 1.kategorie.

Mnoziny, které nejsou 1.kategorie, se nékdy nazyvaji mnoziny 2.kategorie. Baireova véta pro
N metrické prostory iikd, Ze kazdy uplny metricky prostor je 2.kategorie. ProtoZe se jednd o
= topologické tvrzeni, staci pfedpoklddat, Ze metricky prostor md ekvivalentni dplnou metriku,
tj. je dplné metrizovatelny (napf. metricky prostor iraciondlnich ¢isel neni dplny, ale je dplné
metrizovatelny). Existuji pfiklady metrickych prostort 2.kategorie, které nejsou iplné metri-
zovatelné. Takové priklady lze sestrojit i v roving.
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Nékteré zakladni vlastnosti

Necht X je topologicky prostor.

DEFINICE (Husta mnozina)

PodmnoZzina A C X se nazyva hustd, jestlize A = X.
X se nazyva separabilni, jestlize ma nejvyse spocetnou hustou podmnozinu.

DEFINICE (Ridka mnozina)

PodmnoZina A C X se nazyva fidka, jestlize (A)° = 0.

Spocetna sjednoceni fidkych mnoZin se nazyvaji mnozinami 1.kategorie.

e
(= O]

7 Kazdé spocetnd podmnozina R je mnozinou 1.kategorie; muze byt fidka (napt. N), ale nemusi
(napf. Q). V diskrétnim a indiskrétnim prostoru jsou jen prazdné fidké mnoziny.
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Nékteré zakladni vlastnosti

Necht X je topologicky prostor.

DEFINICE (Husta mnozina)

PodmnoZina A C X se nazyva hustd, jestlize A = X.
X se nazyva separabilni, jestliZe ma nejvysSe spocetnou hustou podmnoZzinu.

DEFINICE (Ridka mnozina)

PodmnoZina A C X se nazyvi fidka, jestlize (A)° = 0.
Spocetna sjednoceni fidkych mnoZin se nazyvaji mnozinami 1.kategorie.

DEFINICE (lzolovany bod)

Bod x € X se nazyvi izolovany, jestlize mnoZina {x} je oteviena.
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Nékteré zakladni vlastnosti

Necht X je topologicky prostor.

DEFINICE (Husta mnozina)

PodmnoZina A C X se nazyva hustd, jestlize A = X.
X se nazyva separabilni, jestliZe ma nejvysSe spocetnou hustou podmnoZinu.

DEFINICE (Ridka mnozina)

PodmnoZzina A C X se nazyvi fidka, jestlize (A)° = 0.

Spocetna sjednoceni fidkych mnoZin se nazyvaji mnoZinami 1.kategorie.

DEFINICE (Izolovany bod)

Bod x € X se nazyvi izolovany, jestlize mnoZina {x} je oteviend.

- ) Kazdy bod diskrétniho prostoru je izolovany (tato vlastnost charakterizuje diskrétni prostory),
i zadny bod aspoti dvoubodového indiskrétniho prostoru neni izolovany. Euklidovské prostory
kladné dimenze nemaji izolované body.
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Nékteré zakladni vlastnosti

Necht X je topologicky prostor.

DEFINICE (Husta mnozina)

PodmnoZina A C X se nazyva hustd, jestlize A = X.
X se nazyva separabilni, jestliZe ma nejvysSe spocetnou hustou podmnoZzinu.

DEFINICE (Ridka mnozina)

PodmnoZina A C X se nazyvi fidka, jestlize (A)° = 0.
Spocetna sjednoceni fidkych mnoZin se nazyvaji mnozinami 1.kategorie.

DEFINICE (lzolovany bod)

Bod x € X se nazyvi izolovany, jestlize mnoZina {x} je oteviena.

DEFINICE (Hromadny bod)

Bod x topologického prostoru X se nazyva hromadny bod mnoZiny A C X, jestlize x € A\ {x}.
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Lokalizace spojitosti
Vlastnosti spojitosti, homeomorfismus, topologicka vlastnos:

Spojita zobrazeni

~2 Topologické prostory samy o sobé by uzite¢né nebyly, kdyby mezi nimi nebyly néjaké vazby.
V algebraickych strukturdch se definuji homomorfizmy mezi témito strukturami, obvykle
jako zobrazeni, které zachovavaji algebraické operace. Co md zachovéavat zobrazeni mezi
topologickymi prostory?
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Lokalizace spojitosti

Spojita zobrazeni Vlastnosti spojitosti, homeomorfismus, topologicka vlastnos:

Z nazoru je ziejmé, Ze by se méla zachovavat konvergence. Z toho vyplyva, ze pokud lezi bod
v uzdvéru néjaké mnoziny, bude jeho obraz lezet v uzdvéru obrazu oné mnoziny. Odtud jiz
vyplyne vztah pro zachovavani otevienych a uzavienych mnozin, ale nikoli v daném sméru,
ale inverzné.
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Lokalizace spojitosti
Vlastnosti spojitosti, homeomorfismus, topologicka vlastnos:

Spojita zobrazeni

DEFINICE (Spojitost

Necht (X, G), (Y, H) jsou topologické prostory a f : X — Y zobrazeni. Rekneme, Ze f je spojité, jestlize
f~1(H) C G, tj. vzor mnoziny oteviené v Y je mnozina oteviend v X.
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iz topologi . - .
" opo Lokalizace spojitosti
Vlastnosti spojitosti, homeomorfismus, topologicka vlastnos:

zakladni vlastnosti
Spojita zobrazeni

DEFINICE (Spojitost zobrazeni
Necht (X, G), (Y, H) jsou topologické prostory a f : X — Y zobrazeni. Rekneme, Ze f je spojité, jestlize

f~1(H) C G, tj. vzor mnoziny oteviené v Y je mnozina oteviend v X.

Ziejmé je kazdé konstantni zobrazeni spojité. Na diskrétnim prostoru je kazdé zobrazeni spo-
jité. Kazdé zobrazeni do indiskrétniho prostoru je spojité. Spojité zobrazeni indiskrétniho

prostoru do R je konstantni.
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Lokalizace spojitosti
Vlastnosti spojitosti, homeomorfismus, topologicka vlastnos:

Spojita zobrazeni

DEFINICE (Spojitost zobrazent)

Necht (X, G), (Y, H) jsou topologické prostory a f : X — Y zobrazeni. Rekneme, Ze f je spojité, jestlize
f~1(H) C G, tj. vzor mnoziny oteviené v Y je mnozina oteviend v X.

Tato definice je zcela nepodobnd definici spojitosti zndmé z teorie redlnych funkei redlné
D) proménné. Navic ma nevyhodu, Ze je to definice globalni a na prvni pohled neni jasné, jak
o by se definice upravila na definici spojitosti v bodé. Nicméné je elegantni a pro abstraktni
pouziti vhodnd. Samoziejmé je nutné charakterizovat spojitost pomoci dalSich pojmu charak-
terizujicich topologické prostory.
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Lokalizace spojitosti
Vlastnosti spojitosti, homeomorfismus, topologicka vlastnos:

DEFINICE (Spojitost zobrazent)

Necht (X, G), (Y, H) jsou topologické prostory a f : X — Y zobrazeni. Rekneme, Ze f je spojité, jestlize
f~1(H) C G, tj. vzor mnoziny oteviené v Y je mnozina oteviend v X.

TVRZENI (Charakterizace spojitosti)

Necht f je zobrazeni topologického prostoru X do topologického prostoru Y. Pak ndsledujici podminky jsou
ekvivalentni
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Lokalizace spojitosti
Vlastnosti spojitosti, homeomorfismus, topologicka vlastnos:

DEFINICE (Spojitost zobrazent)

Necht (X, G), (Y, H) jsou topologické prostory a f : X — Y zobrazeni. Rekneme, Ze f je spojité, jestlize
f~1(H) C G, tj. vzor mnoziny oteviené v Y je mnozina oteviend v X.

TVRZENI (Charakterizace spojitosti)

Necht f je zobrazeni topologického prostoru X do topologického prostoru Y. Pak ndsledujici podminky jsou
ekvivalentni

f je spojité;
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Lokalizace spojitosti
Vlastnosti spojitosti, homeomorfismus, topologicka vlastnos:

DEFINICE (Spojitost zobrazent)

Necht (X, G), (Y, H) jsou topologické prostory a f : X — Y zobrazeni. Rekneme, Ze f je spojité, jestlize
f~1(H) C G, tj. vzor mnoziny oteviené v Y je mnozina oteviend v X.

TVRZENI (Charakterizace spojitosti)

Necht f je zobrazeni topologického prostoru X do topologického prostoru Y. Pak ndsledujici podminky jsou
ekvivalentni

f je spojité;
vzor mnoZiny uzaviené v 'Y je mnoZina uzaviend v X;
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Definice . . .
e Lokalizace spojitosti
Vlastnosti spojitosti, homeomorfismus, topologicka vlastnos:

akladni vlas ti
Spojita zobrazeni

DEFINICE (Spojitost zobrazent)

Necht (X, G), (Y, H) jsou topologické prostory a f : X — Y zobrazeni. Rekneme, Ze f je spojité, jestlize
f~1(H) C G, tj. vzor mnoziny oteviené v Y je mnozina oteviend v X.

TVRZENI (Charakterizace spojitosti)

Necht f je zobrazeni topologického prostoru X do topologického prostoru Y. Pak ndsledujici podminky jsou
ekvivalentni

f je spojité;
vzor mnoZiny uzaviené v 'Y je mnoZina uzaviend v X;
pro kazdé x € X a kaZdé okoli V bodu f(x) v Y existuje okoli U bodu x v X tak, Ze f(U) C V;
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Lokalizace spojitosti
Vlastnosti spojitosti, homeomorfismus, topologicka vlastnos:

= tl
Spojita zobrazeni

DEFINICE (Spojitost zobrazent)

Necht (X, G), (Y, H) jsou topologické prostory a f : X — Y zobrazeni. Rekneme, Ze f je spojité, jestlize
f~1(H) C G, tj. vzor mnoziny oteviené v Y je mnozina oteviend v X.

TVRZENI (Charakterizace spojitosti)

Necht f je zobrazeni topologického prostoru X do topologického prostoru Y. Pak ndsledujici podminky jsou
ekvivalentni
f je spojité;
vzor mnoZiny uzaviené v 'Y je mnoZina uzaviend v X;
pro kazdé x € X a kaZdé okoli V bodu f(x) v Y existuje okoli U bodu x v X tak, Ze f(U) C V;
Jestlize soubor {xa} konverguje k x v prostoru X, pak soubor {f(xa)} konverguje k f(x) v prostoru Y ;
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Lokalizace spojitosti
Vlastnosti spojitosti, homeomorfismus, topologicka vlastnos:

= tl
Spojita zobrazeni

DEFINICE (Spojitost zobrazent)

Necht (X, G), (Y, H) jsou topologické prostory a f : X — Y zobrazeni. Rekneme, Ze f je spojité, jestlize
f~1(H) C G, tj. vzor mnoziny oteviené v Y je mnozina oteviend v X.

TVRZENI (Charakterizace spojitosti)

Necht f je zobrazeni topologického prostoru X do topologického prostoru Y. Pak ndsledujici podminky jsou
ekvivalentni
f je spojité;
vzor mnoZiny uzaviené v 'Y je mnoZina uzaviend v X;
pro kazdé x € X a kaZdé okoli V bodu f(x) v Y existuje okoli U bodu x v X tak, Ze f(U) C V;
Jestlize soubor {xa} konverguje k x v prostoru X, pak soubor {f(xa)} konverguje k f(x) v prostoru Y ;

pro kaZdou podmnoZinu A C X plati f(A) C f(A);
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Lokalizace spojitosti
Vlastnosti spojitosti, homeomorfismus, topologicka vlastnos:

= tl
Spojita zobrazeni

DEFINICE (Spojitost zobrazent)

Necht (X, G), (Y, H) jsou topologické prostory a f : X — Y zobrazeni. Rekneme, Ze f je spojité, jestlize
f~1(H) C G, tj. vzor mnoziny oteviené v Y je mnozina oteviend v X.

TVRZENI (Charakterizace spojitosti)

Necht f je zobrazeni topologického prostoru X do topologického prostoru Y. Pak ndsledujici podminky jsou
ekvivalentni
f je spojité;
vzor mnoZiny uzaviené v 'Y je mnoZina uzaviend v X;
pro kazdé x € X a kaZdé okoli V bodu f(x) v Y existuje okoli U bodu x v X tak, Ze f(U) C V;
Jestlize soubor {xa} konverguje k x v prostoru X, pak soubor {f(xa)} konverguje k f(x) v prostoru Y ;

pro kaZdou podmnoZinu A C X plati f(A) C f(A);

@ pro kazdou podmnozinu B C Y plati f—1(B) C f~1B.
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Definice a ¢ i topo
Neékt: kladni vlastn
Spojita zobrazeni

Vlastnosti spojitosti, homeomorfismus, topologicka vlastnos:

=/ Neékteré uvedené ekvivalentni podminky spojitosti 1ze snadno pouZit pro definici spojitosti v
bodé a z nich je vidét piislusna tprava i pro definici pomoci otevienych mnozin.
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Definice a cha A o q
Definice a c Lokalizace spojitosti

astnost . " 5 1 icka
Stnost! Vlastnosti spojitosti, homeomorfismus, topologicka vlastnos:

Spojita zobrazeni

DEFINICE (Spojitost v bod)

Rekneme, Ze zobrazeni f topologického prostoru X do topologického prostoru Y je spojité v bod& x € X,
jestlize vzor kazdé oteviené mnoZiny v Y obsahujici f(x) je otevfend mnoZina v X.
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Lokalizace spojitosti
Vlastnosti spojitosti, homeomorfismus, topologicka vlastnos:

DEFINICE (Spojitost v bodg)

Rekneme, Ze zobrazeni f topologického prostoru X do topologického prostoru Y je spojité v bod& x € X,
jestlize vzor kazdé oteviené mnoZiny v Y obsahujici f(x) je otevfend mnoZina v X.
Rekneme, Ze f je spojité na mnozin€ A C X, jestliZe je spojité v kazdém bodé mnoziny A.
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riz topo
zakladni vlastnosti
Spojita zobrazeni

Lokalizace spojitosti
Vlastnosti spojitosti, homeomorfismus, topologicka vlastnos:

DEFINICE (Spojitost v bodg)

Rekneme, Ze zobrazeni f topologického prostoru X do topologického prostoru Y je spojité v bod& x € X,
jestlize vzor kazdé oteviené mnoZiny v Y obsahujici f(x) je otevfend mnoZina v X.
Rekneme, Ze f je spojité na mnozin€ A C X, jestliZe je spojité v kazdém bodé mnoziny A.

9 Stejnym postupem jako u predchozi charakterizace spojitosti lze nyni dokazat nasledujici
i charakterizace spojitosti v bod€. Pozor na rozdil mezi spojitosti na podmnoZin€ a spojitosti
zuzeni zobrazeni na podmnozinu (viz piiklad).
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Lokalizace spojitosti
Vlastnosti spojitosti, homeomorfismus, topologicka vlastnos:

DEFINICE (Spojitost v bodg)

Rekneme, Ze zobrazeni f topologického prostoru X do topologického prostoru Y je spojité v bod& x € X,
jestlize vzor kazdé oteviené mnoZiny v Y obsahujici f(x) je otevfend mnoZina v X.
Rekneme, Ze f je spojité na mnozin€ A C X, jestliZe je spojité v kazdém bodé mnoziny A.

TVRZENI (Charakterizace spojitosti v bodé)

Necht f je zobrazeni topologického prostoru X do topologického prostoru Y a x € X. Pak ndsledujict
podminky jsou ekvivalentni
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Definice Lokalizace spojitosti

akl as ti = £ - s P
. n : Vlastnosti spojitosti, homeomorfismus, topologicka vlastnos:

Spojita zobrazeni

DEFINICE (Spojitost v bodg)
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vzor mnoziny uzaviené v Y neobsahujici f(x) je mnoZina uzaviend v X;
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je-liA C X ax € A pak f(x) € f(A);
@A jestlize uzdvér podmnoZiny B C Y neobsahuje f(x), pak uzdvér mnoziny f ~1(B) neobsahuje bod x.
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3
(*°)

Je ziejmé, Ze pro overeni spojitosti staci ovéfit, Ze vzory z oteviené nebo uzaviené subbaze v
Y jsou oteviené (resp. uzaviené) v X, a podobné pro okoli bodu.
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Lokalizace spojitosti

Spojita zobrazeni Vlastnosti spojitosti, homeomorfismus, topologicka vlastnos:

Mezi nejdiileZit&jsi zakladni vlastnosti vhodnych zobrazeni mezi strukturami, af topolo-
gickymi nebo algebraickymi, patii uzavienost na sklddani a zahrnuti identického zobrazeni.
Diikaz nasledujiciho tvrzeni je velmi jednoduchy.
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TVRZENI (Zakladni vlastnosti spojitosti

SloZeni dvou spojitych zobrazeni je spojité zobrazeni.
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Vlastnosti spojitosti, homeomorfismus, topologicka vlastnos:

Spojita zobrazeni

SloZeni dvou spojitych zobrazeni je spojité zobrazeni.
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Spojitost slozen{ zobrazeni 1ze snadno lokalizovat (zformulujte).
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Lokalizace spojitosti
Vlastnosti spojitosti, homeomorfismus, topologicka vlastnos:

Spojita zobrazeni

TVRZENI (Zakladni vlastnosti spojitosti)

SloZeni dvou spojitych zobrazeni je spojité zobrazeni.
Identické zobrazeni topologického prostoru je spojité.

V teorii redlnych funkci redlné proménné byly dulezité spojité funkce, které mély inverzni
funkei na néjakém intervalu (a ta pak byla automaticky spojitd). V obecnéjsich prostorech
(ani v metrickych) nemusi byt inverzni funkce (k danému spojitému zobrazeni) spojitd. Je

proto nutné spojitost inverzniho zobrazeni dodat.
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Spojita zobrazeni Vlastnosti spojitosti, homeomorfismus, topologicka vlastnos:

TVRZENI (Zakladni vlastnosti spojitosti)

SloZeni dvou spojitych zobrazeni je spojité zobrazeni.
Identické zobrazeni topologického prostoru je spojité.

DEFINICE (Homeomorfizmy)

Necht X, Y jsou topologické prostory a f : X — Y. Zobrazeni f se nazyva homeomorfizmus, jestliZe je
spojité a existuje inverzni spojité zobrazeni g : Y — X. Prostory X, Y se pak nazyvaji homeomorfni.
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) Je ziejmé, Ze je-li f homeomorfizmus, je i jeho inverzni zobrazeni homeomorfizmus. Déle
je zfejmé, ze homeomorfizmus musi byt prosté zobrazeni, které zobrazuje mnozinu X na
mnozinu Y.

=
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(D) R a (0, 2) jsou homeomorfni prostory, které nejsou homeomorfni s [0, 1]. R a prostor ira-
i ciondlnich &isel nejsou homeomorfni. R a R? (obecnéji R™) nejsou homeomorfni (diikaz, Ze
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Vlastnosti spojitosti, homeomorfismus, topologicka vlastnos:

Spojita zobrazeni

TVRZENI (Zakladni vlastnosti spojitosti)

SloZeni dvou spojitych zobrazeni je spojité zobrazeni.
Identické zobrazeni topologického prostoru je spojité.

DEFINICE (Homeomorfizmy)

Nechi X, Y jsou topologické prostory a f : X — Y. Zobrazeni f se nazyva homeomorfizmus, jestlize je
spojité a existuje inverzni spojité zobrazeni g : Y — X. Prostory X, Y se pak nazyvaji homeomorfni.

) Je ziejmé, Ze je-li f homeomorfizmus, je i jeho inverzni zobrazeni homeomorfizmus. Déle
je zfejmé, ze homeomorfizmus musi byt prosté zobrazeni, které zobrazuje mnozinu X na
mnozinu Y.

Nasledujici metadefinice bude jasna z prikladd.
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Lokalizace spojitosti
Vlastnosti spojitosti, homeomorfismus, topologicka vlastnos:

Spojita zobrazeni

TVRZENI (Zakladni vlastnosti spojitosti)

SloZeni dvou spojitych zobrazeni je spojité zobrazeni.
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DEFINICE (Homeomorfizmy)

Nechi X, Y jsou topologické prostory a f : X — Y. Zobrazeni f se nazyva homeomorfizmus, jestlize je
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/o o) . s v . . ~ . ) . ’ z ~ Z
& Je ziejmé, Ze je-li f homeomorfizmus, je i jeho inverzni zobrazeni homeomorfizmus. Déle
¥ : N X~ z i z z 7 . M

je zfejmé, ze homeomorfizmus musi byt prosté zobrazeni, které zobrazuje mnozinu X na

mnozinu Y.

Topologicka vlastnost

Vlastnost topologického prostoru se nazyva topologickd, jestlize zustava v platnosti pfechodem k
homeomorfnim prostoram.
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Lokalizace spojitosti
Vlastnosti spojitosti, homeomorfismus, topologicka vlastnos

Spojita zobrazeni

TVRZENI (Zakladni vlastnosti spojitosti)

SloZeni dvou spojitych zobrazeni je spojité zobrazeni.
Identické zobrazeni topologického prostoru je spojité.

DEFINICE (Homeomorfizmy)

Nechi X, Y jsou topologické prostory a f : X — Y. Zobrazeni f se nazyva homeomorfizmus, jestlize je
spojité a existuje inverzni spojité zobrazeni g : Y — X. Prostory X, Y se pak nazyvaji homeomorfni.

Je ziejmé, Ze je-li f homeomorfizmus, je i jeho inverzni zobrazeni homeomorfizmus. Déle
je zfejmé, Ze homeomorfizmus musi byt prosté zobrazeni, které zobrazuje mnoZinu X na
mnozinu Y.

Napf. metrizovatelnost, separabilita nebo mit spocetnou bazi nebo mit lokalni spocetnou bazi,
jsou topologické vlastnosti. Byt metrizovatelny tplnou metrikou neni topologickd vlastnost.
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Lokalizace spojitosti
Vlastnosti spojitosti, homeomorfismus, topologicka vlastnos

Spojita zobrazeni

TVRZENI (Zakladni vlastnosti spojitosti)

SloZeni dvou spojitych zobrazeni je spojité zobrazeni.
Identické zobrazeni topologického prostoru je spojité.

DEFINICE (Homeomorfizmy)

Nechi X, Y jsou topologické prostory a f : X — Y. Zobrazeni f se nazyva homeomorfizmus, jestlize je
spojité a existuje inverzni spojité zobrazeni g : Y — X. Prostory X, Y se pak nazyvaji homeomorfni.

Je ziejmé, Ze je-li f homeomorfizmus, je i jeho inverzni zobrazeni homeomorfizmus. Déle
je zfejmé, Ze homeomorfizmus musi byt prosté zobrazeni, které zobrazuje mnoZinu X na
mnozinu Y.

Da se fici, ze teorie topologickych prostoru je studiem topologickych vlastnosti a nehledi na
tvary mnozin (pro topologa je piimka nebo otevieny interval nebo sinusoida stale totéz, stejné
jako koule je totéz co kvadr).

1.Topologie a spojitost




Lokalizace spojitosti
Vlastnosti spojitosti, homeomorfismus, topologicka vlastnos

Spojita zobrazeni

TVRZENI (Zakladni vlastnosti spojitosti)

SloZeni dvou spojitych zobrazeni je spojité zobrazeni.
Identické zobrazeni topologického prostoru je spojité.

DEFINICE (Homeomorfizmy)

Nechi X, Y jsou topologické prostory a f : X — Y. Zobrazeni f se nazyva homeomorfizmus, jestlize je
spojité a existuje inverzni spojité zobrazeni g : Y — X. Prostory X, Y se pak nazyvaji homeomorfni.

Je ziejmé, Ze je-li f homeomorfizmus, je i jeho inverzni zobrazeni homeomorfizmus. Déle
je zfejmé, Ze homeomorfizmus musi byt prosté zobrazeni, které zobrazuje mnoZinu X na
mnozinu Y.

~2 Casto budeme zamétiovat topologickou vlastnost s tiidou prostorti majicich tuto vlastnost.
Tyto tiidy urcené néjakou topologickou vlastnosti jsou charakterizovany uzavienosti na ho-
meomorfizmy, tj. jsou-li prostory X, Y homeomorfni a jeden z nich naleZi do této tfidy, nalezi
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