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1. Poznamky



Metrika
Usporadani
Topologie Filtr
Skoro disjunktni soustavy mnozin
Konvergence souborii a filtri

Iterace zobecnéného uzavéru

Metricky prostor

Metrika na mnozing€ X je zobrazeni d : X x X — [0, co) majici ndsledujici vlastnosti pro libovolnd
X,y,z € X:

d(x,y) = 0 pravé kdyz x = y;
d(x,y) = d(y,x):
d(x,y) < d(x,z) + d(z, ).

Posledni vlastnost se nazyva trojihelnikova nerovnost. Pokud d spliiuje v prvni podmince jen implikaci
d(x, x) = 0, nazyva se d pseudometrika.
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Metrika na mnozing€ X je zobrazeni d : X x X — [0, co) majici ndsledujici vlastnosti pro libovolnd
X,y,z € X:

d(x,y) = 0 pravé kdyz x = y;

d(x,y) = d(y,x);

d(x,y) < d(x,2) + d(z,y).
Posledni vlastnost se nazyva trojihelnikova nerovnost. Pokud d spliiuje v prvni podmince jen implikaci
d(x, x) = 0, nazyva se d pseudometrika.
Dvojice (X, d) se pak nazyvd metricky prostor (nebo pseudometricky prostor, resp.).
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X,y,z € X:
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d(x,y) < d(x,2) +d(z,y).
Posledni vlastnost se nazyva trojihelnikova nerovnost. Pokud d spliiuje v prvni podmince jen implikaci

d(x, x) = 0, nazyva se d pseudometrika.
Dvojice (X, d) se pak nazyvd metricky prostor (nebo pseudometricky prostor, resp.).

Pro pseudometricky prostor (X, d),a € X, A, B C X, se definuje:
m d(a, B) = inf{d(a, b); b € B}, vzdilenost a od B;
m d(A,B) =inf{d(a, b);a € A, b € B}, vzdilenost A od B;
m diam A = sup{d(a, b); a, b € A}, primér mnoziny A C X.
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m d(A,B) =inf{d(a, b);a € A, b € B}, vzdilenost A od B;
m diam A = sup{d(a, b); a, b € A}, primér mnoziny A C X.

Mnozina A v (X, d) se nazyvd omezend, ma-li omezeny pramér.
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m d(a, B) = inf{d(a, b); b € B}, vzdilenost a od B;
m d(A,B) =inf{d(a, b);a € A, b € B}, vzdilenost A od B;
m diam A = sup{d(a, b); a, b € A}, primér mnoziny A C X.

Je-li (X, d) pseudometricky prostor, indukuje d na mnoZiné X ekvivalenci x ~ y < d (x,y) = 0.Na
kvocientu X podle této ekvivalence je funkce d([x], [y]) = d(x, y) metrikou ([x] zna¢{ mnozinu v8ech prvka
ekvivalentnich bodu x). Rikdme, Ze metricky prostor (X d ) je vytvoren pseudometrickym prostorem (X, d).
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Usporadana m
Usporddand mnoZina je dvojice (X, <), kde X je mnoZina a < je relace na X (tj. podmnoZina X X X) majici
vlastnosti:

je tranzitivni, . je-lix < y,y < z,je x < z;
je-li x # y pro x, y € X, neni soucasné x < y,y < X.

Relace < se pak nazyva usporadani.
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Usporadana mnozina

je dvojice (X, <), kde X je mnoZzina a < je relace na X (tj. podmnoZina X X X) majici

vlastnosti:

je tranzitivni, tj. je-lix < y,y < z,je x < z;

je-li x # y pro x, y € X, neni souCasné x < y,y < X.
Relace < se pak nazyva
Maé-li uspofadani < navic vlastnost

pro kazdé dva body x, y € X nastane nékterd z moznosti x = y, x < y,y < X, nazyva se relace linedrni
uspordadani (nékdy se fiké i monotdnni uspordddni) a dvojice(X, <) je linedrné usporadand mnoZina.
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(nékdy se fika i monoténni uspordddni) a dvojice( X, <) je

Symbolem x < y se pak znadf situace, Ze bud x = y nebo x < y. Vztah x < y vSak nevyluduje moZnost
Xx = y (napf. se Casto definuje pro podmnoziny A, B C Y relace A < B jestlize A C B). Symbol x < y je
ekvivalentni se symbolem y > x. Symbol x § ymatix < yax #y.
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Ma-li usporddani < navic vlastnost:
pro kazdé dva body x, y € X nastane nékterd z moznosti x = y, x < y,y < X, nazyva se relace

(nékdy se fika i monoténni uspordddni) a dvojice( X, <) je

Prvek h uspofddané mnoZiny (X, <) se nazyva horni mez podmnoziny A C X, jestlize a < h pro kazdé

a € A. Ziejmym zpusobem se definuje dolni mez mnoZiny. MnoZzina A se nazyva shora (nebo zdola)
omezend, ma-li horni mez (nebo dolni mez, resp.). Ma-li A horni i dolni mez, nazyva se omezena.

Nejmensi horni mez mnoziny A, pokud existuje, se nazyva supremum mnoziny A a znaci se sup A. Infimum
(inf A) je nejvétsi dolni mez mnoziny A.

=
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PodmnoZina A linedrni usporddané mnozZiny (X, <) se nazyvé konvexni, jestliZe plati vztah
a<b<c,a,ce A= beA
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Pro a, b € X se nasledujici konvexni mnoziny nazyvaji intervaly. V nékterych linedrné usporadanych
mnozindch existuji konvexni mnoziny, které nemaji zddny z nésledujicich tvard. Na R jsou vSak konvexni
mnoZziny a intervaly totéz.

Vlastni intervaly pro a, b € X,a < b
uzaviené:

oteviené:

[a,b]={c;a< c < b}
(a,b)={c;a< c < b}
b)={c;a<c<Sh
polooteviené, polouzaviené: { E‘: bﬁf{{fz > z ? b{
s Pl = el 2 =
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Nevlastni intervaly pro a, b € X,a < b

uzaviené: [a,—)=[a,—]={c;a < c}. («, b]=[«, b]={c; c < b}
oteviené: (a,—)=(a,—]={c;a S c}, (<, b)=[—,b)={c;c S b}
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Uvédomte si, Ze nevlastni intervaly nemusi byt neomezené, napt. interval [a, —) je neome-
zeny pravé kdyZ X nemé nejvetsi prvek. Ma-li X nejveétsi prvek p, je pro a S p (a, —)
otevienym intervalem obsahujicim p. VSechny vlastni intervaly jsou omezené.

Na R splyvaji omezené intervaly s vlastnimi a neomezené s nevlastnimi.
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Pro definici konvergence jsou potiebné nasledujici pojmy.
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DEFINICE (Definice usmérnéného souboru)

Usporddand mnozina (A, <) se nazyva usmérnénd, jestlize kazdé dva prvky A maji horni mez.
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DEFINICE (Definice usmérnéného souboru)

Usporddand mnozina (A, <) se nazyva usmérnénd, jestlize kazdé dva prvky A maji horni mez.

Usmérnény soubor v mnoziné X je zobrazeni né€jaké usmérnéné mnoziny do X. Vétsinou se takovy
usmérnény soubor znadi jako {xa } 4, kde A je ona usmérnénd mnoZina a prislu§né zobrazeni je dano
rovnostmi f(a) = x, pro a € A.
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usmérnény soubor znadi jako {xa } 4, kde A je ona usmérnénd mnoZina a prislu§né zobrazeni je dano
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Usmérnény podsoubor usmérnéného souboru {xas} A je usmémeény soubor {x,} g spolu se zobrazenim
¢ : B — A zachovavajicim usporadant, které zobrazuje B na konfindlni ¢ast v A.
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DEFINICE (Definice usmérnéného souboru)

Usporddand mnozina (A, <) se nazyva usmérnénd, jestlize kazdé dva prvky A maji horni mez.

Usmérnény soubor v mnoziné X je zobrazeni né€jaké usmérnéné mnoziny do X. Vétsinou se takovy
usmérnény soubor znadi jako {xa } 4, kde A je ona usmérnénd mnoZina a prislu§né zobrazeni je dano
rovnostmi f(a) = x, pro a € A.

Usmérnény podsoubor usmérnéného souboru {xas} A je usmémeény soubor {x,} g spolu se zobrazenim
¢ : B — A zachovavajicim usporadant, které zobrazuje B na konfindlni ¢ast v A.

Presnéji se vySe zavedeny pojem usmérnénosti nazyva nahoru usmérnénd mnoZina. Pokud
by se vyzadovala dolni mez, §lo by o dolu usmérnénou mnoZinu (nékdy téz doprava, doleva
usmérnénd mnozina).
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Na zavér ¢asti o usporddanych prostorech uvedeme nékolik zdkladnich vlastnosti dobre
usporddané mnoziny wy spocetnych ordindlnich ¢isel.
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MnoZina wy je nespocetnd, kazda jeji spocetnd podmnoZina ma v wy supremum.
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Bl Supremum limitnich ordinéld je vzdy limitnf ordinal.
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Plati tzv. Fodorovovo lemma: Je-li f : w1 — w1 zobrazeni s vlastnosti f (a) < a pro kaZdé o € w1,
pak existuje néjaké B < wy takové, Ze f~1(3) je neomezend v wy.
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V predchozim lemmatu staci, aby f bylo definovano jen na limitnich ordindlech (dokonce staci jesté
méné).
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Fodorovovo lemma se v angli¢tiné ¢asto nazyva Pressing Down Lemma.
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Usporddanou mnoZzinu [0, —) redlnych &isel ziskdme ,vyplnénim” mezer mezi pfirozenymi ¢isly intervaly.
Presnéji, vezmeme soucin N X [0, 1] s lexikografickym uspofdddnim (lexikografické uspofddéni na soucinu
X XY dvou linedrng uspofddanych mnoZin je dno vztahem (x, y) < (u, v) < bud x 5 unebo
xX=uy <v.
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Podobné 1ze ziskat tzv. dlouhou polopiimku:
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DEFINICE (Dlouha polopfimka)

Lexikograficky sou¢in wy X [0, 1] se nazgva dlouhd polopiimka.
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Obcas se misto ,dlouhd polopifmka” fikd ,dlouhd pifmka”. Nékdy se vSak dlouhou pfimkou mysli spojeni
dlouhé poloptimky s jeji dudlni mnoZinou (s obracenym uspofadanim), tj. lexikograficky soucin
(wi +w1) x [0,1].
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DEFINICE (Filtr)

Soustava F podmnozin mnoziny X se nazyva filtr na mnoziné X, jestlize
0¢F;
JeiACBCXaAc€ F.,jeiB € F;
F je uzaviend na kone¢né priniky;

Filtr se nazyva volny, jestlize ma prazdny prinik.
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' Uvédomte si, Ze z posledni vlastnosti vyplyva vztah X € F. Tento vztah (nebo neprazdnost
i soustavy F) je nutné pridat, pokud se posledni vlastnost pieformuluje na (A, B € F =
ANBeF).
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DEFINICE (Baze filtru)
Soustava B C F se nazyva bazi filtru F, jestlize kazdy prvek F obsahuje né&jaky prvek z B.
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DEFINICE (Subbaze filtr

Soustava B C F se nazyva subbazi filtru F, jestlize kazdy prvek F obsahuje pranik kone¢né mnoha prvki z
B.

=
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DEFINICE (Ultrafiltr)

Filtr 7 na mnoziné X, ktery je maximdlnim prvkem v mnoziné vSech filtrti na mnoziné X uspofddané inkluzi
C, se nazyva ultrafiltr.




Metrika
Usporadani
Topologie Filtr

Skoro disjunktni soustavy mnozin
Konvergence souborii a filtri
Iterace zobecnéného uzavéru

Je jednoduché dokazat, Ze filtr 7 na mnoziné X je ultrafiltrem pravé kdyz plati jedna z nasledujicich
ekvivalentnich podminek:

Jestlize A C X neni disjunktni s Zddnou mnozinou z F, pak A € F.
Pro kazdou A C X jebud A € F nebo X \ A € F.
JelliAUB € Fjebud A€ Fnebo B € F.

1. Poznamky
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Z Kuratowského—Zornova lemmatu vyplyva, ze kazdy filtr na mnoziné X je obsazen v ultra-
filtru na téZe mnoZziné.

Pro kazdy bod a € X je soustava {A C X; a € A} ultrafiltrem na X. Jsou to jediné ultrafiltry
s neprazdnym prunikem.
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DEFINICE (Skoro )

Soustava S nekoneénych podmnozin mnoziny X se nazyva skoro disjunktni, jestlize prunik kazdych dvou

riznych mnozin z S je konecény.
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Ponejvice budeme pouZivat skoro disjunktni soustavy podmnoZin spocetné mnoZiny.
Vezmete-li za S soubor {Sx; x € R\ Q}, kde Sx je posloupnost raciondlnich &isel kon-
vergujici v R k x, dostanete skoro disjunktni soubor podmnoZin spocetné mnoziny, ktery ma
mohutnost kontinua 2.
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Maximalni skoro disjunktni soustavy

Kazda skoro disjunktni soustava podmnozin mnoziny X je obsazena v maximalni skoro disjunktni
soustavé (maximalni vzhledem k inkluzi C).
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Skoro disjunktni soustava S podmnozin mnoziny X je maximdlni pravé kdyz kazda nekonecna
podmnozina X protina nékterou mnozinu z S v nekone¢né mnoha bodech.
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Na spocetné mnoziné existuji maximalni skoro disjunktni soustavy mohutnosti kontinua 2%.
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Z anglictiny se pro maximalni skoro disjunktni soustavy pouzivad zkratka MAD (maximal

almost disjoint).
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Spojitost, homeomorfismy, r

Pozdéji se vyskytnou situace, kdy bude vyhodnéjsi popsat vlastnost nebo topologii jinym
druhem konvergence. Je-li (A, <) uspofddand mnoZina, je (A, <) usmérnénd pravé kdyz je
soubor {[a, —); a € A} bézi filtru na mnoziné A. A vime, Ze béze filtru je usmérnény soubor
vzhledem k obracené inkluzi D. Da se tedy ocekavat, Ze konvergenci usmérnénych soubort
1ze néjak prenést i na filtry.
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DEFINICE

Necht X je topologicky prostor a F je filtr na X.

m Rikdme, Ze F konverguje k bodu x € X, jestlize kazdé okoli bodu x nalezi do .
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Necht X je topologicky prostor a F je filtr na X.

m Rikdme, Ze F konverguje k bodu x € X, jestlize kazdé okoli bodu x nalezi do .

m Rikdme, Ze x € X je hromadnym bodem filtru F, jestliZe kazdé okoli bodu x protina kazdy prvek z F.
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DEFINICE

Necht X je topologicky prostor a F je filtr na X.
m Rikdme, Ze F konverguje k bodu x € X, jestlize kazdé okoli bodu x nalezi do .

m Rikdme, Ze x € X je hromadnym bodem filtru F, jestliZe kazdé okoli bodu x protina kazdy prvek z F.

A~
(**)

Ziejmé je x € X je hromadnym bodem filtru F pravé kdyz x € N{F; F € F}.

1. Poznadmky
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Vlastnosti konvergence filtru

Nechi X je topologicky prostor.
Filtr {A C X; x € A} konverguje k x.

1. Poznadmky
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Necht X je topologicky prostor a F je filtr na X.
m Rikdme, Ze F konverguje k bodu x € X, jestlize kazdé okoli bodu x nalezi do .
m Rikdme, Ze x € X je hromadnym bodem filtru F, jestliZe kazdé okoli bodu x protina kazdy prvek z F.

A~
(**)

Vlastnosti konvergence filtru

Nechi X je topologicky prostor.
Filtr {A C X; x € A} konverguje k x.
Jestlize F konverguje k bodu x, pak kazdy vétsi filtr v X konverguje k x.

1. Poznamky
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m Rikdme, Ze x € X je hromadnym bodem filtru F, jestliZe kazdé okoli bodu x protina kazdy prvek z F.
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Vlastnosti konvergence filtru

Nechi X je topologicky prostor.
Filtr {A C X; x € A} konverguje k x.
Jestlize F konverguje k bodu x, pak kazdy vétsi filtr v X konverguje k x.

Prinik dvou filtrii konvergujicich v X k bodu x také konverguje k x.

1. Poznamky



Metrika
Usporadani
Topologie Filtr

Spojitost, homeomorfismy, retrakce Skoro disjunktni soustavy mnozin
Konvergence souboril a filtrii
Iterace zobecnéného uzavéru

DEFINICE
Necht X je topologicky prostor a F je filtr na X.
m Rikdme, Ze F konverguje k bodu x € X, jestlize kazdé okoli bodu x nalezi do .
m Rikdme, Ze x € X je hromadnym bodem filtru F, jestliZe kazdé okoli bodu x protina kazdy prvek z F.
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(**)

Vlastnosti konvergence filtru

Nechi X je topologicky prostor.
Filtr {A C X; x € A} konverguje k x.
Jestlize F konverguje k bodu x, pak kazdy vétsi filtr v X konverguje k x.
Prinik dvou filtrii konvergujicich v X k bodu x také konverguje k x.

Vlastnosti hromadnych bodi filtru
Nechf X je topologicky prostor.
Kazdy ultrafilter v X konverguje ke svym hromadnym bodiam.

1. Poznamky
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DEFINICE
Necht X je topologicky prostor a F je filtr na X.
m Rikdme, Ze F konverguje k bodu x € X, jestlize kazdé okoli bodu x nalezi do .
m Rikdme, Ze x € X je hromadnym bodem filtru F, jestliZe kazdé okoli bodu x protina kazdy prvek z F.

A~
(**)

Vlastnosti konvergence filtru

Nechi X je topologicky prostor.
Filtr {A C X; x € A} konverguje k x.
Jestlize F konverguje k bodu x, pak kazdy vétsi filtr v X konverguje k x.
Prinik dvou filtrii konvergujicich v X k bodu x také konverguje k x.

‘

Vlastnosti hromadnych bodi filtru
Nechf X je topologicky prostor.

Kazdy ultrafilter v X konvergu]e ke svym hromadnym bodtim.

1. Poznamky
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Problém charakterizace topologie pomoci konvergence spoc¢iva v charakterizaci posledniho

axiému uzavérd, totiz, ze A = A. MnoZina A viech limit usmérnénych posloupnostf leZicich
v mnozin& A sice je &asti A, ale nemusi to byt cely uzavér. Tuto operaci je nutné opakovat (tj.
sestrojit A2 = (A1)1, obecné Ao, = (U{Ap; 8 < a})1 pro ordindl «, a teprve po zastaveni
této operace (tj. kdyZ Aq+1 = Aq) se dostane uzdvér mnoziny A = Aq.




Metrika
Usporadani
Topologie Filtr

Skoro disjunktni soustavy mnozin
Konvergence souborii a filtri

Iterace zobecnéného uzavéru

Jako hezky ptiklad pro uvedené opakovani slouzi Baireovy funkce. Za A se vezmou vSechny
spojité redlné funkce definované na R nebo na néjakém omezeném intervalu a za konvergenci
se vezmou bodové limity posloupnosti funkci. Lebesgue dokazal, Ze pro vSechna spocetna

ordindlni ¢isla jsou mnoziny Ae rizné (na wy se proces zastavi).
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Podivejme se na uvedeny piiklad obecn&ji. M&jme zobrazeni u : exp(X) — exp(X) majici prvni tfi
vlastnosti uzavéru (podstatnd pro konstrukci bude jen druhd vlastnost A C u(A)). Definujme transfinitn{
indukef zobrazeni uq, : exp(X) — exp(X) pro libovolné ordindlni &islo o

up = u, ua(A):u(U ug(A)).

B<a

Ziejmé pro kazdé A C X plati ug(A) C uq(A) jakmile 8 < a. Proto nejpozdgji pro x = | X| bude
Uk (A) = ua(A) jakmile « > ka A C X.

1. Poznamky
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Definujme nyni zobrazeni v : exp(X) — exp(X) rovnosti v = u,. Pak v(v(A)) = v(A) pro kazdé A C X
a v po u zdédi i prvni tfi vlastnosti uzavéru. Dostdvame ndsledujici tvrzeni.
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TVRZENI (Iterace uzivéru)

Jestlize zobrazeni u : exp(X) — exp(X) spliiuje prvni tFi vlastnosti uzdvéru, je popsand funkce
v : exp(X) — exp(X) uzdvérem topologie. Ve smyslu bodového uspordddni funkci je to nejmensi uzdveér vétsi
nez zobrazent u.
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3 Zobrazeni u : exp(X) — exp(X) spliiujici prvni tfi vlastnosti uzavéru se né€kdy nazyva
=/ Cechovym uzdvérem. Stejné jako v topologickych prostorech vytvari tento zobecnény uzaveér
charakterizujici soustavy okoli bodu a konvergenci (nelze vSak charakterizovat pomoci

systémi mnozin podobnych otevienym nebo uzavienym mnozinam).




Spojitost, homeomorfismy, retrakce

Spojitost je lokdlni vlastnost. Sta¢i dokazovat spojitost zobrazeni v jednotlivych bodech nebo
na malych mnoZindch. Z redlnych funkci redlné proménné si pamatujete, Ze stejnomérnou
D) spojitost nelze vySetfovat po bodech nebo lokdlné na malych okolich. Protoze topologické
\'/ prostory jsou definovdny napi. pomoci soustav okoli, které se mohou velmi liSit bod od bodu,
nelze v topologickych prostorech definovat stejnomérnou spojitost. To je mozné jen ve struk-
turdch definovanych pomoci mnozin, které jsou v jistém smyslu veliké (viz kapitolu o uni-
formnich prostorech).

1. Poznamky
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Z redlné analyzy znéte situaci, kdy funkce je definovand napf. na [0, 1] hodnotou 0 a na
zbylych redlnych cislech Dirichletovou funkei (hodnota O v iraciondlnich bodech, 1 v ra-
) ciondlnich bodech). Tato funkce, chdpana jako funkce R — R je spojitd jen na otevieném
intervalu (0, 1). Jestlize se ale omezime na interval [0, 1] jako na defini¢ni obor této funkce,
bude funkce spojitd na tomto uzavieném intervalu. Tato situace maze nastat i na obecnych to-
pologickych prostorech a je tedy nutné rozliSovat spojitost na podmnoziné defini¢niho oboru
a spojitost na ziiZeni defini¢niho prostoru.

1. Poznamky
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~2 Na rozdil od realnych funkeci realné proménné nemusi byt inverzni zobrazeni spojitého zob-
‘ razeni spojité (napf. identické zobrazeni (R,G) — (R, H), kde G je diskrétni topologie a
'H je obvykla topologie na R. Existuji vSak dulezité pripady, kdy je u inverzniho zobrazeni
spojitost zachovana, napf. u kompaktnich mnoZzin — viz prislusnou kapitolu.

1. Poznamky
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) Nehomeomorfnost dvou prostoru se nejcastéji dokazuje tak, Ze se najde topologicka vlastnost,
7 kterou sdili pouze jeden ze zkoumanych prostort. Napf. jeden prostor ma izolovany bod a

druhy prostor nema zadny izolovany bod. Nebo jeden prostor je separabilni a druhy neni.
Nekdy je vSak obtiZné zjistit, zda jsou dva dané prostory homeomorfni ¢i nikoli.

1. Poznamky
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- Existuje dulezity pojem, ktery nékdy muze homeomorfnost nahradit. Dva prostory X, Y jsou
i homeomorfni, jestlize existuji spojitd zobrazeni f : X — Y ag : Y — X tak, Ze fg =
1y, gf = 1x.Ono zobecnéni vynechédva jednu z uvedenych rovnosti:

1. Poznamky
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DEFINICE (Retrakce

Rikdme, e prostor X je retraktem prostoru Y, jestlize existuji spojitd zobrazeni r : Y — X as: X — Y
tak, ze rs = 1x.

1. Poznamky
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Ukazte, Ze v uvedené definici musi byt s vnoreni a r kvocientové zobrazeni.
Casto se chépe retrakt X jako podprostor Y, s je pak identické zobrazeni (tj. s(x) = x).




Spojitost, homeomorfismy, retrakce

Ztejmé je kazdy bod retraktem prostoru, ve kterém leZi. Kazdy interval na pfimce je retraktem
celé piimky (a tedy nemusi byt homeomorfni s pfimkou). Pismeno Y je retraktem roviny (a
neni s ni homeomorfni).




Spojitost, homeomorfismy, retrakce

Snadno si Ize predstavit tzv. deformacni retrakty. Napf. kvadr je deformovan do hrnicku bez
ouska, torus (plnd pneumatika) je deformovédn do hrnicku s ouSkem. Existuji vSak retrakty,
které nevzniknou deformaci.
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