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1. Dikazy



Podminky jsou zfejmé nutné. DokdZeme, Ze jsou postacujici.

Nechi B m4 uvedené vlastnosti a definujme G jako soustavu sjednoceni v§ech moZnych
podsoustav B. Pak G zfejmé& obsahuje () a X a je uzaviend na libovolna sjednoceni. Pro
dokonceni dikazu staci ukazat, Ze G je uzaviend na konec¢né pruniky (pak tvoii
topologii a B3 je jeji baze).

Nechi Gy, G, € G ax € Gy N G,. Protoze Gy i G, jsou sjednocenim mnoZin z B,
existuji By, B, € B obsahujici x. Podle prvni vlastnosti soustavy B existuje B € B tak,
Zex € B C B; N B,. Tedy je x € B C G; N Gy a tento prunik je tedy sjednocenim
mnozin z B. |
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Je zfejmé, Ze konecné priniky mnozin z jakékoli soustavy podmnoZzin mnoziny X ma
vlastnosti potiebné pro otevienou bazi. O




Prvni uvedena vlastnost soustavy okoli plyne hned z vlastnosti otevienych mnozin.
Dokézeme druhou vlastnost. Necht U je okoli bodu x. Pak existuje oteviend mnoZina G
takovd, ze x € G C U. Podle definice okoli je U okolim kazdého bodu z G a, ziejmé, G

je okolim kazdého svého bodu. L]

1. Dikazy



Rekneme, 7e mnoZina G C X ndleZ{ do G, jestlize G € U, pro kazdé x € G. Je zfejmé,
Ze soustava G je uzavien4 na libovolnd sjednoceni a obsahuje set i X. Nechi G,H € G a
x € GN H.Protoze G, H € Uy, jei G N H € U,, takze G je uzaviend i na konecné
pruniky a je to topologie. Zbyva ukazat, ze Uy je soustava vSech okoli x pfi této
topologii.

Nechi W je okoli x v (X, G). Pak existuje G € G tak, Ze x € G C W. ProtoZe G € U,
jei W € U, podle vlastnosti filtru. Necht nyni U € U,.. Musime ukdzat, Ze U je okolim
x v (X,G). Vezméme mnozinu G = {y € X; U € U, }. DokazZeme, Zze G € G. ProtoZe
x € G, bude dikaz hotov. Musime ukézat, Ze pro kazdé y € G je G € U,. Zvolme tedy
néjaké y € G, tedy U € U,,. Podle druhé vlastnosti soustav okoli existuje V' € U, tak,
ze U € U, prokazdé z € V. To znamend, Ze V C G atedy G € U, . Diikaz je

hotov. O

1. Dikazy



Dokazme tvrzeni pro uzdveér. Pro vnitfek plati A° = X \ X \ A ukaZte to) a odtud
snadno plyne i vySe uvedend rovnost pro vnitiek.

Jestlize x ¢ A, pak X \ A je oteviend mnoZina obsahujici x, a tedy okoli x disjunktni s
A. Nechf bod x m4 okoli U disjunktni s A. Miizeme piedpoklddat, Ze U je oteviené. Pak
X\ U je uzaviena mnozina obsahujici A a tedy i A. Bod x tedy nepatii do A. O
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Diikaz.

Prvni dvé vlastnosti jsou trividln€ splnény. Z definice uzavéru ihned plyne, Ze uzaver je
monoténni operdtor, tj. A C B = A C B. Odtud plyne inkluze AU B D> AU B. Necht
x ¢ AU B. Pak existuji uzaviené mnoZiny Fa, Fg obsahujici A, B, resp., a neobsahujici
x. Sjednoceni Fa U Fg je tedy uzaviena mnoZzina obsahujici AU B a neobsahujici x.
Tudiz x ¢ AU B a zbyvajici inkluze je dokédzéna.

Pro diikaz posledni vlastnosti predpokladejme, 7e x ¢ A. Pak existuje uzaviena

mnoZina F D A neobsahujici x. Ale F O A podle definice uzdvéru a tedy x ¢ (A).
Opacnd inkluze plyne z druhé vlastnosti. [
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Pro dany operétor A ~» A definujme F = {F C X; F = F}. Zejmé F obsahuje {) i X
(podle prvnich dvou vlastnosti) a je to soustava uzaviend na konecnd sjednoceni (podle
treti vlastnosti). DokdZeme, Ze JF je uzaviena na libovolné priniky. Nechi{ 7' C F a
A= (\F'. Pak prokazdé F € F' je AC F atedy A C F podle tfeti a &tvrté vlastnosti.
TakZe A C (| F' = A, coz znamen4, 7e A = A.

ProtoZe jednoznacnost je zfejma, zbyva ukazat, ze uzavér uA kazdé mnoziny A v
topologickém prostoru vytvofeném soustavou JF je totozny s A. Jelikoz A € F, je

UA C A.Déle vime, 7e A C uA atedy A C uA. Ale uA € F atedy uA = uA. Dilkaz je
hotov. L]
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DokaZeme teti a Etvrtou vlastnost. Necht usmérnény soubor S = {x, } 4 nekonverguje k
x. Pak existuje okoli U bodu x takové, Ze pro prvky b néjaké konfindlni podmnoZziny

B C Ajexp ¢ U.Ziejmé je T = {xp}5 usmérnény podsoubor souboru S a zadny
podsoubor souboru T nekonverguje k x (dokonce Zddny usmérnény soubor majici
hodnoty v mnoZing {xp; b € B} nekonverguje k x).

Nechi S = {x,}a. Pro kazdé okoli U bodu x z n&jaké baze okoli U, je mnoZina

By = {b; xp € U} konfindlni v A. Necht B = {(U, b); b € By, U € Uy} je usporddand
vztahem (U, b) < (V,c) < U D V, b > c. Poloime y(y ) = Xp. Pak usmérnény

soubor { yiU bi}B je hledany podsoubor souboru S konvergujici k x. L]



Pokud je x limitou souboru leziciho v mnoZing A, je x € A, protoze kazdé okoli bodu x
obsahuje prvky souboru a tedy prvky z A (podle popisu uzavéru pomoci okolf).

Necht je nyni x € A. Pro kazdé okoli U € U, bodu x zvolime n&jaky bod xy € AN U
(opét podle popisu uzavéru pomoci okoli). Usmérnény soubor {xy; U € Uy} leziv A a
konverguje k x — ovéite. O
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Prvni dvé vlastnosti jsou ekvivalentni, protoze f~1(Y \ B) = X \ f~1(B). Implikace

1 = 3 = 4 = 5 jsou pfimocard pouZitim pfisluSnych definic a popisu uzdvéru pomoci
konvergence. Vlastnost 6 se z vlastnosti 5 dokaZze dosazenim A = f—1(B) a pouzitim
inkluzi P C f=1(f(P)), f(f 1(Q)) C Q. Zbyva dokazat implikaci 6 = 2. Je-li B C Y
uzaviend, je B = B a tedy podle vlastnosti 6 je f~1(B) C f~1(B), coZ znamend, 7e
vzor mnoziny B je uzaviena mnoZzina. [
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Diikaz.




Podle definice kazda oteviend mnoZina obsahuje bod p, tedy prvni bod je jasny. Déle
plati, Ze mnoZina je husta (podle nasi definice), pravé kdyz protind kazdou otevienou
mnozinu. Druhé tvrzeni je disledkem.

Bod p je izolovany, protoze {p} je oteviend mnoZina podle definice.

Je-li A C X \ {p} libovolnd podmnozina, pak AU {p} je oteviend v X podle definice.
Tedy A je oteviend v X {p}. To dokazuje 4. tvrzeni.

Jakdkoliv oteviend mnoZina obsahujici bod x musi podle definice nasi topologie
obsahovat i bod p. Pro diikaz 5. bodu si tedy sta¢f uvédomit, Ze mnoZina {x, p} je
oteviend, coz je ziejmé z definice.

Fakt, ze B je baze ihned plyne z pfedchoziho. Stejné tak je vSak zfejmé, zZe jakdkoliv
béze otevienych mnoZzin v X musi obsahovat 3. Tim je diikaz hotov.
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Nepfimo ukdzeme, Ze uvazovany prostor nespliiuje 1. Axiom spocetnosti.
Predpokladejme tedy, Ze mdme spocetny systém U/ okoli nulové funkce (znac¢ime 0).
Standardni béze B otevienych mnozin v prostoru (C([0, 1]), 7,) sestdvd z mnoZin tvaru
{f € C([0,1]) : f(x;) € U;,i =1, ..., n}, kde x; jsou body z [0, 1] a U; jsou oteviené
mnoZiny v R (viz soucinové topologie v 2. kapitole). Ziejmé mizeme BUNO
predpokladat, Ze U/ C B, protoze B je baze (staci kazdou z mnozin systému I/ nahradit
jeji bdzovou podmnozinou obsahujici 0). Uvazujme nyni mnoZzinu ,vSech fixa¢nich
soufadnic” z U, tj. mnoZzinu

A:={xe[0,1]: (3U eU): {f(x): f € U} #R}.
Ziejmé A je spoCetnd, existuje tedy n&jaké x € [0, 1] \ A. MnoZina
V.= {f € C([0,1]) : f(x) € (—1,1)} je oteviend, dokonce V' € B a samoziejmé

0 € V. Zadna mnozina U € U vSak neni podmnozinou V/, a tedy U neni baze
okoli 0. OJ
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Nékteré dalsi vlastnosti Gplnych nebo separabilnich m.p.

Necht X je metrizovatelny prostor.

Je-li X dplny a D C X je dokonala, pak mohutnost D je nejméné kontinuum.
Dokonce D obsahuje podmnozinu homeomorfni Cantorovu diskontinuu.

Je-1i X separabilni, pak mohutnost pfislusné topologie je nejvyse kontinuum.
Specidlné mohutnost samotného prostoru je rovnéz nejvyse kontinuum, protoze
kazda jednobodova mnoZzina je uzaviena (z metrizovatelnosti).

Je-li X polsky prostor bez izolovanych bodu, pak mohutnost pfislusné topologie je
presné kontinuum.

A Je-li X separabilni a F C X je uzaviend, potom lze psat F = D U S, kde D je
dokonald a S spocetna. Pokud prostor X je navic dplny, je tento rozklad urcen
jednoznacné. Mnozinu D mizeme definovat jako mnozinu vSech kondenzacnich
bodu v F.

Bud' X separabilni. Necht (F,, )o<a<g je ostie klesajici posloupnost uzavienych
mnozin v X. Potom [ je spocetny ordinal.

@ Nechi X je polsky. Potom topologicky podprostor H C X je polsky, pravé kdyz H
je Gs podmnoZina X (tj. H = (.~ Gp, kde G, je v X oteviend mnoZina pro
kazdé n € N).
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Omezme se rovnou na prostor D, ktery je Gplny (jsa uzavienym podprostorem tplného
prostoru) a nema izolované body. Zvolme libovolné a € D a € > 0. Indukei
zkonstruujeme systém uzavienych kouli {Bs : s € {0,1}<“} (tj. indexovany vSemi
konecnymi posloupnostmi nul a jednicek) takovy, Ze plati podminky
(i) By = B(a,e),

(ii
(iii
(iv

(v
kde pfipoustime prdzdnou mnoZinu jako prvek {0, 1} <% délky nula a symbolem s A 0
znacime posloupnost s prodlouzenou o nulu (analogicky pak pro jednicku). Nulty krok
konstrukce jsme jiz provedli volbou a € d a e > 0. Nechi nyni n € w a m&jme jiz
zkonstruovény koule B pro kaZdou posloupnost s € {0, 1}=" (t]. pro kazdou
posloupnost s nul a jedni¢ek délky nejvyse n). Je-li nyni s € {0,1}" libovolnd
posloupnost (délky n), existuji as € D aes € (0, %) tak, ze B = B(as, €s).-

pokud s # (), pak diam(Bs) < ﬁ, kde |s| zna¢i délku posloupnosti s,
pro kazdou posloupnost s € {0, 1} <% lezi stfed koule Bs v mnoZiné D,

pro kazdou posloupnost s € {0,1}<% je dist(Bsno, Bsa1) > 0,

—_ — — —

jestlize posloupnost s je prodlouzenim posloupnosti r, plati inkluze Bs C B,,

=



ProtoZe vSak mnozina D nemad izolované body, jisté najdeme dva riizné body

asn0, asa1 € D a&isla eghg, esp1 € (0, ﬁ) takovd, Ze

dist(B(asn0,€sn0), B(asa1,€sa1)) > 0 a zdroven B(asno, €sno) U Basa1, €sa1) C B.
Pak ozna¢ime Bsp; := B(aspi,esni), i = 1, 2.

Tim je konstrukce indukeci hotova.

Nyni uvazujme né&jakou nekoneénou posloupnost z € {0, 1}*. Oznaéme symbolem z|4
restrikci posloupnosti z na prvnich k soufadnic. Potom definujeme zobrazeni

¢ :{0,1}¥ — D formul{

@(z) € m Bz|k-
n=1

Protoze prostor D je dplny, je kazdy z prunikti v definici ¢ jednobodova mnozina diky
podmince (ii). Déle z podminky (iv) je jasné, Ze zobrazeni ¢ je prosté. Tedy vidime, Ze
mnozina D obsahuje néjakou podmnoZzinu mohutnosti kontinua.

Nebudeme jiZ dokazovat, Ze zobrazeni ¢ je homeomorfismus. Pouze poznamenejme, Ze
sta¢i dokézat jeho spojitost (vzhledem ke kompaktnosti prostoru {0, 1}* a faktu, Ze ¢ je
bijekce na svij obraz). Timto tedy uzavirame dukaz prvniho bodu tvrzeni.

=



Druhy bod tvrzeni vyplyva z toho, Ze separabilni metricky prostor mé néjakou (nejvyse)
spocentou bézi B otevienych mnozin. Pak totiz zobrazeni v : P(B) — G, kde G je
topologie naseho prostoru, definované formuli

1/J:A'—>LJA7

je surjektivni. Pfitom ale defini¢ni obor 7 ma (nejvyse) mohutnost kontinua. Tedy i G
ma4 nejvySe mohutnost kontinua. ProtoZe déle zobrazeni G — X \ G zprostfedkovava
bijekci mezi otevienymi a uzavienymi mnoZinami, je uzavienych mnozin presné stejné
jako otevfenych, a tedy taky nejvyse kontinuum.

Tteti bod je snadnym disledkem prvnich dvou. Pro dikaz Ctvrtého tvrzeni volme
libovolnou uzavienou mnozinu F C X a omezme se pouze na podprostor F. Definujme
D C F jako mnoZzinu vSech kondenzaénich bodi v F a S := F \ D. Je snadné si
rozmyslet, Ze mnoZzina D je uzaviena (ukazte, Ze limita posloupnosti kondenzacnich
bodu je zase kondenzacni bod). Tedy S je oteviena (pracujeme v prostoru F). Je-li

x € S, pak x neni kondenza¢nim bodem F, a tedy existuje jeho okoli U, C S, které je
spocetné. ProtoZe separabilita se v metrickych prostorech dédi na podprostory, 1ze S
pokryt spocetné mnoha takovymi okolimi (jelikoz separabilni m.p. je Lindel6fuv), a
tedy mnoZina S je spocetna.
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Nakonec volme libovolny bod d € D a e > 0. Pak B(d, €) je nespocetnd, a tedy
(vzhledem ke spocetnosti S) je nespocetnd i mnozina B(d,e) \ S = B(d,e) N D. Tedy
d je hromadnym bodem mnoziny D. Celkem dostivame, Ze mnoZina D je uzaviena a
nema izolované body, tedy je dokonala.

P4té tvrzeni opét vyuZivd existence spocetné bize B = (B,;)?2; otevienych mnoZin
prostoru X. JelikoZ posloupnost (F, ) je ostfe klesajici, najdeme ke kazdému o < 8
pfirozené &islo n, takové, Ze B, N F, # 0 a zéroveti B, N Fo1 = 0. Je ziejmé, Ze
zobrazeni o — n,, je prosté, a tedy ordinal [ je spocetny.

Duikaz posledniho tvrzeni vynechavame. O
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