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ento Privodce je sestaven pro Sirokou matematickou obec, kterd pecuje o rozvoj
matematiky a poskytuje jeji krasu dal$im a dal§im generacim. V Priivodci jsou nachystany ty
nejkrasnéjsi poklady matematické analyzy. Priivodce je nedokonaly pokus o neuskuteCnitelné.
V celé matematice i v matematické analyze je totiZ takové mnoZstvi prekrasnych vysledkd,
napadu a postupti, Ze je vzdy nutno nékteré vynechat. Tak je tfeba Priivodce prijmout. Tolerantni
piistup pii ¢teni a do nejmirnéjsi posuzovani je jisté na misté...

Na zacatku putovani

Studium matematiky je do zna¢né miry otazkou osobni. Velmi Casto se ke studovanému oboru
vytvoii silny vztah a k tomuto (kladnému) citovému vztahu mize pomoci i tento Privodce. V
Zadném piipadé si matematika nezaslouZi, aby byla studovdna z ,,nutnosti“, bez pfijemného
pocitu. Necht’ je tedy pfi studiu matematické analyzy hodné radosti a péknych chvil.

Matematické vzdélani uspéje jako kul-
turni dobrodruzstvi pouze, kdyZ v ni lidé
objevi néco pro zdbavu, k hrani, k za-
mysleni, néco, co se vztahuje k jejich
zptsobu vidén{ svéta a chapani jejich Zi-
vota.

(S. Markus ~ 2003)

Nyni par pozndmek k tomu nejdilezitéjsimu. Jde o otazky Proc?, Co? a Jak?

Thaletova zdkladni otdzka nebylo ,.co
vime*, ale ,,jak to vime*.
(Aristotelés ze Stageiry ~ -350)




(ii) UVOD
Proc¢

V Priivodci najdeme piehled matematické analyzy. Jde zde o jakysi doplnék k existujicim uceb-
nim textim. Neni zde systematicky vyklad daného tématu s piiklady a dal$im materidlem. Jde
zde o vyzdvihnuti zdkladnich principt.

Aktivace syntaktickych slozek na tkor
obsahovych slozek je diilezitym zajmem
soucasného matematického vzdélani.

(S. Markus ~ 2003)

Je faktem, Ze pouze Cast studujicich md matematickou analyzy za svij cilovy obor. Je tedy
Skoda, Ze se tedy vétSina dozvi z matematické analyzy pouze nepatrnou ¢4st. Studijni texty dal-
Sich partif jsou zpravidla psdny jako specializované ucebnice pro studijni program matematickd
analyza a pfibuzné obory. Takto je zde nabidnuta Siroké vetfejnosti matematickd analyza jako
jeden fungujici celek.

Vétsina intelektual spojuje matematiku
ne s lidskym mySlenim, ale se vzorecky,
jejichz hodnota mimo matematiku je nu-
lova.

(S. Markus ~ 2003)

Matematicka analyza se rozriistd, stejné jako celd véda, velmi rychle. Béhem dvacatého stoleti
se v matematické analyze objevilo tolik prevratnych novinek, Ze bylo tieba piehodnotit obsah
zdkladnich kurzii matematiky a matematické analyzy.

Toho co vime je kapka, toho, co nevime,
more.

(anonym)

Zde je pokus o poctivy vybér podstatnych témat, pokud zde nékterd chybi, nepovedlo se to a je
tieba dalSi doplnit .. .

Student neni ¢iSe, kterou je tfeba naplnit,

ale pochoden, kterou je tfeba zapalit.
(Aristotelés ze Stageiry ~ -350)

Existuje fada pristupt k prezentaci matematiky. Zde pfedvedeny postup jisté nejde pouZit jako
béZné ucebnice.
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Mym cilem neni ,,ucinit védu pfistupnou
kazdému* ... ...

(S. Markus ~ 2003)

Z nezvyklych pfistupt je zndmy pfistup pouZzivany pii vyuce R.L. Moorem mezi roky 1920 a
1969 na University of Texas. Jeho styl spocival v sestaveni ucebniho textu obsahujictho pouze
vSechny potfebné definice a podstatné véty. Studium spocivalo v aktivnim feSeni problémil
a doplnovani chybéjicich dikazi. Tento zplisob byl hodnocen jako velmi ndro¢ny, ale mél
pekné vysledky. Nelze to doporudit, nicméné je mozné, pouzit tohoto Priivodce jako "pokusnou
verzi'"textu pro takovyto styl vyuky.

O to ustaviéné dbdm, aby se Zivotodarna
naSe univerzita bez cviceni ve védéach ne-
stala neplodnou, nybrZz aby rozkvetl ob-
divuhodny davtip mistri a jinosi byli v
srdci podnécovéni obirati se védami . ..
(J. Hus)

V kazdém pfiipadé je moZzno o zde uvedenych definicich a vétach odborné diskutovat pti opa-
kovani nebo zkouSeni matematické analyzy. Privodce se také hodi jako zavazadlo na pusty
ostrov nebo do necivilizované konciny. S jeho pomoci je mozné (v pfipad€ nejvyssi nouze ;-)
vybudovat cely aparat matematické analyzy.

Nezalezi na tom, jak mnoho (mas knih),

ale jak jsou dobré.

(Seneca)

Podstatou matematické analyzy neni zvladuti co nejvétsSiho poctu tvrzeni a definic. Podstata je
jinde.

...(jde o ) kombinatorické mysleni, re-
kurzivni mySleni, algoritmické mysleni,
metoda postupnych krokd, deduktivni
mysSleni, induktivni mySleni, mySleni v
analogiich, pravdépodobnostni mySleni,

(S. Markus ~ 2003)

Jisté, latku, kterou nebylo mozno zcela zvladnout, nemiizeme povazovat za Cisty prinos.



(iv) UVOD

Mlidenec zacal u Euklida studovat
»Zaklady“ a u prvni véty se ptal: ,,Budu
z toho mit néjaky zisk?* Euklides zavo-
lal otroka a fekl: ,,Dej mu minci, aby mu
uceni néco dalo.

(Eukleidés z Alexandrie ~ -330)

Snad Privodce pomuze pro ziskani ramcového prehledu a bude alespon trochu uZzitecny.

Vyklad v obvyklé prednésce Casto ne-
znamena o mnoho vice, neZ ze se stu-
denti nauci ndzvy vét, dostanou strach z
dikazi a ziskaji jedin€ starost, zda se di-
kazy neobjevi u zkousky.

(P.R. Halmos 1980)

Pro matematickou obec je zde z matematické analyzy (snad) to nejhez¢i. Vypravi se jedna
drobnost o D. Hilbertovi. Ten pry Casto fikal fe¢nikiim na odborném seminafi ,,chceme pouze
hrozinky z kolace*.

Tak jsem se snazil vybiratija ...

Co

Priivodce provede nekonecnou krajinou matematické analyzy. Pro snazsi orientaci jsou zde uve-
deny nékteré orientacni body, které budou vzdy (alespoini mlhave) na dohled.

= Pfimka odpovidd mnoZiné redlnych Cisel. Takto mnoZina redlnych ¢isel nemé mezery.

= Pro redlnou funkci jde definovat spojitost v bodé€ a funkce spojitd na mnozin€ redlnych
¢isel nabyva vzdy mezihodnot. Tedy spojitd funkce déld pékné ,kiivky“.

= Redlnd funkce jde Casto aproximovat linedrni funkci, aparat derivovani je k tomu jako
stvofen.

= Konecné aditivni a spocetné aditivni integrovani dovede spocitat plochu pod grafem funkce.

= Zdkladni véta analyzy

/ F(t) dt = F(b) - f(a)

svazuje operace derivace a integrace.
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= Na redlné ose jde zkoumat miru a podle ni integrovat.
= Prostor spojitych funkci na intervalu mé4 péknou vnitini strukturu.

= Jde definovat prostory pouze urcenim okoli jednotlivych bodi a zkoumat je jako topolo-
gické prostory. Spojitost jde pouZivat i pro zobrazeni topologickych prostort.

= ReSenim diferencidlni rovnice 3/ = y dostaneme exponencidlu, kterd urcuje, jak se ndm
maji mnoZit penize v bance.

Matematika zde neni pouze z matematické analyzy. Je zde i fada véci z jinych oblasti matema-
tiky.

Jednou z dilezitych motivaci k napsani
tohoto textu bylo to, Ze pevné ve&fim,
Ze mlada generace je fada inteligentnich
lidi, ktefi si zaslouZi pozvéani k mate-
matickym pokladiim formou tohoto Pri-
vodce.

Jak

Zpracovani Priivodce zaslouZi trochu vysvétleni. Matematika je zapsdna tradi¢nim zptisobem.
Diikazy jsou zpravidla vynechany, jinde pouze nazna¢eny. Uplné znéni diikazii 1ze najit podle
literatury uvedené v zavéru Priivodce. Priivodce obsahuje rizna matematicka tvrzeni, nejsou to
vzdy nejsilnéjsi vysledky. Jejich formulace je zvolena tak, aby byl jejich vyznam co nejndzor-
n¢jsi. Pravdivost je (snad) zachovéna.

Clanek obsahuje mnoho nového a
mnoho pravdivého. Nanestésti to, co je
pravdivé, neni nové a to, co je nové, neni
pravdivé.

(anonym)
Posledni ¢ast byla feCena zbytecné.
(P. Holicky ~ 2000 )

Zcela odliSnou roli maji osobni komentare vytiSténé s obrazkem jako text v rdmecku.

Jejich prostfednictvim pfiddvdm svoje

poznamky.

Tim ziskava Pruvodce trochu osobni riz.
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Jisté nékde zlstanou preklepi a prekle-

pové. Omlouvam se ;-)

Budou zde zdlraznény dilezité popiipadé neduilezité stranky matematickych tvrzeni. Jde zde o
roli privodce, ktery miiZze osobni volbou ovlivnit smér a vyznam prohlidky ...

Za ,7ertovné pozndmky* trapného cha-

rakteru se omlouvam :-(

Casto bude klicova otazka ,,Proc?“.

Hlavni nedostatek Skolské matematic-
kého vzdélani jsou: absence myslenek,
ty jsou nahrazeny procedurami; nedosta-
tek motivace ve zpusobu, jak jsou za-
vadény pojmy, problémy jsou vybrany
a véty dokdzany; nedostateCnd pozor-
nost je vénovana historickym aspektim;
vyhradni pozornost formélni spravnosti,
nedostatek pozornosti pro porozuméni,
pro smysl, pro otdzku ,,pro¢?*; velmi
slabd vazba k ostatnim predmétim vy-
ucovanym na Skole; sylabus a ucebnice
dvakrat az trikrat vétsi nez to, co je efek-
tivne prijato normalnimi studenty; nedo-
stateCné pouziti hravych aspektli mate-
matiky; nedostatecnd souvztaznost s po-
¢itaCovou védou; nedostate¢nd pozornost
matematickému zpisobu mysleni a jeho
vyznamu v kazdodennim Zivot¢.

(S. Markus ~ 2003)

Misty je latka doplnéna obrazky.

Moje vytvarné nadani a prostorové pred-
stavivost muiZe zpusobit drobné potize

Nekteré obrazky jsou docela hezké, za to patii jejich autorim dik . ..
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Neradi délame kornouty z Cistého papiru,

jakmile je potistén, rddi ho popadneme.
(G.Ch.Lichtenberg ~ 1770)

Casto pomiiZe predstavit si nékteré obecné pojmy jako konkrétni objekty. Tak lze kreslit obrazky
funkci a posloupnosti, . ..

Pracovat ale musime tak, abychom po-
uzivali pouze vlastnosti, které opravdu
obecné plati.

Latka je sestavena podle témat, neni metodicky usporaddna a nabizi pouze prehled matematické
analyzy. Témata jsou fazena logicky a pouZzivaji pfedchozi vyklad.

Snaha byla minimalizovat partie, o kte-
rych slusny clovek pronese: ,,SMETI!*

Kapitola o funkcich jedné proménné ma ukdzat, jakymi prostfedky je matematickd analyza
tvorena. Dikazy tam uvadénych tvrzeni jsou jednoduché a daji se snadno vymyslet.

Je to soucast zakladni gramotnosti.

V dalsich kapitolach jde Casto o tvrzeni, kterd opravdu neni snadné dokazat. Proto si staci nej-
prve udélat zakladni prehled o tom, co plati a jakymi otdzkami se matematickd analyza zabyva.

Ditikaz jednoduchého tvrzeni se podoba
vesnickému nddrazi. Vlicek cekd na
druhy, po jeho pfijezdu prestoupi par li-
dicek a vlacky pokracuji. Diikazy slo-
zitych tvrzeni se pak podobaji Zelez-
ni¢ni dopravé v celé republice. VIiCky
na sebe riznym zptsobem cekaji, pre-
davaji si tajné zpravy, sem tam do sebe
umyslné narazi, nakonec se na hlavni na-
drazi dokodrca pulno¢ni vlak. Unaveni
jsou vSichni . ..
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Tvrzeni, jejichZ stru¢ny ditkaz je napsan
na nékolika husté popsanych strankach,
jisté Cekaji na jednodussi pristup. Pokud
vim, tak ty opravdu prizracné dukazy
sbiral P.Erd6s do imaginarniho dila zva-
ného ,,The Book*.

Zékladem matematiky jsou problémy a jejich feSeni. Zde jsou problémy soustifedény v kapito-
lach podle jejich obtiZnosti. Jde o problémy pro bakalédie, magistry a mistry.

V okamzZiku, kdy piSi tento komentar
jsem se definitivné rozhodl, Ze ponechdm
problémy pro bakaldfe, magistry a mis-
try na konci knihy. Odolal jsem tak poku-
Senfi zaradit je do Priivodce pred kapitoly
s matematickym vykladem.

Prvotnimi jsou v matematice problémy. K jejich feSeni pouZzije feSitel vS§echno mozné. To pak
odhodi a jde feSit dalsi problémy.

Jako supi se na pouzité metody, které sla-
vily tspéch, vrhnou dal§i matematici a
udélaji z nich teorii.

Matematické teorie jsou néco jako ob-
chod se zbranémi v dobé miru.

( anonym )

Obsah je zde vytistén v nékolika drovnich. Tim je vidét matematicka analyza z rizné podrob-
ného pohledu. Hloubka odpovid4 univerzitnimu studiu. V nékterych mistech jsou doplnény i
nové vysledky hlubsi. Tradi¢ni ¢lenéni matematické analyzy na redlnou, komplexni a funkcio-
ndlni analyzu, obycejné, parcidlni a moderni diferencidlni rovnice, variani pocet, teorii poten-
cidlu a dalsi je zde vynechdno. Zvlasté teorie diferencidlnich rovnic je zde pouze naznacena u
jednotlivych problémd.

Neni tu tradi¢ni Skatulkovani diferenci-
alnich a integrdlnich rovnic. Neni tu toho
ale vic, Nenf tu prosté skoro nic. Nezlo-
bim se.
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Nazev ,,Priivodce matematickou analyzou‘ vznikl mimojiné proto, Ze fada jinych ndzvl byla
jiz pouzita ( Eukleidovy ,.Zdklady*, Rudinovy ,,Principy‘, Rektorystv ,,Pfehled*, LukeSovy
,wZapisky“, NeCasovy ,,Metody*).

Ja jsem priivodce . ..

Samotné ¢teni vyzaduje soucinnost a toleranci k vypravécovi, ktery se snazi co miiZe, aby se
konecné néjak vyjadril.

Toto neni néjaky neosobni text. Je to

psédno a fikano s citem, pro radost :-)

Pro leh¢i orientaci v textu je pouZita ndsledujici umluva: misto obvyklého textu ,,nazveme jej
skaldrnim soucinem* budeme psat ,,nazveme jej skalarni soucin.

Nestipejte mne do prstu - pohled’te kam
ukazuje.

( W.S.McCulloch )

Tim bude trochu poSramocena plynulost textu, ale ziska se optickd orientace o nové definova-
nych pojmech. Podobné pfi jinych pojmech a formulacich bude pouzivédn prvni pad.

J4a napiiklad nemluvim vzdy pouze
pravdu, mluvim nespisovné a tak . ..

Letopocty jsou zde pro pribliznou predstavu. Nelze se na né spolehnout.

Kdy se co stalo nikdo nevi presné, pokud

mu néco nespadlo na nohu, to si pama-
tuje.

Privodce je predkladan ,.tak, jak je*.



(x) UVOD

Jako autor se zfikdm odpovédnosti za
Skody zptisobené (a souvisejici, byt’ i ne-
piimo) timto dilem. PouZiti je na vlastni
riziko. Mohu se mejlit. Proto radéji plat-
nost tvrzeni pred pouZzitim zkontrolujte.

Priivodce je psén jako prehled matematické analyzy a nevyzaduje jeji znalost.

... matematické ucebnice jsou pouzivany

vice uditeli nez studenty ...
(S.Markus ~ 2003)

Pro jeho lepsi Citelnost se text vyhyba oznacenim, kterd nejsou vSeobecné zndma a jasnd. V
matematice je totiz péknym zvykem pojmenovavat jednotlivé objekty nebo tvrzeni jménem
jejich objevitele. Tak vznikla Cauchyova véta, Verhulstova rovnice a podobné. Pro Privodce

matematickou analyzou budou pouZivany (tam, kde to jde) pojmy srozumitelnéjsi, tedy véta o
komplexni integraci, rovnice populacniho riistu a podobné.

Predpoklddam, ze Priivodce bude Cist
vice téch, ktefi matematickou analyzu
neznaji, neZ znalcl. Proto jsem nepou-
zival jmenné oznaceni béznych pojmu.
Na konec jsem zaradil seznam nezvyk-
1ych souslovi pro znalce i neznalce. Tam
je uvedeno, jak fikdm kterym prostorim
apod.

Tak bude Privodce 1épe Citelny i pro planety, kde Verhulst objevil Cauchovu vétu a naopak.
Mimojiné se musime pfipravit na dobu, kdy bude jen v matematické analyze fddové sto mate-
matikl jménem Cauchy s principidlnim piinosem k teorii funkci komplexni proménné . ..
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(x1)

Ascoliho diikaz Brouwerova diisledku
Cayleyovy poucky o Dedekindovych fe-
zech v Eukleidové prostoru vSech Fré-
chetovsky derivovatelnych funkci s Ga-
teauovou derivaci v Hilbertové podpro-
storu Chincinovy grupy transformaci Isi-
dorovych mnohoclentl s nenulovym Jor-
danovym indexem Kellogovych trans-
formaci Laplaceovy rovnice na MOo-
biusové pasku s Newtonovskymi okra-
jovymi podminkami vyhovujicim Os-
goodové rovnici v Pascalové sumac-
nim tvaru Rieszovych potencidlii prvki
Schauderovy baze s Taylorovymi poly-
nomy v Urysohnové kompaktu vSech re-
Seni Volterovych rovnic Whiteheadovy
ulohy zobectiujicich Xuan-Lociv mar-
tingal s Youngovym modulem v Zerme-
lovych axiomech byl pékny.

Pro jednoduchost a ¢itelnost budou autofi uvedeni pouze u prislusné myslenky.

Provokuji s potéSenim.

Kréasa matematiky je neprehlédnutelnd a jejim tvircim patii veliky dik za jejich dilo.

Budu dostatecné odménén, pokud, az to
budes fikat jinym, nebude§ prohlaSovat,
Ze ten objev je tvij, ale feknes, Ze je muj.

(Thalés z Milétu ~ -600)

Takto vefejné pfizndvam, Ze jsem skoro
vSechno odnékud opsal. Neékteré véci
jsem vymyslel sam, ale pravdépodobné
ani v téchto piipadech jsem pravdépo-
dobné nebyl prvni ...
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UVOD

Jestlize pak jsem se pfi tomto svém dile
dotkl néjakym slovem nékterého z mis-
tri nebo jej urazil, jak jsem nemél, od-

v

(J. Hus ~ 1400)

Vse jsem napsal v dobré vite.

Quod bonum, felix, faustum,
fortunatum-que sit.

At je to k dobru, $tésti, blahu a zdaru.
(z diplomu Karlovy Univerzity)
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Kapitola 1

Svét matematiky

@ ato kapitola predstavuje jednotlivé matematické obory a poskytuje zdkladni piehled
0 matematice.

1.1 Co je matematika

Matematika je jednim z nejvétSich intelektudlnich vitézstvi clovéka.

Matematika ddva Clovéku novy smys-

lovy orgén.
(Ch.Darwin ~ 1850)

K mnoha pokustim o definici matematiky pfidivam formulaci:
Matematika je nejmensi systém, v némz jsou povoleny nasledujici dvé ¢innosti
(i) Zvolime soustavu tvrzeni a jeji jednotliva tvrzeni prohlasime za pravdiva.

(ii) Pomoci této soustavy zkoumame dalsi tvrzeni, zda jsou také pravdiva.

Zkoumani podle bodu (1) a (i1) mus{ (ale-

spon pocitaci) délat radost :-)

Matematicky zdpis je Casto pro Usporu mista proloZen znackami. Proto je rychlost jeho Cetby
omezena.

Matematika je napsana pro matematiky.

(N.Copernicus ~ 1515)
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Matematika si buduje pro dany problém specificky svét. Pfijme zdkladni definice a vztahy a pak
pracuje odtrZzena od zbytku svéta. Na konci se pokusi svoje vysledky prodat ...

Matematika je neomezeny ndstroj na
abstraktni pojmy.
(P.A.M.Dirac ~ 1933)

kojent.

Zivot je dobry pravé pro dvé véci, obje-
vovat matematiku a ucit matematiku.
(S.Poisson ~ 1810)

Motivaci si matematika bere z okolniho svéta. Dalsi zdroj ndpadi je samotnd matematika. Mezi
matematiky najdeme hledace pokladu i peclivé organizatory.

. skutenym jddrem matematiky jsou
problémy a jejich feSent.
(P.R.Halmos 1980)

Lidstvo dosahlo velikého pokroku a rozvoje. Bez matematiky by jeho moZnosti nebyly takové,
jaké jsou.

Matematika je soucdst kulturniho dédic-
tvi lidstva.

(S.Markus ~ 2003)

Matematika je uZiteCnd zabava.

Matematika je jako ak¢ni hra. Pohybu-
jeme se nezndmym terénem a sbirdme
kouzelné ndpoje, zbrané a podobné. Ty
si davame do batizku a v pravém oka-
mziku je pouZijeme. Podobné si v mate-
matice bereme do paméti vSe, co v ma-
tematice slySime Ci vidime, a pouzivame
to pak k feSeni problémd.
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1.2 Skatulkovani matematiky

Matematicky svét je bez hranic a matematici jsou jeho obyvatelé. Jejich nadsSeni drzi zaklady
matematického vesmiru pohromadé. Kazdy matematik ma svoji roli.

Da se fici, Ze v matematice, stejné jako
ve vdlce, jsou stratégové a taktici. Vo-
jensky stratég m4 urcitou intuitivni pred-
stavu, jak vést taZzeni, ponéti o velkych
masach a jejich vzdjemnych vztazich.
Taktik se drzi terénu, ma technické zna-
losti a zfetelnou zalibu v organizacni ¢in-
nosti.

(G.Choquet ~ 1990)

Tradi¢né je akceptovano déleni jednotlivych ¢asti matematiky podle metod a objektd, které jsou
zkoumdny a pouzivany. K nejstar§im oborim patfi geometrie a algebra.

"Cimpak vlastné Jsi?"-
"Zeméméficem."- "Copak je to?"K.
to vysvétloval, ona z vykladu zacala
zivat.

(F.Kafka ~ 1925)

Jejich vzdjemné prolinani, spoluprice a interakce se odehrava v oboru, ktery ziskal pojmenovéni

matematickd analyza.

Podle feckého analyein = rozbit, rozmla-
tit, roz$tipat, znicit, otevfit, rozdélit, roz-
loZit, zorat, rozrusit, kazit, rozesmat, vy-
volat boufi smichu

Schematicky miizeme zachytit vztahy geometrie, analyzy a algebry obrazkem, ve kterém pfi-
podobniujeme algebru Casu, pohybu ¢i hudbé, geometrii prostoru, obrazu ¢i svétu a analyzu

Casoprostoru ¢i Zivotu.

Toto prirovndni se do urCité miry snazi zachytit charakter daného oboru ...

Vzdy jde o matematiku.

Vsechny obory se pordd méni, kdo se v

tom md vyznat . ..
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cas prostor

casoprostor

Analyza Geometrie

pohyb Zivot svét

hudba obraz

Obréazek 1.2.0: Vztah algebry, analyzy a geometrie.

Matematika je v podstaté pocitani jablek
a hruSek. Algebra je to pocitani, geomet-
rie jsou ta jablka a hrusky.

Obrazek 1.2.0: Algebra je sluzkou geometrie.
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... geometrie neni ani tak odvétvim ma-
tematiky, jako spiSe zplisobem myslen{
pronikajicim vSemi odvétvimi matema-
tiky.

(ML.E. Atiyah 1982)

I B

eI e

Obréazek 1.2.0: Geometrie je sluZkou algebry.

Pivodné se geometrie zabyvala rovinnymi a prostorovymi objekty. Jeji soucasna podoba je
velice obecny a Siroky obor obvykle nazyvany topologie (podle feckého slova topos = misto).

"

Starosta: "... ale my, bohuZel, Zadného

zemémeéfiCe nepotiebujeme."
(F. Kafka ~ 1925)

Pro predstavu o sou¢asném rozsahu a oborech matematiky poslouzi 2000 Mathematics Subject
Classification, coz je systém urCeny pro tiidéni recenzi matematickych praci:

Obecné

00-xx VSeobecné

01-xx Historie a Zivotopisy [viz téZ klasifikaci -03 v jinych sekcich]
Algebra

03-xx Matematickd logika a zaklady

04-xx sekce zruSena [Pro teorii mnozin viz 03Exx]
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05-xx Kombinatorika [Pro kone¢na télesa viz 11Txx]

06-xx Usporadani, svazy, usporddané algebraické struktury [Viz téZ 18B35]
08-xx Obecné algebraické systémy

11-xx Teorie ¢isel

12-xx Télesa a polynomy

13-xx Komutativni okruhy a algebry

14-xx Algebraicka geometrie

15-xx Linearni a multilinedrni algebra; teorie matic

16-xx Asociativni okruhy a algebry [Pro komutativni piipad viz 13-xx]
17-xx Neasociativni okruhy a algebry

18-xx Teorie kategorii; homologicka algebra [Pro komutativni okruhy viz 13DxXx, pro asocia-
tivni okruhy 16Exx, pro grupy 20Jxx, pro topologické grupy a piibuzné struktury 57Txx; viz
téZ S5Nxx a 55Uxx pro algebraickou topologii]

19-xx K -teorie [Viz téz 16E20, 18F25]
20-xx Teorie grup a zobecnéni
22-xx Topologické grupy, Lieovy grupy [Pro transformacéni grupy viz 54H15, 57Sxx, 58-xx.
Pro abstraktni harmonickou analyzu viz 43-xx]
Analyza
26-xx Realné funkce [Viz téZ 54C30]
28-xx Mira a integrace [Pro analyzu na varietach viz 58-xx]
30-xx Funkce komplexni proménné [Pro analyzu na varietach 58-xx]
31-xx Teorie potencidlu [Pro pravdépodobnostni teorii potencidlu 60J45]

32-xx Vice komplexnich proménnych a analytické prostory [Pro nekone¢né dimenziondlni ho-
lomorfnost 46G20, 58B12]

33-xx Specidlni funkce (33-xx se zabyva vlastnostmi funkci jako funkci) [Pro ortogondlni
funkce viz 42Cxx; pro kombinatorické aspekty viz 05SAxx; pro Ciselné-teoretické aspekty viz
11-xx; pro teorii reprezentaci viz 22Exx]

34-xx Obycejné diferencidlni rovnice
35-xx Parcialni diferencialni rovnice

37-xx Dynamické systémy a ergodicka teorie [Viz t€Z 26A18, 28Dxx, 34Cxx, 34Dxx, 35Bxx,
46Lxx, 58Jxx, 70-xx]

39-xx Diferencni a funkéni rovnice
40-xx Posloupnosti, fady, s¢itatelnost

41-xx Aproximace a rozvoje [Pro celou teorii aproximaci v komplexnim oboru viz 30Exx,
30EO5 a 30E10; pro celou trigonometrickou aproximaci a interpolaci viz 42Axx, 42A10 a
42A15; pro numerickou aproximaci viz 65Dxx]

42-xx Fourierova analyza

43-xx Abstraktni harmonickd analyza [Pro dalSi analyzu na topologickych a Lieovych grupach
viz 22Exx]

44-xx Integralni transformace, operacni pocet [Pro zlomkové derivace a integrdly viz 26A33.
Pro Fourierovu transformaci viz 42A38, 42B10. Pro integrélni transformaci v prostorech distri-
buci viz 46F12. Pro numerické metody viz 65R10]

45-xx Integralni rovnice
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46-xx Functiondlni analyza [Pro variety modelované na topologickych linedrnich prostorech viz
57N20, 58Bxx]

47-xx Teorie operatord
49-xx Variacni pocet a optimdlni kontrola; optimalizace [Viz téz 34H05, 34K35, 65Kxx, 90Cxx,
93-xx]
Geometrie
51-xx Geometrie [Pro algebraickou geometrii viz 14-xx]
52-xx Konvexni a diskrétni geometrie

53-xx Diferenciélni geometrie [Pro diferencidlni topologii viz S7Rxx. Pro zdkladni otazky di-
ferencovatelnych variet viz 58 Axx]

54-xx Obecna topologie [Pro topologii na varietach ve vSech dimenzich viz S7Nxx]
55-xx Algebraick4 topologie
57-xx Variety a bunécné komplexy [Pro komplexni variety viz 32Qxx]
58-xx Globdlni analyza, analyza na varietach [Viz téZ 32Cxx, 32Fxx, 32Wxx, 46-xx, 47HxX,
53Cxx; pro geometrickou teorii integrace viz 49Q15]
Matematické obory se specialnim zamérenim a aplikace

60-xx Pravdépodobnost a stochastické procesy [Pro dalsi aplikace viz 11Kxx, 62-xx, 90-xx,
91-xx, 92-xx, 93-xx%, 94-xx]

62-xx Statistika
65-xx Numerickd analyza

68-xx Informatika (Computer science) [Pro clanky pouZivajici strojové vypocCty a programy ve
specidlnich matematickych oborech viz sekci -04 v daném oboru]

70-xx Mechanika castic a systémi [Pro relativistickou mechaniku viz 83A05 a 83C10; pro
statistickou mechaniku viz 82-xx]

73-xx sekce zrusena [Pro mechaniku pevnych téles viz 74-xx]

74-xx Mechanika pruznych téles

N4

76-xx Mechanika tekutin [Pro obecnou mechaniku kontinua viz 74Axx, pro dalsi ¢asti viz 74-
xx]

78-xx Optika, elektromagneticka teorie [Pro kvantovou optiku viz 81V80]
80-xx Klasicka termodynamika, prenos tepla [Pro termodynamiku pevnych téles viz 74A15]
81-xx Kvantové teorie
82-xx Statistickd mechanika, struktura hmoty
83-xx Relativita a gravitacni teorie
85-xx Astronomie a astrofyzika [Pro celestidnskou mechaniku viz 70F15]
86-xx Geofyzika [Viz téZ 76U0S5, 76V05]
90-xx Operacni vyzkum, matematické programovani
91-xx Teorie her, ekonomie, spoleCenské védy a védy o chovani
92-xx Biologie a dalsi pfirodni védy
93-xx Teorie systému; kontrola [Pro optimaln{ kontrolu viz 49-xx]
94-xx Informace a komunikace, obvody
Vzdélavani
97-xx Matematické vzdélavani
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Kapitola 2

Zaklady matematické analyzy

ato kapitola predstavi zdkladni pojmy, se kterymi pracuje matematickd analyza.
Budeme se zabyvat vyroky, mnozinami a ¢iselnymi obory. Budeme pracovat i s nekone¢nymi
soucty.

2.1 Vyroky a mnoziny

2.1.1 Vyroky

Vyrok je tvrzeni, u kterého ma smysl zkoumat pravdivost. Kazdy vyrok je bud’ pravdivy, nebo
nepravdivy

( Aristotelés ze Stageiry ~ -350)

Tento princip vylouceni tretiho se stal zakladnim kamenem matematiky.

Ja nejsem prvni Ja jsem treti Ja nejsem druhy

Obrazek 2.1.1: Co je a co neni vyrok je nékdy problém ...

Otrasla s nim az zjiSténi, Ze v zdvislosti na pfijatych axiomech mohou néktera tvrzeni byt bud’
pravdiva, nepravdiva nebo nedokazatelna (napiiklad paty geometricky axiom o tom, Zze danym
bodem k dané pfimce vede pouze jedna rovnobézka).

9
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Axiom je kdyz ...

Axiom je to, co se bere za pravdu a nedo-
kazuje se! Eukleidés fekl, Ze bod je to, co
nema délku ani $itku, pfimka nema $itku,
md jen délku. Axiom je naptiklad, Ze
kazdymi dvéma body vede pravé jedna
pfimka.

Axiomy tvofi zdklad kazdého matematického zkoumani. S jejich pomoci matematici védi, ze
mluvi o vécech se stejnymi vlastnostmi. Kazdy si muze zvolit svoji realizaci domluvenych
pojmil.

Musi byt mozné kdykoliv pouZit misto
bodl, pfimek a rovin napiiklad stoly,
zidle a dzbanky s pivem.

(D.Hilbert ~ 1900)

2.1.2 Zacyklené vlastnosti

P11 tomto jevu se zpravidla objekt odkazuje sdm na sebe:

= Kamera pfipojend k obrazovce, kterou sleduje.

Obrézek 2.1.2: Nekonecné mnoho elektronil v praci.

= Soucasti zakoupeného vyrobku je poukdzka na ¢ést dalStho vyrobku.
= "Tato véta vypada takto: "Tato véta ..."
= "Nejdilezitéjsi v Zivote jsou dvé véci:

1. Nikdy nefikej ostatnim vSe, co zn4s."
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takto: Tato véta vypada takto: Tato véta

Obrazek 2.1.2: Zacyklené tvrzeni.

Jediné, co vim, je, Ze nic nevim.
(Sokratés ~ -410)

2.1.3 Paradox (O nejmensSim obrovi)
NejmenSi pfirozené Cislo, které nejde vyjadrit méné nez 1000 znaky jde vyjadfit 100 znaky.

(Berry )

Slovo "vyjadfit"nelze vyjadfit v cestiné.

V kazdém piipad¢ jde o pckné jemnou
zaleZzitost ;-)

2.1.4 Paradox (MuzZeme vérit Ihari?)

"Toto neni pravda."

Lhafi obvykle nevéfime, ani kdyZ mluvi
pravdu.
(Cicero)

Tato véta je pravdivé, pravé tehdy, kdyZ neni pravdivd. Vzhledem k principu vylouceni tietiho
se nejednd o vyrok.

V matematice nerozumite vécem. Jenom

si na né zvyknete.
(J.v.Neumann ~ 1940)
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2.1.5 Véta (Nedefinovatelnost pravdy)

V jazyku teorie nelze mit zdroven zacykleny odkaz (napf. "toto"), vyjddieni negace (napr.
"neni") a vyjadreni pravdivosti (napft. "pravda").

( A.Tarski 1936 )

Slovo "pravda'nelze vyjadrit v ceSting.

2.1.6 Véta (Nerozhodnutelnost ve vyrokovém poctu)

Neexistuje algoritmus, ktery by v kone¢né mnoha krocich rozhodl, zda dand aritmetickd formule
jde dokazat, nebo ne.

( A.Church 1936)

Dukaz: Ze symboli z,y,z,---,0,1,+, %, =, -, &, V, =, <=, 3,V. tvofime aritmetické for-
mule. Necht’ existuje algoritmus, ktery pro zadanou aritmetickou formuli rozhodne, zda je prav-
divé, nebo neni. PfedloZime mu vhodné tvrzeni a odvodime spor. B

TakZe, kdyz nejde véta dokdzat, je Cas

posvacit a zkusit to znova ;-)

2.1.7 Naivni teorie mnozin
Soubor dobie definovanych a dobfe rozlisitelnych objektl se nazyva mnozina.

( G.Cantor 1873 )

Je to ta naivita mladi . ..

Kazdy objekt tohoto souboru nazyvame prvek. Mnoziny piSeme ve tvaru
M = {x : z mdvlastnost... }.

Necht' M, N a X jsou mnoZiny. MnoZina bez prvki se nazyvé prazdna mnozina, znac¢ime ().
Rikame, e M je podmnoZzina N, jestlize € M implikuje 2 € N. Zapisujeme to M C N.
Rikdme, Zze M a N jsou rovny, jestlize M C N a N C M, , tedy jestlize M a N obsa-
huji presné stejné prvky. PisSeme M = N. Definujeme prunik M a N rovnici M N N =
{z 1z € M ax € N}.Definujeme sjednoceni M a N vztahem MUN = {x : x € M neboz € N}.
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Obrazek 2.1.7: Prakticka realizace prazdné mnoZiny.

Jestlize M C X, definujeme doplnék M v X vztahem X \ M = {z:x € X az ¢ M}. Po-
ten¢ni mnoZina X se definuje vztahem P (X) = 2% = {M : M C X} . Souéin mnoZin M a
N je mnozina M x N = {(m,n) : m € M,n € N}, kde usporadana dvojice (m,n) se chipe
takto (m,n) = {m,{m,n}}.

( Descartes )

Tuhle ¢ast v zadné knize nectu, viele do-

porucuju. Napftiklad ty dvojice jsou fakt
husty.

Oznacujeme:

= mnoZina pfirozenych ¢isel
= mnozina celych Cisel
mnoZina raciondlnich ¢isel

= mnozina redlnych Cisel

OO N Z
Il

= mnoZina komplexnich &isel .

A posledni rybaf dostal minus dvé ryby.
(P.A.M.Dirac ~ 1933)

Mnozinu {z : x € R,a < z < b} znalime (a,b) a nazyvame otevieny interval, {z : = €
R,a < z < b} zna¢ime [a, b] a nazyvame uzavieny interval. Symbol I znacfi interval [0, 1].

2.1.8 Paradox (Kdo holi holice?)
UvaZujme mnozinu A vSech mnozZin, které se neobsahuji jako prvky. Presnéji
A={B:B¢B}.

Vidime, Ze pokud A € A, musi mit A vlastnost, kterd je vyZadovana ode vSech prvka A, tedy
A & A, pak ale zase musi byt A € A. Tedy nejsme schopni o mnoZiné€ A fici, zda patii do A,
nebo ne.



14 KAPITOLA 2. ZAKLADY MATEMATICKE ANALYZY

(B.A.W.Russel 1918)

Tento paradox je paralelou pro-
blému holice, ktery dostal za kol
holit vSechny muZze ve mésté,
ktefi se neholi sami.  Necht
A = {B : muz B sesim neholi },

2.1.9 Relace

Necht' X a 'Y jsou dv€ mnoZiny.
Relace mezi X a Y je kazdd podmnoZzina X X Y. Relace R C X x X se nazyva

= reflexivni, jestlize (z,z) € R pro kazdé x € X;

= symetricka, jestlize (x,y) € R implikuje (y,z) € R;

= antisymetricka, jestlize (z,y) € Ra (y,z) € R implikuje z = y;
= transitivni, jestlize (z,y) € Ra (y,z) € R implikuje (z, z) € R.

Ekvivalence na mnoZiné X je symetrickd, reflexivni a transitivni relace & C X x X. Jestlize
x € X ajestliZe R je ekvivalence, pak [z], = {y € X : (z,y) € R} se nazyva tfida ekviva-
lence prvku = vzhledem k relaci R.

Ja mam tfidu ekvivalence jednoprvko-

vou.

2.1.10 Zobrazeni
Zobrazeni f z X do Y (znacime f : X — Y)jerelace f C X x Y, kterd spliiuje
(i) Prokazdé x € X existujey € Y tak, Ze (z,y) € f.

(ii) Jestlize (v,y1) € fa(x,y2) € f, pak y1 = yo.

Zobrazeni je vlastné pravidlo, které

vzoru pfifadi obraz. Je to takovy mlynek.

Je-li (z,y) € f,piSeme f(z) =y.

Je-li A C X, mnozZina {f(a) : a € A} se nazyva obraz mnoZiny A, znali se f(A). Je-li
B C Y, mnozina{a:a € X & f(a) € B} se nazyvd vzor mnoZiny B, znali se f~'(B). Je-li
f(X) =Y, fikdme, Ze zobrazeni je na mnoZinu Y. Maji-li rtizné prvky z X rtzné obrazy v Y,
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fikdme, Ze zobrazeni je prosté, neboli injektivni. Prosté zobrazeni z X na Y se nazyvé bijekce,
nebo bijektivni ¢i vzajemné jednoznacné.

Je-li zobrazeni f : X — Y prosté, definujeme inverzni zobrazeni f~' : Y — X jako relaci
f~1 CY x X, kterd spliiuje

(z,y) € f<= (y,x) € [,

Je-li zobrazeni f : X — Y ag:Y — Z, definujeme sloZené zobrazeni g(f) : X — Z jako
relaci kterd spliiuje

(z,2) € 9(f) = (v,y)ef&(yz)€yg.

Je-li zobrazeni f : X — Y a A C X, definujeme ziZeni zobrazeni f | A: A — Y jako relaci
fNAXY.

Zobrazeni f : N — X nazyvdme posloupnost prvki mnoZiny X a znali se { f(n)}>2 ;.

No vlastné todle jenom uklidiiilo pochy-
bovace. Pravé se dozvedéli, Ze zobrazeni
je vlastné né¢jaka mnozina. BTW, jednou
jsem se koukal do zrcadla a to zobrazeni
bylo asi to zrcadlo ;-)

2.1.11 Usporadani

Castetné uspofadani na mnoZing X je antisymetrickd, reflexivni a transitivni relace R C
X x X. Jestlize (z,y) € R, piSeme z < y. Tedy plati

(i) x < z pro vSechny x € X.
(i) * <yay < zimplikuje z = y pro vSechny z,y € X.
(iii) Jestlize x < yay < z,pak z < z pro vSechny z,y, z € X.

Rikdme, Ze (X, <) je ¢aste¢né usporadana mnoZina. Plati-li navic, Ze pro kazdé dva prvky
plati bud’ x < y nebo y < x, mluvime o usporadani, mnoziné fikame usporadana mno-
Zina. Rikdme, Ze uspofddand mnoZina (X, <) je dobie usporadana mnozina, kdyZ m4 kazda
neprazdnd podmnoZina X nejmensi prvek.

2.1.12 Definice (Ordinalni cisla)
Rekneme, 7e mnoZina X je ordinalni &islo, kdy?

(i) Kazdy prvek mnoZiny X je zdroveni podmnoZinou mnoZiny X.
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(ii) Relace "byti prvkem"je dobré (ostré) usporddani mnoziny X.

Ordindlnf &isla oznacujeme 0 = 0, 1 = {0} = {0}, 2 = {0,{0}} = {0,1}, ---,n+1 =
{0,1,---,n},---,w={0,1,--+ ;n,--- },w+1={0,1,--- ,n,--- ,w}. Ordindlni Cisla sefa-
dime do jedné linie inkluzi:

0,1,2,3, ,w,w+Lw+2,  w-2w-2+1w 242 .

Jinymi slovy: konec svéta nebude.

Vzdycky bude dalsi nasledovnik . ..

2.1.13 Paradox (O nejvétsim ordinalnim cisle)

MnoZina vSech ordindlnich ¢isel ma dobré uspotfddani, tedy je svym prvkem, coZ neni mozné.

( C.Burali-Forti 1897 )

2.1.14 Transfinitni indukce

Necht’ je ddna dobfe upofddand mnozina X a necht’ P(z) je tvrzeni, které ma smysl pro kazdy
prvek z € X. Jestlize

(i) P plati pro nejmensi prvek mnoZiny X.
(ii) Plati-li tvrzeni P(x) pro vSechny prvky = < y, pak plati P(y).

pak plati P(x) pro kazdé x € X.

Takhle se doleze s tvrzenim P vSude.

Preleze to vSechna nekonecna.

2.1.15 Paradox (Zédn)'f strom neroste do nebe)
Pro kazdé ptirozené Cislo m definujeme nésledujici posloupnost:
mo = Cislo m vyjadfené ipln€ v mocninéch Cisla 2.

ms = Cislo, které ziskdme z my nahrazenim ¢isla 2 ¢islem 3 a odectenim jednicky od vysledku,
vyjadiené iplné v mocninach cisla 3.

myy1 = Cislo, které ziskdme z m,, nahrazenim Cisla n Cislem n + 1 a odectenim jednicky od
vysledku, vyjadrené tplné€ v mocnindch &isla n + 1.
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POZOR!!! Tohle je uplna Silenost. Ta
posloupnost ze zvétSuje i zmensuje. Pro
kazdé m je ale ta posloupnost dand, tireba
ma limitu nekonec¢no, nebo nulu. Na axi-
omech nezdlezi, to je vidét.

Napriklad pro m = 29 dostaneme

m2:222+22+1+22+1

ma = 3% + 331 4 33

my =4 At gt =gt gt 142344343
ms =5 + 57 152315342

S pouZzitim tranfinitni indukce pro kazdé m existuje index n takovy, ze m,, = 0.

( R.L.Golgstein 1944 )

J4 to tikal predem.

V axiomatické aritmetice prirozenych Cisel (s obycejnou indukci) nejde vyse uvedeny vy-
sledek dokazat. Tedy se jednd v axiomatické aritmetice o nerozhodnutelné tvrzeni, které je
dokazatelné v SirSim axiomatickém systému.

( L.Kirby a J.Paris 1982)

Ja si to myslel, ale schvalné jsem to ne-

rekl.

2.1.16 Velikost mnozin

Otazka, jak zkoumat velikost nekone¢nych mnozin, byla otdzkou prvoradé dileZitosti. MnoZina
N vSech pfirozenych Cisel byla nejjednodussi nekone¢nou mnoZinou. Takto "velikd"mnoZina (
ktera jde "ocislovat", sefadit do posloupnosti) se nazyva spocetna mnoZzina.

Jak zvladnout mnoziny "vétsi'je pro-

blém, ktery neni dosud zcela vyfesen.
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2.1.17 Paradox (O diagonalni posloupnosti)

Uvazujme mnoZzinu P vSech posloupnosti nul a jednicek, které jdou definovat pomoci kone¢né
mnoha Ceskych slov. Tato mnoZina je spocetnd. Sefadime si mnozinu P do posloupnosti {p, }.
Definujeme nyni dal$i posloupnost p takto: "Posloupnost p se na n-tém misté liSi od n-tého
mista posloupnosti d,, o jedni¢ku."Tato posloupnost p je definovdna pomoci kone¢né mnoha
slov a proto leZi (a zaroven nelezi) v P.

( J.Richard 1905 )

TakZe neexistuje Clovek, ktery neni ni-

komu podobny?

2.1.18 Definice (Mohutnost mnozin)

Pokud existuje prosté zobrazeni X do Y, piSeme X < Y. Dvé mnoZiny X a Y maji stejnou mo-
hutnost, nebo téz kardinalni ¢islo, pokud existuje vzajemné jednoznacné zobrazeni mnoziny
X namnoZinu Y, piSeme X ~ Y. Relace ~ je ekvivalence na mnoZindch, tfidu ekvivalence ~
nazveme Kkardinalni ¢islo. Kardindlni ¢islo mnoziny N (a vSech spocetnych mnozin) oznacu-
jeme N (Cte se "alef nula").

( G.Cantor 1873 )

Takze az v 19. stoleti zformalizovali po-

¢itani na prstech.

2.1.19 Véta (O mohutnostech)
Jestlize A BaB < A, pak A~ B.

( G.Cantor 1899, E.Schrdeder, Bernstein )

Dukaz: Muzeme predpoklddat, Ze B je podmnoZinou A (misto B lze pouzit piislu$ny obraz).
Oznacme g prosté zobrazeni A do B a polozme C' = A\ B.

Hledané vzdjemné jednoznacné zobrazeni z A na B budeme definovat jako f na mnoZiné C' U
f(CYU f(f(C))U--- ajako identitu jinde. B

2.1.20 Véta (O potenci)

Pro Zddnou mnoZinu neexistuje vzdjemné jednozna¢né zobrazeni X a P (X).

( G.Cantor 1899 )
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C C
f(©)

@ F(rQ)

Obrazek 2.1.19: Véta o mohutnostech.

Dikaz: Necht' g : X — P (X) je bijekce. Necht Y = {z € X : = ¢ g(x)} € P. Ozname
y=9g YY) e X.Paky € Y < y ¢ g(y) < y ¢ Y vytvaii spor (tudiZ bijekce g
neexistuje). l

Vysledkem mySleni nemd byt pocit, ale
in.

(V.v.Gogh)

Véta mimojiné tvrdi, Ze pomoci prvki
mnoziny nemiZeme ocislovat jeji pod-
mnoziny.

Postup pouzity v diikazu se nazyva diagonalizace.

Napriklad podmnozZiny prirozenych Cisel odpovidaji posloupnostem nul a jedni¢ek. Pokud by
se podafilo sefadit tyto posloupnosti do jedné posloupnosti ("seznamu") posloupnosti, mizeme
vytvorit novou posloupnost modifikaci "diagondlni posloupnosti". Takto vytvorend posloupnost
neni na "seznamu".

Podobné mizeme dokazat, Ze n¢kterych
objektl je vice nez spocetné. Metodou
diagonalizace jde Casto sestrojit novy ob-
jekt, ktery neni na "seznamu".

2.1.21 Paradox (O potenci nejvétsi mnoziny)

Mnozina vech mnozin X a jeji potenéni mnoZina P(X) maji (a nemohou mit diky vété o
potenci) stejnou mohutnost.
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preménim nuly na jednicky a naopak

. 4
NoOWIITrnrnnt U
0 000000000 ... 1  posloupnost
o neni
{5} 0 0\9,9 10000 ... 1 o seznamu
4y 000100000 ... 0
)
. \://;\
QOIS
NG

X diagonalni posloupnost
Obrazek 2.1.20: Diagonalni posloupnost.

( G.Cantor 1899)

Uvnitf zemékoule méla pry byt jesté

jedna vetsi ...

2.1.22 Definice (Upravena definice mnoziny)

Zakladni schéma
M = {x : x md vlastnost ... }

v naivni teorii mnozin nahradime konstrukci:

Necht' X je mnoZina. Pak M = {z: 2 € X & 1z md vlastnost... } je také mnoZina.

( A.Zermelo 1904 )

Timto se vyhneme vSem mnoZinovym

paradoxim. COOL :-)

2.1.23 Axiomaticka teorie mnozin

Zékladni linii, kterd se tdhne celou axiomatickou teorii mnoZin, je usilovnd snaha neud¢lat
podobnou chybu jako naivni teorie mnoZin. Proto jsou presné stanovena pravidla "povolenych
innosti". Mnozinou je prazdnd mnoZina ), mnozina P(X) v§ech podmnoZin dané mnoziny X
je téZ mnoZina. Obecné pro to, abychom o nécem tvrdili, Ze je to mnoZina, potiebujeme vzdy
néjaky axiom. Objekty, které jsou priliS veliké, napiiklad soubor vS§ech mnozin, se nazyvaji

trida.
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Axiomaticky systém teorie mnoZin nazyvdme TEMNO. Tuto teorii popiSeme v nésledujicich
paragrafech.

( A.Zermelo a A.A.Fraenkel 1908 )

Nésleduje docela sluSnej mac:

2.1.24 Jazyk axiomatické teorie mnozin

Jazyk L teorie mnoZin se skldda ze symbolu z, y, z, ... pro proménné, binarni relace € (Cteme je
prvek), logické symboly &, — (Cteme a zaroven, neplati), kvantifikitor 3z (Cteme existuje x
takové, Ze), znak rovnosti =, zdvorky ( a ). Pro proménné z a y a formule « a 3 jsou formulemi
tézx =y, x €y, a&f, ~aadra.

Rozsitime jazyk o zndmé vyrazy

aVvp = =((-a)&(P))
a=p3 = ((-a)Vp)
as=pf = (a=p)&(f=q)
Vra = -3z (-a)

a Cteme nebo, implikuje, pravé tehdy a pro kazdé = Podobné 3! znamena existuje praveé
jeden.

Myslim, tudiz jsem.

(R.Descartes 1637)

Pridame zékladni pravidla v§rokového poctu
@ ¢= (v=10)

(i) [¢ = (¢ = x)] = [(¢ = ¢) = (6 = X)]

(iii) (—¢ = ) = (¥ = ¢) (dikaz sporem)

(iv) (¢o&v)) = da(Y&o) = ¢

V) ¢=(@Vey)ay=(oV))

i) [x = ¢ = [(x = V) = (x = [¢&))])]
(vii) [¢ = x] = [(v = Xx) = ([¢ VY] = X)]
a pravidla pro rovnost

() 2=z

(i) (z=y)=(r=2=y=2)
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(iii) (z=y) = ((x €2) =y €2))
(v) (z=y)= (z€x)=>2z€y))
Nakonec pravidla odvozovani:
(i) v is vyplyvdz ¢ a ¢ = 1. ("Modus Ponens")
(i) (V2 ¢) = ¢ vyplyva z ¢ = .
(iii) ¢ = (3z ¥) vyplyvdz ¢ = 1.
(iv) ¢ = (Vz 1) vyplyvd z ¢ = 1), kde 2 neni volnd proménnd v ¢.

(v) (3x ¢) = 9 vyplyva z ¢ = 1), kde = neni volnd proménna v ).

2.1.25 Axiomy teorie mnozin (TEMNO)
Teorii mnoZzin nazyvanou TEMNO tvorfi nésledujicich 9 axiomd:

(i) Axiom existence mnozin: 3zVy (= (y € x))

Existuje mnoZina bez prvki.

(ii) Axiom extenzionality: VaVy (z = y <= Vz (z € x <= z € y))

Dvé mnoZiny jsou rovny pravé kdyZz maji stejné prvky.
(iii) Axiom dvojice: VaVy3zVw (w € z <= (w =2x V w = y))

Pro dv€ mnoZiny x a y existuje mnozina majici za prvky pravé tyto mnoZiny.
(iv) Schéma axiomu vydéleni: Vo3yVz (z € y <= (z € 2 & ¢ (2)))

kde ¢ (z) je formule jazyka £ s volnou proménnou z.

(v) Axiom potence: VoeIyVz (z € y <= z C z)

Pro kaZdou mnoZinu z existuje mnoZina vSech podmnoZin x.

(vi) Axiom sjednoceni: VaIyVz (z € y <= Jw (2 € w & w € 1))

Pro kazdou mnozZinu x existuje mnoZina ktera je sjednocenim prvka x.

(vii) Axiom nekone¢na: 3x () € z & Vy (y € x = yU{y} € x))

Existuje induktivni mnoZzina.

(viii) Schéma axiomu nahrazeni: VxIyVy' (v € y <= 2’/ (' € 2 & ¢ (', 1))
kde ¢ (s, t) je formule takova, Ze Vs3t (¢ (s,t) & V' (¢ (s,t') =t/ =1t)) .

(ix) Axiom fundovanosti: x = VVzIy (y € z &z Ny = 0)

KaZzda mnoZina je fundovana, tedy obsahuje € —minimdlni prvek.

Pouzili jsme i symboly mimo L, napf. C, ), x Uy, 2 Ny, {y} se zfejmym vyznamem.

Necht” S je rela¢ni struktura pro jazyk L spliiujici devét uvedenych axiomd. Objektu néleZe-
jicimu do S fikime mmnoZina. JestliZze x € y plati pro mnoziny z a y, fikdme, Ze x je prvek
Y.
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( A. Zermelo a A.A.Fraenkel 1908 )

Je to jako u Beethovena, tem mél 9 sym-
fonif a ty taky maji jména. Tteti je Ero-
ica, devitd je posledni a je i s Odou na
radost. BTW, desatou nedokoncil. To by
TEMNO mohlo mit taky upgrade.

2.1.26 Axiom vybéru (AC, axiom of choice)

Pro libovolny systém neprazdnych mnoZin existuje mnoZina, ktera obsahuje po jednom prvku
z kazdé mnoZiny zadaného systému.

( A.Zermelo 1904 )

V kazdé mnoziné mam svého informa-

tora, jejich seznam se mi nepodafilo se-
psat...

AC ma radu dulezitych dusledkt a je fadou matematikli povazovéan za soucast teorie mnozin.
Teorie TEMNO spolu s AC se nazyva TEMNO + AC a je bézn¢€ pouZivana v riznych partiich
matematiky.

Pravidla "povolenych Cinnosti"v teorii mnoZin neposkytovala automaticky moznost nékterych
zdanlivé samoziejmych operaci. Existence mnoZiny, kterd obsahuje po jednom prvku z pre-
dem zadanych mnozin, se stala zatézkavaci zkouSkou teorie mnoZin. Na prvni pohled se tato
existence zddla samozfejma4, jeji axiomatizace v podobé axiomu vybéru vSak pfinesla mnohé
tézkosti (existence neméfitelnych mnoZin a dalsi paradoxy v teorii miry).

Ja mu véfim, i kdyZ se mi nepovedl ten

s€znam ...

2.1.27 Paradox (O shodnych mnozinach na sfére s AC)

S pomoci axiomu vybéru 1ze povrch jednotkové koule rozdélit na disjunktni sjednoceni AU BU
C'U D, kde D je spocetna mnozina a mnoziny A, B, C'a B U C' jsou shodné.

( F.Hausdorff ~ 1930)

Koupim si z pozlacené koule dil B, ten
je stejné velky jako B U C, tak si od-
loupnu C' a vratim B. Tady bych se asi
mohl snadno napakovat . ..
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2.1.28 Paradox (O dvou koulich s AC)

Jednotkova koule v prostoru jde rozdélit na 5 identickych Casti, ze dvou z nich jde opét sestavit
jednotkova koule, ze zbyvajicich ti také.

( S.Banach a A.Tarski ~ 1925 )

,»Vsechno,“ fekl K. - zvykl si na to vy-
Citdni a vzpamatoval se - ,,vSechno, co
ikas, je v jistém smyslu spravné; neni to
nepravdivé, jen je to nepratelské.
(F.Kafka ~ 1925)

Paradox je to Sileny. Pfedstava, Ze hmota
by $la zdvojit, je ldkava. Nicméné jde o
mnoZinovou véc. Kdyby se to odehra-
valo v celém prostoru, viibec by to nepre-
kvapilo. Ty kousky by byly nekonecné
veliké a o nic by neslo.

2.1.29 Ekvivalentni formulace AC

Kazdy vektorovy prostor ma bazi.

Soucin neprazdnych mnozin je neprazdny.

Kazda dvé kardindlni ¢isla jsou srovnatelna.

Kazda neprazdnd Castené usporddand mnozina M, ve které kazdy fetéz ma suprémum, ma
maximalni prvek.

(Zorn )

Axiom dobrého usporadani (WO): Kazdd mnozina lze dobfe uspofadat.

( Zermelo 1904 )

Dobte usporadat se asi nerovnd uklidit
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2.1.30 Dusledky AC

Sjednoceni spocetné mnoha spocetnych mnoZin je spocetnd mnozina.
Nekonecna mnoZina mé spocetnou podmnoZinu.
Readln4 ¢isla nejsou spocetné sjednoceni ridkych mnozZin.

( R.L.Baire ~ 1920 )

2.1.31 Slabsi verze AC
Axiom zdvislého vybéru (DC) : Necht' v neprazdné mnoZiné ma kazdy prvek alespon jeden pr-

vek, ktery mu néco "dluzi". Pak je moZzné najit nekone¢nou posloupnost "zfetézenych"dluznik.

Axiom spocetného vybéru (CC) : Pro libovolny spocetny systém neprdzdnych mnoZin existuje
mnoZzina, kterd obsahuje po jednom prvku z kazdé mnoZiny zadaného systému.

2.1.32 Véta (Mohutnost mnoziny realnych cisel)

Mohutnost mnoZiny R se oznaluje ¢ a plati ¢ = 2% > X,

( G.Cantor 1899 )

To ¢ je podle slova continuum.

Dikaz: PodmnozZiny pfirozenych &isel odpovidaji posloupnostem nul a jednicek, tyto posloup-
nosti pak ve dvojkovém zapisu odpovidaji realnym ¢islim. H

To, Ze je redlnych Cisel nespocetné, jsem

védél davno. Napftiklad nesly mi secist.

2.1.33 Hypotéza kontinua (CH, continuum hypothesis)
KaZzd4 nekonec¢nd podmnoZzina R m4 stejnou mohutnost jako R nebo jako N.

( G.Cantor 1878)

Hypotézu kontinua uvedl D. Hilbert v
roce 1900 na seznam dulezitych mate-
matickych problémi na prvni misto. Jde
o rovnost ¢ = 2% = N, kde R; oznaduje
nejmensi nespocetné kardinélni Cislo.
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2.1.34 Cernobil4 rovina s CH (Pro optimisty i pesimisty)

S pomoci CH je moZné obarvit rovinu dvéma barvami, ¢ernou a bilou, tak, Ze kazd4 vodorovna
pfimka bude Cernd, aZ na spocetné¢ mnoho bilnych bodi a Ze kazda svisld piimka bude bil4, az
na spocetné mnoho ¢ernych bodd.

Obrazek 2.1.34: Neméfitelnd mnoZina s divnymi fezy.

( W.Sierpinski )

2.1.35 Zobecnéna hypotéza kontinua (GCH)

Pro 74dny nekone¢ny kardindl m neexistuje kardindl n spliujici m < n < 2™
( G.Cantor 1899 )

Z GCH plyne AC.

2.1.36 Definice (Maly kardinal)

Oznacime 0 takové kardindlni ¢islo, Ze mnoZina iraciondlnich Cisel 1ze pokryt 0 kompaktnimi
podmnoZinami iraciondlnich Cisel, ale ne méné nez 0.

( FRothenberg 1939 )

Sezveme vSechny kardindly a pak na-

jdeme ty malé, pak mezi nima ...
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2.1.37 Definice (Velké kardinaly)

Kazdé kardinalni ¢islo ma svého bezprostiedniho ndsledovnika, nejmensi kardindlni Cislo, které
je vétsi. Rikame, Ze kardindlni ¢islo je limitni kardinalni ¢islo, pokud nema svého predchtidce.

Rikdme, Ze kardindlni Cislo je silné limitni kardinalni ¢islo, pokud je vétsi nez velikost po-
tencni mnoziny kazdého mensiho kardindlu.

Je definovana rada dalSich "velkych"kardindlnich Cisel, které mohou a nemusi existovat v teorii
mnozin. Jejich existence byva pridavana k teorii mnoZin jako dalSi axiom. Uvedeme ndzvy
nékterych takovych kardinalnich Cisel:

slabé nedosazitelny < silné nedosazitelny < slabé kompaktni < subtilni < nevyslovny < mé-
fitelny < silné kompaktni < superkompaktni < obii .

A jeden kardindl je mij, na ten mi nesa-

hejte!

2.1.38 Definice (Konstruovatelné mnoziny)

Oznac¢ime V tfidu vSech mnozin.

Oznacime L tfidu vSech mnoZin, které ziskame transfinitni indukci z prdzdné mnoziny, pokud
v kazdém kroku pouZijeme pouze "konecné konstrukce"(vynechdavame nyni detaily téchto kon-
strukci, nepouZijeme napf. moZznost vytvoreni potenc¢nich mnozin) z mnoZin predchédzejicich
krokt. Rikdme, Ze L je tiida konstruovatelnych mnoZin a jeji prvek nazyvdme konstruova-
telna mnoZina.

Tvrzeni V = L se nazyva axiom konstruovatelnosti. Rozsifeni teorie mnoZin TEMNO o tento
axiom se nazyvd TEMNO + V = L.

( K.Gédel 1938 )

2.1.39 Nekonecné hry

Je ddna podmnoZzina M redlné osy. Dva hraci stiidaveé urcuji cifry desetinného rozvoje spo-
le¢né vytvareného redlného Cisla z. Hra¢ A vyhraje, pokud bude x € M, jinak vyhraje hrac
B. Mnozina A se nazyva determinovana mnozina, pokud ma alespon jeden hra¢ vyhravajici
strategii.

( H.Steinhaus 1925 )

Napriklad mnoZina iraciondlnich Cisel

ma vyhravajici strategii pro hrice A vy-
tvarenim neperiodické posloupnosti.
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2.1.40 Axiom determinovanosti (AD)

Kazda mnoZina redlnych c¢isel je determinovana.

( H.Steinhaus a J.Mycielski 1962 )

Mezi disledky axiomu determinovatosti
patfi méfitelnost v§ech podmnoZin redl-
nych Cisel.

2.1.41 Konzistence teorie mnozin

Konzistence dané teorie znamend, Ze v ni nelze dokdzat zaroven tvrzeni i jeho negaci.

Jsou axiomy teorie mnoZin v poradku?
Je teorie mnoZin bezesporna? Maji (nebo
mohou) se pridavat dalsi axiomy? Té-
mito problémy se zabyvala celd fada ma-
tematika.

2.1.42 Véta o konzistenci s CH
Pfiddanim CH do TEMNO ( + AC ) neporusime pfipadnou konzistenci.

( K.Godel 1931)

2.1.43 Véta o konzistenci s negaci CH
Pfiddinim — CH do TEMNO ( + AC ) neporusime piipadnou konzistenci.

(P.Cohen 1963)

Biih existuje, protoZe je matematika kon-
zistentni, a Dédbel existuje, protoZe to ne-
muzZeme dokdzat.

(A.Weil ~ 1970)

Dukaz: Vychdzime ze zdkladni teorie a pfiddme nové tvrzeni. Zde pouZijeme existenci Ny
riznych podmnoZzin 8, a vytvorime rozsifeni TEMNO, kde neplati CH. B
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Netoda dikazu se nazyva forsing. Prin-
cipem je postup podobny tomu, kdyzZ se
k redlnym ¢islim pridaji kofeny rovnice
2?2 + 1 = 0 a najde se nejmensi nadté-
leso redlnych ¢isel, v némz je rovnice fe-
Sitelna.

2.1.44 Véta (Existuje nedokazatelna pravda)

Pro kazdy konzistentni axiomaticky systém X teorie mnozin existuje pravdivé tvrzeni nedoka-
zatelné v 2.

( K.Gédel 1931)

Nevéfim pfirodnim védam.

(K.Gddel ~ 1930)

Dikaz: Necht' D oznaluje mnozinu &isel, kterd kéduji dokazatelnd tvrzeni (napiiklad pfeve-
denim textu ditkazu do pocitace ziskdme jednoznacny Ciselny zdpis textu). Oznacime tento kéd
tvrzeni d zapisem < d >.

Tedy < d >€ D pravé tehdy, kdyZ je d dokazatelné.

OznaCme q vétu "Tato véta je nedokazatelnd."Tedy

q <= <q>¢D <= qjenedokazatelné .

Pokud je ¢ nepravda, pak je ¢ dokazatelné, coz neni moZné, protoze v konzistentnim systému
jdou dokézat pouze pravdiva tvrzeni. Tedy je ¢ pravdivé. Tedy je nedokazatelné. Tedy jsme nasli
pravdivé a nedokazatelné tvrzeni. B

Misto véty ,Tato véta je nedokaza-
telnd* je mozné najit i jind tvrzeni, kterd
jsou pravdivd a nedokazatelnd. Napfi-
klad existuje konkrétni celoCiselny poly-
nom P takovy, Ze tvrzeni ,,Polynom P
nema4 celoCiselné feSeni* je pravdivé, ale
nedokazatelné.

Dilezitou soucdsti dikazu je diagonalizace: Pro relaci R(x,y) definujeme vyrok V(z) =
—R(z,x), pak V neni roven zddnému vyroku R, definovanému R, (y) <= R(x,y), protoze V'
nasouhlasi s R, v x.
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2.1.45 Véta (Nedokazatelnost vlastni konzistence)

Je-li X konzistentni a dostateCné bohaty axiomaticky systém teorie mnoZin, pak v X nelze do-
kazat konzistenci ..

( K.Godel 1931)

Dukaz: Jde totiz dokdzat, Ze tvrzeni: ,Tato véta je nedokazatelnd.* a tvrzeni: ,Neexistuje <
r > takové, Ze < r > a zaroven < —r > jsou v D.* vyjadiujici konzistenci 2 jsou ekvivalentni.
Tedy podle predchozi véty je diikaz hotov. B

Kdyz budu dost bohaty, dokazu cokoliv

2.1.46 Nova axiomatika na obzoru?

Jaka axiomatika je ta nejlepsi? Je to axiomatika

TEMNO + -AC+CC+-CH+ 2% =X, + AD + - - -

nebo zcela jind?

Podafi se sestavit axiomaticky systém,

aby nedokazatelna zlstala pouze tvrzeni
typu: ,,Tato véta je nedokazatelnd.“?

2.2 Oblibena rikadla v matematické analyze

2.2.1 Zakladni ukolébavka

Ke kazdému ¢ > 0 existuje o > 0 tak, Ze pro vSechna x plati

lt —xo| <6 = |f(x)— flzxo)| <e

( A.L.Cauchy a B.Bolzano 1821 )

Tvrzeni podobnd tomuto jsou je v matematické analyze nejcastéj$i. Zde uvedené tvrzeni vyja-
dfuje spojitost funkce f v bodé z.

...aje to tady :-(

Pokusime se takova rikadla zvladnout s
usmévem :-)
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2.2.2 Velky Kvantifikator si toho navymysli ...

Velky Kvantifikdtor V je formulka, kterd donuti vSechny dal$i vyroky v fadé za nim (t.j. nds)
slouzit do roztrhani t€la. Musi byt totiZ ochotni ke kazdému objektu, ktery jim Velky Kvantifi-
kator predloZzi, dokazat zbytek tvrzeni.

Ve skutecnosti se vlastné dokazuje zbytek tvrzeni s ,,parametry“, které predlozi Velky Kvanti-
fikdtor.

Zbytek tvrzeni (t.j. my) musi mit nutné

pocit, Ze si Velky Kvantifikator pfiliS vy-
mySli :-(

Véta : Ka kazdému vejci existuje slepice, kterd ho snesla.

Diukaz: Velky Kvantifikdtor nachysta vejce, a zbytek tvrzeni (my) musi hledat tu Sikovnou sle-
pici, ktera ho snesla. Tak se miZzeme bavit do nekonecna . .. Pokud ovSem zbytek tvrzeni nejde
dokazat piimo, napiiklad sporem: kdyby zadna slepice nebyla, tak by to vejce neexistovalo,
spor. B

Testem prvotfidni inteligence je schop-
nost pojmout dvé protichiidné myslenky
a zachovat si funkCnost.

(F.S.Fitzgerald)

2.2.3 Maly Kvantifikator dava hadanky ...

Maly Kvantifikator 3 je formulka, kterd (nds) donuti hledat odpovéd’ na hddanku, kterd spociva
v platnosti dalSich vyrokil v fadé za Malym Kvantifikatorem.

Musime byt Sikovni a najit, v ¢em hddanka spoc¢iva.

... a pokud je hadanka péknd, mame pak

radost :-)

Véta : Existuje slepice, ktera snesla alespon dvé vejce.

Dukaz: Maly Kvantifikator nim zadal hadanku, my budeme bud’ hledat konkrétni superslepici,

nebo miZeme spocitat vejce a slepice, pokud je pocet vajec vétsi, mame existencni dikaz hotov.
|

Casto zadrZi kance nepfili§ veliky pes.

(Ovidius)
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2.2.4 Trikrat a dost !

Tti kvantifikatory jiz vyZaduji velikou pozornost.

zékladni 8kola | 1 kvantifikator
stiedni skola 2 kvantifikatory
vysoka Skola 3 kvantifikatory

N\

Obrazek 2.2.4: Jak nds kvantifikatory provazi zZivotem.

Vys8i pocet kvantifikdtorti nez 3 jiZ nezvySuje naro¢nost.

POZOR!!!
Pro pochopeni dalSich véci je tieba
zvladnout bezpecné dlohy se tfemi kvan-

Tvtw

jisti o)

2.2.5 Cvicisté se tremi kvantifikatory

vV 3V : Kazdy den existuje okamzik, Ze kdykoliv pozdéji bude jiZ vétSina toho dne v tahu.

Obéd ni¢im nenahradis.

Naleznéte piiklady na dalSich 7 moZnosti. VSimnéte si, Ze poradi kvantifikatori je ddleZité!

Clovék se nenaudi délat matematiku po-
slouchanim vybrousenych vykladld pri
vyucovacich hodindch, nybrz samostat-
nou praci s matematickymi pojmy.
(G.Choquet ~ 1990)
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2.2.6 BojiSté s ....... . wu.e.
[z e M)&FWr(z e M =z <y))| = [FVy(Ve(zr e M =z <y) &z <y).

Podarilo se rozlustit?

2.2.7 DalSi zaludnosti jiz nejsou ...

Diikazova technika v matematické analyze pouziva bézny vyrokovy pocet (implikace, dikaz
sporem, matematickou indukci, ... ).
2.3 Readlna disla

Predstavme si rybnicek, ve kterém pres 1éto vyraSily vSechny mozné n-listky, kazdy druh v
kone¢ném poctu exemplari. Zbyla tam jesté néjaka voda?

Je

@i

ﬁ'
L

Obrazek 2.3.0: Je tam krome rostlinek 1 voda?

Pfi idedlné tenkych stoncich jisté ano.

Toto je podstata redlnych cisel. Mezi

raciondlnimi Cisly (rostlinky) je jesSté
spousta iraciondlnich Cisel (vody).
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budeme do vody
skdkat takto:

1. Rovnou za nosem.

2. Najdeme dvé niZsi rostlinky.
3. Skocime na tu blZ.

4. Po nekonecné mnoha skocich jsme ve vode.

]

Obrazek 2.3.0: Ano, jen ji najit.

2.3.1 Konstrukce racionalnich cisel

Konstrukce raciondlnich ¢isel je piikladem na tfidy ekvivalence pro vhodnou relaci. Relace ~
naZ x (Z\ {0}) se definuje vztahem (a,b) ~ (c,d) pravé tehdy, kdyZ ad = bc. Vlastné to
znamena, Ze plati pro "zlomky"nasledujici rovnost

a c

b d’
zde ovSem jesté neumime fici, co je déleni dvou celych Cisel.

Hubicka je nic délené dvéma.

(anonym)

Trida ekvivalence podle této relace prislusnd pro danou dvojici je tvorena viemi dvojicemi,
které davaji pfi naznaceném "dé€leni"stejny vysledek. Tfidu ekvivalence nazveme racionalni
¢islo. S t€mito tifidami musime umét pocitat, definujeme tedy operace s t€mito tiidami tak, Ze
pocitdme s vybranym zastupcem kazdé tfidy ( ukéze se, Ze vysledek nezavisi na vybéru prvku) a
vysledek zase urci tfidu, odpovidajici vysledku. Nakonec se identifikuji ,,stara* ptirozena ¢isla

7 Mz

n s tiidou [(n, 1)], ponechd se znaceni a najdou se na ¢iselné ose raciondlni &isla (jejich obrazy).

... ajede se dal :-)
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Tato metoda je dllezitd i v jinych situacich.

2.3.2 Véta (v/2 neni racionalni - geometricky diikaz)

/2 odpovida velikosti pfepony rovnoramenného pravothlého trojihelnika s jednotkovymi od-
vésnami. Je-li /2 raciondlni, pak existuje podobny trojihelnik s celoéiselnymi stranami. V
nejmensim takovém celociselném (q, ¢, p) najdeme mensi celociselny (p — ¢, p — q, 2q¢ — p), coZ
je spor.

nejmensi

celociselny trojuhelnik celo&iselny trojihelnik

Obrazek 2.3.2: Nejmensi celoCiselny nenajdeme.

( T.M.Apostol )

Z4dny dim neni tak maly, aby nepojal
mnoho pratel.

(Seneca)

2.3.3 Konstrukce realnych ¢isel pomoci ez

Rekneme, Ze rozdéleni mnoZiny racionalnich &isel na dvé neprazdné podmnoZiny tvoii Fez,
pokud vSechny prvky prvni (,,malé‘) mnoZiny jsou mensi neZ vSechny prvky druhé (,,velké*)
mnoziny (pfitom navic chceme, aby ,,mald“ mnozina neméla nejvétsi prvek, presuneme ho
pfipadné do ,,vétSi“ mnoZiny).

mala ¢isla s ~ velka &isla

\\

rez

Obrazek 2.3.3: Rez mnoZiny racionalnich Cisel.
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Tyto fezy nazveme realna ¢isla a mnozinu vsech fezli ozna¢ime R. S t€mito fezy musime
umét pocitat, definujeme tedy operace s témito fezy tak, Ze pfi operaci pocitime se vSemi
prvky ,,malé* mnoZiny, vysledek pak urcuje ,malou‘ mnoZinu vysledku. Nakonec se iden-
tifikuji "stard"raciondlni ¢isla r s fezem ( (—oo,r), [r,+00) ), ponechd se znaCeni a najdou se
na Ciselné ose redlné Cisla (jejich obrazy).

... ajsme tam (v R).

Kazdy fez tak identifikuje pravé jedno misto na Ciselné ose. Tak se podafilo zaplnit vSechny
»~mezery*, ¢iselné ose nyni nic nechybi.

( R.Dedekind ~ 1869 )

Ziejmy divod pro studentiv nezdjem je
to, Ze nepredstavujeme cely obraz mate-
matiky jako oboru, kde si miiZete vybi-
rat mezi mnoha kariérami, které jsou in-
telektudlni odménou 1 vyzvou.

(Griffith 2000)

2.3.4 Véta (Axiomy realnych cisel)

Mnozina R vSech realnych ¢isel spliuje nasledujici axiomy
Axiomy télesa:
Pro vSechna x,y, 2 € R

() 2+ (y+2)=(x+y)+2 z(y2) = (ay)2
(i) z+y=y+z oy =y

(i) z(y + 2) = zy + z=.

(iv) x4+ 0=2, z1 = x.

V) Vedy : x+y=0.

(vi) Ve #0dy : 2y = 1.

Kdyz chce byt muz §t’astny, nesmi prici-

tat k vlastnictvi, ale odecitat od potieb.
(Seneca)
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Axiomy usporadani:
Pro vSechna x,y,z € R
(i) nastava pravé jedna z moZnosti x < y,x =y, y < =
) zr<y&y<z=z<z
(i) r<y= z+2<y+z

(iv) (z<y&0<z) = 22z <yz.

Axiom zarazeni N do R:
Pro vSechna x € R existuje n € N tak, Ze < n.

( Archimédés ze Syrékis ~ -250, Eudoxus )

Vychova by méla byt takovd, aby to, co
je nabizeno, bylo pfijimédno jako cenny
dar, ne jako povinnost.

(A.Einstein ~ 1940)

Axiom uplnosti:
Je-1i R disjunktni sjednoceni neprazdnych mnozin A a B, pficemZ vSechny prvky A jsou mensi
nez vSechny prvky B, pak existuje ¢ € R tak, Ze

A= (—00,¢), B=[c,00) nebo A= (—00,c|], B=(c,00) .
( R.Dedekind ~ 1869 )

existuje [

mala éisla

Obrizek 2.3.4: Rez uréuje n&jaké "&islo".

Tyto axiomy jednoznacné popisuji mnozinu redlnych Cisel.

Vsimnéme si, Zze axiom uplnosti tvori

fezy na mnozing fezu ;-)
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2.3.5 Poznamka ke konstrukci realnych cisel

Pokud bychom definovali mnozinu realnych ¢isel pomoci vyse uvedenych axiomi, nebyli bychom
si jisti, Ze takovd mnoZina existuje. Proto je potfeba néjaka konstrukce (naptiklad vyse uvedend
konstrukce fezl), nebo jiny dikaz existence.

Dalsi mozné konstrukce redlnych Cisel jsou pouZziti fundamentdlnich posloupnosti nebo konec-
nych desetinnych rozvoji, cozZ jsou opét metody, které "identifikuji"mezery v Ciselné ose.

Ten, ktery rozumi Archimédovi a

Apolloniovi, bude méné obdivovat

vysledky jejich nasledovnika.
(G.W.Leibnitz ~ 1680)

2.3.6 Definice (Suprémum)

Rekneme, 7e mnoZina M reélnych &isel je omezena mnozina, pokud existuje K € R takové,
Ze pro vSechny prvky x € M plati x < K. Takové Cislo K se zazyva horni zavora mnoZiny
M. Existuje-li nejmensi horni zdvora mnoZziny M, nazveme ji suprémum.

Cislo s je suprémem mnoziny M pravé kdyz

(i) pro vSechny prvky x € M plati x < s ( ... jde o horni zdvoru),
(i) pro vSechna Cisla s’ < s existuje x € M tak, Ze plati s’ < x (... je nejmensi zavora).

k faleSnému suprému s’
najdeme prvek x v mnoziné M

mnozina M
| horni zavory |
e | | | |

X s
suprémum

Obrazek 2.3.6: Suprémum je nejvetsi pravy kraj mnoZiny.

Cislo s' je "fale$né suprémum", néco

jako faleSna nevésta ;-)

Podobné se definuje infimum (nejvetsi dolni zavora).

Vzdélani ma hoiké koteny, ale sladké
ovoce.

(Démokritos z Abdér ~ -400)
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2.3.7 Véta (Axiom o suprému)

Kazda neprdazdna shora omezend mnoZina mé suprémum.
Diukaz: Jde o tvrzeni ekvivalentni s axiomem dplnosti. l

2.3.8 Véta (O neprazdném pruniku intervalia)
Prinik posloupnosti intervalt

[a1,b1] D [az,bs] D [as,bs] D ---
je neprazdny.

( K.Weierstrass 1874 )

v priniku
existuje

G123 44 o by bs by b

Obrazek 2.3.8: Prinik intervali bude neprazdny.

Dukaz: Jde o tvrzeni ekvivalentni s axiomem udplnosti. l

Diikaz je néco jako polapit pachatele.

Musime uzavfit vSechny vychody a udé-
lat BAF!!!

2.3.9 Véta (Plazové lemma o slunecnicich)

Necht' md kazdy Clovicek (redlné &islo x) na pldzi (interval [0, 1]) svij slune¢nik (interval
U(x) = (x — dz, @ + 0,)). Pak se mohou vSichni ¢lovicci schovat pred sluncem (sviticim
kolmo) pod kone¢né mnoha sluneéniky (teda [0, 1] je podmnoZinou koneéného sjednoceni in-
tervalti U(zq,) U U (x9) U --- U U(z,) pro vhodné body x1, o, - - - ,z, € [0,1]).

( H.E.Heine 1872, E.Borel 1875)

Dikaz: Ozna¢ime A mnozinu vSech zdpornych &isel spolu s témi &isly = € [0, 1], pro které je
mozné ,.konecné“ pokryti na kousku plaze [0, z]. MnoZina A jako ,,dolni* mnoZina definuje fez
na mnozin¢ redlnych Cisel, podle axiomu tdplnosti existuje c, které tomuto fezu odpovidad. Pak

¢ =1 € A (jinak pouZijeme slunec¢nik v bodé ¢ a pokryjeme vétsi kousek plaze). B

BéZzné se tomuto tvrzeni fikd ,,pliZivé
lemma*“, nebot’ informace (zde konecné
pokryti) se nendpadné plizi zleva do-
prava a nakonec dosédhne bodu 1.
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0 c > 1

Obrazek 2.3.9: Plazové lemma.

2.3.10 Definice (RozSiFena realna osa)

Priddme k redlnym Cislim dva dal$i prvky, —oc a 400 a nazveme takto vzniklou mnoZinu
rozsirena realna osa, zna¢ime R*. Rozsifime operace usporadani, s¢itani a nasobeni tam, kde
to ddva smysl. R* tim ziskd vzhledem k uspofddani strukturu intervalu I = [0, 1].

(J.Wallis 1655)

Obrazek 2.3.10: RozS$ifena redlna osa.

Jedna se vlastné o kompaktifikaci R. Nyni plati (v R*) axiom o suprému takto: ,,Kazdd mnozina
ma suprémum. “

2.4 Komplexni ¢isla
2.4.1 Konstrukce komplexnich ¢isel
Mnozinou C rozumime mnoZinu uspofadanych dvojic (a, b) redlnych Cisel s operacemi

(a,b) + (¢,d) = (a+c¢,b+d), (a,b).(c,d) = (ac—bd,ad+ bc) .

Prvek C nazyvdme komplexni ¢islo. Redlné &islo x ztotoZziiujeme s dvojici (x,0). Oznacime
i = (0, 1) a budeme ho nazyvat imaginarni jednotka. Pak Ize psat

(a,b) =a+1b

a plati vSechna pravidla po&itani, pouzivame dodate¢nou informaci i? = —1.

Identifikaci komplexnich &fsel a + ib s body (a,b) € R? nazyvdme komplexni rovina.

( C.E.Gauss ~ 1800 )
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Nejsem nikdy spokojen, pokud nefeknu
co nejvice co nejméné slovy.

(K.F.Gauss ~ 1829)
...je jako liska, kterd ocasem zametd

stopy.

(N.H.Abel ~ 1829)

To 7 je prost¢ v komplexni roviné
,;nahore*, to ma za nasledek, Ze nasobeni
¢islem ¢ otaci rovinu ,,doleva‘ (z bodu 1
do 7).

Jind moZnost definice komplexnich ¢isel vychdzi z algebry, kde se konstruuje kofenové nadté-
leso télesa redlnych &isel, ve kterém je fesitelnd rovnice 22 + 1 = 0.

2.4.2 Definice (RozSifena komplexni rovina)

Pridame ke komplexnim ¢islim dalsi prvek co a nazveme takto vzniklou mnoZinu rozsirena
komplexni rovina, zna¢ime S. Pro predstavu je mozné pouzit zobrazeni, které kazdému kom-
plexnimu &islu z pfifadi bod f(z) na jednotkové sféfe (sféra se dotykda komplexni roviny) na
spojnici ,.severniho p6lu a bodu z. Tim zobrazime C na sféru (s vyjimkou ,,severniho pélu*,
ten odpovida bodu oo).

vV 2z

Obrazek 2.4.2: Tucndci marné hledaji severni pol.

Takto m4 S strukturu jednotkové sféry v R3.

Jedna se zde vlastné o kompaktifikaci C.
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S

f(z) sféra

z komplexni rovina

Obrazek 2.4.2: Pridanim severniho p6lu dostaneme rozsifenou komplexni rovinu.

2.4.3 Véta (Zakladni véta algebry)

Polynom kladného stupné ma kladny pocet kofent.

U stupné n > 0 ma pravé n kofenid
(pocitdme-li ndsobnost). Nalezeni toho
prvniho kofene mi da vzdycky nejvétsi
préci.

2.5 Posloupnosti

Malé Evicka dostala luk a $ipy. Nejprve si nebyl jisty veprik, post dk, soused, prosté nikdo.

Obrazek 2.5.0: Byl to t€zky Zivot, nez se to Evicka naucila alespon trosku.

Pak se zlepsila, takZe se postupné soused, post’dk i vepiik prestali bat.
Kdyz Evicka vyrostla, byla skvéld. At' dostala libovolné maly terc¢, vZdy se vypracovala a od
jisté doby jej neminula.
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e
— | A
B !

POKUSY

Obrazek 2.5.0: Ano, pak nastal klid.

DOBRE
POKUSY

Obrazek 2.5.0: Ano, Evicka je skvéla.

2.5.1 Definice (Limita)
Rekneme, 7e &islo A € R je limita posloupnosti {x,}7°°, kdyZ ke kazdému ¢ > 0 existuje
no € N tak, Ze pro vSechna n > ng plati |z, — A| < ¢
PiSeme
lirf r,=A, nebo z,— A n— +oo.

Rikdme v tom piipadg, Ze posloupnost {z,,} ;> konverguje k A € R.

(A.L.Cauchy 1821)

Ta hra na tfi kvantifikatory je sila ...

Podobné miizeme definovat i pro A € R*, C.
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©.

A+eg - —
! . R

Obrazek 2.5.1: Limita posloupnosti.

Jde o jakousi ustdlenou hodnotu v nekone¢nu. Je to zdkladni postup analyzy. Chceme, aby urcitd
veli¢ina byla ve svém ,findlnim stddiu‘ néjak odhadnutelna.

... a staci 3 kvantifikatory ! Takto zalo-
Zend analyza ma pevné zdklady. Pfedtim
se pocitalo (napriklad plocha kruhu) s li-
mitami bez definice ...

2.5.2 Dalsi pojmy

Zkoumdame tyto pojmy:

=

=

=

=

=

=

monotonni posloupnost (... hodnoty posloupnosti stile napf. rostou)
omezena posloupnost (... hodnoty posloupnosti jsou omezené)
vybrana podposloupnost (... nékteré ¢leny posloupnosti Skrtneme)
hromadny bod (... k némuz konverguje néjaka vybrana podposloupnost)
limes superior (... nejvétsi hromadny bod)

limes inferior (... nejmensi hromadny bod)

2.5.3 Dalsi véty

Vétsi posloupnost ma vétsi (nebo stejnou!) limitu neZ mensi posloupnost.

Limita souctu (soucinu, podiluy, ... ) je rovna souctu (soucinu, podilu, ... ) limit.

Monoténni posloupnost ma limitu.
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2.5.4 Véta (Existence hromadného bodu)

Kazda posloupnost m4 alespoii jeden hromadny bod.

( B.Bolzano ~ 1850, K.Weierstrass ~ 1869 )

No oni v téch posloupnostech méli na-

mocené prsty mnozi. Je pckné, Ze nasli
vSichni to samé.

Diikaz: Pllenim intervald ziskdme vybranou konvergentni podposloupnost. l

Tak se hledaji lvi na Sahare.

2.5.5 Véta (Podminka ustalenosti)

Posloupnost {z,, };°° ma4 vlastni limitu pravé kdyZ ke kazdému ¢ > 0 existuje ng € N tak, Ze
pro vSechna n, m > ng plati |z, — x,,| < €

( A.L.Cauchy 1821, B.Bolzano 1817 )

Ptrednost podminky ustdlenosti pied de-
finici limity je v tom, Ze nemusime znat
hodnotu limity, tedy staci zjistit, Ze se
hodnoty posloupnosti ,,jiz priliS neméni*
(od urcitého indexu ... ).

POZOR !!!

Toto je opravdu chytré :-)

Posloupnost spliiujici podminku ustilenosti podminku se nazyva ustalena posloupnost.

2.5.6 Konstrukce realnych cisel pomoci posloupnosti

Prohldsime za ekvivalentni kazdé dvé posloupnosti raciondlnich Cisel se stejnou konecnou li-
mitou. Ttida ekvivalence (podle této ekvivalence) piisluSna pro danou posloupnost je tvorena
vSemi posloupnostmi, které maji stejnou limitu. S t€mito tfidami musime umét pocitat, definu-
jeme tedy operace s témito tfidami tak, Ze po¢itime s vybranym zastupcem kazdé tfidy (ukdze
se, ze vysledek nezavisi na vyberu posloupnosti) a vysledek zase urci tiidu, odpovidajici vy-
sledku. Nakonec se identifikuji raciondlni ¢isla s konstantnimi posloupnostmi. MnoZina tiid
ekvivalence je jiny popis redlnych Cisel (jde ukdzat, Ze jsou splnény pfislusné axiomy).
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Prosté redlnd Cisla nemaji dirky, ty se
pojmenuji bud’ pomoci fezii nebo po-
moci konvergentnich posloupnosti raci-
ondlnich Cisel.

2.6 Rady

Budeme nekonecné mnohokrat s¢itat (nebo odecitat).

Obrazek 2.6.0: Jestli ma kréal opravdu nekonec¢né€ mnoho dcer, tak skonc¢i na miziné.

2.6.1 Definice (Formalni rada cisel)

Necht' {z,,}1°° je posloupnost (komplexnich) &isel. Nazveme
+oo
D
k=1

nekonecna rada, ¢islo

n
E T — Sp,
k=1

nazveme n-ty ¢asteény soucet rady. Ma-li posloupnost CasteCnych souctl (t.j. posloupnost
{s,}7>) kone¢nou limitu s, fekneme, Ze ¥ada konverguje a md soucet s,

+00
E T = S
k=1

jinak fikdme, Ze Fada diverguje.

( Gregory 1668 )
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Mimojiné to vypadd, Ze soucet fady byl
definovan historicky dfive nez limita po-
sloupnosti. Hle ...

23

Obrazek 2.6.1: Pfi konvergenci jde o konec¢nost plochy pod grafem po ¢dstech konstantni
funkce f | (n — 1,n] = z,.

Nejvetsi véci na svété jsou pasobeny ji-
nymi vécmi, které podcenujeme, malymi
pfi¢inami, které pfehlizime a které se po-
sléze hromadi.

(G.Ch.Lichtenberg ~ 1770)

Rekneme, 7e Fada konverguje absolutné, kdyZ konverguje fada z absolutnich hodnot &lent
pavodni fady.

2.6.2 Véta (Nutna podminka konvergence)

Je-li fada > x,, konvergentni, pak posloupnost {x,, } m4 limitu 0.

Dukaz: Vidime, 7e s, 11 — S, = Z,41 a provedeme limitni pfechod n — +oc. B

Chovéani védce pfipomind chovani
prizkumnika na pochodu napinajiciho
vSechny smysly, vyuzivajictho po-
stranni péSinky a pfipraveného pfijmout
vSechny podnéty.

(G.Choquet ~ 1990)
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Ono to zde jinak nejde. KdyZ si toho ne-

vSimnete, vypadate smésné.

2.6.3 Véta (Srovnavaci kritérium)

Pokud z,, > y, > 0 a > x, konverguje, pak > y, konverguje ( nazyvame fadu ) z,, majo-
rantni Fada k fadé ) y,,).

( A.L.Cauchy 1821 )

Jde o Casto pouzivany test konvergence.
Pro jeho pouZivani potiebujeme fady,
které jde pouzivat jako majoranstni (a
minorantni). Potfebujeme tedy vlastné
fadu rad ;-)

2.6.4 Véta (Harmonicka rada diverguje)

Nazveme fadu ) | 1/n harmonicka Fada. Harmonick4 fada diverguje.

( N.Oresme 1350)

Dukaz: Ozédvorkujeme a vidime, Ze posloupnost ¢asteénych souétl je neomezend

TR (D I N S
172" \3" 4 56 78 22" 2

2.6.5 Véta (Konvergence geometrické rady)
Nazveme fadu ) | ¢" geometricka Fada. Geometrickd fada konverguje pro |¢| < 1.

( Archimédés ze Syrakus ~ -250, F.Viete 1593 )

Diukaz: Zjistime snadno ¢aste¢né soudty a spocteme limitu. ll

Je neuvéfitelné, jak takova blbinka jako

geometrickd fada muze byt dileZita.

Srovnanim s geometrickou fadou dostaneme podilové kritérium

Tn+1

dq <qg<1 = fada Z x, konverguje

n
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11 1 1
PP AR N

W | =

Obrazek 2.6.5: Kdo ma oci k vidéni, tak to vidi.

(d’Alembert 1765 )

a odmocninové kritérium

Jdg: V/|zn] <g¢<1 = fada an konverguje .

( A.L.Cauchy 1821)

2.6.6 Véta (Alternujici rada)

Je-li {z,} monotdénni posloupnost nezdpornych Cisel, pak > (—1)"z, nazyvame alternujici
rada. Alternujici fada konverguje pravé tehdy, kdyz posloupnost {z,, } ma limitu 0.

( G.W.Leibnitz ~ 1675 )

Dukaz: Ozdvorkujeme a vidime, Ze
§1 <83 <85 < -0 <8< 8y < 89,

tedy liché i sudé ¢astecné soucty maji limitu (monot6énni posloupnosti). Navic |s,, — S,41| =
Tp — 0, n— 4o0o. A

2.6.7 Operace s radami

Radu miZeme prerovnat, pro absolutné konvergentni se nic nestane pii jakémkoliv prerovnani,
pro neabsolutné konvergentni miZeme "nascitat"cokoliv.

Soucet ad definujeme ,,po ¢lenech* (tedy > (x,, +y»)). U soucinu je situace komplikovangjsi.
Musime zafidit, aby se vyndsobil kazdy ¢len prvni fady s kazdym Clenem druhé fady. Nabizi
se z tabulky ,kazdy s kazdym* vybirat postupné vSechny, rozumny postup je davat do jedné
skupiny ,,vedlejsi diagondly“.

BTW. Po fadcich to nema cenu scitat.
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X()Xl XZ X3X4 XS X6 X7X8X9

»  takto ziskame
étvrty Clen
vysledné rady ...

Obrazek 2.6.7: Tabulka ndsobeni "kazdy s kazdym".

Soudinem fad > %0 z,, a > "% y, nazyvame fadu > 2, kde z, = S p_ ) ThYn_ks

Uvédomme si, Ze se s¢itat mohlo 1 jinak.

2.6.8 Véta (O soucinu rad)

Je-li fada > x,, = A absolutné konvergentni a >, °° y,, = B konvergentni, pak Y %0 2, =
A.B,kde z, = >} Tpln—k-

Veliciny by se nemély zbytecné ndsobit.

(William z Occamu ~ 1400)




Kapitola 3

Funkce jedné proménné

nosti. Funkce je vlastné nejjednodussi animace probihajiciho déje. Diilezita je schopnost apro-
ximovat jeji funkéni hodnotu a predpovédét jeji chovani.

3.1 Pojem funkce

Zachyceni pohybu pomoci grafu funkce je nejstar$i animovany film.

Herci jsou nahrazeni pohybujicim se bo-

dem.

3.1.1 Definice (Funkce z R do R)

Zobrazeni z R do R nazyvame funkce (napf. f(xz) = 1 — x). Zobrazeni, které kazdé funkci
pfifazuje redlné Cislo, nazyvame funkcional (napt. o(f) = f(1)). Zobrazeni, které kazdé funkci
pfifazuje funkci, nazyvame operator (napft. p(f) = 2f).

( G.W.Leibnitz 1692 )

Funkce bude nejcastéji zadana v prikla-
dech pomoci né€jaké formulky, sumy, li-
mity, poptipadé kombinaci téchto funkc-
nich ptedpisti na jednotlivych podmnoZi-
nich R.

51
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vzdalenost

naskok

start cas

Obrazek 3.1.0: Probihajici zdvod je zachycen jako animovany film.

Denni aktivita

(x, /()

/______ —

(22,1(22))
[ Oe————
0 22
Tady jsem usnul ...
. . Tady jsem pustil bednu ...
Tady jsem se probudil ...

Obrazek 3.1.2: Jak probihal den.
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3.1.2 Zobrazovani funkci
Funkci f : R — R nejéast&ji zndzorfiujeme jako mnozinu bodii {(z,y) € R? : y = f(x)}. Této
mnoZzin¢ fikdme graf funkce.

Pro znazornéni slozené funkce x +— ¢(f(x)) miZeme (nékdy!) s vyhodou pouzit nasledujici
"dvojgraf":

\ 2 -
| oo =
S !
‘u\ ~ -~
) — (xf)

((9))8= (1) 5=z

<« g(f(xn» |V <« x>

Obrazek 3.1.2: Slozena funkce a jeji "graf".

SloZena funkce je néco jako organizo-

vany zloCin.

Opakované skladani téZe funkce jde (nékdy!) zndzornit pomoci ,,odraZzeni od grafu funkce
Id(x) = z.

(x,x)

miiZzeme se i zacyklit :-)

\_/

(x,f(x))

o

Obrazek 3.1.2: Hledéani pevného bodu.
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Takto miZeme hledat pevny bod funkce
... ajeto zdbava :-)

To samé déla kalkulacka, pfi opakova-
ném mackani funkce sinus nebo kosinus,
jde to pro kazdou fukci?

3.1.3 Operace s funkcemi

Funkce budeme bé€Znym zptlisobem scitat, ndsobit, délit, skladat, délat restrikce, vytvaret in-
verzni funkce, definovat riznym postupem na rtiznych castech definicniho oboru. Pro defino-
vani funkéni hodnoty se budou €asto pouzivat limity posloupnosti a fady Cisel ...

... a malokdy se setkdme s tak ,,hodnou*

funkci, jako je konstanta nebo identita ;-)

Budeme zkoumat rtizné vlastnosti (monotonii, omezenost, ... ) funkei na riznych mnozinach.

3.1.4 Véta (O monotonii)

Funkce je rostouci na intervalu pravé tehdy kdyZ je rostouci v kazdém bod¢ intervalu.

Diikaz: Necht' f je rostouci v kazdém bodg intervalu [0, 1]. Pak ke kazdému bodu = € [0, 1]
prifadime okoli U (x), na némz plati ,,vlevo od x jsou v U(x) hodnoty f mensinez f(z) a vpravo
hodnoty vétsi“. S témito U (z) jako slune¢niky pouZijeme plazové lemma. Dostaneme kone¢né
mnoho sluneéniki a vidime, Ze hodnota funkce pod témi slunecniky roste ,.zleva doprava“.

Tedy f(1) > f(0).

Tedy z lokélni informace se podafilo se-

stavit globdlni. To je typicky trik analyzy.

Obracend implikace je snadnd. l

Necti to jenom; bojuj s tim! Ptej se
vlastni otdzky, hledej svoje priklady, ob-
jev svij dikaz. Jsou predpoklady ne-
zbytné? Plati opak? Co se déje v kla-
sickych specidlnich ptipadech? A co de-
generované pripady? Kde diikaz pouziva
predpoklady?

(P.R.Halmos)
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PN
P N
vetsi
mensi f(x)
T
lvétﬁ
T * men§l’C
0 X 1

Obrazek 3.1.4: Plaz se slunecniky.

3.1.5 Definice (Stejnomérna konvergence)

Necht M C R je neprazdna mnoZina a necht’ f,,n € N jsou funkce f, : A — R. Rikdme, Ze
posloupnost funkcf { f,,} konverguje stejnomérné na M k funkci f kdyZ plati:
,,Ke kazdému € > 0 existuje ny € N tak, Ze pro vSechna x € M an > ng plati

[fu(z) = f(z)] <&

PiSeme f,, = f na M.

( K.Weierstrass 1841 )

Jfx)+e

% /)

f(x)-¢

A

Obrazek 3.1.5: Stejnomérnd konvergence.

Od urcitého indexu jsou vSechny funkce v e-ovém okoli limitni funkce. Stejnomérnost tkvi v
tom, Ze se ten index ny najde spoleéné pro v§echny body M. Podobné se zkoum4 stejnomérnost
konvergence rady funkeci.

Zase tu miiZze nastoupit ta ukrutnd pod-

minka ustdlenosti . ..
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Rekneme, 7e posloupnost funkci {f,} konverguje lokalné stejnomérné na (a, b) k funkci f
kdyz konverguje stejnomérné na kazdém [c, d] C (a,b).

...nebo pro kazdy bod stejnomérné na

néjakém jeho uplném okoli. Zase to
lokéalné-globalni trapeni.

Piseme f,, =, f na M

Lokdlni zélezitosti mé zajimaji jenom

globalné a naopak podobné.

Pokud je pouze zajiSténa konvergence pro jednotlivda x € M, fikdme této konvergenci posloup-
nosti funkci bodova konvergence

Neni problém zjistit stejnomérnost z ob-
rdzku, potiZ nastava pti komplikovaném
vzorecku pro funkce f,,, popiipadé nasi
malé ,,védomosti*“ o limitni funkci ...,
protoZe pak se musi hledat odhad :-(

3.1.6 Véta (Test stejnomérné konvergence)

Posloupnost funkei { f,,} konverguje stejnomérné na M k funkci f pravé kdyz plati:

op =sup{|fu(z) — f(z)|:x2€ M} -0, n— 0.

... staci najit odhady téch suprém a poslat

je k nule.

W
/\D
S @)

Obrazek 3.1.6: Odchylka dvou funkci, jde o suprémum rozdili.
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3.1.7 Véta (Majorantni kritérium)

Rada funkei 3 f,, konverguje stejnomérné na M pokud existuje &iselnd fada > ¢, takova, Ze:
(@) |fol < en
(ii) > ¢, konverguje.

( K.Weierstrass ~ 1869 )

To je uzite¢né kritérium.

3.1.8 Véta (Soucinova kritéria)
Necht’

(@ > fn=naM,

(i) gi1(z) > g2(x) > -+ >0,
pak > f,.g, konverguje stejnomérné na M.

(N.H.Abel ~ 1824)

Necht’
(i) > f, md omezenou posloupnost ¢asteénych souctd na M,
(ii) g1(x) > go(z) > - -+ > 0 stejnomérné konverguje k nule,

pak > f,.g, konverguje stejnomérné na M.

( G.PL.Dirichlet 1840 )

V diikazu se pouZziva parcialni sumace ve tvaru

q

q
S fige= D Fulge — gkr1) + Fygorr — Fogprn

k=p+1 k=p+1

kde F, =27 fu .
( N.H.Abel ~ 1824)

Je to velmi mélo ,zfejm4* identita. Jde

ovérit, ale najit tutové nejde ...
Véty plati i pro konstantni funkce.
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CISTEJ ¢ O
hodnoceni
FALESNE] [« ©
vyska hlasu A

Obrazek 3.2.0: Neptfiméfené hodnoceni je nefér.

3.2 Spojitost

Zakladnim pojmem matematické analyzy je pojem spojitost funkce. Jde o jeji ,,pfimérené cho-
vani“ v okoli daného bodu. Pfiméfenost pomiiZe zjistit pfibliznou hodnotu funkce v daném
bod¢ pomoci hodnot funkce v blizkych bodech.

Pokud je napfiklad hodnoceni zpévu dvojhodnotové (Cisté, falesSné), neni primérené¢ odmeénéna
snaha o zlepSeni.

Podobné ocekavame priméfenou odménu za praci.

3.2.1 Definice (Spojitost v bodé)

Rekneme, Ze funkce f je v bodé a spojita, pokud ke kazdému ¢ > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze pro
vSechna z plati

[z —al<d = |[f(z)—fla)| <e
( K.Weierstrass 1861 )

Jedna se o definici, kterd vznikla po usilovnych snahéach zachytit situaci, kdy se funkce chova v
daném bod¢ ,hezky*.
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CISTE A <
super hodnoceni
klasa

skvélej

dobrej

vyska hlasu A

Obrézek 3.2.0: Pfiméfené hodnoceni podpofi snahu.

odména

Obrazek 3.2.0: Za préici ndleZi pfiméfend odména.
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Ma své lepsi 1 horsi stranky.

Uvédomme si, Ze ovéfovani spojitosti z definice spociva v diikazu jisté nerovnosti pro v§echny
body x z jistého intervalu.

To miize byt neprijemny ukol.

Zdanliva nesrozumitelnost definice se lehce odstrani obrazkem

(x,f(x))

Obrazek 3.2.1: Mechanismus spojitosti v bodé.

Bod a zde funguje jako "tahoun", ktery

ovliviiuje funkci ve svém okoli tak, ze
ma v blizkych bodech blizké hodnoty.

3.2.2 Definice (Limita)

Zajima n4s také progndza budouciho vyvoje dané situace.
Zvolime vhodné funkci a zkoumame, k jakému vysledku se funkéni hodnota bliZi.

Nékteré situace se mohou necekané vyvinout.
Nékteré chovani je necekané.”
Dé&je nas zajimaji i do minulosti, tedy zkoumdme vyvoj v ,,obou smérech*.

Rekneme, Ze funkce f ma v bodé a limitu A, piSeme

lim f(zx) =A.

r—a
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>R <<
~

VZDALENOST

Obrazek 3.2.2: Funkce a jeji limita.

pokud ke kazdému £ > 0 existuje o > 0 tak, Ze pro vSechna x plati

O0<|z—a/<d = |f(x)—Al<e

Vlastné je limita funkce totéZ jako spoji-

tost, az na hodnotu funkce v bodé a.

Pokud se omezime na jednostrannd okoli, definujeme jednostranou spojitost a limitu.

3.2.3 Definice (Okoli a okolicko)

Pro bod x € R ae > 0 definujeme (dplné) e-ové okoli bodu z jako interval (x — e,z +¢) a
znacime U¢(z). Podobné prstencové c-ové okoli bodu x jako interval (r —e,2) U (z, 2 +¢) a
znaéime P¢(z). Pro levé a pravé okoli se omezime pouze na body > x nebo < z.

Pak definice spojitosti zni:

"Ke kazdému e-ovému okoli U¢(f(x)) bodu f(z)
existuje 6-ové okoli U°(x) bodu x tak,

ze f(U°(z)) C US(f(x))."
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7)

Obréazek 3.2.2: Tam, kde m4 byt, neni, tak ho nemohou ,,ulimitit*.

Obrizek 3.2.2: Cmeldk leti k té hez&i kytce. KdyZ k ni pfileti bliz, nelibi se mu jeji viné a tak
leti k druhé kytce. Zblizka opét nevoni a tak se opét vraci k prvni kytce . ..

3.2.4 A zase kvantifikatory ...

Ve>03d>0Ve eR:0<|z—a|<d = |f(x)—Al<e
plati pravée tehdy, kdyz plati
Ve>03>0VeeR:0< |z —a|<d = |f(x)—A|l<Te

Tady téch 7e mdm rad. Bez nich to nejde.
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MINULOST BUDOUCNOST

Obrazek 3.2.2: Ja to vidim.

(a,f(a)

Obrazek 3.2.2: Limita funkce.

a to plati pravé tehdy kdyZ neplati
>0V >0qxeR:0< |z —al<d & |f(x)—A|l>¢

3.2.5 Véty (Pozorovani obrazku limity)

Limita v bodé je nejvyse jedna.

Vétsi funkce ma vétsi (nebo stejnou) limitu.

Spojitost v bodé ddva omezenost na okoli.

Monotonni funkce mé limitu.

Limita souctu, soucinu a podilu funkci se chové ocekdvané.

Polynomy jsou spojité v kazdém bodé¢.
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3.2.6 Véta (O policajtech)

»Necht’ Velky Policajt a Maly Policajt maji mezi sebou stdle Zlodéje, pak pfi dopadeni Velky
Policajt, Zlodéj a Maly Policajt jedno jsou.

( matematicky folklér na MFF UK )

Velky Policajt

—

/ Malym¥

Obrazek 3.2.6: Mezi dvéma policajty se nic neztrati.

Necht” pro vSechna = € R plati f(z) < g(z) < h(z) a

lim f(z) =limh(z) = A,

pak
limg(z) =A.
3.2.7 Véta (O limité slozené funkce)

Plati

(i) SloZenim spojitych funkci vznikne spojitd funkce. (Pro limitu slozené funkce staci pouze
spojitost vn&j$i funkce a limita vnitini funkce.)

(ii) Pokud

r—a

lim f(z) = A, lirr}‘g(x) =B
y—>
a existuje prstencové okoli bodu a na némz f(z) # A, pak

lim g(f(x)) = B.

r—a

Dukaz: Obecné schéma je toto: k ¢ existuje § z definice spojitosti (nebo limity) pro g, k §
existuje O z definice spojitosti (nebo limity) pro f. H
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S (x)

(x, /()

(y.g»)

Obrézek 3.2.7: Je to snadné jako RAZ, DVA, TRI.

VELMI CASTO se to pouZiva!

Necht’ napiiklad funkce f(z) urCuje kvalitu obéda, ktery pfipravi manzelka svému muZzi s dsi-
lim z, necht’ ¢(y) uréuje mnozstvi uzitetné prace, kterou je schopen vykonat muz po snédeni
obéda kvality y.

Ke kazdému mnozZstvi vykonatelné priace manzelka presné vi, kolik musi vynaloZit dsili (pfipad
1)

Pokud je muZovo chovédni po obédu ,,nejvyssi kvality* nevhodné (napiiklad okamZité usne),
musi Zena davat pozor, aby takovy obéd nepfipravila (pfipad (i1)).

Obrazek 3.2.7: Stoprocentni obéd = Zadn4 préce.
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... a pokud takovému muZzi manzelka pfi-

pravi vZdy nejvyssi kvalitu, je ztracena

)

3.2.8 Ukazky (ne)spojitosti v bodé

Funkce ( % — % jinde 0) je spojita v nule.

o (l/n,1/n)

Obrazek 3.2.8: Spojitost (spravedlivost) v pocatku.

Krivé racionalni sito (raciondlni § — %, iraciondlni — 0) ma v kazdém bodé limitu (a je
spojitd mimo Q).

( B.Riemann ~ 1850 )
Rovné racionalni sito (raciondlni — 1, iracionalni — 0) nenfi spojitd nikde.

( G.P.L.Dirichlet ~ 1840 )

3.2.9 Véta (Jiné definice spojitosti v bodé)

Funkce f je v bod¢€ a spojitd, prave tehdy kdyz ke kazdému ¢ > 0 existuje & > 0 tak, Ze pro
vSechna z, y plati

[r—al <6 & Jy—al<d = |flz)-fly)l<e

( A.L.Cauchy 1821, B.Bolzano 1817 )

Jedna se opét o podminku ustdlenosti.
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V raciondlnich
Cislech samé jednicky ...

V iracionalnich
¢islech samé nuly ...
0000000000000 00000O0OOOO00

Obrazek 3.2.8: Rovné racionalni sito.

Funkce f je v bodé€ a spojitd pravé tehdy, kdyz pro kazdou posloupnost {x,, } plati (pfi n — c0)

T —~a = f(zn) = fla)

( H.E.Heine 1872)

... a kdo ma rad posloupnosti mize zapo-
menout na € a 0. Jsou tam ale na kazdou
posloupnost 3 kvantifikatory. TakZe cel-
kem je ani nespocitam.

3.2.10 Definice (Nevlastni limity)

Nazveme pro K € R interval (K, +o0) (prstencové K -) okoli nekonecna (tGplnd okoli nyni
nepouzivame). Pak jde definice limity (NE definice spojitosti!) rozsifit na "nevlastni limity"a
"nevlastni body"(tim jsou minény +o00 a —00).

Rikdme, 7e funkce f ma v bodé a € R* limitu A € R* kdy# ke kazdému okoli U(A) bodu A
existuje okoli U(a) bodu a takové, ze f(U(a)) C U(A).

SUPERDEFINICE :-)

3.2.11 Véta (O nevlastnich limitach)

Algebraické operace s limitami jdou délat i v pfipadé ,,nevlastnich limit“ a ,,nevlastnich bodt*
(pokud prislusné operace s vysledkem ddva smysl).
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: -
OX

0 K

Obrazek 3.2.10: Vlastni limita v nevlastnim bodé.

Obrazek 3.2.10: Nevlastni limita v nevlastnim bodé.

Kucharka:

1:01__'_00,

+o0 > 30

3.2.12 Véta (O nevlastnich bodech)

lim f(z)=A < limf(l):A.

r—~00 y—0 Yy
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Stejné jako u nuly Jak je u nekonecna
pro funkci f(1/y). pro funkci f(x)?

0 x=1/y oo

Obrazek 3.2.12: Jak se dostat do konecna.

... takové triky ovSem mtiZeme dé€lat kdy-

koliv !!!

Diukaz: Jde o pouZiti véty o limité sloZené funkce (nebo pfimo z definice). H

3.2.13 Definice (Spojitost na intervalu)

Rekneme, e funkce je spojita na intervalu, kdy?Z je spojitd v kazdém jeho bod& (v krajnich
bodech jednostrannd spojitost).

Obrazek 3.2.13: Funkce spojitd na intervalu je vZdy takto ,.hezkd*.

Definice spojitosti na intervalu dava vy-

sledky, které jiz presné odpovidaji nasim
prestavdm o ,.hodné funkci‘ !!!

Nésledujici véty ukazuji dobré vlastnosti funkce spojité na intervalu.
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3.2.14 Véta (Omezenost spojité funkce)

Na uzavieném omezeném intervalu plyne ze spojitosti funkce jeji omezenost.

Diikaz: Necht' f je spojitd na [0, 1]. Kazdému bodu z € [0, 1] pfifadime okoli U(x), na némz
je f omezend (ze spojitosti v bodé z).

e -

omezend | ¥

?% T

Obrazek 3.2.14: Slunecniky omezenosti.

Pouzijeme nyni plaZové lemma (slune¢nik = U(z)). B

. nebo sestrojime mnoZinu {r €
[0,1] : fje omezend na [0, x|} a pouZi-
jeme axiom o suprému.

3.2.15 Véta (Spojita funkce nabyva maxima)

Na uzavieném omezeném intervalu spojita funkce nabyva maxima.

( K.Weierstrass 1861 )

Spojitost v bodé je vlastnost lokalni.
Spojitost na intervalu je pouZiti spojitosti
v bodé globélné, vysledkem je vytvoreni
pékné kfivky. Souboj lokdlnich a globdl-
nich vlastnosti je dulezitd ¢ast matema-
tické analyzy.

Dukaz: PouZijeme z pfedchozi véty omezenost mnoziny M funkénich hodnot funkce f na in-
tervalu [0, 1]. Ozna¢me s suprémum ). Necht’ se hodnoty s nenabyva v Zadném bod¢ intervalu
[0, 1]. Odvodime spor. Kazdému bodu = € [0, 1] pfifadime okoli U(z), na némzZ f nedosahuje
do poloviny vzdélenosti of f(z) k s. (ze spojitosti v bod¢ x).

PouZijeme nyni plaZzové lemma (slune¢nik = U(x)). Ziskdme spor s tim, Ze s je suprémum (s
kone¢né mnoha slune¢niky najdeme ,,faleSné suprémum*). l
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s <l

daleko k

AT suprému
daleko k
. SUprému/
| -
0 1

Obrazek 3.2.15: Slunecniky malosti.

... anebo ozna¢ime funkci F(z) =
1/(s — f(x)), bude to kladnd spojitd
funkce, tedy bude omezend konstatnou
K, pak f(z) < s — 1/K a opét mame
,faleSné suprémum*!

3.2.16 Véta (Spojita funkce nabyva mezihodnot)

Funkce spojitd na uzavfeném omezeném intervalu nabyva vSech mezihodnot.

( B.Bolzano 1817)

Diikaz: Necht' f je spojitd na [0,1] a f(0) = 0 a f(1) = 1. Zvolme ¢ € (0,1). Necht' f
nenabyva hodnotu ¢ v Zddném bod¢ intervalu [0, 1], odvodime spor. Kazdému bodu = € [0,1] v
némZ f(x) > t pak pfitadime okoli U(z), na némz je f > ¢ (ze spojitosti v bod€ ) a nazveme
toto okoli ,,vysoky slunecnik“. Analogicky kazdému bodu z € [0,1] v némz f(z) < t pak
pfifadime okoli U(x), na némz je f < t (ze spojitosti v bodé x) a nazveme toto okoli ,,nizky
slune¢nik*.

PouZijeme nyni pldZové lemma (sluneénik = U (x)). Pak alespori jeden bod pldZe pokryva zéro-
ven vysoky i nizky slunecnik, coz nelze. Spor. Bl

Té&ch sluneéniki uz bylo celkem dost . ..

3.2.17 Véta (Spojitost inverzni funkce)

Je-li f spojita a rostouci na intervalu J a f(J) = I, pak inverzni funkce je spojita a rostouci na
1.
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PN

P N ol

vysoky
slunecnik
t PN

nizky
sluneénik/ | —

?? T

Obrézek 3.2.16: Slunecniky odliSnosti.

3.2.18 Definice (Stejnomérna spojitost)

Rekneme, Ze funkce f je na intervalu J stejnomérné spojita, pokud ke kazdému ¢ > 0 existuje
0 > 0 tak, Ze pro vSechna z,y € J plati

lz—yl <o = |f(x)-fly)l<e

( A.L.Cauchy 1821, B.Bolzano 1817 )

Ke kazdému ¢ > 0 existuje 6 > 0
NEZAVISLE na volb& z. Proto fikdme

,,stejnomérné ‘.
OBTIZNE!!!

Predstavme si, Ze na redlné ose je v kazdému bod¢ urcité napéti. Pokud funkce ur€ujici napéti
je stejnomérné spojitd, mizeme najit délku kroku, se kterou se po redlné ose miZeme (bez-
pecné) prochdzet (takzvané ,krokové napéti*‘). Pokud budeme mit poZadavek na rozdil napéti
(¢), najdeme velikost kroku (9).

Na kazdé zadané funkci hned vidime,

kde je ,,nejhorsi* misto, kde se bude hle-
dat to skutecné ¢ k zadanému ¢.

3.2.19 Definice (Sublinearita)

Rekneme, 7e funkce f je na intervalu J sublinearni, pokud existuje L > 0 tak, 7e Vz,y € J
plati

[f(x) = f(y)| < Llz —y|



3.2. SPOJITOST 73

220 « 2
f(y)
krokové
napéti
Sf(x)
0 ‘spadly drat
uzemnéni * Y

Obrazek 3.2.18: Stejnomérnou spojitost pozname na vlastni kizi.

—

Obrazek 3.2.18: Stejnomérnou spojitost si predstavujeme tak, zZe po grafu leti dvojplosnik,
ktery se nesmi dotknout grafu dolnim ani hornim kiidlem. Pfed letem si mtizeme upravit letadlo
(kridla jsou od sebe vzddlena o ¢ a jsou dlouhd 9). Pokud se let podafi, je funkce stejnomérné
spojita.

( Lipschitz )

Funkce neroste rychleji neZz linedrni
funkce se smérnici L.

Tedy mame kontrolu ristu globalné na
celém defini¢nim oboru. V kazdém bodu
si miiZeme sestrojit dvé riznobézky vy-
mezujici zony, kde se funkce nemize vy-
skytovat.
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Obrazek 3.2.19: Sublinearitu pozndme podle toho, Ze na grafu miZze proletét ,,motylek*, ktery
ma kfidla v uhlu odpovidajicimu konstanté L tak, Ze se kiidly nedotkne grafu.

3.2.20 Véta (O stejnomérné spojitosti)

Funkce spojitd na uzavieném omezeném intervalu [0, 1] je na [0, 1] stejnomérné spojita.

Dukaz: Zvolime ¢ > 0 a budeme hledat 6 > 0. Se zvolenym ¢ ke kazdému bodu x €
[0, 1] najdeme V' (z) (,,superslunecnik*) z definice spojitosti a pfifadime bodu x okoli U(x)
(,,sluneénik*) se polovi¢nim polomérem nez md V' (z) .

slunecnik
Py N AT
+&
supersluneénik
0 y o x 1

Obrazek 3.2.20: Konstrukce superslunecniku.

PouZijeme pldZové lemma a najdeme kone¢né mnoho slune¢nikd pokryvajici [0, 1]. Polozime &
rovno poloméru nejmensiho vybraného slunecniku. Nyni pro kazdé dva body vzdéalené od sebe
maximalné o najdeme slunecnik, pod kterym leZi jeden z nich. Pak oba dva leZi pod stejnym
superslunecnikem. l

... a dostaneme 2¢, coz nevadi :-)

Stejnomérna spojitost a sublinearita maji k sobé blizko, ale nejde o totéz.
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KdyZ pojede auto sublinedrnim zptiso-
bem, tak si jde koupit rychlomér takovy,
ktery bude vzdy ukazovat spravné. Kdyz
pojede stejnomérné spojitym zplisobem
(napriklad /), tak se miZe kazdy rych-
lomér pokazit.

3.2.21 Véty (O spojitosti a stejnomérné konvergenci)

Stejnomérna limita posloupnosti spojitych funkcfi je spojita.
( A.L.Cauchy 1853)
Stejnomérna limita funkci majicich limitu v pevné zvoleném bodé ma v tom bodé limitu.
( E.H.Moore 1900, Osgood 1897 )

Tedy (pii stejnomérné konvergenci) piSeme

lim lim f,(z) = lim lim f,(z)

T—a n—-+00 n—-+oo r—a

Takova kouzla se budou pouzivat Casto.

Necht’ posloupnost { f,,} je monoténni posloupnost spojitych funkci, kterd konverguje na inter-
valu [0, 1] ke spojité funkci f. Pak konverguje stejnomérné.

(U.Dini 1878)

Dikaz: Mizeme piedpokladat, Ze f,, jsou nezdporné a konverguji bodové k nule. Zvolme ¢ > 0,
najdeme v kazdém bodé¢ ,,slunecnik* a pouZzijeme plaZové lemma. B

3.3 Derivace

Zakladni otazkou pfi zkoumani déjl je rychlost, s jakou probihaji. Zjisténi okamZité rychlosti
jde jednoduse zvladnout s pomoci jednoduchého limitniho procesu. Budeme zkoumat limitu se-
¢en, které odpovidaji primérné rychlosti a které se bliZi k tecné grafu. Tato te¢na pak odpovida
okamZité rychlosti, derivaci.
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HnormZA< =

Obrazek 3.3.0: Auto brzdi, aby nenarazilo.

3.3.1 Definice (Derivace v bodé)

,Rekneme, Ze funkce ma v bodé derivaci, pokud mé graf funkce v daném bod¢ te¢nu.

Matematika je uméni ddvat stejné jméno

riznym vécem.
(J.H.Poincaré ~ 1890)

Presnéji fekneme, Ze funkce f md v bodé x, derivaci f'(x(), pokud existuje (vlastni ¢i ne-

vlastni)
lim f(xo +h) — f(x0) — lim f(x) = f(20)

h—0 r—x0 Tr — Xy

= f'(x0) -
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> T >~ T

Obrazek 3.3.0: OkamZita rychlost je aproximovana primérnou.

Tomuto zlomku se fiké diferenéni podil. Podobné definujeme i jednostranné derivace f’ (o) a
1" (z0) jako jednostranné limity diferenéniho podilu.

Infinitezimdlni veli¢iny nejsou ani ko-
neéné veliCiny, ani veli¢iny nekonecné
malé, ani to neni prosté nic. Nemohli
bychom je nazyvat duchy zesnulych ve-
licin?

(G.Berkeley 1734)

Jak kdo vidi derivaci:
= Geometr vidi derivaci jako te¢nu, limitu secen.
= Fyzik vidi derivaci jako pfevodni koeficient pohybu x a y = f(x).
= Algebraik vidi derivaci jako podil, se kterym se d4 pocitat.

= Analytik vidi derivaci jako nedokonalé nahrazeni funkce f linedrni funkci.

...a student jako mlynek, do kterého se

d4 funkce a po zatoceni kli¢kou vypadne
derivace.
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3.3.2 Véty (Pozorovani derivace v bodé)

Z vlastni derivace v bodé plyne spojitost v bod¢.
Polynomy maji derivaci vSude.

Funkce sign a /z maji v poCétku nevlastni derivaci.
Derivace souctu je soucet derivaci.

(f+g) + d(f+g)

e
-_— o~

(f+g)
g dg

Obrazek 3.3.2: Derivace souctu.

Derivace soucinu neni soucin derivaci.

/ 4 dfdg
dg <
gdf
/ df

Obrazek 3.3.2: Derivace soudinu.

i Je to z obrazku jasné ?

Derivace slozené funkce je soucin derivaci.

(0O.Stolz 1893)

... to prosté fyzik "vidi", analytik se vSak
"nezapoti": oznaci si jako novou funkci
rozdil diferen¢niho podilu a funkce, pak
se to dosad{ a ulimiti ...
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RYCHLOST = 1*/" (x)

\
|
|

N
(y,.20))

RYCHLOST = /" (x)*g' (v) |

(x,f(x)

((0)f)8=(0)S=z RYCHLOST = 1

<« g(f(x))» | 0 « x - »

Obrazek 3.3.2: Derivace slozené funkce.

Jsi dvakrat
rychlejsi ...

Jsi dvakrat
pomalejsi ...

Obrazek 3.3.2: Derivace inverzni funkce v praxi.

RYCHLOST =/ (x)

=
I
~
(x,f(x))
RYCHLOST = | %
0 « x—»

Obrézek 3.3.2: Derivace inverzni funkce na grafu.

Derivace inverzni funkce je prevracend hodnota derivace.
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... to prosté vidime z obrizku, nebo pou-
Zijeme derivaci sloZené funkce ...

A podobné to zjistime 1 pro nevlastni
nebo nulovou derivaci :-)

i

3.3.3 Véty (Pozorovani derivace)

Pokud ma funkce v bodé kladnou derivaci, je v tom bodé rostouct.
Pokud ma funkce na intervalu nezdpornou derivaci, je v tom intervalu neklesajici.

... vidime, Ze f(x) + ez je rostouci pro

kazdé e.

i

Pokud m4 funkce na intervalu nulovou derivaci, je v tom intervalu konstantni.

Derivace je vlastné linedrni aproximace
funkce. Kazda rozumna funkce ptijde lo-
kalné nahradit konstantou, pro lepsi vy-
sledek lze vzit pfimku (derivace), po-
pfipadé parabolu ¢i polynomy vyssich
stupnd.

i

Pokud maji dvé funkce na jednom intervalu stejnou vlastni derivaci, pak se 1i8i o konstantu.

To je na prvni pohled uplnd trivialita,

ale stoji na tom celd teorie integralu.
Bomba!!!

i

3.3.4 Véty (O tecné ke grafu funkce)
Necht’ je f spojitd na intervalu [a, b] a mé na (a, b) derivaci.

(i) Pokud f(a) = f(b), pak existuje ¢ € (0, 1) takové, ze f'(c) = 0.

(Rolle 1691)

Je to jasnd tecna ke grafu funkce f.
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Vv vV

Obréazek 3.3.4: Existuje nejvyssi (nebo nejnizsi) bod s vodorovnou tecnou.

(ii) Pak existuje ¢ € (a, b) takové, Ze

(J.L.Lagrange 1797 )

Obréazek 3.3.4: Existuje dotyk v daném sméru.

... ated je to jenom trochu natocené.

Pro tato tvrzeni se pouzivad nazev véta o stredni hodnoté.

3.3.5 Véta (Zobecnéna véta o stiredni hodnoté)
Necht’
(i) Funkce f, g jsou spojité na intervalu |a, b].

(ii) Funkce f md derivaci na intervalu (a, ).
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(iii) Funkce g ma vlastni nenulovou derivaci na intervalu (a, b).

Pak existuje ¢ € (a, b) takové, Ze

( A.L.Cauchy 1823)

Diikaz: Pro funkci (f(x) — f(a)).(g(b) — g(a)) — (g(z) — g(a)).(f(b) — f(a)) pouzijeme vétu
o te¢né ke grafu funkce. B

Uvazujme zobrazeni z [a, b] do R? s pfedpisem x — (g(x), f(x)). Jde vlastn& o kfivku v roving.
Te¢na k této kiivce ve sméru z bodu (g(a), f(a)) do bodu (g(b), f(b)) méd smérnici

f@) =10 _ HEE e o)~ fa)
-9

(0~ @@~ gle)  g(b) - gla)

AR ONIC)

(g (d) . f(d)

ko2l ol

Obrazek 3.3.5: Oblibena détska hracka

Vsimnéme si, ze , klicka“ na obrazku ne-

miZe byt diky monotonii g.

3.3.6 Véta (Pravidlo pro limity 7)

Necht' funkce f, g maji nulovou limitu v bodé a. Pak plati

lim @) = lim J'(@)

pokud existuje limita vpravo.

(J.Bernoulli ~ 1691 )
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NECTE SE: ,Umime-li derivovat, nepo-

ttebujeme umét limitit*.

Diikaz: Odvodime podle zobecnéné véty o stfedni hodnoté, Ze

flx) = fla) _ f(c(x))

g9(x) —gla)  g'(c())

a zlimitime pro z — a. A

Podobné pravidlo plati i pro %O

3.3.7 Véta (O jednostranné derivaci)
Necht’ funkce f je spojita zprava v bodé a. Pak plati
fia) = lim f'(z),

pokud existuje limita vpravo.

Dukaz: Odvodime z véty o te¢né ke grafu funkce, Ze

f(a+ hf)b _ f(a) _ f/<c<h))

a zlimitime pro h — a. &

3.3.8 Véta (O rozvoji funkce)

Je-li n-t4 derivace f™ spojita v bod& x, pak existuje pravé jeden polynom 7T'(z) = T/ ()

tak, Ze
i 1) = T(@)

=0.
z—zo  (x — x0)"

Polynomu T (z) = T/**(x) se fikd n-ty aproximaéni polynom funkce f v bodé& z.
( B.Taylor 1715)

Dukaz: Pouzijeme pravidlo pro limity 8 a limitu spocteme. W

Jednd se o nejlep$i aproximaci daného
(zde n-tého) fadu. Pro n = 0 jde o kon-
stantni funkci, pro n = 1 jde o tecnu ke
grafu, pro n = 2 o parabolu a tak dal.
Presnost "dotyku"grafu f a T' se zpfes-
fuje.
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Obrazek 3.3.8: Konstantni, linearni, kvadraticka, kubickd a dal$i aproximace funkce arkustan-
gens na intervalu (—1,1).

Diukaz: PouZijeme pravidlo pro limity (5) a limitu spocteme. W

Tedy muzZeme psat

() = flo) + o) @ = 20) o o) = 0)? -+ f o) = )"

kde ~ znamend, Ze se jednd o aproximacni polynom.

3.3.9 Definice (Symbol '""malé 0'"")

Plati-li

lim 22— =0
oo g(z)

f(z)
g

piSeme f(z) = o(g(z)), pro x — ¢ a fikdme ,.ef iks je malé 6 gé iks pro iks se blizi k iks
nula®.

( Landau ~ 1930)
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Symbolem o zde vlastné zavadime lo-
kélni pomocnou funkci o(g(x)), o které
se nevi skoro nic, jenom to, Ze ja-
kési limita je rovna nule. Takovych lo-
kalni funkci se muize objevit vice, my
je miZeme scitat, nasobit a podobné (a
neni je potreba néjak rozliSovat, napf.
»indexovat“). AZ bude potfeba o néja-
kém vyrazu néco dokazat, pouZijeme tu
informaci o limité ...

Naptiklad pokud f(z) = o(z?), pro x — g a g(x) = o(x?), pro x — z¢, pak (f(z) + g(z)) =
o(z?), pro x — x.

Je dobré si myslit, ze f(z) = o(g(z)),
pro x — x( znamend, ze f je ,Jfddové
mnohem mensi* neZ g pobliZ xy (coZ ve
skute¢nosti doslova neplati). Pak je po-
chopitelné o(z%) 4 o(z?) = o(a?).

TakZe se da psat (pro x — xg)
f(x) = f(wo) + f'(wo)(x — o) + = " (x0)(z — 20)® + -+ + %f(n) (zo) (7 — x0)" + o(2") .

Zépisu f — T = o(a™), © — x fikime 6¢kovy tvar zbytku.

( G.Peano ~ 1900 )

Pomoci vét o stfedni hodnoté 1ze najit

dalsi tvary zbytku.

3.3.10 Véta (Pravidla pocitani rozvoji)

Aproximacni polynom souctu je soucet aproximacnich polynomu scitanct.

Podobné pro soucin, skladani a podobné operace.

Ony vlastné vSechny lepsi funkce jsou

zadany jejich aproximaénim rozvojem,
vlastn€ fadou z n¢ho koukajici.
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Prubéh funkce

Priibéh daného déje a jeho zkoumdni je uZzite¢nou pomickou k preziti. Pokud je situace pte-
hlednd, pomiZe pouhy pohled. Pokud jsme v nepfehledné situaci, pomtize pocitani derivaci a
podobné.

Fakt hustej
typek.

Obrazek 3.4.0: Ano, to je vykon. Mlddenec dosédhl inflexniho bodu na grafu funkce a bodu
obdivu v div¢im srdci.

3.4.1 Definice (Prubéh funkce)

Priibéhem funkce rozumime ,,promysleny obrazek* grafu funkce, na kterém je vidét (pokud
pro danou funkci existuji):

=

=

=

U=2

=

=

=

defini¢ni obor, obor hodnot

hodnoty (limity) ve vyznamnych bodech

monotonie

spojitost

derivace

asymptota (pfimka pfimykajici se ke grafu funkce v nevlastnim bod¢)

konvexita (graf funkce je pod se¢nou)

413

nahoru

... funkce je ,,ohnutd
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asymptota

Obrazek 3.4.1: Asymptota. Jde o ,,témér linearitu* u nekonecna.

= konkavita (graf funkce je nad se¢nou)

u < v ) w

Obrazek 3.4.1: Konvexni funkce. Je to tazené nahoru.

... funkce je ,,ohnutd* doli

= inflexni bod (kde se méni konvexita na konkavitu).

3.4.2 Véty (O konvexité)

Je-li druhd derivace kladn4, je prvni derivace rostouci a funkce je konvexni.

Konvexni funkce je spojitd ve vnitinich bodech intervalu.

3.4.3 K c¢emu se hodi prabéh funkce

Pomoci vysetfeni pribéhu funkce 1ze dokazat fadu tvrzeni, napt.:

= nerovnost (Vz € R : 22 > 0),
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| .,
| konkéavni

konvexni

inflexni

body
konvexni

Obrazek 3.4.1: Jde o samozfejmosti.

= existence feSeni rovnice 3z € R : 2% — 2 = 0).

Pro hledani nulovych bodu funkce miZeme pouZit napiiklad metodu ptileni intervali nebo me-
todu tecen.

Je mnoho lidi, ktefi ¢tou jen proto, aby
nemuseli piemyslet.
(G.Ch.Lichtenberg ~ 1770)

3.4.4 Véta (Exponenciala je pékna funkce)

Existuje pravé jedna funkce exp definovand na R, pro kterou plati

. r? a2 z"
exp(z) = +ﬂ+§+§+...+m+...

Této funkci budeme fikat exponenciala.

( A.L.Cauchy 1821)

Jde o funkci )
" T\
) = 35 = i (1)
n=0 ’

kde limita i fada konverguji lokalné stejnomérné na R.

A déle samoziejmé plati fada véci
= Exponencidla je rovna své derivaci.

= Exponencidla je rostouci a konvexni na R.
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= Vr,y € R : exp(xz +y) = exp(x) - exp(y).

Hle!!! Soucin rad !!!

Obrazek 3.4.4: Graf exponencidly.

Inverzni funkci k exponencidle nazveme logaritmus.

(L.Euler ~ 1748 )

... pfirozené ;-)

Oznaéime e = exp(1)

... a jde ukazat, ze

e—1—1/21—..- —1/nl < 1/n-nl,
z ¢ehoz vyplyvd, Ze Cislo e je iraciondlni
,,drobecek‘

a budeme misto exp(x) pouzivat i zapis e”. Podobné definujeme

a® = exp(b - log(a))
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Obrazek 3.4.4: Graf logaritmu.

pro kladné a,
()" = exp(g(x) - log(f(x)))

pro kladnou funkci g. Této operaci se fika obecna mocnina.

A vétSina toho jde provéstiv C ....

A vzoreCky se mnozi samy od sebe:

exp(r +1i-y) = exp(x) - (cos(y) +i-sin(y)) ,

kde funkce sinus a kosinus se definuji

T {L‘S 175 1'2 ZE4

Sin(l’):ﬂ—a—i—g—---?cos(x): —5—1—1_....

K funkcim sin, cos, tg , cotg pfiddme inverzni funkce arkus sinus, ...

...anic nam nemuiZze chybét ke spokoje-

nosti :-)
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z Y7

Cislo 7 je nejmensi kladné redlné Cislo, pro které je sinus nulovy.

Zcela nedilezitou, ale praktickou otdz-
kou je, zda se neméla konstanta 7 zvolit
dvojndsobnd, pak by fada vzoreckl vy-
padala 1épe (napt. plny dhel by byl ,
kvadrant by byl 7/4, platilo by e™* = 1).
To, co plati, je ™ + 1 = 0.
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Kapitola 4

Integrace podle jedné proménné

A ato kapitola se zabyva mé&fenim rovinnych objektd. Budeme zkoumat velikost plo-
chy rovinného obrazce omezeného funkci. Pfekvapivym zjisténim bude to, Ze velikost plochy
pod grafem funkce souvisi s operaci derivovéni a k ni inverzni operaci integrovani.

4.1 Konecné aditivni integrace

4.1.1 Definice (Kone¢né aditivni integrace)
Pro funkci f omezenou na omezeném intervalu [a, b] a délenti intervalu
D ={xp,z1,...,0, : a=20< 11 < -+ <z =b}

nan € N intervalll definujeme

= horni funkci fD jako nejmensi funkci vétsi nez (nebo rovnou) f, ktera je konstantni na
vnitfcich intervali D

= horni souéet S(D, f) plochu mnohothelnika pod grafem funkce fD (sjednoceni obdél-
nikd)

Obrazek 4.1.1: Horni soucet.

93
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= horni integral jako infimum hornich souctti pfes vSechna déleni intervalu [a, b]:

b
/ £ = inf{S(D, f) : D e délent [a, b]} .
= dolni funkci fD jako nejmensi funkci mensi neZ (nebo rovnou) f, kterd je konstantni na
vnitfcich intervald D

= dolni soucet s(D, f) plochu mnohothelnika pod grafem funkce fD (sjednoceni obdél-
nika)

Obrazek 4.1.1: Dolni soucet.

= dolni integral jako suprémum dolnich sou¢tl pres v8echna déleni intervalu [a, b]:
b
/ f = sup{s(D, f) : D je déleni [a,b]} .

Kdyz se dolni a horni integral rovnaji, fikdme, Ze funkce je integrovatelna a spolecnou hodnotu
nazveme integral funkce f na intervalu [a, b] a znacime

[

( B.Riemann ~ 1850 )

Tak, jak je snadné derivovani, tak ne-

snadné je integrovéani. Navic nékdy ani

nevime, jestli integral 1ze najit.
(J.Bernoulli ~ 1720)

Budeme pojem integrovatelnosti jesté rozsifovat, pro jednoznacnost mizeme takto integrova-
telné funkci fikat integrovatelna podle déleni.

Podobné se pocitala davno plocha kruhu.

Nic nového pod sluncem. Jenom je to fi-
kané definovano.

Vsimnéme si, co se stane, kdyZ misto daného déleni D pouzijeme jeho zjemnéni D* O D.
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4.1.2 Véta (Kritérium integrovatelnosti)

Funkce f je integrovatelnd pravé kdyZ ke kaZzdému € > 0 existuje déleni D tak, Ze

S(D,f)—s(D,f) <e.

Obrazek 4.1.2: Integrovatelnost se pozna podle toho, Ze se da graf funkce pokryt obdélnicky s
libovolné malou celkovou plochou.

4.1.3 Véta (Zakladni véta analyzy)

Spojita funkce je integrovatelna.

Celek je vic nez soucet soucasti.

(Aristotelés ze Stageiry ~ -350)

Dukaz: Spojita funkce md na intervalu [0,1] integral. Dikaz sporem.

7

0 2 1

Obréazek 4.1.3: Nékde je ta chyba vétsi nez polovicni.

Je-li na intervalu I; = [0, 1] rozdil i/ — L > d (a tedy nékde vyska pésu P alespori d), pak
je po rozdéleni v bodé na dva polovi¢ni intervaly vlevo nebo vpravo rozdil i — £ > d/2 (a
tedy nékde vyska pasu P alesponi d). Oznac¢ime ten interval /5. Postup opakujeme a v priniku
intervall /,, najdeme bod s vyskou pasu P alespoii d. V tomto bodé nemuZe byt f spojita. Spor.
[
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( Stephen M. Walk 2010 )

Ted ,,dikaz obrdzkem* je neuvéritelné
jednoduchy. Klasicky (do roku 2010) se
to dokazovalo pomoci stejnomérné spo-
jitosti.

4.1.4 Véta (Integrace je linearni funkcional)

Jsou-li f a g integrovatelné, pak je integrovatelny i jejich soucet f + g a integrdl ze souctu je
roven souctu integrali. Podobn¢ pro nasobek realnym cislem.

Dikaz: Vezmeme spole¢né zjemnéni déleni pro f a pro g. B

4.1.5 Definice (Plocha pod grafem funkce)
Ozna¢me M mnoZinu
M ={(f,a,b]) : funkce f je spojitd na intervalu [a,b] } .

Zobrazeni P : M — R nazveme plocha pod grafem funkce, pokud plati ndsledujici pod-
minky:

(i) P(c,|a,b]) =c-(b—a) ... (pro konstantni funkci se rovna obsahu obdélnika),
(ii) pokud f < g, pak P(f,a,b]) < P(g,a,b]) ... (pro mensi funkci je plocha mensi),

(iii) pokud a < b < ¢, pak P(f,[a,b]) + P(f,[b,c]) = P(f,|a,c]) ... (sousedni plochy lze
scitat).

a b a b a b c

Obrazek 4.1.5: Zékladni vlastnosti plochy pod grafem funkce.

4.1.6 Véta (Plocha pod grafem funkce)

Existuje prave jedno zobrazeni, které md vlastnosti plochy funkce pod grafem. Timto zobraze-
nim je integral a plati

Pt = [ 1.
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Ta integrace podle déleni spocivd na
ttech vlastnostech plochy funkce pod
grafem. Jinak to ani nemohlo vyjit. Ty tfi
vlastnosti jsou krystalicky Cistd esence
integrovani.

4.1.7 Vyhody a nevyhody
Vyhody:
= Integral je jednoduchy.
= Spojité funkce jsou integrovatelné.
Nevyhody:
= Neumi integrovat neomezené funkce.
= Neumi integrovat na neomezenych intervalech.

= Neumi limitni pfechod (integrél z limitni funkce).

U charakteristické funkce mnoZiny
raciondlnich ¢isel (rovné raciondlni
sito) jsou nastaveny ,,ochranné Stity*
pred "dtokem"shora. Takhle miiZeme
,;ochranit* kazdou funkci zdola 1 shora -
a horni funkce a dolni funkce se vibec
nic nedozvi o nasi funkci . ..

A co znamend ta ,konecnd aditivita®“? Integrace probihd na kone¢né¢ mnoha sousednich inter-
valech a je linedrni pro kone¢né mnoho s¢itancu.

4.2 Spocetné aditivni integrace

4.2.1 O pocitani drobnych

Predstavme si ¢lovéka, ktery pocita své kapesni Uspory tak, Ze vytahuje z kapsy drobné mince
a postupné pripocitava jejich hodnotu k pribéznému vysledku (konecn¢ aditivni integrace).
Nabizi se ovSem i jiny postup, vyndat vSechny mince a roztiidit je podle hodnoty, pak scitat
podle jednotlivych druhd minci souciny ,,pocet x hodnota“ (,,jinak* aditivni integrace).

413

Pfevedeno do feci integrace tato ,,jind* integrace znamend pfipustit jiné mnoZiny neZ pouze
intervaly. Pro tyto mnoziny musime byt schopni zjistit jejich velikost, ,,poctivou miru*. Pokud
to dovedeme, pak se ,,jind* integrace definuje podobné jako integrace podle déleni.
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4.2.2 Definice (Plocha pod grafem funkce)

Ozna¢me N mnozinu N = {(f,A) : funkce f je nezdpornd na mnoziné A} . Zobrazeni
P : N — R nazveme plocha pod grafem funkce, pokud plati nasledujici podminky:

@ P(f,A) >0,P(0,A) =0 (je nezdporna).

(pro funkce je spocetné aditivni).
(iii) Pro disjunktni Ay, As, ... plati

P(faAlLJAQU"'):,P(f7A1)+’P(faA2)+'“

(ptes disjunktni mnoZziny je spocetné aditivni).

Napriklad je to hodnota funkce v pevném

bodé, to jsme chtéli? Zatim to nefe$im.

4.2.3 Definice (Nulova mira)

PodmnoZina R se nazyva nulova mnoZina, pokud jde pokryt spocetné mnoha otevienymi in-
tervaly, soucet jejichz délek je libovolné maly.

Rekneme, Ze vlastnost ) plati skoro vsude, pokud V plati a? na mnoZinu nulové miry.

Raciondlni ¢isla jsou nulovou mnozinou.
Takovd mnoZzina by neméla z hlediska
plochy hrat Zadnou roli a plocha pod
grafem charakteristické funkce mnoZziny
raciondlnich ¢isel (kterd je rovna nule
skoro vSude) by méla byt nulova.

4.2.4 Definice (VnéjSi mira)

Soubor podmnozin R nazveme o-algebra, pokud je uzavieny na dopliky, spocetna sjednoceni
a spocetné pruniky.

Prvek nejmensi o-algebry obsahujici oteviené mnoZiny nazveme topologicka mnoZina.

( E.Borel ~ 1920)

Prvek nejmensi o-algebry obsahujici vSechny topologické a vSechny nulové mnoZiny nazveme
(poctivé) méritelna mnoZzina.
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To je nejlepsi metoda!!! Jde to 1 jinak ...

Pro otevienou mnozinu G' = U, (a,,, b,) definujeme m(G) = >3 (b, — a,,).

Pro mnozinu A C R definujeme
m*(A) = inf{m(G) : G je otevfend nadmnoZina A}

a tomuto ¢islu fikame vnéjsi mira mnoziny A.

jdeme ...

4.2.5 Véta (Spocetna subaditivita vnéjsi miry)
Vnéjsi mira m* spliluje

@i m*(0)=0

(ii) jestlize A C B, pak m*(A4) < m*(B)

(i) m*(f,A UA U ) <m*(f, A) +m*(f, A) +- -

(je spocetné subaditivni).

4.2.6 Véta (Charakteristika méritelnych mnozin)

Nésledujici podminky jsou ekvivalentni:
(i) Mnozina A je méfitelnd
(ii) Pro kazdé ¢ existuje oteviend mnozina G tak, m*((A\ G) U (G\ A)) < ¢

(iii) m*(T) =m*(T N A) +m*(T \ A) plati pro kazdou ("testovaci") T C R

( Carathéodory ~ 1920 )

... technické podminky :-(
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Obrazek 4.2.6: PouZiti testovaci mnoZiny.

4.2.7 Véta (Mira na méritelnych mnozinach)
Plati nésledujici
(i m*(0)=0
(ii) Pro A méfitelnou plati m*(A) >0
(iii) Pro vzdjemné disjunktni méfitelné mnoZiny A; plati
m (A UAyU---) =m"(Ay) + m"(Ag) + - -
(je spocetné aditivni na disjunktnich méfitelnych mnoZzinach).

Vnéjsi mife na méfitelnych mnoZinach budeme fikat (poctiva) mira a na systému méfitelnych
mnoZzin budeme misto m™* psat m.

Ted’ to je hotové. Zacalo se s vnéjsi
mirou pomoci aproximace shora otevie-
nymi mnoZinami. Pak se jakymsi kouz-
lem ukdzalo, Ze tahle vnéjsi mira je
na méfitelnych mnoZinach spocetné adi-
tivni mirou. A funguje to na vSech topo-
logickych mnoZinéch.

4.2.8 Véta (Axiom vybéru a neméritelna mnozina)

Definujeme na |0, 1] relaci = ~ y pokud rozdil z — y je raciondlni. Pomoci axiomu vybéru z
kazdé tiidy ekvivalence vybereme jeden prvek a z téchto prvki sestavime mnoZinu A, kterd je
nemeéfitelna.

S axiomem vybéru si jeSté uzijeme . ..

Diukaz: Jestlize je A méfitelnd, pak musi byt mira nulovd, protoZe sjednoceni spocetné mnoha
jejich posunutych kopii se vejde do omezeného intervalu. To ale nejde, protoZe interval [0, 1] se
vejde do sjednoceni spocetné mnoha posunutych kopii mnoziny A. B
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Zméf vSechno, co je méfitelné a ucin mé-
fitelnym to, co neni.
(G.Galilei ~ 1620)

Galileo ziejmé nepracoval s axiomem
vyberu.

4.2.9 Definice (Mira na tlustéjsi realné ose)

Misto b — a jako velikosti intervalu [a, b] 1ze vzit i jinou ,,velikost“. Pro libovolnou neklesa-
jici zprava spojitou funkci h (urcujici ,,tloust’ ku* realné osy v daném misté) mizeme za "veli-
kost"intervalu [a, b] vzit Cislo h(b) — h(a), pak vn&js$i mira, méfitelné mnoZiny a mira se definuje
zcela stejné jako v predchozim textu. Takto vznikld nova ,,mira‘“ se nazyva nepoctiva mira a
d4 se s ni také vybudovat teorie integrace.

( T.J.Stieltjes ~ 1913 )

Dvakrat mét, jednou RES!

—4:

Obrazek 4.2.9: Jak se nad tlustsi redlnou osou méii s pomocnou funkci h. Zaporna redlnd osa
zde nedostala Zadnou miru.

4.2.10 Definice (Méritelné funkce)

Rekneme, 7e funkce f : R — R je méFitelna, pokud jsou ,,vrstevnicové mnoziny“ {z : f(z) >
¢} méfitelné pro kazdé ¢ € R.
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4.2.11 Véta (O méritelnych funkcich)

Soucet, soucin, maximum, limes superior, ... méfitelnych funkci je méfitelny.

A nyn{ jiZ nic nebrani spocetné aditivnim

hratkam.

4.2.12 Definice (Spocetné aditivni integrace)

Pro mnoZinu A je charakteristicka funkce mnoZiny A funkce definovand predpisem y 4(z) =
Lprox € A, xa(z) = 0 jinde.

Soucet tvaru

n

s(x) = Z ¢ - Xa, ()

Jj=1

nazveme jednoducha funkce a pokud jsou mnoZiny A; méfitelné a funkce s nezdpornd, defi-
nujeme (poctivy) integral predpisem

/s = Zz;cj-m(Aj).

Pro nezapornou méfitelnou funkci f definujeme

/ f= sup{ / s : 0<s< f, s jejednoduchd méfitelnd funkce} .

Zde vysta¢ime s aproximaci zdola, horni

nic nového neda.

Pro méfitelnou funkci f definujeme f* = max(f,0) (kladna ¢ast) a f~ = —min(f,0) (za-
porna ¢ast), s nimi dokonéime definici integralu

Jr-1r-Jr

Je-li hodnota obor integrdlli vpravo konecn4, fikdme funkci f (poctivé) integrovatelna.

( H.Lebesgue 1901 a 1902, F.Riesz 1912 a 1920 )

Pfiroda se sméje potiZim pfi integrovani.

(P.S.de Laplace ~ 1790)
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Podobad se to integraci podle déleni.
Misto déleni mdme vSak méfitelné mno-
Ziny, které si rozumi se spocetnymi ope-
racemi. To se projevi ve vlastnostech in-
tegralu.

4.2.13 Véty (Limitni chovani spocetné aditivni integrace)

Véta o monotonni konvergenci: Necht’ 0 < f; < fy < --- jsou méfitelné funkce. Pak

fnﬁfaneNi/fn_)/f,nﬁﬁ—OO
(B.Levi 1906 )

Véta o limes inferior: Necht’ f1, fo, ... jsou nezdporné méfitelné funkce. Pak
/lim inf,, o fn <liminf, / fn -
( PJ.L.Fatou 1906 )
Dikaz: Funkce g,, = inf;>, tvofi neklesajici posloupnost konvergujici k f. l

Véta o majorizované konvergenci: Necht' f;, fo, ... jsou nezdporné méfitelné funkce. Necht’
existuje integrovatelnd g tak, Ze pro vSechna = € R plati |f,,(z)| < g(x). Pak

fofoneN = [ [ 1 0ot
( H.Lebesgue 1910 )

Dukaz: Pouzijeme pro f, + g a g — f, vétu o limes inferior. W

Jde o nejdilezitéjsi vlastnosti integralu,
jeho schopnost spolupracovat s limitnimi
pfechody. Je namisté nasavat silu spo-
cetné aditivniho integrovani :-)

4.2.14 Véty (Vztah méritelnych a spojitych funkci)

Véta o spojitosti skoro vSude: Necht’ je f méfitelnd na intervalu [0, 1]. Pak ke kazdému & > 0
existuje spojitd funkce ¢ na intervalu [0, 1] tak, Ze se f a ¢ li${ na mnoZiné miry mensi nez e.

(N.N.Luzin 1912)
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Jak dokazovat véty ,chytrym zptso-
bem*?

(Griffith)

Dukaz: NapiSeme funkci f jako fadu z jednoduchych funkci. Kazdou z nich zaproximujeme
spojitou funkci a fada z téchto funkci konverguje stejnomérné ke spojité funkci. B

S dobrymi definicemi zpravidla nenfi di-

kaz 7adny zéazrak.

Véta o polospojité aproximaci: Necht' je funkce f integrovatelna na intervalu [0, 1]. Pak ke
kazdému £ > 0 existuji funkce g, h tak, Ze g < f < h a plati

/(h—g)<e.

Funkce g, h 1ze volit tak, Ze g je shora polospojita (v kazdém bodé x ke kazdému ¢ > 0 existuje
okoli, kde jsou funkéni hodnoty < g(z) + €), Ze h je zdola polospojita (v kazdém bodé z ke
kazdému e > 0 existuje okoli, kde jsou funkéni hodnoty > g(x) — ¢).

( Vitali, Carathéodory ~ 1920 )

Dukaz: Funkci f vyjadiime fadou z charakteristickych funkci méfitelnych mnoZin. Tyto mno-
Ziny aproximujeme zevnitf uzavienymi mnoZinami (z nich se udé€la funkce g) a zvenci otevie-
nymi mnoZinami (z nich se udél4 funkce h). B

4.2.15 Definice (Integrace na podmnozin€)

J1= [

Poctivou miru budeme oznacovat m a itegraci podle poctivé miry

/ fdm
apro A = [a, b budeme psit

INE /abfdmz/abf@c)dx-

24

Pro A méfitelnou a f integrovatelnou rozsiiime definici plochy pod grafem funkce predpisem

Pro méfitelnou A C R definujeme

P(4) = [ fam.
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4.2.16 Véta (Plocha pod grafem funkce)
Plocha pod grafem funkce P ma vlastnosti:
(i) P je nezdporna pro nezaporné funkce.
(ii) P je spocetné aditivni pro nezaporné méfitelné funkce.

(iii) P je spocetné aditivni pro disjunktni méfitelné mnoZiny.

OK, nic jiného jsem necekal.

4.2.17 Véta (Zakladni véta analyzy)

Je-li funkce F' derivovatelnd v kazdém bod¢ intervalu [a, b] a jeji derivace F” integrovatelnd na
intervalu [a, b], pak plati

/ F'(x)dz = F(b) — F(a) .

Kazdy Ctenar, ktery dosel az sem a ktery

vid{ tuto krésu, je mi velmi drahy.

Je-li funkce f spojitd na intervalu [a, b], pak pro

F(z) = / o

(neurcity integrdl funkce f) plati F”'(x) = f(z) na intervalu [a, b] a tedy

/abf@:) dz = /ab F'(z)de = F(b) - Fl(a).

Pti derivovani nahradime (v podstaté li-
nearni) funkci « — cx konstantou c. Pri
integrovani konstanty ¢ dostaneme line-
arni funkci cx a jsme zase doma.

Dikaz: Necht’ je funkce f spojitd v bod€ (. Ke kazdému £ > 0 existuje d-okoli bodu z tak,
Ze naném plati |f(x) — f(xo)| < €. Pak na §-okoli bodu zp mdme odhad

Flr) = Flro)

r — Xy

L / ) = Flao)) dt | <.

r — T 20
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Cili F' (o) = f(xo). Dokazali jsme spojity piipad. Nyni dokdZeme prvni Cast véty.

K & > 0 najdeme zdola polospojitou aproximaci ¢ na intervalu [a, b] spliiujici g > F’ a

/abg(x) dr < /abF’(x) do + ¢

podle véty o polospojité aproximaci.

DokaZeme pozdéji, Ze

b b
F(b)—F(a)S/g(x)dx </F'(3:)d:v +¢,

z toho pro € — 0 dostaneme

Fb) — Fla) < / F(2) da

a zopakovanim celého postupu pro — F' dostaneme i opa¢nou nerovnost, coz je znéni veéty.

Zbyva dokazat, 7e
b
F(b) — Fla) < / o(t) dt

K tomu dokdZzeme pro z € [a, b] podobnou nerovnost

H@—ﬂ@é/%wﬁ,

nebo jesté sndze nerovnost

F(x)—F(a)S/xg(t)dt + c-(x—a)

pro kladnou malou konstantu ¢ (kterou pak posleme k nule). Tato nerovnost plati pro z = a.
Vsimneme si, Ze levd strana roste lokdlné v okoli bodu = nanejvys$ jako linedrni funkce se
smérnici ' (z)+ ¢, prava strana lokalné roste (diky polospojitosti funkce g) jako linedrni funkce
se smérnici g(z) + ¢ > F'(x) + ¢, tedy vidime, Ze nerovnost zistane platit na celém intervalu
la,b]. H

Kouzlo véty spociva v tom, Ze dovedeme
spocitat plochu pod grafem funkce F’,
tedy Ze plati

/a b F'(z) dz

4.2.18 Funkce derivovatelné skoro vSude

Budeme nyni usilovat o dalsi verzi zdkladni véty analyzy. V jeji formulaci a odvozovani se
bude podstatnym zptisobemo objevovat derivovani (zejména monoténnich funkcei) skoro vsude.
Casto se pouziva ndsledujici ,,skoro pokryvaci lemma*.
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4.2.19 Véta (O kone¢ném skoro pokryti)

Necht’ mnoZina A C R konecné miry je pokryta souborem S intervalii. Necht je kazdy bod A
obsaZen v libovolné malém intervalu systému S. Pak v .S existuje kone¢ny podsoubor disjunkt-
nich intervald pokryvajici A az na mnozinu libovolné malé miry.

( Vitali )

Dukaz: V kazdém kroku si vezmeme interval alespori polovi¢ni délky ze "supremélni"délky
mezi ,,pouzitelnymi* intervaly. Tak sestavime posloupnost intervall Iy, I, . . ., jejichz délky
tvoii konvergentni fadu. Pokud si vezmeme do konecného podsouboru tolik, aby zbytek fady
polomért byl < &, pak pétindsobné zvétsené zbyvajici intervaly pokryvaji zbytek, tedy nas
kone¢ny podsoubor nepokryl miru < 5¢. B

4.2.20 Véta (Derivace monotonni funkce)

Monoténni funkce ma derivaci skoro vSude.

( G.Faber 1910, G.C.Young a W.H.Young 1911 )

To je uZasna vlastnost.

Diikaz: Necht' je f neklesajici na [a, b]. UkdZeme, Ze mnoZina A = {x € [a,b] : f\.(z) > ¢ >
d > f’ (z)} md nulovou miru. Necht’ je m(A) = s > 0, odvodime spor.

Zvolme ¢ > (. MnoZinu A skoro (azZ na ¢) pokryjeme (podle predchozi véty o konecném skoro
pokryti) kone¢né mnoha intervaly (x,, — h,, z,,), na nichZ funkce f nevzroste o vice nez

d-Y hy<d-(s+e).

Sjednoceni téchto intervald opét skoro pokryjeme kone¢né mnoha intervaly (y,,, vy, + k), na
nichz funkce f vyroste o vice nez

C'an>0'(8—2€).

Tedy
c-(s—2)<d-(s+e)
pro libovolné ¢ > 0, Tedy s = 0, spor.

Podobné bychom ukdzali totéZ i pro jednostrannd limes superior a limes inferior diferen¢nich
podilt (horni a dolni jednostrannd derivovana ¢isla). Vhodnou volbou ¢ a d dokdZzeme, Ze mno-
zina, kde se rovnaji viechna derivovana ¢isla, ma v intervalu [a, b] plnou miru. ll

Dalo se Cekat, Ze bez ¢ to nepujde ;-)
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4.2.21 Definice (Funkce omezené variace)

Rekneme, Ze u funkce f je na intervalu [a, b] omezena variace, pokud existuje konstanta M, Ze
prokazdé délenia = xp <z < --- <z, =bje

57 () — floe)] < M.

4.2.22 Véta (O omezené variaci)

Funkce ma omezenou variaci pravé kdyZ 1ze napsat jako rozdil dvou neklesajicich funkci.

(C.Jordan 1881 )
Dukaz: Pro déleni a = 2y < 21 < -+ - < x,, = y mdme
D0 @) = Fla) [T = 1) = fla)| + fy) = f(a).
k=1 k=1

Pak vezmeme suprémum pres viechna délenf a dostaneme R(y) = K(y) + f(y) — f(a) (kde R
je neklesajici a K nerostouci). ll

Ta omezena variace a monotdénni funkce

se kamaradi. Jde jim skoro o to samé.

4.2.23 Definice (Absolutni spojitost)

Rekneme, Ze funkce f je na intervalu [a, b] absolutné spojit4, pokud ke kazdému ¢ > 0 existuje
J tak, Ze pro disjunktn{ intervaly [xy, )] plati

n

D olme—apl <6 = D |flan) = flah)] <e.
k=1

k=1

Na malych mnoZinich neroste moc.
OPRAVDU, je to tak. Na malych mno-
Zinach nesmi byt veliky prirastek. Ab-
solutni spojitost je velice jemny ndstroj.
Bude se hodit k lepsi verzi zdkladni véty
analyzy.
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4.2.24 Véta (O absolutni spojitosti)

(i) Absolutné spojitd funkce ma omezenou variaci.

Diikaz: Zvolime € > 0, najdeme ¢ a najdeme K > (1 +b —a)/0. R

(ii) M4-li absolutné spojitd funkce nulovou derivaci skoro vSude, pak je konstantni.

Dikaz: K ¢ > 0 najdeme § z absolutn{ spojitosti. MnoZinu nulovych boda derivace skoro

pokryjeme aZ na mnoZinu miry ¢ konecné intervaly, na nichZ se neroste rychleji, nez "¢".
Na zbytku se také neroste vice nez (celkové) "<". B

Ta druha vlastnost je klicova pro definici
integralu. Teda pro jednoznacnost abso-
lutné spojitych skoro vSude primitivnich
funkci (teda az na konstantu). No, zapletl
jsem se. Presnéji to bude uvedeno nize.

4.2.25 Véta (Zakladni pualvéta analyzy)

Je-li funkce F' neklesajici na intervalu [a, b], pak skoro vSude na intervalu [a, b] existuje jeji
derivace F”, ta je integrovatelnd na intervalu [a, b] a plati

/bF'(x) der < F(b) — F(a) .

Dukaz: Existence derivace F’ skoro vude plyne z véty o derivaci monot6nni funkce. Rozsifme
funkce F konstantou F'(b) pro x > b a polozme
F(z+1/n) — F(x)

1/n '

gn(l’) =

Pak g, — F’ skoro vSude, tedy je F’ méfitelnd. Navic je g, > 0, tedy podle véty o limes
inferior

0 < /bF'(a:) dx §liminf/bgn(a:) dx < F(b) — F(a) .

A pul je hotovo. Ted’ uvedeme presné

znéni zdkladni véty analyzy v lepSim
tvaru.

4.2.26 Véta (Zakladni véta analyzy - verze ''skoro vSude')

Je-li funkce F' absolutné spojitd na intervalu [a, b, pak skoro vSude na intervalu [a, b] existuje
jeji derivace F”, ta je integrovatelnd na intervalu [a, b] a plati

/ F'(z)dx = F(b) — F(a) .
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( H.Lebesgue 1904 )

Dukaz: Je-1i F' absolutné spojitd, ma kone¢nou variaci, je rozdilem dou neklesajicich funkci a
existuje skoro vSude F’. Pak
|F' ()] < Fi(z) + Fy(x)

b b b
/ |F'(z)| do < / Fl(x) dx +/ Fy(x)dx < F1(b) — Fi(a) + Fy(b) — Fy(a)

podle zakladni palvéty, tedy je F” integrovatelna.

Necht' je G(z) = fab F'(t) dt. Pak je G absolutné spojitd, tedy ' — G je absolutné spojitd a jeji
derivace je skoro vSude nulova. Tedy F' = G. R

4.2.27 Véta (Zakladni véta analyzy - verze ''singularni'')

Ma-li funkce F' omezenou variaci na intervalu [a, b], pak existuje funkce G s derivaci rovnou
nule skoro vSude a existuje skoro vSude derivace F”, ta je integrovatelnd na intervalu [a, b] a
plati Ze

F(z) = G(z) + / TP dt

Funkci G fikdme singularni ¢ast funkce F'. Pak plati

Tak to je konecné vidét. V kazdé funkci
je schovan singuldrni kus, ktery pravé
chybi pii integrovani té derivace. Pokud
tu singuldrni Cast pficteme (nebo ode-
¢teme), mame vystarano.

4.2.28 Poznamka o absolutni spojitosti

Vidime, Ze v kazdé monoténni funkci je ,,schovdna® singuldrni ¢ast a absolutné spojita ¢ast. To
samé plati pro funkce s omezenou variaci. Pro srovnani se nyni mtizeme podivat na podobnou
situaci s mérami.

4.2.29 Definice (Absolutni spojitost miry)

Funkci ze systému .4 podmnoZin redlné osy do (0o, +0c| budeme nazyvat znaménkova mira
na A, pokud je spocetné aditivni na disjunktnich mnozinach .4 a nulova na prazdné mnoziné.

Rekneme, Ze mira y je absolutné spojitd vzhledem k mife m, pokud je pro nulovou mnoZinu A
mira g nulova: (m(A) =0 = p(A) = 0).
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Ta mira m je takovy dobry mustr. Kdyz

se mu nova mira podiidi, je dobfte.

4.2.30 Véta (O absolutni spojitosti mér)

Jestlize f je nezdpornd integrovatelna funkce, pak funkce i definovand predpisem

u(A) = [ 1 dm

je absolutné spojitd vzhledem k m.

Naopak, pokud je konecnd mira x absolutné spojitd vzhledem k m, pak existuje integrovatelna
funkce f tak, Ze

u(A)I/Afdm

pro vSechny méfitelné mnoziny A.

(J.Radon ~ 1913, Nykodym )

Prosté ty absolutn€ spojité miry maji

vzhledem k mife m derivaci, a podle té
se zase spocitaji integraci. PE€kn4 hracka.

4.2.31 Véta (Integrace pomoci sublinearni substituce)

Necht' I a J jsou oteviené mnoZiny a funkce ¢ : J — I je lokdlné sublinedrni, necht f
je méfitelnd na ¢(J) a £ C J je méfitelnd mnoZina. Definujeme N(z, ¢, E') jako pocet prvki
mnoZiny E N p~!(x). Pak

Nz, ¢, E)f(z) dv = [E F) 1)) di

»(G)

Sublinearita deformuje slusnym zptso-

bem.

Diukaz: Ze sublinearity ¢ plyne derivace o skoro vS§ude. Zvolime [ nejprve jako charakteristic-
kou mnoZinu méfitelné funkce. Peclivym odhadovdnim ... dokdZeme vétu. B
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4.3 Integrace podle zakladni véty analyzy

4.3.1 Definice (Integrace podle zakladni véty analyzy)

Necht’ pro kone¢nou funkcei f na intervalu (a, b) existuje funkce F tak, ze plati F'(z) = f(x)
na (a,b). Definujeme (pokud ddva prava strana smysl)

/ f(z)dz = F(b—)— F(a+)

a nazyvame vyslednou hodnotu (primitivnim) integralem funkce f na (a, b).

( I.LNewton ~ 1665 )

Dosud jsme pouzivali integrdl podle déleni a jeho rozsifeni poctivy integrdl. Primitivni inte-
grél neni rozsifenim. Existuji primitivné integrovatelné funkce, které nejdou poctivé integrovat
(napf. [ sin(z)/z a naopak (|sign (z)|). Pokud je dand funkce integrovatelnd vice zpiisoby, dé-
vaji stejny vysledek.

4.3.2 Definice (Primitivni funkce)

Funkci F' nazgvame primitivni funkce k funkci f na intervalu J, pokud F'(x) = f(z).
Mnozinu primitivnich funkefi (liSicich se navzdjem o konstantu) k funkci f oznaCujeme tradi¢né

/ () da

flx)de = F(z)+c, z e J

a pfi vypoctech lze psat

nebo

Je to krasna tradice :-)

4.3.3 Véty (O primitivnich funkcich)

KaZzdé dvé primitivni funkce na tomtéZ intervalu se liSi o konstantu.

Definice primitivniho integralu nazavisi

na volbé primitivni funkce.

Primitivni funkce k souctu je soucet primitivnich funkci.
Ke spojité funkci existuje primitivni funkce.
Primitivni funkce na dvou sousednich intervalech jdou "slepovat".
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4.3.4 Véta (Integrace po castech)
Necht' zndme primitivni funkce k f a g:
/f(x)dxéF(a:),er, /g(x)dxéG(x),xEJ.
Pak plati rovnost
/f(x)G(x) dr + /F(x)g(x) dr = F(z)G(x), v € J,

existuje-1i alespon jedna primitivni funkce vlevo.
Diikaz: Jde o derivovani soucinu vpravo. Bl

Po castech zde znamena, Ze zv1ast’ inte-
grujeme jednotlivé Cinitele a pak si vy-
sledek vhodné namichame.

Jde o ptfepracovani poucky o derivovani
soucinu funkci.

4.3.5 Véta (Integrace pomoci derivovatelné substituce)

Necht’ I a J jsou oteviené intervaly a zobrazeni ¢ : J — [ je na a md kone¢nou nenulovou
derivaci v J.

Plati-li
/ Flo@)@(#) dt < G(t), te J, napk. / explt) % it £ %exp(t), teR

pak (zde mame z = o(t) = (t —1)/2, t = o Y(z) =22 + 1)
/ F@)dr £ Glo\(x)), x € I, napt. / exp(22 + 1) da

Plati-li

Ile

1
iexp(2x+ 1), zeR.

¢ e 1
/f(:v)dx = F(x),xE],napf./ﬂdx = gxg,xER.

pak (zde mdme = = ¢(t) = ¢> + 1, nepotiebujeme ¢’ # 0)
c e 1
/f(cp(t))go’(t) dt < F(p(t)), t € J, napk. /(t3 FUT3Rd S (P41 tER.

Je-li f spojitd na [A, B] aprot € [a, (] plati A < ¢(t) < B, oznaime ¢(a) = a, () =ba
plati

[ e = [ enewa e [Carar = [ sea

Jde o prepsdni véty o derivaci sloZené

funkce.
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4.3.6 Véta (Kritéria integrovatelnosti)

Srovnavaci kritérium: je-li f < ¢ < h naintervalu [a, b) a funkce f a h maji kone¢ny primi-
tivni integrdl, pak jej md kone¢ny i funkce g.

Prvni soucinové kritérium: Necht' funkce f je spojitd a ma omezenou primitivni funkci v
la,b), necht’ g ma vlastni derivaci a je klesajici v [a,b), g(b—) = 0. Pak existuje primitivni
integrdl ze soucinu fg¢ na [a, b).

( G.PL.Dirichlet 1840 )

Druhé soucinové kritérium: Necht’ funkce f je spojitd a md primitivni integrél v [a, b), necht’
¢ mé vlastni derivaci a je monoténni a omezenad [a, b). Pak existuje primitivni integral ze soucinu
fgnala,b).

( N.H.Abel 1863 )

Jak se hodné naucit? Studujte mistry, ne

jejich zdky.

(N.H.Abel ~ 1829)

Dukaz: Pouzije se podminka ustdlenosti pro kone¢nou limitu funkce a integrace po ¢astech. Bl

4.4 Obecna integrace

Predstava, Ze by platilo obecné

/ Flz)dz = F(b) — Fl(a)

pro kazdou funkci F, neni spravna. K tomu staci zkusit d’abelské schody, které maji nulovou
derivaci skoro vSude.

( G.Cantor ~ 1910)

4.4.1 Definice (Primitivni funkce)

Spojitou funkci F' nazyvame primitivni funkee k funkci f na intervalu J, pokud F'(x) = f(x)
plati

= F'(x) = f(x) plati v§ude

(I. Newton ~ 1665 )

= F'(x) = f(x) plati aZ na kone¢né mnoho bodu

= F'(x) = f(x) plati aZ na spocetné mnoho bodt
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Obrazek 4.4.0: Funkce ma derivaci rovnu nule skoro vsude.

= F'(x) = f(x) plati skoro vSude a F' je absolutné spojita

( H. Lebesgue 1903 )

= F'(xz) = f(x) plati skoro vSude a F’ je absolutné spojita tam, kde nema derivaci

(J. Kurzweil, R. Henstock 1957 )

4.4.2 Véta (Primitivni integrace)

Kazdé dvé primitivni funkce se 1i$i o konstantu. Formulka

b
/ F'(z)dx = F(b) — F(a)

definuje integral.

Karty jsou prosté dobfe rozdany. Ty pri-
mitivni funkce jsou jednoznacné aZ na
konstantu. Podle vSech vySe uvedenych
definic. Je to tak v nich nachystano.
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4.4.3 Véta (Definitivni integrace)
Ve formulce

L/ﬂ@®=F@—F@

jsou f a F' svazany takto

o F@) = F(O = [ =)

r—C r—cC

(I. Newton 1677 )

Pokud jsou f a F' svazany rostouci funkci ¢ takto
F(x)— F(c) — —
o F@) = O~ fO) =) _
a—e p(x) = p(c)
dostaneme definitivni integral ekvivalentni vySe uvedenym primitivnim integracim.

( H. Bendova & J. Maly 2011 )

Jde o nejjednodussi piistup k integraci.

Potiebujete jenom jednu rostouci funkci
a jednu limitu :-)




Kapitola 5

Funkce vice proménnych

echniku pro zkoumani déjii v prostoru rozvineme v této kapitole. Spojitost a deri-
vace jsou zde pouze preformulovany do vice rozmérd, vice proménnych.

5.1 Pojem funkce a zobrazeni vice proménnych

5.1.1 Definice (Body, vzdalenost a okoli v R")

Prvek v R" budeme nazyvat bod a oznacovat a = (ay,...,a,) € R". Vzdilenost mezi body
R"™ budeme znacit

pla.y) = o=yl = V(@ —y1)>+ -+ (@0 — ya)?.

Vzdélenosti dvou mnozin nazyvame infimum vzdalenosti jejich bodi. OKkoli bodu a € R" je
mnoZzina

Ucda) ={z €R" : |z —a] <e}.
Mnozina A je oteviena, pokud s kazdym svym bodem obsahuje néjaké okoli. MnoZina B je

uzavrena, pokud jeji dopln€k je oteviena mnoZina. Mnozina bodi, které maji nulovou vzdale-
nost od mnoziny A i od jejiho dopliiku se nazyva hranice mnoziny A a zna¢i 0 A.

Vyzkumny pracovnik by se pfi snaze vy-
jadfit zdkladni zdkony pfirody v matema-
tickém tvaru mél snazit hlavné o mate-
matickou krésu.

(P.A.M.Dirac 1939)

Postupujeme podobné jako u jedné proménné. Napf. fekneme, Ze posloupnost {z,,};>° bodi v
R"™ ma limitu (nebo konverguje k) A € R", kdyz ke kazdému £ > 0 existuje ny € N tak, Ze
pro v8echna n > ng plati |z, — A| < ¢

117
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5.1.2 Definice (Zobrazeni z R” do R* a jejich zobrazovani)

Zkouméme zobrazeni z R™ do R¥. Zapisujeme f : R" — R¥, f = (fy,..., fi), kde f; : R* —
R se nazyva j-ta sloZzka zobrazeni. Zobrazeni z R" do R nazyvame funkce vice proménnych.
Zobrazeni f : R — R3 nejéastéji znazorfiujeme jako mnozinu bodd {(z,y,2) € R3 : z =
z(t),y = y(t),z = z(t),t € R} C R3. Napf. zobrazeni p(t) = (cos(t),sin(t),t) nazgvdme
Sroubovice.

7 vz

Obréazek 5.1.2: Prostorové objekty si déld priroda sama.

Zobrazeni f : R?> — R nejéastéji znazoriujeme jako mnoZinu bodd {(x,y,2) € R? : 2z =
f(z,y),z € R,y € R} C R> Této mnozin& budeme fikat graf funkce. Napi. zobrazeni
f(x,y) = /2% + y? urCuje vzdalenost bodu (x,y) € R? od pocatku (0, 0).

Zobrazeni f : R? — R? mZeme zndzoriiit jako mnoZinu bodd {(z,y) € R?* : z = z(u,v),y =
y(u,v), (u,v) € A} C R? pro vhodnou mnoZzinu A a chdpeme toto zobrazen{ jako ,,deformaci*
roviny. Napf. zobrazeni P(r, p) = (r cos o, 7 sin ¢) nazyvame polarni souradnice.

Naptiklad: Poklad je zakopan 100 krokd

na zapad od pocatku.

Zobrazeni f : R3> — R?® miizeme znazorfiit jako mnozinu bodd {(z,y,2) € R® : x =
r(u,v,w),y = y(u,v,w),z = z(u,v,w), (u,v,w) € A} C R3 pro vhodnou mnoZinu A a
chapeme toto zobrazeni jako "deformaci"prostoru. Napf. zobrazeni

S(r,p,9) = (rcos @ cost, rsin p cost, rsin )

nazyvame sférické souradnice.

S(430 svételnych let ,0,7/2) je Se-

verka.

5.1.3 Definice (Parcialni zobrazeni a funkce)

Pokud u zobrazeni f : R™ — R¥ povaZujeme za konstantni viechny proménné aZ na jednu vy-
branou (J-tou) proménnou, nazyva se takto ziskané zobrazeni j-té parcialni zobrazeni. Napf.

9(y) = (xo+y,y + 2) kde f(x,y,2) = (x+y,y+ 2),
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je druhé parciélni zobrazeni.

Jde zde o cosi jako ,fez“ funkci ve

sméru druhé proménné. Tento fez je
funkcfi jedné proménné :-)

5.2 Spojitost

5.2.1 Definice (Spojitost v bodé)

Rekneme, 7e zobrazeni f : R* — R* je v bodé a € R™ spojité, pokud ke kazdému ¢ > 0
existuje 0 > 0 tak, Ze pro vSechna z plati

[r—al <o = [f(z) - fla)] <e

Podobné je moZné definovat limitu.
Obecné se postupuje velmi podobné jako u jedné proménné, nékteré véci jsou nékdy formalné
komplikovanéjsi.

5.2.2 Véty (Nékdy vice proménnych nevadi)

Pro zobrazeni f : R — R* plati hodné véci stejn& nebo podobné jako pro funkce g : R — R.
Napriklad

= Polynomy jsou spojité.
= SloZenim spojitych zobrazeni vznikne spojité zobrazeni.

= Spojitd funkce na uzaviené omezené mnoziné nabyva maxima.

5.2.3 Véta (Komplikace neprinasi ,,kam¢)

Zobrazeni f : R" — R* je spojité pravé kdyz jsou spojité vSechny jeho slozky f; : R* — R
proj=1,...,n.
Dukaz: Z kone¢né mnoha "jednorozmérnych'"okoli je "vicerozmérné"okoli. B

5.2.4 Priklad (Komplikace prinasi ,,odkud ‘)

Existuje nespojité zobrazeni f : R? — R, pro které jsou viechna parcidlni zobrazeni ve viech
bodech spojita.

Dukaz: Zvolme funkci f : R? — R tak, aby pro kazdé x kladné graf funkce f (jako podmno-
zina R?) obsahoval dsecku z bodu (z, 0, 0) do bodu (z,z, 1) a dsecku z bodu (0, z,0) do bodu
(x,x,1) (tim je funkce definovand pro {(x,y) : * > 0 & y > 0}), jinde nechdme funkci f
nulovou. M

Zde zlobi chovani funkce ve sméru osy

prvniho kvadrantu.
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L)

Obrazek 5.2.4: Funkce nespojitd v pocatku.

5.2.5 Priklad (Ke spojitosti nestaci ,,vSechny sméry*‘)

Existuje nespojité zobrazeni f : R? — R, pro které jsou viechna parcidlni zobrazeni ve viech
bodech a ve vSech smérech spojita.

Dikaz: Zvolme funkci f : R? — R tak, aby pro kazdé x kladné graf funkce f (jako podmno-
zina R?) obsahoval dsecku z bodu (, 0, 0) do bodu (x, 2%, 1) a Gsecku z bodu (0, 2%, 0) do bodu
(z,2% 1) (tim je funkce definovand pro {(x,y) : z > 0 & y > 0}), jinde nechdme funkci f
nulovou. @

... slavny ,,parabolicky trik

5.2.6 Klasicka zlobidla - nespojitost skryta ve vzorecku

V predchozich prikladech byla nespojitost témér soucdsti definice funkce. V praxi jsou predkla-
dany funkce zpravidla vzoreckem, ze kterého se musi ,,zlobiva“ pfimka (poptipad¢ parabola a
spol.) vymyslet.

Klasické parabolické zlobidlo:

%y

0.0)=0 = —~— jinde.
£(0,0) , f(z,y) T g Jinde
Ctyilistek:
IQ_y2 ;
0,0) =0 = ——7_ jinde .
f(0,0) =0, f(x,y) ;2,7 Jinde

5.2.7 ,,Stejna‘ spojitost parcialnich zobrazeni

Pokud pro vSechny sméry vychézejici z bodu x je fez spojity a podaii se k danému ¢ najit
spole¢né  pro vSechny sméry, jsme schopni najit okoli bodu x vyzadované v definici spojitosti.

Podobné pro parcidlni zobrazeni.
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Obrazek 5.2.6: Parabolické pohofi s vodopadem do parabolické hlubiny s bodem nespojitosti.

Obrizek 5.2.6: Ctyilistek je pfimkova plocha s bodem nespojitosti.

5.3 Derivace

5.3.1 Definice (Derivace v bodé)

,Rekneme, Ze zobrazeni ma v bod¢ derivaci, pokud ma v bodé linedrni chovani podobné tecné,
te¢né rovine, ... ,,
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Je lokalné skoro linearni ...

Piesnéji fekneme, Ze linedrni zobrazeni L : R” — RF je derivace funkce f : R® — R¥ v bodg
xo, pokud plati
fla+h) = f(a)+ L(h)+o(|h]), h—0.

Chceme, aby odchylka od linearniho zobrazeni byla fddové menSi neZ vzdalenost od bodu, v
némz zkoumame derivaci.

TakZe zobrazeni f(z) a f(a) + L(z — a)
maji pobliZ bodu a "dotyk", mohou se
protinat, ale "naplacato". ..

Drive se fikalo derivaci u vice proménnych fikalo "diferencidl", nebo "totdlni diferencial".

5.3.2 Definice (Parcialni derivace funkce v bodé)

Pro funkci f : R" — R a bod a € R" definujeme parcialni derivaci v bod¢ a podle j-té
proménné jako derivaci j-t€ parcidlni funkce v bodé€ a a znaCime

af
8_% (CL) .

Naptiklad
o(z* + y?)
Ox

Definujeme gradient (nebo téZ nabla V) funkce

(3,7) = 6.

grad f(a) = Vf(a) = (g—;l(a),...,g—i(a)) .

Timto smérem funkce f nejvice roste.

5.3.3 Véty (Derivace a parcialni derivace funkce)

(i) Necht’ pro funkci £’ : R" — R existuje derivace v bodé a € R". Pak existuji v bodé a
vSechny parcidlni derivace a plati

L(h) = Ll - ha) = 5 (@) - +
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Obrazek 5.3.2: Kudy se nejrychleji dostat nahoru.

(ii) Necht' pro funkci F' : R™ — R jsou spojité parcidlni derivace v bod¢€ a, pak existuje v
bodé a € R" derivace.

Dikaz: Pro n = 2 je moZno pouZit obriazek. Mezi bodem (a1, as) a bodem (a; + hy, as + hs)
se pohybujeme ve sméru soufadnicovych os a pro parcidlni zobrazeni pouZijeme vétu o stredni
hodnoté. B

5.3.4 Derivace a jeji maticovy zapis

Necht f : R® — R* md v bod€ a derivaci F”(a). Matici tohoto linedrniho zobrazeni budeme
znacit [F(a)] a nazyvat funkéni matice zobrazeni /' v bod€ a. Pro tuto matici plati

g—i(a) . gTF:(a)

g—ff(a) . gTF:(a)
[F'(a)] =

g%(a) e gTF’;(a)

Pro n = k jde o ¢tvercovou matici, jeji determinant nazyvame funkéni deteminant funkci
Iy, ..., F, aznaCime
D(Fy,..., F,)

b —_~
JF(a) IO D(LL‘:[,. "7xn)

(a) .

(C.G.J.Jacobi ~ 1828)

Pravé tento determinant méfi rozpina-
vost zobrazeni v bodé€. Je-li roven 1, ne-
rozpind se to. Pro linedrni zobrazeni je to
jasné vidét, pro nelinedrni jde o limitni
chovéni v bodé.
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Podobné budeme pouZivat i funk¢ni determinant pro funkce s vice proménnymi, tedy napf.

D(Fy(z1, 22, Y1, Y2,Y3), Fi(z1, 22, y1, Y2, y3), F3(21, T2, Y1, Y2, Y3)) (a)
D(yla Y2, ?J3)

5.3.5 Véta (Derivace slozeného zobrazeni)

Necht F : R" — R* ma derivaci v bod& a, necht G : R* — R™ ma derivaci v bod& F(a).
Pak sloZené zobrazeni H : R" — R™ m4 derivaci v bod¢ a a tato derivace vznikne sloZenim
derivaci I'(a) a G'(F'(a)) (jde o slozeni dvou linedrnich zobrazeni). V maticovém zépisu plati

[H' ()] = [G"(F(a)][F'(a)] .

... jde o soucin matic. Plati toi v R.

Rozndsobenim ziskame takzvané retizkové pravidlo.

5.3.6 Derivace vysSich rada

Pro funkce F' : R” — R se daji definovat derivace i parcidlni derivace vyssich radi a ziska se
obdoba véty o aproximacnim polynomu.

5.3.7 Extrémy funkci vice proménnych

Vysetfovani lokdlnich extrémi funkci vice proménnych probihd podobné jako v pfipadé jedné
proménné. V bod¢ podezielém z nabyvani extrému jsou derivace (zde parcidlni) nulové. V po-
dezrelém bod€ se pouziva navic "kvadraticky test", spocivajici v porovnani funkce s parabolou:

Pokud existuje kladnd konstanta K tak, Ze

0*f(a)

hih; > K|h|*
&maxj v = | |

(zde jde o "pozitivné definitni formu"), pak

1~ 02 1
Flat ) = @)+ 5 3 5L by + o) > (0)+ G+ o) 5 =0

3,j=1

a funkce ma v bodé a ostré lokalni minimum.

Jde o porovnéni se vhodnym paraboloi-

dem.
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5.3.8 Jak si zajistit inverzni zobrazeni

Funkce jedné redlné proménné md inverzni funkci v riznych situacich. Nejsnaze se k ni (ve sku-
teCnosti k prostoté funkce) dostaneme pouZitim monotonie na intervalu. Pokud chceme pouZit
jako zdkladni argument existenci derivace, musime si dat pozor. Z existence derivace v daném
bod¢ inverzni funkci neziskdme. Nabizi se moznost pozadovat spojitost a kladnost derivace na
okoli. Tato podminka je pouZzita v zakladni vété o existenci inverzniho zobrazeni z R™ do R".

5.3.9 Véta (O inverznim zobrazeni)

Necht ma zobrazeni I’ z R™ do R" spojité parcidlni derivace na okoli bodu a € R™. Necht’
F'(a) je bijekce R™ na R". Pak existuje okoli bodu a na némz mé F'~! spojité parcidlni derivace.
Dukaz: Pro jednoduchost necht’ je a = F'(a) = 0, F’(a) necht’ je identita. K dikazu existence
inverzniho zobrazeni pouZijeme nésledujici trik. Pro y hledime x tak, aby F'(z) = y. To je
ekvivalentni s * = y + x — F(z). Najdeme takové x jako pevny bod zobrazeni g(x) = y +
x — F(z). Tento pevny bod bude limitou posloupnosti 2o = 0, 2,1 = g(x,,). Konvergenci této
posloupnosti pro mald y je mozné dokdzat. l

5.3.10 Definice (Regularni zobrazeni)

Zobrazeni F' z R™ do R" se nazyvd difeomorfismus, pokud F' je bijekce oteviené mnoZiny U
na otevienou mnozinu V' tak, Ze F' m4 spojité parcidlni derivace na U a F'~! md spojité parcidlni
derivacena V.

Zobrazeni F' z R™ do R” se nazyva regularni, pokud ma F' ma spojité parcidlni derivace a
nenulovy funkéni determinant.

5.3.11 Véta (O regularnim zobrazeni)

Plati
= Reguldrni zobrazeni je lokdlné prosté (difeomorfismus).
= Regularni obraz oteviené mnoZiny je oteviend mnoZina.

= Zobrazeni je difeomorfismus pravé tehdy, kdyZ je regularni a prosté.

Reguladrni zobrazeni zachovava typ pro-
storu (naofiklad reguldrni obraz roviny je
placaty).

5.3.12 Implicitni funkce (Povidani o St’astném houbarovi)

Necht' jsme v lese "Na rovince", popsaném rovnici L = {(z,y,2z) € R : z = 0}. Necht
M je "vInoplocha"optimdlnich podminek (vlhkost, Ziviny, ...) pro rust hfibki a je dana funkci
g(z,y) =0,tedy M = {(x,y,2) € R®: g(z,y) = 0}. Nastavaji 3 zakladni moZnosti

(i) Houby jesté nerostou (L N M = 0, g(z,y) < 0).

(ii) Houby uZ nerostou (L N M =0, g(x,y) > 0).
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(iii) Houby ROSTOU (L N M # ), nékdy g(z,y) = 0).

Pokud rostou a najdememe htibek, pravdépodobné se les L a ,,vinoplocha* M protinaji v néjaké
kiivce. Pokud ji uréime jako funkci y = f(x), mame vyhrdno. Zpravidla se v okoli naleznou
dalsi hribky, které pomohou urcit prvni derivaci . ..

Obrazek 5.3.12: Jak rostou houby? Nejcastéji v linii nebo v ¢arovnych kruzich.

Jedna z mdla vét, které jdou experimen-

taln€ ovérit ;-)

5.3.13 Véta (Implicitni funkce v roviné)
Necht’ pro funkci g : R? — R abod (a,b) € R? plati
@ g(a,b) = 0.
(ii) g md spojité parcidlni derivace v okoli bodu (a, b).
(iii) $2(a,b) # 0.

Pak existuje funkce f na okoli V' bodu (a, b) tak, Ze na V' je g(z,y) = 0 pravé kdyz y = f(x).
Navic m4 f tolik derivaci, kolik jich m4 g spojitych.
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Funkce y = f(x) byla zaddna rov-
nici, ,,implicitnim zpisobem*, proto ho-
vofime o ,,implicitni funkci®, coZ je ne-
smysl ;-)

Diikaz: Je-li funkce g ve sméru y rostouci a prochdzi nulou v bodé (a, b), pak musi prochdzet
nulou i na pfimkéch rovnobé&Zznych s osou y pobliz bodu (a, b) B

.. cestou ze Zaporna do Kladna se musi

pres Nulu ;-)

5.3.14 Implicitni funkce (ReSeni soustavy rovnic)

Pokud chceme pracovat s vice proménnymi a implicitni funkci, neni v tom problém. Podminka

g—g(a, b) # 0 znamenala v podstaté, Ze z pohledu y neni funkce g ,,znehodnocend*. Pro vice

proménnych y = (y1, ..., yx) budeme testovat nenulovost funkéniho determinantu (pfedpokla-
dame, Ze budeme mit tolik rovnic g; jako neznamych y;)

D(g1,- -, 9r)

———<(a,b) #0.

D(yb?yk)(

UkaZeme metodu na feSeni soustavy rovnic

r1trat+y1 —y2=0
T1y2 + Y192 +y3 =0
1+ T —y1ys+y2=0

v okoli bodu (a,b) = ((x1, z2), (v1,y2,y3)) = ((0,0),(0,0,0)). Zde
1 —1 0
D
(91792793) ((l b) — det 0 1 7£ 0.
D(ylay27y3) 0 0

Tedy existuji na okoli bodu (a, b) funkce

Y1 = fi(wy, o)
Yo = fa(w1, 22)
Ys = f3($1,$2)

k nasi spokojenosti.

Ti x1,29 a x3 jsou néco jako tfi para-

metfi.
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5.3.15 Implicitni funkce a inverzni zobrazeni - kamosi

Pokud hleddme fobrazeni F~!(y) = x jako inverzni k F'(z) = y, miZeme z rovnice y — F'(z) =
0 spocitat x pomoci y diky vété o implicitnich funkcich.

Naopak, pokud fesime g(x, y) = 0 a chceme spocitat y pomoci x, miZzeme k zobrazeni (z,y) —
(x, g(z,y)) najit inverzni zobrazeni ve tvaru (z,y) — (z, h(z,y)) pro néjaké zobrazeni h. Pak
y = f(z) = h(z,0) je hledané zobrazeni.

Je to opravdu takhle jednoduché. Az na

to, Ze se to plete . ..

5.3.16 Vazané extrémy

Vv,

Predstavme si, Ze v prostoru na plose .S hleddme bod nejblizsi pocétku (0, 0, 0). Nabizi se moz-
nost ,,nafukovat v pocatku balének* a ¢ekat, kdy se poprvé dotkne zadané plochy. Ve skutec-
nosti zkousime pro rdzné konstanty c¢ prinik plochy S s plochou "vzdéalenost od pocatku se
rovnd c¢". V okamziku ,,dotyku* se (pokud existuji) museji rovnat teCné roviny obou ploch.

Ve skutecnosti hleddme extrém zadané funkce f (zde vzdéalenost od pocatku) na zadané mnozZiné
S (zde plocha). Nutnou podminkou je rovnost tecnych rovin plochy S a ,,plochy f = ¢* (pokud
existuji) v bodé nabyvani extrému (a tedy linedrni zavislost gradientd f a 5).

podmotskeé
zemeétreseni

Obrazek 5.3.16: Jak se §iff vinéni, tak se vytvareji ,,vrstevnicové mnoZiny “ odpovidajici funkci
f. V misté dotyku s pobfeZim jsou te¢né piimky vlnoplochy a pobreZi totozné. Nastal dotyk.

5.3.17 Véta (Vazané extrémy)

Necht G C R" je oteviend mnoZina. Necht' funkce f a ¢1,...,9s (1 < s < n) maji spojité
parcidlni derivace na G a necht’ v kazdém bodé = € G jsou vektory grad ¢;(x), ..., grad gs(x)
linedrné nezavislé. Necht’

M={xeG : g1(x)=0,...,g9s(x) =0}
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a funkce f ma v bodé a € M lokdlni extrém vzhledem k M, pak existuji redlnd ¢isla Ay, ..., Ag
tak, Ze funkce
L(z) = f(x) + Mgi(x) + - + Asgs(2)

ma nulové parcidlni derivace v bod¢ a.

To je ale PRAPODIVNE. S&itime zde

hrusky a jablka a hleddme extrém ...

Nabyvani extrému mizeme potvrdit ,.kvadratickym testem*, napt. pozitivni definitnosti kvad-
ratické formy druhych parcidlnich derivaci L.
Koeficientim Ay, . . ., A\, se fikd vazané multiplikatory.

(J.L.Lagrange ~ 1770 )

Dukaz: Nulové parcidlni derivace funkce L dévaji vyjadieni grad f(a) jako linedrni kombinaci
grad g;(a), ..., grad gs(a), coZ vyjadiuje ,,dotyk*.

Nabyvani extrému se zkouma u f na M, pfi vhodné parametrizaci na mnoziné parametrd. M-
Zeme zkoumat misto toho i extrémy L, kterd se na M rovnd f. Funkce L ma prvni parcidlni
derivace v bod¢€ a nulové, tak 1ze pouZit kvadraticky test. B
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Kapitola 6

Integrace podle vice proménnych

* ato kapitola bude zkoumat velikosti (napiiklad objemy nebo povrchy) vicerozmér-
nych objektt.

Budeme téZ méfit, kolik vody protece
cednikem.

““I' \

'\Tq‘\\\i—“—\\\\\ RIS

P

Obrazek 6.0.0: Jak si s méfenim poradime v prostoru?

131
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Kdykoliv miZzeme zméfit objem ¢lovéka
tim, Ze jej ponofime do plné vany a zjis-
time, kolik vody vyteklo.

6.1 Konecné aditivni integrace

6.1.1 Intervaly, ¢tverecky, krychlicky, ...

Vicerozmérny integral je jednorozmérny

integral pfepsany do vice proménnych.

Vybudovani teorie konec¢né aditivni integrace v prostoru R" Ize provést podobné jako v R.
Misto intervali v R vezmeme soucin intervald v R". Budeme zkoumat déleni na ¢tverecky v
R2, na krychli¢ky v R? atd. Definujeme horni a doln{ integral funkce a zkoumdme integrovatelné
funkce a prislu§Snou miru.

( B.Riemann ~ 1850, C.Jordan ~ 1870 )

6.1.2 Integrace pres rezy

Pii zkoumdn{ velikosti plochy P pod grafem funkce jsme pro funkci f spojitou a nezapornou
na intervalu [a, b] ,,s¢itali* pro jednotliva x € [a, b] velikost ,fezu* - t.j. Gsecky spojujici body
(x,0) a (z, f(x) o velikosti f(z). Toto ,,s¢itdni nekone¢né mnoha Cisel probéhlo pies kone¢né
déleni intervalu (kone¢ny soucet) a nasledné pomoci procesu supréma, poptipadé limity.

0O ¢

Podobné budeme pocitat miru rovinnych mnoZin jako (rozumny) ,,soucet velikosti ,fezl
mnoziny pro rdzna .

Analogicky lze pocitat velikost ,,t8lesa pod grafem funkce v R? pfes jednotlivé ,fezy* - zde
je takovy fez vlastné plochou pod grafem funkce.

To mi pripomina fizky :-)

Takto lze tedy integraci v R® x R nahradit integraci v R? z fezl v R”.

Tedy po konecné mnoha krocich mda-
Zeme pouzivat pouze na integraci v R
(jednorozmérné fizky).
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6.1.3 Véta (Integrace pres rezy)

Necht’ je A méfitelnd mnoZina v R™". Necht’ je funkce f : A — R integrovatelnd na mnoZiné
A. Body v R™*™ budeme psit z = (z,y) = (21, -+, T, Y1, - - - , Yn ). Pro mnoZinu A oznacime
| A | pramét mnozZiny A na prostor R™, t.j.

Al ={zeR™ : JyeR", (z,y) € A}.
Prox € | A | ozna¢ime A, Fez mnoZiny A, t.].
A, ={yeR" : (z,y) € A}.

[rere [ <Zf(fv,y) ) dr.

Pak plati

( C.Fubini 1907 )

Diukaz: Necht' jsme v R? = R x R. Rozdéleni mnoZiny A na ¢tvereCky pro aproximaci inte-
grace pres A interpretujeme (bereme Ctverecky ,,po sloupcich®) jako aproximaci integrace pies
jednotlivé fezy. B

Ve vzorecku je pouzit horni integral,
stejné tam mohl stit dolni integral.
Obecné neni zaruCena integrovatelnost
vSech fezil. Na to je tfeba davat pozor.

6.1.4 Integrace pres rezy v praxi

/ dry dxdy = / (/ dxy dy) dr = / (2x(32 — 22)) dr =5.
[0,1]1%[2,3] [0,1] [2,3] [0,1]

Takto 1ze prevést integraci podle vice proménnych na integraci v R.

6.1.5 Véta (Integrace pomoci substituce)

Necht” A C R" je oteviend mnozina. Necht' ¢ : A — R" je prosté reguldrni zobrazeni, tedy
funk¢ni determinant J, je na mnoZin€ A nenulovy. Necht' je M C A uzaviend a omezend
mnozina a f spojita funkce f : (M) — R. Pak plati

r)dr = Jy dy ,
[0 1@ /M £ o)) dy

existuje-li jeden z integrald.

Funkéni determinant je koeficient srov-
navajici lokalné velikost (miru) mnoZiny
M a p(M). Pokud by zobrazeni ¢ bylo
linedrni, pak se napiiklad v R? transfor-
muje kazdy Ctverecek [ o velikosti 1 v
mnoZiné M na rovnob&znik < o veli-
kosti |J,| v mnoziné ¢(M).
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6.1.6 Integrace pomoci substituce v praxi

Pro M = [a,b] x [0,7/2], (z,y) = ¢(r,a) = (rcosa,rsina), o(M) = {(z,y) € R? : a® <
P+ yP <P &ax>0&y >0}, J,(r,a) = r dostaneme

/ 1 dxdy = / r drda
(M) M

a integral vpravo lze snadno spocitat integraci pies fezy

1
/ rdrda = / (/ rda) dr = ~n(b* —a?).
M b \J[0,7/2] 4

| a

o (M) 2

Obréizek 6.1.6: MnoZina, kterd neni hranatd, se pfevedla na mnoZinu hranatou, pfes kterou se
dobfe integruje.

Kulaté véci se na hranaté prevedou po-

moci sférickych soufadnic v prostoru, v
roviné pak staci polarni souradnice.

6.2 Spocetné aditivni integrace

6.2.1 Jak na to a co dostaneme...

Zacneme s objemem krychli¢ek a objemem jejich konecného sjednoceni v R"”, tento objem
oznac¢ime m. Z takového objemu definujeme vnéjsi miru m*(A) libovolné mnoziny A C R"

m*(A) =inf{m(G) : A C G & G je konecné sjednocen{ krychlicek } .

Integrovatelné funkce a méritelné mnoziny ziskdme podobné jako v R.

Pii integrovani pres fezy ziskame integrovatelnost fezii pro skoro vSechna x a véta o integrovani
pies fezy plati 1 pro spocetné aditivni integraci.
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6.2.2 Véta (Integrace pomoci substituce)

Necht G C R” je oteviend mnozina. Necht ¢ : G — R" je lokdln€ sublinearni zobrazeni.
Necht' f je méfitelnd funkce na o(G) a M C G je méfitelnd mnoZina. Ozna¢me N (z, p, M)
pocet prvki mnoziny M, které zobrazeni ¢ zobrazi do x.

..timto N korigujeme ,,neprostotu

zobrazeni .

Pak plati

/ N(z, o, M /f y)ldy,

existuje-li jeden z integrald.

Dukaz: Existence derivace skoro vSude, tedy i funkéni determinant, vyplyva z lokélni sublinea-
rity . Odhad integralti vychazi z lokdlniho nahrazeni funkce jeji derivaci a z odhadu odchylky.
Pfi peclivém oSetreni ,,skoro v§ude‘ dostaneme znéni véty. B

6.3 Placata integrace

6.3.1 Krivky, plochy, ...

Rozumn4 kfivka a plocha v R md miru nula.

Nicméné, kdyZ se podivame, tak néjakou

velikost maji. Napiiklad zamotany vla-
sec ma porad svoji délku.

Budeme definovat £-rozmérnou miru v R™ pro mnoziny, které dovedeme parametrizovat néja-
kym vhodnym zobrazenim z R”.

To je jako narovnat ten vlasec.

Budeme dévat pozor na to, aby takova definice nezavisela na zvolené parametrizaci. Vytvoiime
k-rozmérou miru pomoci pokryvani mnoZiny ,,parametrizovatelnymi kousky* a zkoumanim
infima takovychto pokryti.

Jakou k-rozmérou miru ma rovnob&znik v R? tvofeny vektory u; a us? To zjistime jednoduse
tak, Ze sestrojime jednotkovy vektor uz kolmy na u a us a spocitdme objem vzniklého kolmého
hranolu. Pak je ale objem roven ,,zdkladna x vyska“, tedy rovnobéznik ma stejnou ,,ploSnou
miru* jako mé hranol ,,objemovou miru*.



136 KAPITOLA 6. INTEGRACE PODLE VICE PROMENNYCH

Genidlni!!! A to je zdklad placaté inte-

grace :-)

6.3.2 Definice (k-rozmérna mira v R")

Pro £/ C R" poloZme

i (E) = i} m(G)}

kde infimum bereme ptes viechny posloupnosti otevienych mnozin {G,}, G; C R* a pro kazdé
j existuje 1-sublinedrni funkce ¢; na G, tak, Ze E je pokryta sjednocenim obrazi ¢;(G;).

Tedy chceme, aby (vSechny) takové pa-

rametrizace ¢, pracovaly za nds pfi defi-
novani miry.

Tuto mnoZinovou funkci budeme nazyvat vnéjsi k-rozmérna mira v R”. Opét ziskdme systém
méfitelnych mnoZin a miru, kterou budeme znacit ;1 a nazyvat k-rozmérna mira v R”, dale
dostaneme k-rozmérny integral

Aﬂ@@@~

Pro 1-rozmérnou miru v R” budeme pouzivat oznaceni s, pro (n — 1)-rozmérnou miru v R”
budeme pouzivat oznaceni S . Tedy budeme psét

| swas. [ swas.

Nazyvame to lidové ,,placaty integral* :-

)

6.3.3 Vlastnosti £-rozmérné miry v R”

Plati
(i) Kazda topologickda mnozZina je p-méfitelna.
(ii) Izometrické zobrazeni zachovava k-rozmérnou miru.

(iii) 3-sublinedrni zobrazeni zv&tsi k-rozmérnou miru mnoZiny nanejvys 3*-krat.
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6.3.4 Definice (Objem linearniho zobrazeni)

Pro linedrni zobrazeni L : R¥ — R definujeme objem zobrazeni L jako k-rozmérnou miru
mnoziny L(I), kde I je jednotkova krychle v R* a pf§eme vol L = u(L(I)).

Jde o placatou verzi funkéniho determi-

nantu.

6.3.5 Véta (Integrace pomoci substituce)

Necht G C RF je oteviend mnoZina. Necht ¢ : G — R" je lokdlné sublinedrni zobrazeni.
Necht’ f je u-méfitelnd funkce na o(G) a M C G je méfitelnd mnoZina. Oznacme N (z, p, M)
pocet prvki mnoziny M, které zobrazeni ¢ zobrazi do x.

. timto N Kkorigujeme ,neprostotu*

zobrazeni .

Pak plati
/ Nm%Mvm¢m»=/fw@wmwwﬁ,
0(G) M

existuje-li jeden z integrald.

6.3.6 Krivkovy integral

Necht’ G’ C R je oteviend mnoZina. Necht' ¢ : G — R? je prosté lokdlné& sublineédrni zobrazeni
parametrizujici M = ¢(G). Tedy pro x € M piSeme z = p(t) = (v1(t), p2(t), p3(t)). Necht
f je méfitelnd funkce na ¢(G).

Pak 1ze pocitat kfivkovy integrél

. nebo definovat !

/@ﬂm@@wzLﬂwmmwwmw:Aﬂwm¢WWW+WWW+wwww.

Véta o substituci fikd, Ze nezdleZi na zvolené parametrizaci ¢ ,kfivky* M. Jednorozmérna
plocha se nazyva krivka.

6.3.7 PloSny integral

Necht G C R? je oteviend mnoZina. Necht' ¢ : G — R? je prosté lokdlng sublinedrni zobrazeni
parametrizujici M = ¢(G). Tedy prox € M piSeme z = ¢(u,v) = (p1(u,v), p2(u, v), ps(u, v)).
Necht’ f je méfitelna funkce na p(G).

Pak 1ze pocitat ploSny integrél
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. nebo definovat !

/ f(x)dS(x) = / fo(u,v)) vol @' (u,v) dudv = ...
©(G) G

Véta o substituci fikd, Ze nezdleZi na zvolené parametrizaci ¢ ,,plochy* M. Dvourozmérna
plocha se nazyva plocha.

6.4 Vektorova integrace

6.4.1 Prace,sila,...

Budeme poditat dlohy typu ,,jak velkou praci musime vykonat pfi chiizi ve vétru?“, , kolik vody
premisti morské proudy ze severni na jizni polokouli?“, ...

Tedy nés bude zajimat plisobeni vektorové veliCiny (proud vzduchu, vody, ...) na urcitou loka-
litu (dréhu, plochu, ...).

Budeme proto zkoumat slozku vektorové veli¢iny ptsobici ve sméru, poptipadé kolmo k nasi
lokalité. Tuto slozku pak miZeme integrovat (napiiklad placatou integraci) a ziskat celkovy
vysledek.

6.4.2 Zakon zachovani

Zékladni principy zachovani energie a hmoty ndm dovoluji predpovédét vysledky nékterych
uloh. Naprtiklad vidime pfedem, Ze morské proudy premisti ze severni polokoule na jizZni presné
tolik, kolik pfemisti z jizni na severni. Nebo Ze celkova prace vynaloZend pii chtizi ve vétru na
kruhové drdze je zpravidla nulova (,,po vétru* je prace zdpornd, ,,proti vétru* je prace kladnd)

Pokud vSak neobchdzime rotujici tor-

nado v ,,protisméru‘ ...

6.4.3 Jak na to?

Budeme integrovat vektorovou funkci pfes orientovanou k-rozmérnou mnozinu v R”. Tim zis-
kame zakladni nastroj ke zkoumani naSich uloh. Zakon zachovani bude vicerozmérnou obdobou
zakladni véty analyzy

/ Fla)dz = F(b)— Fla),

kde chapeme F” jako lokalni zdroje prostiedi
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Obréazek 6.4.2: Tornddo vytvari vektorové pole, pro néz je nenulovi rotace.

. napriklad pusténé kohoutky s vodou.

a I jako vstupy a vystupy pres hranici.

Obrazek 6.4.3: Kolik se dostane dovnitf, tolik musi ven ...
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Kolik vody do mistnosti naprsi oknem,

kolik vody vyteCe dveimi ...

6.4.4 Vektorové pole, gradient, divergence, rotace

Zobrazeni z mnoziny M do R"™ budeme nazyvat vektorové pole.
Pro spojité derivovatelnou funkci F' na oteviené mnoziné v R" definujeme gradient funkce F'
jako vektorové pole

grad F(z) = <§—Z(m),...,§—i($)) .

gradient
tlaku

Obrazek 6.4.4: Proti vétru se jde k mistu vysokého tlaku.

Je-li F' tlak vzduchu, pak ve sméru
—grad F' foukd vitr.

Pro spojité derivovatelnou vektorové pole F' = (Fi, ..., F,,) na oteviené mnoziné v R" nazy-
vame divergence pole F' funkci

&
a4

OF OF,
div F(z) = 8—;@) +- 4 5 (x) .
1 n

Je-li F' proudéni vody, pak v voda pritéka
tam, kde je div /' > 0 (kohoutky) a od-
tékd tam, kde je div ' < 0 (kandly). Jde
o lokdlni ,,zdroje* vody v prostiedi.
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Obrazek 6.4.4: Voda se v byté nehromadi . ..

Pro spojité derivovatelnou vektorové pole ' = (F}, F,) na oteviené mnoZing€ v R? nazyvame

rotace pole ' funkci
0, 0F}

Y-

Obrazek 6.4.4: Rotace se lehce nakresli.

rot F'(z)

Je-li F' proudéni vzduchu, pak je vir (tor-
nado a podobn¢) tam, kde je rot F' # 0.
Znaménko rika, na kterou stranu se vir
toci.

Pro spojité derivovatelnou vektorové pole F' = (F}, F», F3) na oteviené mnoziné v R?® nazy-
vame rotace pole F' pole

 (OFy, . OF, _OF . OF,  0F,, . OF
rot F(o) = (Gra(o) = G ). G o) = (o), G200 - o))
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Vektor w € R™ nazveme vektorovy soucin vektort u, . .., u,_; pokud je na vSechny kolmy,
mad velikost rovnou objemu (n—1)-rozmérného rovnob&Znosténu vytvoreného vektory uy, . .., U1,
orientace je zvolena tak, aby platilo "pravidlo pravé ruky". Znac¢ime

W=Up X+ XUp-1 .

Napriklad (0,0,4) = (2,0,0) x (0,2,0).

6.4.5 Orientace ploch

Jednd se o zvoleni lokdlni informace, kde je naptiklad u kfivky ,,zacatek* a ,konec*, jakym
smérem se kfivka ,,pohybuje*. U plochy zase chceme védét, kde je ,,nahofe* a kde ,,dole*.

Obrazek 6.4.5: Kde je ,,nahofe®, fika gravitace. Pokud jsme ve stavu beztiZe, neni to jasné ...

U prekfizené pasky to neurCime glo-

balné, pouze lokdlné.

Necht €2 je k-rozmérnd plocha a x € 2. Spojité zobrazeni, které kazdému bodu x € €2 a kazdé

parametrizaci okoli z € () pfifadi privlastek "kladnd"nebo "zdpornd", nazveme orientace plo-
chy €.

Plochu s orientaci nazveme orientovana plocha a fikdme napiiklad, Ze plocha € je kladné
orientovana.

6.4.6 Tecny vektor a krivkovy integral

Je-li ¢ : G — R" kladné orientovana kiivka, zavadime jednotkovy teény vektor v bodé
x = p(t) jako vektor

Integral
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Zde F' -t vyjadfuje slozku sily F' ve
sméru tecného vektoru, tedy ve sméru
naSeho pohybu. Tim, Ze to integrujeme
kfivkovym integrdlem, sbirdme "pfi-
spevky"sily F' k naSemu pohybu ...

nazyvame krivkovy integral druhého druhu vektorového pole F' a nékdy znac¢ime

/ﬁdgﬁnebo de(p.

6.4.7 Normalovy vektor a ploSny integral

Je-li ¢ : G — R" kladné orientovand (n — 1)-rozmérnd plocha, zavadime jednotkovy norma-
lovy vektor v bodé x = ¢(t) jako vektor

n(x) =

Obrazek 6.4.7: Normalovy vektor je kolmy k plose.

Integral

/ F-ndS
»(G)

nazyvame plosny integral druhého druhu vektorového pole F' a nékdy znac¢ime

/ﬁdﬁnebo j{FdS.
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Zde F' - n vyjadiuje sloZku proudu vody
F' ve sméru normdlového vektoru, tedy
ve sméru kolmém k plose. Tim, Ze to
integrujeme kfivkovym integralem, sbi-
rdme "piispévky"proudu vody F’, které
projdou pfes nasi plochu ...

6.4.8 Véta (O krivkovém integralu)

Je-li ¢ : (a,b) — R™ kladné& orientovana kfivka s jednotkovym te¢nym vektorem t(x). Je-li f
spojité diferencovatelna funkce na okoli ¢(a, b). Pak

grad f
teCny vektor

ve sméru pohybu pusoblme
silou gradf.t

Obrazek 6.4.8: Cesta proti vétru.

Pokud je kfivka uzaviend, f urCuje tlak
vzduchu, grad f sila k prekondni vétru,
celkovd prace je nulovi :-)

6.4.9 Véta (O divergenci)

Necht’ 2 C R"™ je oteviend mnoZinaa ¢ : G — R™ je orientovand (n—1)-rozmérna plocha kterd
tvori hranici €2 a orientujici pole normélovych vektord "ven"z €. Je-li F' spojité diferencovatelné
vektorové pole na okoli 2 U ¢(G). Pak

/ F-ndS:/didem.
»(G) Q

( C.E.Gauss ~ 1800, Ostrogradski )
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vngj$i normala
kolmo k povrchu tece
F.n vody

voda proudi timto smérem

7

6.4.10 Véta (O rotaci v R?)

Necht 2 C R? je oteviend mnoZina a ¢ : G — R? je orientovand kfivka kterd tvoif hranici
a orientujici pole te¢nych vektort ,,ve sméru hodinovych ruci¢ek*. Je-li F' spojité diferencova-
telné vektorové pole na okoli Q2 U ¢(G). Pak

/ F-tds:/rothm.
»0(G) Q

Obrazek 6.4.9: Divergence a tok pres hranici.

( G.Green ~ 1840)

teCny vektor

F

tudy proti vétru

cestou okolo potiebujeme
silu F.n

Obrazek 6.4.10: Cesta okolo tornada.

6.4.11 Véta (O rotaci v R?)

Necht' 2 C R? je orientovana dvourozmérnd plocha s orientovanym okrajem parametrizova-
nym zobrazenim ¢ : G — R3. Zvolime orientaci podle obrazku. Je-1i F spojité diferencovatelné
vektorové pole na okoli 2 U ¢(G). Pak

/ F-td:s:/n-rothS.
(@) Q

( Stokes )
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V prostoru je to to samé, jen pokiivené.

Funguje to proto, Ze to funguje v roviné.

6.4.12 Veéta (Zakon zachovani)

Necht’ 2 C R” je orientovana omezend k-rozmérnd plocha s okrajem d2. Je-li F' spojité dife-
rencovatelnd (k — 1)-forma a dF jeji diferenciél na okoli 2 U df2. Pak

| oF= [ar.
o Q

( G.Stokes ~ 1854 )

zdroje d F tok F

v mnozing Q pfes hranici d Q

Obrazek 6.4.12: Nic se nikam neztrati bezddvodné.

Integrujeme pfes mnoZzinu €2 ,,zdroje*
dF'. Vysledek se musi rovnat integraci
pres okraj df2 ,chovani“ F. Je to nejo-
becnéjsi formulace zdkona zachovani ve
tvaru zdkladni véty analyzy pro vektorou
integraci.

Specidlni piipady zdkona zachovéni jsou napiiklad zdkladni véta analyzy, véta o kiivkovém
integralu, véta o divergenci a véta o rotaci.

Technické dovednosti jsou mistrovstvim
sloZitosti, zatimco kreativita je mistrov-
stvim jednoduchosti.

(E.Ch.Zeeman ~ 1970)

Dukaz: Pro ilustraci dokdZzeme zdkon zachovani pro jeden specidlni piipad ve vété o divergenci
2
v R~
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Pro matematika je polovina dikazu

rovna nule.
(K.F.Gauss ~ 1840)

Necht’
Q= {(z,y) : €[0,1], y €0, f(x)]},

kde f(x) =1—2%a F(z,y) = (0, F3(x,y)). Pak podle véty o integraci pres fezy piSeme

1 f(z) 1
Qﬂmwmwzﬁ(l %%ww@)m=4<Mmmm—&wmwm

o Oy

Pravou stranu upravime na pozadované kfivkové integraly

f@@mmmﬁmmﬁ+Am&mm«»@&+lmﬂ@m«AMﬁ,

Vv e

ve kterych vidime vektory ,,vnéj$i“ normdly k jednotlivym kousklim okraje 2. Il

Lze ocekdvat, Ze zakon zachovani je vy-
sloven tak, Ze plati. To ale znamen4, Ze
si dovedeme vyznam tajuplnych formu-
laci jako ,.forma*“, ,diferencidl formy* a
mintegrace formy* doplnit. Jak?
PouZijeme-li vétu o integraci pres
fezy, pfevedeme ,ploSny‘ integrdl na
,okrajovy*“. Ten je pfesné hodnotou toho
integrovéni formy.

I kdyz to neni zcela pravda, lze o tom
uvazovat ;-)




148 KAPITOLA 6. INTEGRACE PODLE VICE PROMENNYCH



Kapitola 7

Funkce komplexni proménné

ato kapitola ukdze, které pojmy z redlného svéta maji své analogie i ve svété kom-
plexnich ¢isel. Budou to derivovani, integrovani, nekone¢né soucty ...

Zintegrujeme 1/z a postavime si neko-

necné schodiste.

7.1 Pojem komplexni funkce

7.1.1 Body, vzdalenost a okoli v C

Prvek v C budeme nazyvat bod (komplexni roviny) a oznaovat z = x + 1y € C. Vzdalenost
mezi body C budeme znacit

p(z1,22) = |21 — 22| = \/(951 — )24 4 (y1 —y2)? .
Okolim bodu z € C rozumime mnoZinu
Us(z) ={weC : |lw—2z <e}.

MnoZina A je oteviend, pokud s kazdym svym bodem obsahuje né€jaké okoli. MnoZina B je
uzavrena, pokud jeji doplnék je oteviend mnoZina. MnoZina bodu, které maji nulovou vzdéle-
nost od mnoziny A i od jejtho dopliiku se nazyva hranice mnoZiny A a znaci 0A.

7.1.2 Konvergence a spojitost v C

Postupujeme podobné jako u redlné proménné. Napf. fekneme, Ze posloupnost {z, }> bodi v
C ma limitu (nebo konverguje k) 2, € C, kdyz ke kazdému ¢ > 0 existuje ny € N tak, Ze pro
vSechna n > ng plati |z, — 29| <& . Podobné zkoumame spojitost komplexnich funkci.

149
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7.1.3 Funkce z C do C a jejich zobrazovani

Zkouméame funkce komplexni proménné jako zobrazeni z C do C. Zapisujeme f : C — C,
f=Rf+iSf, kde Rf : C — R se nazyva realna slozka funkce f a 3f : C — R se nazyva
imaginarni slozka funkce f.

Zobrazeni f : C — C muzeme znazornit jako transformaci komplexni roviny, napiiklad jako
deformaci ¢tvercové sité v komplexni rovin€ vzora.

Obrézek 7.1.3: Transformace jednotkového &tverce pomoci funkce z +— 23

Zobrazeni f : C — C muzeme téZ znazornit jako dvojici zobrazeni Rf : C - Ra 3 f : C —
R.

Tak si predstavime funkci jako dvé plo-

chy. Nic moc.

7.2 Derivace komplexni funkce

7.2.1 Definice (Derivace v bodé)

Rekneme, Ze funkce f mé v bodé =, derivaci f’ (z0), pokud existuje ndsledujici limita

lim f(zo+h) — f(20) — lLm f(z) = f(20) — f(z0) .

h—0 h z—z20 2 — 2

Tomuto zlomku se fikd diferenéni podil. Nedefinujeme jednostranné derivace.
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Dilezita zaleZitost je to, Ze se vSechno
odehrdvd v komplexni roviné. Tedy se
h pohybuje pobliZ nuly v komplexni ro-
viné, déli se komplexni ¢isla a podobné.
Geometricky smysl je opét takovy, aby
se funkce dala v bodé dobfe aproximo-
vat linedrnim zobrazenim. Jaké linedrn{
zobrazeni je minéno se lehce zjisti.

Napriklad funkce z +— 2 derivaci ma.

...zatimco z +— Z ji nemd. To je v té
komplexce zaludné. Spusta rozumnych
véci tu neplati. Napiiklad se v podstaté
nesmi oddélovat redlnou a imagindrni
slozku komplexniho &isla, ty musi Zit
spolecné.

7.2.2 Véta (O komplexni derivaci a otaceni rovin)

Funkce f definovand v okoli bodu zy = x¢ + iyg € C md v bodé€ z, derivaci f’(zg) pravé kdyz
funkce f; a f5 definované predpisem

flx+iy) = filz +iy) + ifox + iy)
maji derivaci a plati ,,te¢nd rovina k f; je oto¢end o 90° doleva oproti te¢né roviné k f; .

( A.L.Cauchy ~ 1930, B.Riemann ~ 1850 )

. coz plati pro z — z, ale neplati pro
Z = Z.

Redlny Clovicek stoupd po redlné Casti
funkce, imagindrni ¢lovicek stoupa po
imaginarni Casti ve sméru o 90° doleva.
Redlny clovicek je ,,pravi¢dk®, imagi-
narni Clovicek je ,levi¢ak*.

Podminky popisujici vztah te¢nych rovin redlné a imagindrni ¢asti funkce s komplexni derivaci
se nazyvaji holomorfni podminky.

( A.L.Cauchy ~ 1930, B.Riemann ~ 1850 )
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realna Cast

nulova rovina

Obrazek 7.2.2: Po které ploSe mam stoupat?

Holomorfn{ funkce jsou vlastng feSeni rovnice 0f(z) = 0, coZ je jiny zéapis kolmosti redlné a
imaginarni ¢asti funkce. Obé ¢asti jsou harmonické, zpravidla jde z jedné Casti dopocitat druhou.

Takhle by mozZna §lo pro kaZzdou rovnici

udélat vlastni holomorfni funkce.

7.2.3 Véta (O komplexni derivaci a zachovani uhla)
JestliZe funkce f definovand v okoli bodu zy = ¢ + iy € C ma v bod€ z; nenulovou derivaci

f'(z0), pak se kiivka prochézejici bodem z, ve sméru «v zobrazi pomoci f do kiivky prochazejici
bodem f(zg) ve sméru f'(zg)a. Tedy se zachovavaji thly kiivek prochéazejici bodem 2.

7.2.4 Definice (Holomorfni funkce)

Rekneme, Ze funkce f : M — C je holomorfni na mnoZin& M C C kdyZ ma f na mnoZziné M
derivaci.

Zpravidla mame funkci holomorfni na
oteviené mnoziné. Ukaze se, Ze funkce
holomorfni jsou velmi hezké, lokalné
jsou rovny mocninné fadé, maji vlastnost
pruméru, . ..
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exponenciala

AAAAT AAA A}
>
>
>
O

—>> 0
>
>
>

\/

komplexni rovnina komplexni rovnina

Obrazek 7.2.3: Exponencidla ptevadi vodorovné piimky do pékného véjite (s nekonecnéndsob-
nym prekrytim). Pfimky svislé zase do kruZnic (s nekone¢nym otd¢enim).

7.3 Komplexni krivkovy integral

7.3.1 Definice (Krivky, cesty, cykly)

K¥ivka je zobrazeni ¢ : [a,b] — C, o(t) = p1(t) + ipa(t), kde 1 a @y jsou redlné funkce se
spojitymi derivacemi. Spojitym napojovanim kiivek vznikne cesta (,,po ¢astech hladkd kiivka“).
Cesta je uzaviena, pokud se koncovy bod posledni kiivky rovna pocatecnimu bodu prvni
kiivky. Konec¢né sjednoceni cest se nazyva cykl.

7.3.2 Definice (Oblast a kirivkova souvislost)

Mnozina U C C se nazyva krivkové souvisla, pokud pro kazdé dva body U existuje cesta v U
cesta spojujici tyto body.
Oteviena kiivkove souvisla mnozina U C C se nazyva oblast.

Mnozina U C S se nazyva jednodusSe souvisla, pokud jeji doplnék je souvisly.

To pfiblizné znamend, Ze mnoZina U

"nema diry".

7.3.3 Definice (Komplexni krivkovy integral)

Necht' f je spojita na oteviené mnoziné U C C a ¢ : [a,b] — U je kiivka. Definujeme
(komplexni) krivkovy integral z f podél

[Of(z) dz = /abf(sf)(t))so/(t) dt

Zde se integruje komplexni funkce ,,po slozkach*.
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POZOR !!!
Integrél z jednic¢ky pres kruZnici je nula
"

Pfipomina to trochu vektorovou integraci

Podobny ingegral pies cesty se pocita jako soucet prislusnych integralii pres kiivky, které tvori
danou cestu. Podobné pres cykl.

...a u kfivek, cest a cykli integral ne-

zalezi na ,parametrizaci““!!! (Pokud je
kladna.)

7.3.4 Definice (Komplexni primitivni funkce)

Necht' U C C je oteviend a ¢’ = f na U. Pak fikame, Ze funkce ¢ je (komplexni) primitivni
funkce k funkce f na U.

7.3.5 Véta (Komplexni zakon zachovani)

Necht’ na oblasti U ma funkce f derivaci f’. Pak plati
[ £ dz= 16) - 1(@)
©

pro libovolnou ktivku ¢ jdouci z bodu o do bodu S.
Diikaz:

[£@rds= [ rempd= [ 500 di= ew) - few.

Zatim se ndm dafi. Podoba se to docela
redlnému piipadu. Budeme se dile zaby-
vat obrdcenim této véty v tom smyslu,
zda se takovym kiivkovym integrdlem da
pocitat primitivni funkce. To by zfejmé
integrdl pres uzavienou kiivku mél byt
nula. Pro celou komplexni analyzu je za-
kladnim nésledujici ptiklad.
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7.3.6 Cesta kolem polu

Komplexni integral z funkce 1/z ptes jednotkovou kruZznici (p(t) = €, t € [0,27]) je roven
2mi. Opravdu
1 T .
—dz = —ie" dt =27 .
0 ? o €

Jednotkovd kruZnice obchdzi ,,p6l* funkce 1/z umistény v pocatku. Kdyby ta kfivka $la kolem
pocatku dvakrat, byl by vysledek dvojndsobny. Pokud by $la v protisméru, mél by vysledek
opacné znaménko. Je to jako chiize po toCitém schodisti.

POZOR!!!

Tuto vlastnost md v podstaté pouze
"zla"funkce 1/z, popfipadé sectend s ji-
nymi "hodnymi"funkcemi.

Obrazek 7.3.6: Pro zemékouli je p6l na jihu a na severu. Pro obecnou funkci mtize byt kdekoliv.

Budeme zkoumat, kdy je interdl z holomorfni funkce pfes uzavienou cestu nulovy, kdy kifivkovy
integrdl z holomorfni funkce zavisi pouze na pocitecnim a koncovém bod¢ (nezdvisi na volbé
cesty). Toto souvisi s tim, zda méa holomorfni funkce primitivni funkci. Jeji sestaveni pomoci
kfivkového integralu dané funkce neni problém (podle komplexniho zdkona zachovani), pokud
ovSem je toto sestaveni korektni . ..

Je to pordd ten samy problém, pohybu-

jeme se v kruhu ;-)

7.3.7 Véta (Primitivni funkce a integrace)

Necht’ je funkce f spojitd na oteviené mnoZiné U. Pak jsou ndsledujici podminky ekvivalentni
(i) f ma na U primitivni funkci.

(ii) Integrdl z f nezéavisi v U na draze.
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(iii) Integrdl z f pfes uzavienou cestu je nulovy.

Pokud mnoZzina nemd "diry", primitivni

funkce nakonec bude existovat. To se
brzy ukdze.

7.3.8 Véta (Integrace okolo trojihelniku)

Necht’ je funkce f holomorfni na otevifené mnoZiné U a cesta ¢ popisuje obvod trojihelniku

T CU.Pak
/f(z)dZ:O.
©

Takovy integrdl je vzdycky nulovy, je-
dind vyjimka je ta funkce 1/z pfi obcha-
zeni poc¢éatku. Mimojiné se zde potvrzuje,
Ze trojihelnik nema diru ;-)

Dukaz: Necht’
=K>0.

A £(2) d

Odvodime spor. Oznaéme L obvod trojuhelniku 7. Rozdélime trojihelnik 7" strednimi prickami
na Ctyfi trojihelniky. Alespor pres obvod jednoho je analogicky integral roven alespon K /4.

Obrazek 7.3.8: Integraci pfes obvod trojuhelniku nahradime integraci pfes obvody mensich
trojihelnikd. Useky, které jdeme sem i tam se rusi.

Tak postupujeme indukei a sestavime zmenSujici se posloupnost trojihelnikii. Jeji prinik je
jeden bod, oznacime jej zo. V bod€ z, pouZijeme existenci derivace a vyjadiime funkci f ve
tvaru

f(2) = f(20) + (2 — 20) f'(20) + (2 — 20)e(2) -

Prvni dva scitanci na pravé strané jsou funkce majici primitivni funkci, tedy se integrace z
funkce f(z) pfes uzavienou kiivku redukuje na integraci funkce (z — zp)e(z).
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V n-tém kroku pfi integraci pfes obvod ¢,, trojihelniku 7;, vybraného v n-tém kroku odhadu-
jeme
2
< —sup le(2)] -
z€Th,

K
<

S /%(z — 20)e(2) dz

Po ndsobeni 4" plyne diky derivaci v bod¢ zj z

<

f(2)dz

K < L?sup|e(z)] — 0, n— o0
ZeTn

spor. B

Tak jsme si zase néco dokdzali. Stdlo to

za to, ta véta je poklad :-)

Pokud oslabime ptedpoklady tak, Ze je funkce f spojitd v U a holomorfni v U \ {wy}, plati
tvrzeni véty stejné.

Okolo bodu wy udéldme malinky troj-
uhelni¢ek 7, s nepatrnym integrdlem a
zbytek rozd€lime opét na trojihelniky s
nulovym integrédlem .. ..

7.3.9 Véta (Existence primitivni funkce na kruhu)

K funkci f holomorfni na jednotkovém kruhu existuje na jednotkovém kruhu primitivni funkce.
Dukaz: Definujeme primitivni funkci v bodé€ z integrdlem

/%f(w) duw |

kde kiivka ¢, je useCka z pocatku do bodu z. S pouzitim véty o integraci okolo trojihelniku jde
dokazat, Ze jsme sestrojili primitivni funkci. ll

Podobné se sestroji primitivni funkce na

<13

,.hveézdicovité mnoziné.

7.3.10 Index bodu ke krivce

P1i vypoctu integralu

1
/—dz
02

pro kiivku ¢ neprochéazejici poc¢atkem miZeme kiivku ¢ lokdlné€ nahrazovat ¢astmi jednotkové
kruznice diky predchozi vété. Celkem muizeme pretvorit kiivku ¢ na cestu prochazejici pouze
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jednotkovou kruznici. Takto integraci prevedeme na zndmy integral pres jednotkovou kruZnici,

ktery je roven 27i. Tedy vidime, Ze vysledek bude roven n-krat 27¢, kde n udava pocet ,,obéhi*

ktivky ¢ okolo pocatku (proti sméru hodinovych rucicek).

Obecné pocitame tento pocet obéhtli kfivky (cesty, cyklu) ¢ okolo daného bodu z; jako integral
1 1

2mi ), 2 — 2o

dz

a tomuto Cislu fikdme index bodu z, ke kfivce ¢, zna¢ime ind(zo, ¢).

Index je spojitd, celoCiselna a uzite¢na funkce. Index vzroste o jednicku, pokud preskocime pres
kiivku ,,zprava doleva“.

(J.Maiik )

ok

Obrazek 7.3.10: Index bodu ke kfivce - zprava doleva pficteme jednicku.

7.4 Zakladni vlastnosti holomorfnich funkci

7.4.1 Véta (Integralni vyjadreni holomorfni funkce)

K funkci f holomorfni na dvojkovém kruhu U plati na jednotkovém kruhu D rovnost

1
f(z):%/gD%dw, 2] < 1.

( A.L.Cauchy ~ 1930)

Dukaz: Funkce ' definovand pro pevné z € D na U predpisem

f(w) = f(2)

w—z

F(z) = f'(z), F(w) =

je spojitd v U a holomorfni v U \ {z}. Pouzijeme pro ni vétu o integraci okolo trojihelniku a
dostaneme

0:[DF(w)dw - [Dde - /@%dw—ﬂz)md(w).

w—z

Podobny vysledek dostaneme i pro jiné

mnoziny a kiivky. Toto tvrzeni m4 Siroké
pouZiti.
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7.4.2 Véta (Omezena cela funkce je konstantni)
Holomorfni omezena funkce na C je konstantni.

( J.Liouville ~ 1840 )

Diikaz: PouZijeme integrélni vyjadieni holomorfni funkce a odhadneme f(a) — f(b) jako inte-
grdl pfes kruh o poloméru R. Pfi R — oo dostaneme f(a) = f(b). R

Funkce holomorfni na C se nazyva cela.

7.4.3 Véta (Zakladni véta algebry)

Polynom kladného stupné ma v C koren.

Diikaz: Jinak by funkce 1/P(z) byla holomorfni a omezen4, tedy podle pfedchozi véty kon-
stantni. W

7.4.4 Véta (Princip maxima modulu)

Funkce holomorfni f na dvojkovém kruhu U nabyva na jednotkovém kruhu D maxima abso-
lutni hodnoty na jednotkové kruZnici.

Dukaz: PouZijeme integralni vyjadieni holomorfni funkce " a odhadneme

L/de < B
271 oW —2Z R—=z

F(2)] < M:/R}EZ M. n—oo.

kde M je odhad | f| na jednotkové kruznici. B

/() =

tedy

Tvrzeni plati v obecnéjsi podobé. Za nim

stoji dulezitd ,,vlastnost priméru‘ u ho-
lomorfnich funkci.

7.4.5 Véta (Zapis holomorfni funkce mocninnou radou)

Necht’ funkce f je holomorfni na dvojkovém kruhu U. Pak pro |z| < 1 plati rovnost

—+00

1 [ f(w)
= - d = n n y
/) QWiLw—z v Zcz
n=0
kde koeficienty c,, u mocninné fady jdou uréeny vztahem
"= —Eﬁz dw
o W

a kiivka ¢ je kladné orientovana jednotkovd kruznice.
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Intelektudlni  pochopeni  nepomdha

uceni: inteligence je zde na prekazku.
(Gattegno)

Diikaz: Jde o rozvoj

“+oo
1 Z"
n=0

a stejnomérnou konvergenci fady, kterd dovoli prohodit fadu a integral. B

Takto lze rozvést v mocninnou radu
kazda holomorfni funkce na kazdém
kruhu, na kterém je holomorfni. Kon-
vergence piisluSné mocninné fady je lo-
kdlné stejnomérnd, fady konverguji az
k hranici ,,mnoZiny holomorfnosti za-
dané funkce.

Podobné rozvedeme funkci holomorfni na oteviené mnoziné U obsahujici mezikruzi r < |z| <
R

_ L[ fw) L[S N e
f(z)—%/%w_zdw—— dw = chz,

271 o W—Z
T n=—oo

fada zde vystupujici se nazyva zobecnéna mocninna rada a konverguje na r < |z| < R.
(P.A.Laurent 1843 )
Pro takové fady zavadime nésledujici pojmy
= O funkci, kterd md v takovém zdpise nenulové pouze koeficienty u kladnych mocnin
fikame, Ze md v po¢atku nulovy bod (pfislusné ndsobnosti). Napiiklad funkce 2% — 2% ma
v pocatku nulovy bod nasobnosti 2.
& O funkci holomorfni na prstencovém okoli poc¢étku, kterd ma v takovém zdpise pouze
kone¢né mnoho nenulovych koeficientii u zapornych mocnin fikime, Ze ma v pocatku
pol (piislusné nasobnosti). Napiiklad funkce 1/2% + 1/z md v po&dtku pSl ndsobnosti 3.
= O funkci holomorfni na prstencovém okoli poc¢atku, kterd mé v takovém zapise nekonecné
mnoho nenulovych koeficientl u zdpornych mocnin fikdme, Ze ma v poc¢atku podstatnou

singularitu. Napiiklad funkce exp(1/z) md v poCétku podstatnou singularitu.

= Pro funkci f holomorfni na prstencovém okoli pocatku se koeficient u 1/z nazyva rezi-
duum a oznacuje rez (f, 0). Napiiklad funkce rez (1/z,0) = 1.

Podobné se tyto pojmy pouZivaji pro rozvoje v okoli libovolného bodu.
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7.4.6 Véta (O podstatné singularité€)

Funkce, kterd ma v pocatku podstatnou singularitu, zobrazuje kazdé prstencové okoli pocatku
na celou komplexni rovinu s moznou vyjimkou jednoho bodu. Napiiklad exp(1/z) mine poca-
tek.

( C.E.Picard 1879)

Kdyby lidé védéli, kolik prace mi dalo
osvojit si své mistrovstvi, nezdalo by se
jim to nijak nddherné.

(Michelangelo Buonarroti ~ 1520)

Obrézek 7.4.6: V matematice i jinde. K velikému dilu je tfeba veliké usili.

Je to dfina, ale ta sldva potom ...

7.4.7 Véta (Derivace a integrace mocninnych rad)

Rady tvaru

—+00
g 2"

n=—oo
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1ze derivovat €len po ¢lenu. Primitivni funkci 1ze pocitat také clen po Clenu, pokud chybi ¢len s
1/z.

7.4.8 Véta (Reziduova véta)

Necht’ je funkce f holomorfni v dvojkovém kruhu az na kone¢né mnoho bodt uvnitf jednotko-
vého kruhu, ve kterych ma p6ly. Pak plati

/f(z) dz = 27m'Zrez(f(z),0),

kde ¢ je kladné orientovana jednotkovd kruznice a kde se sCitd pfes body z, ve kterych jsou
poly (konecny soucet).

Prosté tu funkci vyjadiime fadou, tu inte-
grujeme Clen po ¢lenu a pouze integrace
funkei 1/z da zrovna ta rezidua.

7.4.9 Priklad na reziduovou vétu

Redlny integrél aproximujeme komplexnim kiivkovym integridlem

+o0 1 +R 1 1
/ dr = lim dr = / dz ,
oo 14 2? Rotoo [_p 1+ 22 o 1+ 22

o0

kde p1(t) = t,t € [—-R, R]|. Odhadneme pomocny kiivkovy integral pfes polokruznici

1
lim ;dz =0,
R—+00 S021%—2

kde @o(t) = Re™, t € [0, 7]. PouZijeme reziduovou vétu

1 , 1
[01+Z2 dz = ZWzrez(m,O) =7,

kde ¢ vznikne napojenim ¢, a 9. Vysledek je

o0 1
/ dr = 7.
oo L+ 22

To samé spocitd funkce arctg.
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7.4.10 Véta (Stejnomérna limita holomorfnich funkci)

Stejnomérné konvergentni posloupnost holomorfnich funkci na oteviené mnoZziné€ konverguje k
holomorfni funkci.

( K.Weierstrass ~ 1869 )

Diuikaz: Jde o limitni pfechod v integrdlnim vyjadieni holomorfnich funkci pomoci kiivkového
integralu. W

7.4.11 Aproximace racionalnimi funkcemi

Necht' K je kompaktni podmnoZina komplexni roviny C. Zvolme mnoZinu {2 C C disjuntni s
K tak, aby €2 protnula kazdou komponentu C \ K. Je-li funkce f holomorfni na okoli mnoziny
K, pak ke kazdému ¢ > 0 existuje raciondlni funkce ¢ s pdly v Q2 tak, Ze | f — g| < e na K.

( C.Runge 1885)

Prosté se to udéld tak, aby v kazdé té dife

byla né&jaky pol, ktery akordt odpovidd
chovéni zadané funkce.

7.4.12 Aproximace polynomy

Necht' K je kompaktni podmnoZina komplexni roviny C. Je-li funkce f holomorfni na K, pak
ke kazdému £ > 0 existuje polynom p(z, y) dvou proménnych tak, ze |f(z) — g(z, Z)| < € pro
vSechna z € K.

7.4.13 Véta (O jednoznacnosti holomorfnich funkci)

Je-li funkce f holomorfni na jednotkovém kruhu a mnoZina nulovych bodu funkce f ma hro-
madny bod v pocatku, pak je funkce f nulova na jednotkovém kruhu.

To je pro holomorfni funkce typické.
Jsou (jejich aproximacéni fady) urCeny
jednoznacné v okoli jednoho bodu. Kdyz
je zndme na R, zndme je v C.

Dikaz: MnoZina hromadnych bodi nulovych boda funkce f je neprdzdna (diky predpokla-
dim), uzaviena (diky spojitosti funkce) i oteviend (diky rozvoji v mocninnou fadu) v jednotko-
vém kruhu. B
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7.4.14 Véta (O otevireném zobrazeni)

Je-li funkce f holomorfni na jednotkovém kruhu a derivace v pocatku je nenulova, pak existuje
okoli U pocatku, na kterém je funkce f prostd, mnozina V' = f(U) je oteviend a prislu§nd
inverzni funkce je holomorfni na V.

Holomorfni funkce lokdlné bijektivné

transformuje C.

Diikaz: Holomorfn{ funkce f(z) = f(z + iy) = fi(x,y) + if2(x,y) jde reprezentovat jako
reguldrni zobrazeni F' : R? — R? pfedpisem F(x,y) = (fi(z,y), f2(z,y)). A

7.4.15 Véta (O jezirkach bez ostruvku)

Necht' U je oteviend souvisla mnozina v C, jejiz doplnék v rozsitené komplexni roviné S je
také souvisly (jezirko bez ostriivku). Pak existuje prosté holomorfni zobrazeni U na otevieny
jednotkovy kruh.

( B.Riemann ~ 1850 )

Prosté neni problém kvadratura kruhu a

naopak :-)

Diikaz: Necht' 0 € U. Alespoii jednu prostou holomorfn{ funkci f z U do jednotkového kruhu
najdeme. Pak zkusime najit maximalni z hlediska f’(0). Tato existuje a zobrazuje na jednotkovy
kruh. H

Prostou holomorfni funkci budeme nazyvat konformni. Ma vZdy nenulovou derivaci, proto
zachovava uhly. Hodi se k transformacim lokdlnich pravouhlych soufadnic na mnoZiné, pie-
vadi rovinné proudéni tekutiny v zadané oblasti na proudéni v jednotkovém kruhu (nebo vné)
napiiklad v hydromechanice, pfi proudéni vzduchu, ...

Napiiklad funkce z? zobrazuje kvadrant
na polorovinu. Pokud zndme proudéni
vody v polorovin€, po odmocnéni dosta-
neme proudéni v ,rohu* prvniho kvad-
rantu.

7.4.16 Véta (O membranach)
Redlna ¢4st 1 imaginérni ¢ast holomorfni funkce spliiuje rovnici

’u  J%*u

@—Fa—yzzo.
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Diikaz: Plati diky holomorfnim podminkdm a hladkosti holomorfnich funkci. l

Rovnici ve vété se fika rovnice membrany a funkce, které ji vyhovuji se nazyvaji harmonické.

Miizeme se na n¢ divat jako na funkce
popisujici pruzné membrany, protoze
rovnice membriny nedovoli , kopecek .
Pokud totiz je funkce ve sméru osy =z
konvexni (a ma druhou derivaci klad-
nou), musi byt ve sméru osy y konkdvni
(a mit druhou derivaci zdpornou). Tim
ziskame ,,sedlo*, nikdy ,.kopecek*.

Obréazek 7.4.16: Prohnuti v jednom sméru se musi u membriny projevit prohnutim ve druhém
sméru. Je tam sedlovy bod.

7.5 Analytické funkce

7.5.1 Viceznacné funkce

Vidéli jsme, Ze je holomorfni funkci mozno lokdlné rozvést v mocninnou fadu konvergujici
vZdy na néjakém kruhu konvergence. Takovéto kruhy konvergence se mohou prekryvat a po-
stupné vypliovat defini¢ni obor funkce.

Provedeme to na piikladu primitivni funkce k funkci f(z) = 1/z. Lokdlné 1ze funkci f rozvést
v mocninnou fadu v okoli bodu 1. Tam najdeme lokdlné primitivni funkci k f, kterou nazveme
F (zvolime F'(1) = 0). Vezmeme si libovolnou kfivku v roviné vychdzejici z bodu 1 nepro-
chézejici poc¢atkem. Podél této kiivky jde funkci f i jeji primitivni funkci F' lokdlné navazovat
pomoci kruhii konvergence piislusnych mocninnych fad.

Co dostaneme, pokud budeme prodluzovat F' podél jednotkové kruznice, miZeme spocitat jako
primitivni funkci pomoci kiivkového integralu z bodu 1 do bodu 1

1 27 1 )
/—dz:/ —.tie’tdt:27ri,
0 o €

coZ neni hodnota F' v bodé 1. Po jednom obé&hu pocdtku jsme ziskali pro primitivni funkci F’
hodnotu 27¢. Takto jde pokracovat a vidime, Ze dostaneme vlastné nekonec¢né mnoho ,,hodnot*
pro primitivni funkci v bodé 1.



166 KAPITOLA 7. FUNKCE KOMPLEXNI PROMENNE

Mily komplexni logaritmus je primitivn{
funkce k 1/z.

Dalsi zptsob ziskani ,,vicezna¢nych funkci* je rozsiteni pojmu ,,inverzni zobrazeni*. Takto jde
snadno ziskat fada ,,vicezna¢nych funkci®.

Mily komplexni logaritmus je inverzni
funkce k exponenciéle.

Obrazek 7.5.1: Redlnd a imagindrni ¢ast logaritmu je jednou z nejkrasnéjsich partii komplexni
analyzy.

7.5.2 Analyticky element a analyticka funkce

Holomorfni funkci na otevieném kruhu budeme nazyvat analyticky element, tedy se jedna o
dvojici (funkce, kruh). Analyticky element D, je analytické pokracovani analytického ele-
mentu D1, pokud se jejich funkce rovnaji na neprazdném priiniku jejich kruhd, piseme D> D.
Konec¢na posloupnost analytickych elementi Dy > Do > - - - > D,, se nazyva vétev analytického
elementu D;. Analyticky element spolu se v§emi jeho vétvemi se nazyva analyticka funkce.

Hodnotou analytické funkce v bodé chidpeme mnoZinu vSech hodnot, které v daném bodé€ na-
byvaji analytické elementy pritomné v analytické funkci. Pokud jde v kazdém bodé o jednobo-
dovou mnozinu, fikdme, Ze je analytickd funkce jednoznacna.

Pfi zndzornéni analytickych funkci jde o zndzornéni konecnych posloupnosti holomorfnich
funkci. Opét pouzijeme bud’ transformace komplexni roviny nebo zndzornéni redlné a ima-
ginarni slozky jako dvé plochy.
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Obrazek 7.5.2: Analytické elementy si vynucuji lokdlni chovéni funkce. Tady si redlnd ¢ést
treti komplexni odmocniny vynucuje analytickou funkci se tfemi ,,plochami®.

7.5.3 Analytické funkce - funkce na plose

Holomorfni funkce jsou definované na podmnozinidch komplexni roviny. Analytickou funkci
muzZeme chapat jako funkci definovanou na jakési plose ,,startujici* z komplexni roviny. Tak
vznikne v nékterych pfipadech velmi komplikovand plocha, kterd zachycuje analytickou funkci.
Abychom si podrzeli informaci o ,,znacnosti““ analytické funkce, je zvykem defini¢ni plochu
slepit v t€ch mistech, kde jsou na jejich analytickych elementech identické hodnoty. Takto vy-
tvofend plocha se nazyva vicezna¢na plocha analytické funkce. Tak si napfiklad druha odmoc-
nina zachova svoji maximalni ,,dvojznacnost*. Vicezna¢nd plocha se nékdy ,nevejde* do R?

bez "kfiZeni, které vlastné nesmi existovat. Jde pouze o to, Ze viceznacnd plocha nékdy nejde
vnofit do prostoru.

( B.Riemann ~ 1850 )

7.5.4 Véta (Jednoznacnost analytické funkce na kruhu)

Analytickd funkce v jednodusSe souvislé oblasti je jednoznacnd.

Dukaz: Jde o kiivkovy integrdl a primitivni funkci. ll
Véta se téZ nazyva véta o monodromii.

Myslim, Ze nejlepsi je znét pro vSechno
vysvétleni - pro¢ to vznikd, proC to po-
miji, proc to je.

( Sokratés ~ -410 )
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Obrazek 7.5.2: Analytické elementy si vynucuji lokalni chovani funkce. Tady si redlna ¢ést
funkce arkustangens vynucuje analytickou funkci se nekone¢né mnoha ,,plochami®.



Kapitola 8

Funkce vice komplexnich proménnych

plexni svét.

8.1 Zakladni vlastnosti

8.1.1 Definice

Funkce f(z1,...,2,) : C" — C se nazyva holomorfni funkce, pokud je holomorfni v kazdé
slozce zv14st'. Mnozinu funkci holomorfnich v mnoziné D C C™ budeme znacit O(D).

8.1.2 Oblast holomorfnosti

Neni pravda, Ze

= Funkce z — 1/z je holomorfni mimo pocitek.

= Existuje funkce holomorfni az na pocatek.

A to je pravda ;-)

8.1.3 Polydisk

Soucin jednotkovych kouli v C nazveme polydisk v C" a budeme znacit pro a = (a4, ..., a,) €
Crar=(ry,...,r,) €R”
P(a,r) = HB(Gj,Tj) .

J=1

Pro funkci f holomorfni na P( ) a spojitou na P(a,r) plati
Cl? s >Cn)

¢y ... ¢,

I Cl—Zl C —Zn) S ¢

n



170 KAPITOLA 8. FUNKCE VICE KOMPLEXNICH PROMENNYCH

kruh v roviné .——>4 polydisk

kruh v roviné

Obrézek 8.1.3: Soucin kruht je ve skute¢nosti (v R*) trochu jako mi¢ na ragby.

proz € P(a,r)al'; ={ €C : |(j—aj| =r;},1 <j<n.

8.1.4 Rozsirovani holomorfnich funkeci

Necht' D je omezend oblast v C", n > 2 a K necht’ je kompaktni podmnoZina D takov4, Ze
D C K je souvisla. Pak kazda funkce holomorfni v D \ K 1ze holomorfné rozsifit na D.

( FHartogs ~ 1930 )

8.1.5 Zobrazeni polydisku na kouli

Pro n > 2 neexistuje holomorfni bijekce polydisku na kouli, které ma holomorfni inverzi.

( H.J.Poincaré ~ 1910 )

No, neni pochyb, Ze tu jsou pékné vy-

sledky. A jsou k tomu i redlné aplikace

)




Kapitola 9

Obecné prostory

rochu snéni nikomu neuskodi. Zkusime si zrusit v redlném svété nékteré (nepod-
statné?) vlastnosti. Sestrojime nové svéty, kde plati pouze nékteré z obycejnych vlastnosti oby-
¢ejného prostoru.

V podstaté si kromé hrani zkusime, z kte-
rych vlastnosti plynou které vlastnosti.
To neni podstatné. DilezZité je, Ze se né-
které véci budou dokazovat pouze jed-
nou v jisté obecné situaci, kterouZto véc
pak v pohodé pouzijeme kdekoliv to pu-
jde. Cas jsou penize.

9.1 Topologické prostory

Topologie je kouzelnd partie matematiky
a nabizi fadu péknych témat. Za zminku
stoji problém barveni, uzlovani, souvis-
lost, zkoumani kiivek, ploch a téles, di-
menze prostoru, ...

9.1.1 Definice (Topologicky prostor)

Soubor 7 podmnoZin mnoZiny 7' nazveme topologie na mnoZiné 7' pokud
(i) 7 obsahuje prazdnou mnoZinu a 7',
(ii) kone¢ny prunik prvkl 7 je opét prvkem T,

(iii) libovolné sjednoceni prvkl 7 je opét prvkem 7.

171
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Prvky souboru 7 nazyvame otevirené mnoziny. Mnozinu 7' s topologii 7 nazyvame topologicky
prostor, nékdy zapisujeme jako dvojici (7, 7).

(A.Einstein ~ 1950)

Zakladnimi pfiklady topologickych prostort jsou redlnd osa nebo rovina, kde za topologii po-
kladame systém vSech otevienych mnozin (vytvorené pomoci okoli ... ).

Topologické prostory jsou kouzelné
svéty, kde se jejich lokdlni struktura (to-
pologie) ur¢i podle naSich pfani a pak
tyto prostory Ziji svij Zivot pro nasi ra-
dost :-)

9.1.2 Zakladni pojmy

Mnozina A C T se nazyva uzaviena, pokud jeji doplnék 7" \ A je oteviend mnoZina. Pri-
nik systému vSech uzavienych mnoZin obsahujicich mnozinu A se nazyva uzavér mnozZiny A,
zna¢ime A. Sjednoceni systému viech otevienych mnoZin obsaZenych v mnoZiné A se nazyva
vnitfek mnoZiny A, znacime int A. Kazdou mnozZinu obsahujici ve svém vnitiku dany bod ¢
nazyvame okoli bodu ¢. MnoZina bodd, které maji v kazdém svém okoli bod mnoziny A i bod
jejiho dopliiku se nazyva hranice mnoziny A a znaci 0A.

Kde kdysi byly hranice védy, tam je ted’

jeji stied.
(G.Ch.Lichtenberg ~ 1770)

Mnozina bodi A C T se nazyva husta v 7', pokud jeji uzavér je roven 7'. Prostor 7" se nazyva
seperabilni, pokud ma spocetnou hustou podmnoZzinu. Mnozina 3 podmnoZzin prostoru 7" se
nazyva baze, pokud je kazda oteviend mnoZina sjednocenim néekterych prvka f.

Vyhodou zavedeni topologického pro-
storu je to, Ze nepotiebujeme zavadét
vzdélenost, sta¢i ndm pouze informace o
okolich bodt. Z téchto okoli se sjednoce-
nim vytvori libovolné oteviené mnoziny
v topologickém prostoru.
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9.1.3 Definice (Zobecnéna posloupnost)

Necht’ je (I', <) Caste¢né uspofddand mnoZina. Pokud ke kazdé dvojici 71,7, € I existuje
3 € S spliiujici v1 < y3 a2 < 73, fikdme (I', <) usmérnéna mnozina. Libovolné zobrazeni z
néjaké usmérnéné mnoziny do mnoziny 7' nazyvame zobecnéna posloupnost v 7. Je-li (T, <)
¢astecné usporfddand mnozina a ¢ : I' — T zobecnénd posloupnost piSeme ¢, misto () a
{ty}yer mistot : I' — T..

Jde o to, Ze na rozdil od obycejné po-
sloupnosti pracujeme misto s pfiroze-
nymi indexy s indexy v usmérnéné mno-
Ziné.

Zobecnénd posloupnost {v, } xca se nazve zobecnéna podposloupnost zobecnéné posloupnosti
{t,}yer v T, pokud existuje funkce ¢ : A — I' takovd, Ze

(i) vy =ty (jde o vybrani nékterych prvki z plivodnich),

(ii) ¢ je rostouct, t.j. Ay < Ao = (A1) < ¢(\y) (usporadani nemusi byt stejné, ale plati
tato "monotonie"),

(iii) ke kazdému v € T existuje A € A tak, Ze v < ¢(\) (dosdhne se libovolné daleko).

Nékdy totiz v topologickém prostoru ne-
sta¢i posloupnosti obycejné, napriklad
dostat se k hrani¢nimu bodu pomoci po-
sloupnosti nemusi vzdy jit ... (opravdu?)

9.1.4 Definice (Konvergence)

(Zobecnénd) posloupnost {t.} prvki topologického konverguje k prvku ¢, pokud pro kazdou
otevienou mnozinu U existuje index 7y, od kterého jsou prvky posloupnosti v U, tedy t, € U
pro kazdé v > .

PiSeme

lim¢, =t, nebo t, —t, yeTI.

9.1.5 Filtrovani

K zachyceni konvergence v topologickém prostoru jsme pouZili zobecnéné posloupnosti, na-
hrazuji zndmé posloupnosti redlnych ¢isel. Jind moZnost je pracovat se vhodnou sestavou ne-
prazdnych mnozZin, kterd obsahuje prinik kazdych dvou svych mnozin a s kazdou mnozinou
obsahuje vSechny jeji nadmnoZiny, takové soustavé fikame filtr.



174 KAPITOLA 9. OBECNE PROSTORY

Nyni jde zkoumat konvergence v topo-
logickych prostorech pomoci filtrii po-
dobné jako pomoci zobecnénych po-
sloupnosti. ZaleZzi na volbé. Jak jsme v
usmérnéné posloupnosti daleko, tak jsme
ve filtru hluboko uvnitf.

9.1.6 Definice (Spojitost)

Zobrazeni mezi topologickymi prostory (77, 7) a (T3, 72) se nazyva spojité, pokud vzor kazdé
oteviené mnoziny v 75 je oteviend mnoZina v 77.

9.1.7 Véta (Charakterizace spojitosti)
Zobrazeni f mezi topologickymi prostory (77, 71) a (Ts, 72) je spojité pravé tehdy, kdyz

ot = f(t) = (D).

Spojitost se poznd pomoci zobecnénych

posloupnosti.

9.1.8 Definice (Oddélovaci axiomy)

Topologicky prostor 7' se nazyva

= oddéleny, pokud maji kazdé dva rtizné body disjunktni okoli (jdou otevien¢ oddélit),

( Hausdorff ~ 1930 )

Takové prostory jsou Sikovné, pokud toto

neplati, jsou zde jakési ,,slepené‘ body a
je to nepiijemnost :-(

= regularni, pokud jde oteviené oddélit kazdy bod a uzaviend mnoZzina,

= uplné regularni, pokud pro kazdy bod ¢ a uzavienou mnozinu F' existuje spojita funkce
fnaTtak,7e f(t) =0af=1nalF,

= normalni, pokud jde oteviené oddélit kazdé dvé disjunkni uzaviené mnoZiny.
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9.1.9 Definice (Kompaktni topologicky prostor)

Topologicky prostor 7" se nazyva kompaktni, pokud ma kazdé pokryti prostoru 7" otevienymi
mnozinami kone¢né podpokryti.

Podobné mluvime i o kompaktnich mnoZinach (nebo struéné o kompaktech) v topologickém
prostoru.

Jde o topologickou verzi pojmu
,Luzaviend a omezend podmnoZina
redlné osy“. Podle plaZového lemmatu
o slunecnicich je jednotkovy interval
kompaktni.

Topologicky prostor se nazyva sekvencialné kompaktni, pokud z kazdé posloupnosti lze vy-
brat konvergentni podposloupnost. Topologicky prostor 7' se nazyva spocetné kompaktni, po-
kud ma kazdé spocetné pokryti prostoru 7' otevienymi mnozinami kone¢né podpokryti.

Topologicky prostor se nazyva lokalné kompaktni, pokud ma kazdy bod kompaktni okoli.
Topologicky prostor se nazyva o-kompaktni, pokud je spocetnym sjednocenim svych kom-
paktnich podmnoZin.

9.1.10 Véta (Charakterizace kompaktnosti)

Topologicky prostor 1" je kompaktni pravé kdyz kazd4 zobecnénd posloupnost v 7' mé zobec-
nénou podposloupnost konvergujici v 7.

9.1.11 Véta (O pruniku kompakti)

Priinik klesajici posloupnosti neprazdnych kompakti je neprazdny.

( G.Cantor ~ 1910)

Pro uzaviené intervaly je to ddvno znamé

-)

9.1.12 Definice (Kompaktifikace)

Kompaktni topologicky prostor 7 se nazyva kompaktifikace prostoru 7', pokud je 7" hustd
podmnozina 7.

Necht topologicky prostor 7" je nekompaktni oddéleny lokdlné kompaktni prostor. Vytvoiime
prostor pfiddnim nového prvku oo a na prostoru T,,, = T'U {0} definujeme topologii tak, Ze k
otevienym mnoZindm 7' pfidame jesté dopliiky v 7, kompaktnich mnozin v T'. Prostor 7, se
nazyva jednobodova kompaktifikace 7'.
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Jednobodovou  kompaktifikaci kom-
plexni roviny C dostaneme rozsifenou
komplexni rovinu S. Jednobodovou
kompaktifikaci redlné osy R dostaneme
kruznici :-)

Jednobodovd kompaktifikace je nejmensi moZnou kompaktifikaci. Nejvétsi moznou kompakti-
fikaci prostoru 7" je spojita kompaktifikace 57 s vlastnosti, Ze kazdé spojité zobrazeni z T jde
rozsifit na spojité zobrazeni z 37

( Stone, Cech )

9.1.13 Definice (Souvisly topologicky prostor)

Topologicky prostor T se nazyva souvisly prostor, pokud jsou () a T" jediné dvé zarovei ote-
viené a uzaviené mnoziny v 7.

Jde o vlastnost ,,byt v jednom kuse*.

Spojity obraz intervalu [0, 1] se nazyva oblouk. Topologicky prostor 7" se nazyva obloukoveé
souvisly, pokud jsou kazdé dva body 1" spojeny v T" obloukem. 7T'.

Podobné definujeme i pro podmnoziny topologického prostoru.

9.1.14 Definice (Maximalni souvislé mnoziny)

Maximadlni souvisld mnoZina v topologickém prostoru 7' obsahujici dany prvek ¢ se nazyva
komponenta, zna¢ime C}.

9.1.15 Véta (Vlastnosti souvislych mnozin)

Uzévér souvislé mnoziny je souvisly.
Sjednoceni spouvislych mnozin s neprazdnym prinikem je souvislé.
KaZzdéa komponenta je uzaviena.

9.1.16 Véta (Topologicka pozorovani)

= Spojity obraz kompaktu je kompakt.
= Spojity obraz souvislého prostoru je souvisly prostor.

= Spojity zobrazeni kompaktniho prostoru na oddéleny prostor zobrazuje uzaviené mno-
Ziny na uzaviené mnoziny.

= Spojity bijektivni obraz kompaktniho prostoru na oddéleny prostor je homeomorfismus.
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= Kompaktni oddéleny prostor je normdlni.

Jak vidime, kompaktnost a souvislost si

dobfe rozumi se spojitymi zobrazenimi.

i

9.1.17 Definice (Homeomorfni topologické prostory)

Bijekce mezi topologickymi prostory (77,71) a (75, 72) se nazyvd homeomorfismus, pokud
vzory i obrazy otevienych mnoZin jsou oteviené mnoZziny.
O topologickych prostorech (77, 71) a (T3, 72) pak fikdme, Ze jsou homeomorfni.

Z topologického pohledu jsou homeo-
morfni prostory totozné, fika se, Ze jsou
stejné aZ na homeomorfismus.

i

Velmi dilezité je poznat, kdy jsou dva topologické prostory homeomorfni. Budeme postupné
zavadét radu vlastnosti topologii a topologickych prostorti. Homeomorfni prostory takové vlast-
nosti maji zaroven.

Tak mlizeme poznat, kdy nejsou dva pro-
story homeomorfni.

a3

9.1.18 Definice (Slabsi a silnéjsi topologie)

O topologii 7 na mnoziné 7' fikame, Ze je silnéjsi (nebo jemné€jsi) nez topologie ¢ na mnoZiné
T, pokud o C 7, o topologii o pak fikame, Ze je slab$i neZ 7.

Silnéjsi topologie ma vic otevienych

mnoZzin, nejsilngj$i pak vSechny. Nej-
slabsi jen dvé (nebo jednu).

i

9.1.19 Definice (Slaba topologie)

Necht’ je f : X — Y zobrazeni mnoZiny X do topologického prostoru Y. Nejslabsi topologie
na prostoru X, ve které je zobrazeni f spojité, se nazyva slaba topologie generovand zobraze-
nim f. Oteviené mnoZiny ve slabé topologii v X jsou (v podstaté) vzory otevienych mnoZin v
Y.

Podobné pro vice prostori a zobrazeni (Y, f,)-er.
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9.1.20 Definice (Soucin topologickych prostoru)

Necht’ (X,)-er je soubor topologickych prostorti. Definujeme soucin X téchto prostorl jako
mnoZzinu
HXW ={f:T— UXA,, f(v) € X, prokazdé veTI'}.

vyel yel

Uvazujeme pro kazdé ~ projekci prostoru X na jednotlivé slozky X, danou pfedpisem p(7y) =
f (7). Slaba topologie ur¢end souborem vsech téchto projekci se nazyva soucinova topologie.

Napfiklad pokud je X, = R pro kazdé v € I', je X mnoZzina vSech redlnych funkci na I' s
topologii bodové konvergence.

9.1.21 Véta (Soucin kompaktu je kompakt)

Soucin kompaktnich topologickych prostort je kompaktni.

( N.Tichonov 1935)

Jde o tvrzeni ekvivalentni axiomu vybéru.

(J.LKelley 1950 )

Takze si vyber: sou¢in kompakti je kom-

pakt, nebo ne ;-)

9.1.22 Definice (Silna topologie)

Necht’ je f : Y — X zobrazeni topologického prostoru Y do mnoziny X . Nejsilnéjsi topologie
na prostoru X, ve které je zobrazeni f spojité, se nazyva silna topologie generovand zobrazenim
f. Oteviené mnoziny ve slabé topologii v X jsou mnoziny v X s otevienym obrazem v Y.

Podobné pro vice prostort a zobrazeni (Y, f,)-er.

Pokud je zobrazeni f : Y — X na, fikdme silné topologii topologie kvocientu. Napiiklad
zobrazeni f : [0,1] — [0, 1) definované piedpisem f(1) = 0, f(z) = « jindy, vytvoii kvocient
homeomorfni s jednotkovou kruznici.

Tak se ze Ctverecku dd udélat prstynek,

prekiizeny pasek, anuloid nebo kouzelna
lahev :-)

9.1.23 Véta (Oddélovani pomoci funkce a normalita)

Necht’ je X normadlni topologicky prostor, A a B dvé disjunktni uzaviené mnoziny v X. Pak
existuje spojitd funkce f : X — [0,1] tak, Ze f = 1na Aa f = O na B.

( P.S.Urysohn ~ 1923)
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Diikaz: Pomoci normality definujeme posloupnost funkci konvergujici k hledané funkci. l

Vlozili jsme spojitou funkci mezi dvé
,,skokové“ funkce (jaké?). Podobné mu-
Zeme vloZzit spojitou funkce mezi kazdé
dvé polospojité funkce.

9.1.24 Véta (RozSirovani spojité funkce a normalita)

Necht’ je X normélni topologicky prostor, A uzaviend mnozinav X a fy : A — [a, b] spojitd
funkce . Pak existuje spojitd funkce f : X — [a,b] tak, Ze f = fona A.

( H.EETietze, P.S.Urysohn ~ 1923)

9.1.25 Metrizacni véty
Plati

= Necht je X kompaktni oddéleny topologicky prostor se spocetnou bézi. Pak X je metri-
zovatelny.

( P.S.Urysohn ~ 1923)

= Necht’ je X kompaktni oddéleny topologicky prostor a na X existuje spoetnd mnoZina
spojitych redlnych funkci odd€lujici body. Pak X je metrizovatelny.

Téch metrizaénich vét je jako maku. Ri-
kaji, kdy neni topologicky prostor nad-
herny a tajemny, ale je prostinky jako
kostka nebo Zebiik . ..

9.1.26 O kategoriich hustych a ridkych mnozin

Mnozina se nazyva ridka, pokud jeji uzavér nema vnitini body.

Mnozina se nazyva 1. kategorie, pokud je spoc¢etnym sjednocenim fidkych mnoZin.

MnoZina se nazyva 2. kategorie, pokud neni 1. kategorie.

Mnozina se nazyva rezidualni, pokud jeji doplnék je 1. kategorie.

Topologicky prostor se nazyva hutny, pokud prinik kaZzdé posloupnosti hustych otevienych
mnoZin je husty.

(R.L.Baire ~ 1920)
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Napriklad R je hutny.

9.1.27 Véta (O kategoriich)

Necht’ je X kompaktni oddéleny topologicky prostor. Pak spocetny prinik otevienych hustych
podmnoZin je husty.
(R.L.Baire ~ 1920)

Ta vlastnost se vzdycky vynofii jako ruka

zakona. Mockrat jsem chtél mit ten pra-
nik prazdny, ale houbeles.

9.1.28 O prunicich otevirenych mnozin

MnoZina se nazyva typu G, nebo nékdy G5 mnozinou, pokud je prinikem spocetné mnoha
otevienych mnozin.

MnoZina se nazyva typu F,, nebo nékdy F,, mnozinou, pokud je sjednocenim spocetné mnoha
uzavienych mnozin.

Podobné se pokracuje dal, napiiklad mnozina typu F',s je spocetnym prinikem F,, mnoZin.

9.1.29 Definice (Mala induktivni dimenze)

Definujeme:

= Prazdna mnozina ma dimenzi -1

= Pokud mé kazdy bod prostoru libovolné malé okoli, jehoZ hranice md dimenzi mensi nez
n, pak mé prostor dimenzi mensi nebo rovnu n. Pokud navic nema dimenzi mensi nez n,
pak md dimenzi n.

= Pokud nema konec¢nou dimenzi, ma dimenzi co.

Tti kolmé primky staci pro méfent téla.
(Claudius Ptolemaius)

Dimenze topologickych prostorti je
opravdu pékné vystavend teorie. A do-
konce souhlasi s béZnym pozorovdnim

)
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9.2 Metrické prostory

9.2.1 Definice (Metricky prostor)

Necht” X je libovolnd mnoZina. Zobrazeni d , které kazdé dvojici bodit X pfifadi redlné Cislo
se nazyva vzdalenost (nebo t€Z metrika) na X, pokud pro kazdé x,y, = € X plati

(@) d(z,y) 20,
(ii) d(z,y) =0 <= z =1y,
(i) d(z,y) = d(y,»),
(iv) d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) (trojihelnikova nerovnost).

Mnozinu X s metrikou d nazyvame metricky prostor, nékdy zapisujeme jako dvojici (X, d).

Do podsvéti je odevsad stejné daleko.

(Cicero)

9.2.2 O vzdalenosti, okoli a topologii

Pro bod z € X a e > 0 definujeme (dplné) e-ové okoli bodu = jako mnozinu {y € X :
d(z,y) < e} aznatime U.(x).

V metrickych prostorech je zndma obecné jedind informace a tou je vzdédlenost pro kazdou dvo-
jici prvki prostoru. Pomoci této vzdalenosti dovedeme definovat okoli bodu a zkoumat oteviené
mnoziny. Tim mame k dispozici na metrickém prostoru topologii a pouzivame tedy cely aparat
topologickych prostort (konvergence, spojitost, kompaktnost, souvislost, ... ).

9.2.3 Definice (Ekvivalentni metriky)

Dvé metriky jsou ekvivalentni, pokud generuji stejnou topologii.

9.2.4 Véta (Univerzalni separabilni metricky prostor)

Kazdy separabilni metricky prostor je izometricky izomorfni prostoru C([0, 1]).

( S.Banach ~ 1925, K.Mazur )

To je ovSem perla. Tu vétu si nékdy ne-

cham zaramovat :-)

9.2.5 f]plnost prostoru

O posloupnosti {x, }{> fkame, Ze je ustalend, pokud ke kazdému ¢ > 0 existuje ng € N
tak, Ze pro vSechna n,m > ng plati d(x,,x,,) < ¢ . Pokud je kazd4 ustdlend posloupnost
konvergentni, fikame prostoru dplny.
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9.2.6 Véta (O kategoriich)

Necht’ je X dplny metricky prostor. Pak priinik otevienych hustych podmnoZin je husty.

(R.L.Baire ~ 1920)

Jak jsem uZz jednou fekl, jeden je proti
takové sile uplné bezbranny.

Matematika je hledani struktur a vzord,
které prinaseji fad a jednoduchost do na-
Seho svéta.

(Grifith 2000)

9.2.7 Véta (Kompaktnost v metrickych prostorech)

Metricky prostor 7" je kompaktni pravé kdyz kazda posloupnost v 7" ma podposloupnost kon-
vergujici v 7.

Kompaktnost v topologickych prosto-

rech se dél4 jinak. V metrickych prosto-
rech to jde pomoci posloupnosti.

Mnozina M v metrickém prostoru se nazyva prekompaktni, pokud ke kazdému ¢ > 0 existuje
konecnd e-sit’, coZ znamend kone¢na mnozina bodi x4, . .., z, € M tak, ze M C U, U.(x;).
MnoZina M v metrickém prostoru se nazyva relativné kompaktni, pokud jeji uzavér je kom-
pakt.

9.2.8 Véta (O pevném bodu kontraktivniho zobrazeni)

Necht’ je X dplny metricky prostor. Necht' zobrazeni f : X — X je kontraktivni, t.j. existuje
q < 1tak, ze d(f(z), f(y)) < qd(x,y) pro kazdé z,y € X. Pak existuje pevny bod zobrazen{
f,tedy f(x) = z pro jisty bod z € X.

( S.Banach ~ 1925)

Je neuvéfitelné, jaké vSechny moiné
aplikace tato véta ma. Ten fix-punkt do-
vede ta véta i pfimo najit pomoci aproxi-
maci. Ta véta je kandn na fix-punkty.
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Obrazek 9.2.8: Zvolime libovolny startovaci bod. Skon¢ime v pevném bodu.

Dukaz: Zvolime libovolné bod ¢, jeho postupnym zobrazovanim vytvoiime konvergentni po-
sloupnost s limitou v pevném bod¢. M

Zde ozila geometrickd tfada. Ta kon-
trakce s ni byla hlidana.

9.3 Vektorové prostory

Vektorové prostory jsou zpravidla vy-
mysleny na néjaky problém. Zpravidla
jde o prostor feSeni néjaké rovnice. V
jeho podstaté musi byt vSak jakdasi linea-
rita, jinak ,,sorry*.

9.3.1 Definice (Vektorovy prostor)

Necht' V' je neprazdna mnozina se dvéma operacemi, soucet dvou prvkl x + y a ndsobek ax
prvku z ¢islem « spliiujici ndsledujici podminky

= soucet je komutativni a asociadivni,
= existuje nulovy (0) a opacny prvek (—x) pro sCitédni,
= offr) = (af)r, (o + B)x = ax + fz, lo = x, a(x +y) = ax + ay.
MnozZinu V' nazyvame vektorovy prostor (nékdy téZ linearni prostor). Prvek V' nazyvame

vektor (nékdy téz bod), ¢islo pak nazyvame skalar. Pokud jsou ¢isla redlnd nebo komplexnd,
jde o redlny nebo komplexni vektorovy prostor (obecné je vektorovy prostor "nad t€lesem").

Mnozina W C V' obsahujici linedrni kombinace svych prvkd se nazyva podprostor vektoro-
vého prostoru V.
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9.3.2 O zobrazenich

Zobrazeni mezi dvéma vektorovymi prostory se nazyva linearni, pokud zachovava operace
soucet a nasobek. Dva vektorové prostory se nazyvaji izomorfni, pokud mezi nimi existuje
linearni bijekce. Zobrazeni prostoru do sebe se nazyva operator, zobrazeni prostoru do télesa
(R nebo C) se nazyva funkcional ¢i linearni forma.

MnoZzinu nulovych bodt linedrniho zobrazeni L nazveme jadro zobrazeni a znacime ker L.
MnoZinu hodnot linedrniho zobrazeni L nazveme obor hodnot zobrazeni a zna¢ime range L

Prosté¢ ta linearita 1dkd svou jedno-

duchosti. Prosté¢ jenom zobeciiujeme
piimky a roviny v R3.

9.3.3 Definice (Algebraicky dual)

Vektorovy prostor vSech funkciondlti na vektorovém prostoru V' se nazyva algebraicky dual,
znacime V7.

S téma dudlama se daji délat docela ne-

bezpecné véci. Pozor na né.

9.3.4 Konvexni funkcionaly a pseudonormy

Necht’ je V' je vektorovy prostor. Redlnd funkce p na V' se nazyva konvexni funkcional, pokud
plati

(i) p(Ax) = Ap(z) prokazdé z € V, A > 0,
(i) plx +y) < p(x) + p(y) pro kazdé z,y € V.
Konvexni funkciondl se nazyvd pseudonorma, pokud plati p(Az) = |A|p(z) pro kazdé = € V

a kazdé ).

9.3.5 Véta (RozSirovani majorizovanych linearnich forem)

Necht’ [ je linearni forma na linedrnim podprostoru W vektorového prostoru V/, kterd je ma-
jorizovand na podprostoru I/ danym konvexnim funkciondlem p na V' (t.j. [ < p na W). Pak
existuje linedrni forma L rozSifujici [ na cely prostor V', majorizace dal plati (t.j. L < pna V).

( H.Hahn, S.Banach ~ 1929, E.Helly 1912)
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Veskeré vlastnosti obecnych prostora
jsou prihledné. Pokud plati v obecnych
prostorech, plati zpravidlaiv R a v R2.
Tak si vlastné tyto vlastnosti 1ze dat do
definice daného prostoru.

Sice tim pddem nebude definice mini-
malni, ale bude o diikaz méné¢ ;-)

Diuikaz: UvaZujeme podprostory mezi 1 a V, na nichZ takové rozsifeni existuje a hleddme ma-
ximdlni takovy podprostor M. PouZijeme dile Zornovo lemma (ve skutecnosti axiom vybéru).
Pokud maximalni M neni rovno V, pak pfidime k M dalsi prvek x a definujeme na M U {x}
funkciondl s poZadovanymi podminkami. Zde se pfi hleddni tohoto funkciondlu pouZije kon-
vexita p. To je ve sporu s maximalitou M, tedy M = V. 1

Této slavné vété se iika algebraicka rozsirovaci véta.

Jde prosté o to, ze funkci z +— x na re-
alné ose rozsifime naptiklad na funkci
(z,y) — x + y v roviné. Toto rozsifo-
véani jde délat ad libitum. J4 bych nejdyl
po tfech krocich radéji prestal.

9.3.6 Nezavislost a baze

Kone¢na mnozina prvkd V' se nazyva linearné nezavisla mnozina, pokud konecna linedrn{
kombinace jejich prvki je rovna nulovému vektoru pouze v trividlnim piipadé.

MnoZina prvka V se nazyva (algebraicka) baze prostoru V', pokud jeji kone¢né mnoZziny jsou
linedrné nezavislé a kazdy prvek V' jde napsat konecnou linearni kombinaci prvki baze. Podle
poctu prvkl baze se uréuje dimenze V' (dim V' = 0, n, 00).

Ted’ se ta linearni jednoduchost zakukli.

Uz tomu nebude rozumét. Ale jednodu-
ché to bude porad.

9.3.7 Definice (Faktorové prostory)

Necht’ je W podprostor vektorového prostoru V. Uvazujme na V' ekvivalenci x ~ y, pokud
x —y € W. Ttidy ekvivalence pak jsou ve tvaru z + W a jejich operace urcuji vektorovy pro-
stor, ktery ozna¢ime V/W a nazyvame faktorovy prostor, jeho dimenzi nazveme kodimenze
prostoru W ve V. Napfiklad rovina v prostoru R?, kterd prochédzi po¢atkem, ma kodimenzi 1.

9.3.8 Definice (Nadrovina)

W je maximalni vlastni podprostor vektorového prostoru V. Pro vektor v € V mnozinu N =
v + W nazveme nadrovina.
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Podle véty o jadrech funkciondli je
nadrovina rovna {v € V' : L(v) = a}
pro vhodny funkcional L.

Dotyka-li se v redlném vektorovém prostoru V mnoZina A nadroviny N = {v € V : L(v) = a}
a mnozina A celd leZ{ na jedné strané (napf. A C {v € V : L(v) < a}), fikime N opérna
nadrovina k mnoZiné A.

9.3.9 Véta (O jadrech funkcionalu)

W je maximdlni vlastni podprostor vektorového prostoru V' (a mé tedy kodimenzi 1) pravé
tehdy, kdyZ existuje nenulovy linedrni funkciondl nulujici se pravé na V.

Diukaz: Je-1i TV vlastni maximdlni podprostor, zvolme = ¢ W a polozme L(z) = 1, L = 0 na
W . Naopak, ozna¢me W = ker L a zvolme x ¢ W. Pak pro v € V mame (v — ﬁg;;:p) e W.
Linearni obal (W, {z}) tvofi cely prostor V. B

9.3.10 Véta (Zakladni lemma o jadrech)

Linedarni funkciondl L je linedrni kombinaci linearnich funkciondl L4, . . ., L,, pravé kdyZ jadro
L obsahuje prinik jader Ly, ..., L,.

Uf, to je opravdu podezielé. ProC se to

tak formalné komplikuje?

9.4 Topologické vektorové prostory

9.4.1 Definice (Topologicky vektorovy prostor)

Vektorovy prostor s topologii, pfi niZ jsou operace scitani vektord a nasobeni skaldrem spojité,
se nazyva topologicky vektorovy prostor. Topologii, pfi které je vektorovy prostor topologic-
kym vektorovym prostorem, nazveme linearni topologie.

9.4.2 Definice (Topologicky dual)

Vektorovy prostor vSech spojitych funkciondlii na topologickém vektorovém prostoru V' se na-
zyva (topologicky) duadl, zna¢ime V'*.

9.4.3 Mnoziny pobliZ nuly

Topologii sta¢i zadat pouze ur¢enim (napf-. filtru) okoli nuly (diky spojitosti se okoli jinych bodd
dostane posunutim okoli nuly). Ve vektorovych prostorech nendme pfili§ informaci o kompakt-
nosti, konvexit€é mnozin, omezenosti, . ..
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Proto zavadime pojmy, které nendpadné

sonduji okoli nuly.

MnoZina M (topologického) vektorového prostoru V' se nazyva

= pohlcujici mnoZzina, pokud pro kazdy prvek x existuje ¢ > 0 tak, Ze M obsahuje dseCku
0, ex],

= vyvaZena mnoZzina, pokud se svym kazdym prvkem x obsahuje celou dsec¢ku [—z, x],
= absolutné konvexni mnozina, pokud je konvexni a vyvaZzena,
= barelem, pokud je pohlcujici, absolutné konvexni a uzaviena,

= omezena mnoZina, jestlize je obsazena ve vhodném nasobku kazdého okoli nuly.

(J.v.Neumann 1935 )

9.4.4 Véta (Regularita linearni topologie)
V topologickém vektorovém prostoru plati
= Kazdé okoli nuly je pohlcujici.
= Existuje baze okoli nuly tvofena vyvazenymi mnoZinami.
= V kazdém okoli U nuly najdeme okoli V' nuly tak, ze V +V C U.

= Kazda linearni topologie je regulérni.

(J.v.Neumann ~ 1940 )

To chovéni u nuly je klicové.

Dukaz: (iii) ze spojitosti, pro (iv) hleddme filtr okoli nuly tvofeny uzavienymi mnoZinami,
podle (iii) uzaveér Vleziv U. B

9.4.5 Véta (O bipolare)

Pro mnozinu A C V vektorového prostoru V' nazveme mnoZinu
A°={v" e V*:|v*(a)| <1 proa € A}
polara mnoziny A. Pro mnoZinu B C V* nazveme mnozinu

°B={veV:|b(v) <1 probe B}
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polara mnoZiny B. Navic mnoZinu °( A°) nazveme bipoldara mnoZiny A.
Bipolara mnoziny A je rovna slabému uzavéru absolutné konvexniho obalu A.

Polédra a bipolédra jsou néstroje k tomu,

aby se prostor bavil se svym dudlem.

9.5 Lokalné konvexni prostory

9.5.1 Definice (Lokalné konvexni prostor)

Topologicky vektorovy prostor, jehoZ filtr okoli nuly mé bazi tvofenou konvexnimi mnoZinami,
se nazyva lokalné konvexni prostor.

V té definici je obsazeno pfizndni, Ze
fada prostori ma okoli nuly pékné pi-
tomé. Tak se budeme spiS zajimat o ty
lokalne konvexni prostory.

9.5.2 Definice (Konvexni obal)

Priinik vSech ((uzavienych resp. absolutné)) konvexnich mnoZzin obsahujici mnozinu M ve vek-
torovém prostoru se nazyva (uzavieny resp. absolutné) konvexni obal mnoziny, znacime
coM (co M resp. aM).

Necht' U je konvexni mnozina. Rekneme, 7e u € U je extremalni bod mnoZiny U, pokud
U \ {u} je konvexni. MnoZzinu extremdlnich bodi mnoZiny U zna¢ime ext U.

9.5.3 Véta (Barely v lokalné konvexnim prostoru)
Necht' V' je lokdlné konvexni prostor. Pak plati
= Existuje béze filtru tvorend barely.

= Je-li prostor V' 2. kategorie, pak je kazdy jeho barel okolim nuly.

9.5.4 Véta (Spojitost konvexnich funkcionali)
Necht’ je p konvexni funkciondl na topologickém vektorovém prostoru. Pak je ekvivalentni
(@) pje spojity.
(>ii) p je spojity v nule.
(iii) {v € V : p(v) < 1} je oteviena.

(iv) {v € V : p(v) < 1} je okolim nuly.
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9.5.5 Véta (Normovatelnost)

Lokélné konvexni prostor je normovatelny, praveé kdyz je odd€leny a existuje v ném omezené
okoli nuly.

( Kolmogorov )

9.5.6 Véta (O pseudonormach)

Konvexni funkciondl se nazyvd pseadonorma, pokud plati p(Az) = |A|p(z) pro kazdé = € V
a kazdé \.

Topologie je lokalné konvexni, pravé kdyZ je generované néjakym souborem pseudonorem.

9.5.7 Véta (Spojitost linearnich funkcionala)
Necht je f linedrni funkciondl na topologickém vektorovém prostoru. Pak je ekvivalentni
(@) [ je spojty.
(ii) f je spojity v nule.
(iii) Jadro ker f je uzavfend mnoZina.
(iv) Zobrazeni xz — | f(z)| je spojitd pseudonorma.

(v) Existuje okoli bodu nula, na némz je |f(x)| < 1.

9.5.8 Véta (O oddélovani)

(i) Necht' je V' oddéleny lokdlné konvexni prostor. Pak kazdé dva rizné body jdou oddélit
spojitym linedrnim funkcionédlem.

( H.Hahn, S.Banach ~ 1929)

(ii) Necht' M je uzaviend konvexni mnozina redlného lokdlné€ konvexniho prostoru, kterd ob-
sahuje nulu. Pak jde kazdy bod mimo M oddélit od M spojitym linedrnim funkcionélem.

( S.Mazur)

(iii) Dvé disjunktni oteviené a konvexni podmnoZziny lokdlné konvexniho prostoru jdou oddé-
lit spojitym linedrnim funkciondlem.

Je to jemna hodinéiska prace. To oddélo-

vani se da dokazovat 1 v rovin€ a neni to
legrace . ..
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s

Obrazek 9.5.8: Dvé vhodné mnoziny jdou odd¢lit.

9.5.9 Véta (Metrizovatelnost)

Necht’ je V' oddéleny lokdlné konvexni prostor. Pak je ekvivalentn{
(i) V je metrizovatelny.
(i) Existuje spocetnd baze okoli nuly.

(iii) Topologie je generovand spocetnym souborem pseudonorem.

9.5.10 Slabé topologie

Necht je V' lokdlné konvexni prostor. Pro kazdy spojity linearni funkciondl ¢ € V* definujeme
pseudonormu p,, na V' predpisem

Do U= |p(v)|,veV.

Lokalné konvexni topologii generovanou systémem pseudonorem {p,,},.cy+ nazveme slaba
topologie na V' a ozna¢ime o(V,V*), nékdy mluvime o w-topologii. Tedy v, — v pokud
©(v,) — @(v) pro kazdy spojity linedrni funkcional p € V*.

Ted’ jsme se dostali k magickému stfedo-
bodu zkoumadani vektorovych prostort.
Prosté ndm to tvofi pfijatelnou slabou to-
pologii, ve které se dobfe pracuje.

Pro kazdy prvek v € V' definujeme pseudonormu p, na V* predpisem

P o= fe(v)] o eV,
Lokélné konvexni topologii generovanou systémem pseudonorem {p, },cy nazveme slaba to-

pologie na V* a oznac¢ime o (V*, V'), nékdy mluvime o w*-topologii.

9.5.11 Véty o slabé topologii
Plati
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= Na vektorovém prostoru V' uvazujeme vSechny lokdlné konvexni topologie, pfi kterych
jsou vSechny funkciondly z V* spojité. Mejmensi mezi nimi je slaba topologie o (V, V*).
Nejvétsi takova topologie také existuje (v normovaném prostoru se rovnd normové topo-
logii). VSechny uvazované topologie maji stejné omezené mnoZziny.

( G.Mackey, R.Arens )

= Necht’ U je okoli nuly v lokdlné konvexnim prostoru V. Potom jeho poldra U° je slabé
kompaktni podmnoZina V'*.

( L.Alaoglu, N.Bourbaki ~ 1932)

Jak jsem fekl. Ta slaba topologie neni vi-

bec slaba.

9.5.12 Silna topologie

Necht je X vektorovy prostor a M podprostor algebraického dudlu X#. Pro kazdou o (M, X)
omezenou mnozinu D C M uvazujeme pseudonormu pp na X definovanou

pp :x—sup{|f(x)|: f € D}.

Topologie definovand na X timto systémem pseudonorem se nazyva silna topologie a znaci
B(X, M).

Je-li X lokdlné konvexni prostor, je silnd topologie 5(X*, X) ta prava topologie, plati totiZ
= Je-li X normovany prostor, splyvad 3(X*, X) s normovou topologii.

9.5.13 Véta (Princip minima)

Necht’ je U kompaktni konvexni podmnoZina lokdlné konvexniho prostoru. Potom kazda kon-
vexni shora polospojitd funkce na U nabyvd maxima na mnoZiné ext U.

( H.Bauer )

Hledani extréml nepotfebuje spojitost
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9.5.14 Véta (O obalu extremalnich bodu)

Necht je U kompaktni konvexni podmnoZina lokdlné konvexniho prostoru. Potom U = coext U.

( Krein, Milman )

Prosté, vrcholy trojihelnika ni¢im nena-

hradis.

9.5.15 Véta (O integralni reprezentaci)

Necht’ je U kompaktni konvexni podmnoZina lokédlné konvexniho prostoru V' a uy € U. Potom
existuje topologickd pravdépodobnostni mira 1 na uzdvéru extremdlnich bodi ext U takova, Ze

F (o) = / o)

pro kazdy spojity linedrni funkcional f € V*.

Vvew

Je-1li navic mnoZina U metrizovatelnd, je moZné najit takovou miru pouze na mnoZziné€ extremal-
nich bodu.

Pokud takova mira existuje prave jedna, fikime mnoZiné U (zobecnény) simplex.

( Choquet )

Jsem intuitivni typ a jsem geometr.
(G.Choquet ~ 1990)

Prosté, vrcholy trojihelnika ni¢im nena-
hradiS. A potfebujes je. Je to tak.

9.6 Uplné normované linearni prostory

9.6.1 Normované linearni prostory

Necht’ je V' je vektorovy prostor nat télesem 7'. Redlna funkce ||.|| na V' se nazyvd norma,
pokud plati

() ||z|| > 0, pficemzZ ||z|| = 0 pravé pro z = 0,
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(i) [|Az|| = |Al[]]],
@ii) ||z + y|| <||z|| + ||y|| (trojihelnikova nerovnost)

pro kazdé z,y € V, A € T. Vektorovy prostor s normou se nazyva normovany linearni
prostor.

Na normovaném linedrnim prostoru mame vzdy metriku odvozenou z normy vztahem d(x, y) =
||z — y||. Pokud v této metrice je prostor tplny, nazyvame jej iplny normovany prostor.

( S.Banach ~ 1922)

Uplny normovany prostor ma nendpad-
nou definici, ale ve funkciondlni analyze
ho nelze piehlédnout. On je to skoro nas
klasicky R®. Takze se dobré vlastnosti
pocitaji na tucty.

9.6.2 Izometricky izomorfni prostory

Pokud existuje mezi normovanymi linedrnimi prostory bijekce, kterd je izomorfismem a zacho-
vava normu, fikdme t€émto prostoriim izometricky izomorfni prostory.

9.6.3 O koulich

Vsimnéme si, Ze linedrni zobrazeni mezi normovanymi linedrnimi prostory je spojité, prave
kdyZ zobrazuje omezené mnoZiny na omezené mnoziny (takovému zobrazeni fikime omezené
zobrazeni). Navic ziejm¢ omezené mnoZziny jsou pravé mnoZiny s omezenou normou. MnoZiné
{v eV :|[v|]| < 0} fikdme jednotkova koule.

TakZe kostky (teda koule) jsou rozdany.
Svoji kouli je prostor urCen. Musi se
zkoumat, jak je opravdu kulatd ¢i hra-
nata.

9.6.4 Definice (Projekce)
Spojity linedrni operator P : X — X na normovaném linedrnim prostoru nazyvame projekce,
pokud P? = P.
9.6.5 Definice (Topologicky soucet prostori)
Normovany linearni prostor Z je topologicky soucet podprostorid X a Y, pokud
i XNy =0,

(i) X +Y = Z (prostor Z obsahuje pravé prvky tvaru x + y),
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(iii) projekce Py a Py jsou spojité.
Pak zna¢ime Z = X @, Y. Pak nazyvame podprostor Y topologicky doplnék podprostoru X,

znalime Y = X<,

9.6.6 Prostor linearnich zobrazeni

Je-li L : V' — W omezené linedrni zobrazeni mezi normovanymi linedrnimi prostory V" a W,
definujeme jeho normu vztahem

[I1L]] = sup{|[L(0)llw : [[ollvy <1},

t.j. jako ,,suprémum na jednotkové kouli*. Prostor téchto zobrazeni znacime £(V, W), kde uva-
Zujeme prostor s uvedenou normou. Jednd se o normovany linearni prostor. Prostor L(V') =
L(V, V) tvofi nejenom normovany linedrni prostor, ale spolu s operaci skladani dokonce alge-
bru. Budeme ji fikat algebra operatoru na vektorovém prostoru V.

Je-li W télesem redlnych ¢i komplexnich &isel, piSeme misto £(V, W) jenom V* a tento prostor
nazyvame (topologicky) dual prostoru V. Plati

= Pro W dplny normovany je £(V, W) dplny normovany.
= Topologicky dudl je vzdy Gplny normovany prostor.

o ||Zollw < L] [lo]ly-

= Pfi skladani plati odhad ||7" o L|| < ||T|| ||L]|.

= Linedrni funkciondl na normovaném vektorovém prostoru konecné dimenze je spojity.

Takze koule, k ni dualni koule, k ni zase

dualni koule, ...

9.6.7 Definice (Spektrum operatoru)

Pro operator L € L(V) se (komplexni) ¢islo A nazyva vlastni hodnota operitoru L, pokud
existuje nenulovy prvek v € V tak, Ze Lv = Av. MnoZina vSech vlastnich hodnot operatoru L
se nazyva bodové spektrum operitoru L, znac¢ime o,(L).

Pro operétor L. € L(V') se mnoZina vSech A, pro néz L — AI neni prosty nebo neni na, nazyva
spektrum operdtoru L, znatime o (L).

Prosté se nékomu u zobrazeni © — 3x

libila ta trojka.
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9.6.8 Véta (O spektru operatoru)

Necht' V' je tplny normovany prostor a L € L(V'). Potom spektrum o (L) je kompaktni pod-
mnozina C.

Vsechno souvisi se v§im. KdyZ jsou totizZ

vSude sama Cisla, tak se nedivte.

9.6.9 Definice (Adjungované zobrazeni)

Pro T' € L(V,W) definujeme (dplné normované) adjungované zobrazeni 7’ ¢ L(W* V*)
predpisem T"w*(v) = w*(Tw) prow* € W*av € V.

Jde jenom o malé algebraické kouzlo. Na

prvni pohled to vypadd komicky.

9.6.10 Véta (Rozsirovani spojitych linearnich forem)

Necht' [ je spojitd linedrni forma na podprostoru W normovaného prostoru V. Pak existuje
spojitd linedrni forma L rozsitujici [ na cely prostor V, navic ||L||y = ||I||w.

( H.Hahn, S.Banach ~ 1925)

Diikaz: Polozme p(x) = ||l||w||x|| a pouZijeme algebraickou rozsifovaci vétu. B

Této slavné vété budeme tikat spojita rozSirovaci véta. M4 radu aplikaci a disledka:

= Je-li v nenulovy prvek normovaného prostoru V', pak existuje spojity linearni funkcional
L tak, ze ||L|| = 1, L(v) = 1.

= Je-li W uzavieny podprostor normovaného linedrniho prostoru V a v € V \ W, pak
existuje spojity linedrni funkciondl L tak, ze L = Ona W, L(v) = 1.

= Je-li U oteviend konvexni podmnozina normovaného linedrntho prostoru Vav € V' \ U,
pak existuje uzaviend nadrovina H C L prochdzejici v a disjunktni s U.

( K.Mazur )

= Jsou-li A, B jsou neprazdné disjunktni konvexni podmnoziny (realného) normovaného
linearniho prostoru V', pak existuje spojity linedrni funkciondl L a redlné o tak, Ze L > «
na A, L < ana B. (Geometricka oddélovaci véta).

= Konecné dimenziondlni podprostor tplné normovaného prostoru ma topologicky dopl-
nek.
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V rovin€ by nés asi Zddnd z téch vlast-
nosti neohromila. Je pékné, Ze ty vlast-
nosti staci dokdzat v této obecné situaci
a pouzivat i v roving.

9.6.11 Véta (Princip stejnomérné omezenosti)

Necht' V' je tplny normovany prostor, W je normovany linedrni prostor a G C L(V,W). Na-
sledujici vyroky jsou ekvivalentni

(@ sup{||L|| : L € G} < +o0.

(ii) sup{||Lv||: L € G} < +ooprokazdév € V.
Navic bodova limita posloupnosti spojitych linedrnich forem je spojité linedrni forma.

( S.Banach ~ 1929, H.Steinhaus )

Dukaz: MnoZiny
F,=({veV:|Lv| <n}
Leg
pro pfirozend n jsou uzaviené a jejich sjednoceni je prostor V. Podle véty o kategoriich ma
nékterd z nich neprazdny vnitiek, otevienou mnoZinu U. Nyni omezenost vSech | € G na U
d4va omezenost jejich norem. B

Prosté ta uplnost je v tplnych normova-

nych prostorech potieba.

9.6.12 Véta (O otevieném zobrazeni)

Necht' V, W jsou tplné normované prostory. Spojité linedrni zobrazeni V' na W je oteviené.

( S.Banach ~ 1929)

V R" jsou linedrni zobrazeni zndma, di-
menzi bud’ zachovévaji, nebo rusi (a pak
nejsou na). Je neuvértitelné, Ze se to déje
1 v nekonecné-dimenziondlnich prosto-

0 00 O

rech. Je to strasidelné. Huuuuuuuaaaa !!!

Dukaz: Pomoci véty o kategoriich je obraz jednotkové koule okolim nuly. H
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No, vlastné ty prostory se svymi koulemi
bud’ dost podobaji, nebo nic. BTW, ten

dikaz je COOL.

9.6.13 Véta (O inverznim zobrazeni)

Necht V., W jsou tplné normované prostory. Prosté linedrni zobrazeni V' na W ma spojitou
inverzi.

9.6.14 Véta (O uzavieném grafu)

Necht' V, W jsou tiplné normované prostory. Uzaviené linedrni zobrazeni V' do IV je spojité.

9.6.15 Véta (O projekci)

Podprostor M uplného normovaného prostoru V' md topologicky doplnék, pravé kdyz existuje
projekce V na M.

(FJ.Muray 1937 )

9.6.16 Véta (O skoro-kolmici)

Necht je W vlastni uzavieny podprostor normovaného linedrniho prostoru V. Pak ke kazdému
€ > ( existuje na jednotkové sfére V' prvek vzdéleny od Y alesponi 1 — €.

(F.Riesz ~ 1918)

Ted’ nastal ten okamZik. VSe, co bylo vi-

dét, se dokdzalo. Ted’ se jde na nevidi-
telné predivo dudlt dudli.

9.6.17 Kanonické vnoreni do bidualu

Je-1i V normovany linearni prostor, oznac¢ime V** dudl k V'*, jde tedy o spojité linearni formy
na V*. Prostoru V** budeme fikat bidual prostoru V. Pro kazdy v € V takovy prvek ve V**
dovedeme napsat, je to €, : L — L(v). Zobrazeni v — ¢, z prostoru V' do V** takto sestrojené
se nazyva kanonické vnoreni 1V do V**. Lze ukazat, Ze jde o izometrické izomorfni zobrazen{
VnaceV C V**. Pokud eV = V**, nazyva se prostor V' reflexivni.

Obecné se v takové situaci mluvi o vnoreni nebo o kopii.

A tak si miZzeme délat co chceme, tieba

dvojbidual.
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9.6.18 Slaba konvergence

Rekneme, Ze posloupnost prvkii z,, normovaného linedrniho prostoru V' konverguje slabé k
prvku x, pokud pro kazdou spojitou linedrni formu L € V* plati Lx,, — Lx pro n — oo.
Budeme to zapisovat z,, — . Mluvime o slabé, popiipadé w-konvergenci.

POZOR: V {plném normovaném pro-
storu nekonecné dimenze existuje po-
sloupnost slabé konvergujici k nule, jejiz
¢leny maji normu jedna.

Rekneme, Ze posloupnost prvki L, normovaného linedrniho prostoru V* je w*-konvergentni
k prvku L, pokud pro kazdy prvek v € V plati L,,v — Lv pro n — oo. Budeme to zapisovat

w* . P vr v .
L, — L. Mluvime o slabé*, popripadé w*-konvergenci.

9.6.19 Véty (O slabé konvergenci)
Plati

= Necht' je {x,} slabé konvergentni posloupnost v normovaném linedrnim prostoru V. Pak
{||xn||} je omezena.

= 7 kazdé omezené posloupnosti v reflexivnim tplném normovaném prostoru Ize vybrat
slabé konvergentni podposloupnost.

= Necht' V' je normovany linedrni prostor, pak jednotkova koule v V* je slabé kompaktni.

(L.Alaoglu )

= Uplny normovany prostor je reflexivni, pravé kdy? je jeho jednotkové koule slab& kom-
paktni.

( S. Banach ~ 1929, N.Bourbaki )

= Pro slabou topologii na tplném normovaném prostoru pojmy kompaktni, spocetné kom-
paktni a sekvencidlné kompaktni mnoZiny splyvaji.

( FEberlein, W.L.Smuljan )

= Uplny normovany prostor je reflexivni, pravé kdyz z kazdé jeho omezené posloupnosti
jde vybrat slabé konvergentni podposloupnost.

( FEberlein, W.L.Smuljan )

= Slaby uzavér jednotkové sféry normovaného linearniho prostoru nekonecné dimenze je
jednotkova koule.
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9.6.20 Striktné a uniformné konvexni prostory

Rekneme, Ze tplny normovany prostor je striktné konvexni, pokud je kazdy bod jednotkové
sféry Sx jejim extremalnim bodem, tedy pokud Sy = ext Sx.

Rekneme, Ze tplny normovany prostor je uniformné konvexni, pokud ke kazdému ¢ € (0, 2]
existuje & > 0 tak, Ze pokud x a y leZi na jednotkové sféfe Sx a ||z — y|| > ¢, potom ||3 (x +
yll<1-o0.

Plati

= Kazdy uniformé konvexni tplny normovany prostor je reflexivni.

Zase je poptavana skoro kulatd koule. A

tu reflexivitu to pak jisti.

9.6.21 Metricka projekce
Necht je M podmnoZina tplné normovaného prostoru X. Pro prvek x € X oznaCme
Pu(z) ={me M : ||z —m|| = dist (z, M)} .

Pokud je tato mnoZina jednobodova pro kazdé z € X, nazveme x — P, metricka projekce
na M.

Plati

= Na uzavienou konvexni podmnoZinu striktné konvexniho reflexivniho dplného normova-
ného prostoru existuje metrickd projekce.

= Na kompaktni konvexni podmnoZinu striktné konvexniho tiplného normovaného prostoru

existuje spojitd metrickd projekce.

9.6.22 Hladké prostory

Uplny normovany prostor X se nazyva hladky v bodé z jednotkové sféry Sy, pokud existuje
pravé jeden spojity linedrni funkcional ¢ € X* tak, e ||¢|| = 1 a ¢(x) = 1. Uplny normovany
prostor X se nazyva hladky, pokud je hladky v kazdém bod¢ jednotkové sféry Sx. Plati

= Uplny normovany prostor X je hladky v bod& z jednotkové sféry Sy, pravé kdyZ norma
t — ||t|| je slabé diferencovatelnd v x.

( W.L.Smuljan )

= Bud X dplny normovany prostor. Je-1i dudl X* striktn€ konvexni, pak je X hladky. Je-li
dudl X* hladky, pak je X striktné konvexni.

( VKlee)
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9.6.23 Renormace

Pokud neni norma na daném prostoru tak péknd, jak potfebujeme, § miiZeme ji trochu pozménit
a ziskat prostor s hez¢i normou, ktera bude ekvivalentni s ptivodni normou.

Renormace je hezky zpisob, jak si udé-
lat prostor hezéim. Misto (z,y) —
Va?+y? lze vzit (z,y) — |z] + |y|. A
uz nebude hloupé kulaty, ale hezky hra-
naty.

Napiiklad mizeme definovat

Il = [lzllx + lle)]x

pro vhodnou p € X*.
Plati

= Na kazdém separabilnim uiplném normovaném prostoru existuje ekvivalentni striktné
konvexni norma.

(J.A.Clarkson )

= Necht' X je uplny normovany prostor. Jestlize existuje prosty linedrni operator zobra-
zujici prostor X na striktné konvexni tplny normovany prostor Y, Potom na X existuje
striktné konvexni ekvivalentni norma.

( VKlee)

9.6.24 Nabyvani normy
Plati

= Necht’ je X (redlny) tplny normovany prostor. Potom mnoZina
{f € X*: f nabyva své normy }

je husta v X*.

( E.Bishop, R.Phelps )

= Necht’” X aY jsou uplné normované prostory, X reflexivni. Potom mnoZzina vSech 7' €
L(X,Y) nabyvajicich své normy je husta v £L(X,Y).

( J.Lindenstrass )
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9.6.25 Nekonecné soucty

Maidme-li v normovaném linedrnim prostoru mnozinu {z,, : « € A}, definujeme jeji soucet
DT
a€cA

jako prvek x, pro ktery ke kazdému danému ¢ najdeme kone¢nou podmnoZzinu F C A takovou,
7e
||z —xp|| <e

pro kazdou koneé¢nou mnozinu F' O Fy, kde xp je soucet mnoziny {z,, : o € F'}.

Soucet je, kdyZ zobecnéna posloupnost

{zp : F konec¢nd podmnozina A} kon-
verguje.

Konvergenci samozfejmé rozumime konvergenci podle normy. Pro béZnou fadu v, pra-
cujeme s obvyklou limitou posloupnosti ¢aste¢nych souctu.

Rekneme, Ze fada ), _ v, je absolutné konvergentni, pokud konverguje fada 3- _ [|va]|-

Rekneme, Ze fada ), _ v, je bezpodmine¢né konvergentni, pokud konverguje fada ) , _\ Ur(n)
pro kaZzdou permutaci 7 prirozenych Cisel.

POZOR: V dplném normovaném
prostoru nekonec¢né dimenze -existuje
bezpodmine¢né  konvergentni fada,
ktera neni absolutné konvergentni
(A.Dvoretzky, O.A.Rogers 1950).

9.7 Uplné prostory se skalarnim soucinem

9.7.1 Prostory se skalarnim soucinem

Necht’ je V' je vektorovy prostor nad télesem 7' ( téleso R nebo C). Funkce z V' x V, kterd
kazdym dvéma prvkim x,y € V pfifadi (z, y) spliujici

(i) (z,x) >0, pfidem? (, z) = 0 pravé pro z = 0,
i) (,9) = (y,2),
(iii) (z +y,2) = (z,2) + (v, 2),
(iv) (Az,y) = Az, y), (z,\y) = M, y)

pro kazdé x,y,z € V, A € T, se nazyva skalarni sou¢in. Vektorovy prostor se skalarnim
soucinem se nazyva prostor se skalarnim soucinem.

Na prostoru se skaldrnim sou¢inem mame vZzdy normu odvozenou ze skaldrniho soucinu vzta-
hem ||z|| = +/(z,x). Pokud v této normé je prostor uplny, nazyvame jej dplny soucinovy
prostor.
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( D.Hilbert ~ 1920 )

9.7.2 Kolmost

Dva prvky tplného soucinového prostoru H nazveme kolmé (nebo ortogonalni), pokud je
jejich skaldrni souCin nulovy. Zna¢ime x L y. Podobné zkoumdme kolmost dvou podmnoZin.
Je-li M C H, nazveme ortogonalni doplnék mnoZiny M symbolem Mt

9.7.3 Véta (Existence nejblizsiho prvku)

Necht’ je v tplném soucinovém prostoru dan uzavieny podprostor M a bod x. Pak m4 bod = v
M préavé jeden nejbliz§i bod m ( a jde o bod na "kolmici", z —m L M).
Zobrazeni, které pfifazuje takovy nejblizsi bod, nazyvame projekce H na M, znaime P,;.

Podobné jde promitat na konvexni mno-
Ziny tplného soucinového prostoru.

9.7.4 Véta (Existence ortomormalni baze)

V tplném soucinovém prostoru existuje maximalni soustava prvkd s normou rovnou 1, které
jsou navzajem kolmé. Takovou soustavu nazyvame ortonormalni baze.

Dtikaz jeji existence spociva na axiomu

vybéru.

9.7.5 Véta (O velikosti ahlopricky)

Je-li {e, }aca ortonormalni soustava v tplném soucinovém prostoru H a x € H, pak

DIz ea) <zl

a€cA

( F.Bessel )

V té fadé jde o velikost t€lesové uhlopiicky v Gplném souéinovém prostoru. Vskutku (z, e, )
jsou velikosti "projekci"prvku x na "soutradnice"e,. Nerovnost plati, protoze mozna nékteré
"soufadnice"v soustavé {e,}aca chybi. Rovnost plati pravé kdyZ je soustava {e,}.c4 bédze
prostoru H.

( Pythagoras ze Samu ~ -550, M.A .Parseval 1799 )
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Obrazek 9.7.5: Pokud v soustavé {e, } o4 nic nechybi, zjistime s jeji pomoci skute¢nou velikost
prvku z. Pokud napfiiklad prvek e; v soustavé chybi, zjistime pouze délku prvku y, ktery je
primétem prvku x do prostoru s takto ochuzenou bazi.

9.7.6 Véta (O spocetné ortonormalni bazi)

Uplny soucinovy prostor je separabilni, pravé kdyZ v ném existuje spocetnd ortonormalni baze.

9.7.7 Véta (O izometrickém izomorfismu s [*(A))

Uplny soucinovy prostor s ortonormdlni baz{ je izometricky izomorfni prostoru [?(A), coZ je
tplny soucinovy prostor funkci f na A nenulovych pouze na spocetné mnoziné a pro néz

D (@) < oo,

acA

uvazovany se skalarnim sou¢inem

(f.9) =Y _ fla)g(a).

acA

( FRiesz, E.S.Fischer 1907 )

Lidi je tfeba udit, jak maji myslet, a ne

to, co si maji myslet.
(G.Ch.Lichtenberg ~ 1770)

9.7.8 Véta (Reprezentace spojité linearni formy)

Necht' L je spojita linedrni forma na tiplném soucinovém prostoru 1. Pak existuje pravé jeden
prvek a € H tak, Ze L(z) = (x,a) pro kazdé v € H. Zobrazeni L < a zachovdva normu a
identifikuje H s jeho dudlem H* (jsou izometricky izomorfni).

( M.Fréchet, F.Riesz )
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Uplny souéinovy prostor je tedy refle-

Xivni.

9.7.9 Spocetny soucin realné osy

Uplny soucinovy prostor je homeomorfni spocetnému soucinu redlné osy.

( R.D.Anderson 1966 )

9.8 Prostory s mirou

9.8.1 Prostor mér na kompaktu

Necht’ S je o-algebra podmnoZin kompaktu /. Nezdpornou mnoZzinovou funkci x4 definovanou
na S nazyvame (topologicka) mira, pokud plati

() pu(K) < +oo,

(ii) u(B) =inf{u(U): B C U, U oteviend }
pro kazdou topologickou mnoZinu B C K,

(iii) p(U) =sup{u(T): T C U, T je kompakt }
pro kazdou otevienou mnozinu U C K,

(iv) p je o-aditivni.

Rozdily (topologickych) mér nazyvame (znaménkova) (topologick&) mira. Pro znaménkovou
(topologickou) miru ;1 definujeme dvé (topologické) miry u™ a = pro topologickou M € S
predpisem

ut(M) =sup{u(B) : B C M, B topologick4 }

p~ (M) =sup{—u(B) : BC M, B topologicka }

a polozime |u| = p™ 4 p~. Pak je |u| nezdpornd topologickd mira nazyvand totalni variace
miry p. Dédle (komplexni) (topologickd) mira je komplexni mnoZinovéd funkce na .S, jejiz
redlnd i imagindrni ¢ast jsou (znaménkové) topologické miry.

Trojici (K, S, ;1) nazyvame prostor s mirou. Prostor vSech topologickych mér na kompaktu K
znacime M(K). S normou ||u|| = |u| tvofi dplny normovany prostor.

(J.Radon)
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9.8.2 Prostor méritelnych funkci

Necht’ je (K, S, ) prostor s mirou. Symbolem M znacime prostor vSech (tfid) méfitelnych

funkci s metrikou r |
—4g
p(f, g =/ ———du,
F9= [ T34

jde o tuplny metricky linedrni prostor. Konvergence v tomto prostoru se nazyva konvergence v
mife.

Ta mira hlida, jak rychle se funkce k sobé

blizi. Ten jmenovatel je pro ozdobu (nor-
malizace).
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Kapitola 10

Z.akladni prostory

ed’ nadesel cas k tomu, abychom si zkusili obecné vlastnosti obecnych prostorti na
nejznaméjsich situacich.

Tak si prohlédneme rovinu, prostor a

kdovi co jesté.

10.1 Realna osa

10.1.1 Zakladni vlastnosti

Zéakladni vlastnosti redlné osy jako prostoru:
= separabilni metricky a topologicky prostor
= uplné usporddand mnoZzina
= diferencovatelnd topologicka varieta dimenze 1
= lokalné kompaktni topologicky prostor
= Uplny normovany prostor
= Uplny soucinovy prostor
= Uplné realné téleso
= hutny prostor (prinik spocetné mnoha otevienych hustych podmnozin je husty)
= souvisly topologicky prostor

= bez libovolného bodu je nesouvisly

207
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10.1.2 Porovitost

Typickd kompaktni mnozina K C [0,1] C R je oboustranné silné porovita mnozina, to
znamend, Ze pro kazdé x € K plati

l(z,h
lim sup iz, h) =1,
h—=+0 h
kde I(z, h) je délka nejdelsiho intervalu v [z, z £+ h] \ K.

(L.Larson 1987)

10.2 Rovina

10.2.1 Véta (O roztinani roviny)

Kruznice (nebo jeji topologicka kopie) roztind rovinu na dvé oteviené disjunktni mnoZiny, je-
jichZ spole¢nou hranici je dana kruZnice.

(C.Jordan ~ 1870)

To se lehce fekne, ale diikaz topologické

verze je tézkopadny.

10.2.2 Véta (O téckach)

V roviné jde umistit nejvyse spocetné mnoho disjunktnich topologickych kopii pismena 7'.

10.3 Prostor

10.3.1 R"
Prostor R™ (popiipadé C") je tvoren vSemi n-ticemi redlnych (komplexnich) ¢isel s normou
pfifazujici n-tici x = (z1, ..., x,) jeji normu pedpisem

lell = Vizi 2+ -+ ]
( Eukleidés z Alexandrie ~ -330 )

Navic definujeme na prostoru R" skaldrni soucin

(z,y) =191+ -+ + TpYn -

Mnozina n-tic s normou
|z[l = |z1] 4+ -+ + |z
se oznaluje [}.
MnoZina n-tic s normou
|2lloo = max(|z1],.. ., |2al)

se oznacuje [;°.
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10.3.2 Hranice mezi prostorem a ¢asoprostorem

Uvazujme Ctverec, ve kterém identifikujeme (prohldsime za totoZné) body dvou protilehlych
stran.

Ziskdme povrch vélecku, prstynek.

Pokud pritom budou protilehlé strany identifikovany "v protisméru", dostaneme prekrizeny
pasek

( A.F.M6bius ~ 1850 )

To je na tom pasku nepfijemnost,
nicméné, md za to jenom jednu stranu.
Je prosté neorientovatelny, nejde obléct

Obrazek 10.3.2: To je ale pasek.

Pokud budeme ve Ctverci identifikovat body protilehlych stran (vSech Ctyf, najednou ¢i po-
stupné, ale "ve stejném sméru"), dostaneme obruc¢ (anuloid).
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Je to prosté preclik. Nicméné jeho Zivot

neni ohroZen obyvateli jinak dimenzio-
nélnich svétu.

Pokud pravé jedna z identifikaci (napfiklad druhd) bude udéldna "proti sméru", nedostaneme
obrud, ale zvlastni objekt, kterému se ik kouzelna lahev.

( EKlein ~ 1870 )

Obrazek 10.3.2: To je kouzelna ldhev a fez kouzelnou 1dhvi.



10.3. PROSTOR 211

Nema to vnitfek, prosté nic moc. V pro-
storu R? ji nenajdete. Musite si ji pred-
stavit v R*. To znamen4, Ze se zaméfime
o¢ima jenom na kousek té ldhve v R?
a jak se budeme pohybovat s ofima po
ldhvi, tak ndm utikd Ctvrty rozmét (Cas),
takZe v okamziku, kdy by bylo tieba
prekiizit jiz prohlédnuty kus ldhve, tak
ona tam jiz v nynéjSim Case v nasem Ca-
soprostoru prosté neni. Jesté je tfeba tro-
chu zaCarovat s ¢asem, abychom se vra-
tili do minulosti v okamziku, kdy se s
ofima dostaneme zase na zacatek lahve.

Pokud obé dvé identifikace budou udélany "proti sméru", nedostaneme léhev, ale zvlastni ob-
jekt, kterému se fika projektivni rovina.

Je to zase jenom v R%. Pro opravdové
Silence nabizim nékolik ,,domestikaci*
této potvory v R3. Jde pfitom o ten samy
objekt v R*.

Obrazek 10.3.2: Projektivni rovina zobrazena jako trojrucka.
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Obrazek 10.3.2: Projektivni rovina zobrazena jako Ctyfstén.

10.4 Prostory posloupnosti

104.1 [~

Prostor [ je tvofen vSemi omezenymi posloupnostmi {z,} redlnych (komplexnich) ¢isel s
normou pfifazujici posloupnosti {x,, } jeji normu predpisem

[|#]|co = sup [za] .
n

Této normé se fika suprémova norma.

10.4.2 cac

Prostor c (resp. cy) je tvofen vS§emi konvergentnimi (resp. k nule konvergentnimi) posloupnostmi
{z,,} redlnych & komplexnich ¢&isel s normou pfifazujici posloupnosti {z,} jeji normu ptedpi-
sem
||| = sup |2y -
n

Podprostor ¢y prostoru ¢, je tvofen posloupnostmi od urcitého indexu nulovymi.
Plati

= Prostory c a ¢y jsou Uplné normované prostory.

= Dudl k ¢; je izometricky — izomorfn{ [*.
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Obrazek 10.3.2: Projektivni rovina zobrazend jako kosik.

= Prostor ¢y nenfi reflexivni a neplati v ném zdkladni véta analyzy.

= Prostor ¢y nema topologicky doplnék v [*°.

( R.S.Philips 1940 )

10.4.3 Prostor vSech posloupnosti

Prostor s je tvofen v§emi posloupnostmi {z,} redlnych (komplexnich) ¢isel, norma je defino-

vana |
Tn
||z[| = Z Z—nm .

n

Plati

= Dudl k s je cyg.

1044 [Pprol <p< oo

Prostor [? je tvofen v§emi posloupnostmi {z,} redlnych (komplexnich) &isel pro néz je norma

lz]lp = (; wn’”);

konecnd. Této normé se fika elpéckova norma.
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Stverecek

Kde to jsme ?

prstynek

piekiiZeny pasek

anuloid

kouzelna lahev

projektivni rovina

Obrazek 10.3.2: Kdyz Zijeme v placatém svété, je netrividlni problém, kudy jit lovit mamuta
(nebo pfed nim utikat).

Podprostor [}, prostoru ! je tvofen posloupnostmi od uréitého indexu nulovymi.
Plati

= Prostor [P pro 1 < p < oo je Gplny normovany.

= Prostor [? je dpIny soucinovy se skaldrnim sou¢inem

(.’L’,y) = an% .

= Dudl k I! je I°.

= Dudl k I je I’/®=V) pro p € (1,00), specidlné jde o reflexivni prostory, slabd konvergence
je konvergence "po slozkédch".

= Dudl k [*° je prostor omezenych konecné aditivnich mér.

= Prostor [*(Z) posloupnosti {x, }7=% s ndsobenim

{xn} * {yn} = {me—nyn} .

je tplnou normovanou algebrou s jednotkou. Jeji spektrum je homeomorfni s jednotkovou
kruZnici.
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10.4.5 Prostor posloupnosti kone¢né variace

Prostor posloupnosti kone&né variace [** je tvofen viemi posloupnostmi {z,, } redlnych &isel pro
néZ je norma

o
2l = |21 + ) |21 — 2]
j=1

konecénd. Této normé se fikd norma konec¢né variace.
Plati

= Prostor [* je izometricky izomorfn{ .
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Kapitola 11

Zakladni prostory funkci

W ato kapitola prinasi prehled o zakladnich prostorech funkci. Zde jsou uvedeny pro-
story krdsné a uZiteCné.

Uvazme, ze kazda MM rovnice ma

svij prostor funkci, ve kterém hleddme
reSent.

11.1 Prostory spojitych funkci

11.1.1 Prostory spojitych funkci
Prostor C([0, 1]) je tvofen vSemi spojitymi funkcemi na intervalu [0, 1] s normou
A1} = max{[f(#)] - ¢ € [0,1]},

kterou budeme nazyvat max norma.
Podobné definujeme C(K) pro kompaktni topologicky prostor K.
Plati

= Uzavfend jednotkova koule prostoru C([0, 1]) ma pouze dva extremélni body (konstantni
funkce —1 a 1).

= Dudl k C([0, 1]) lze stotoZnit s prostorem zprava spojitych funkci kone¢né variace nuluji-
cich se v bodé 0.

= C([0,1]) je nereflexivni Gplny normovany prostor.
= V C([0,1]) neplati zdkladn{ véta analyzy.

= Prostor C(K) s operaci nasobeni tvoii komutativni dplnou normovanou algebru s jednot-
kou, spektrum této algebry je homeomorfni s prostorem K.

= Dudl k C(K) lze stotoZnit s prostorem topologickych mér na K.

217
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Na prostoru C(]0, 1]) lze zavést i normu

1]l = / F()de

fikame ji integralni norma.

11.1.2 O prostoru spojitych funkci
Necht’ A je podprostor prostoru spojitych funkei C(K') na kompaktu K. Necht’ plati

(i) A tvofi bud’ algebru (obsahuje souciny svych prvkd) nebo svaz (obsahuje minimum a
maximum pro kazdé své dva prvky),

(ii) A oddéluje body K, t.j. ke kazdé dvojici =,y € K, x # y existuje f € A tak, ze
f(@) # fy),

(iii) A obsahuje konstanty,
(iv) je-li f € A, je komplexné sdruZend funkcef € A.
Pak A je husty v C(K).
( M.H.Stone 1937, K.Weierstrass ~ 1869 )

Tak se aproximuji spojité funkce pomoci

polynomi.

11.1.3 Prostor C([0, 1]) s konvergenci v mife
Na prostoru C(]0, 1]) definujeme metriku
p(f,g) =inf{e >0:|f(t) —g(t)| <e pro :t € [0,1]\ B, kde \B =<},

kde A je (poctivd) mira na [0, 1]. Konvergenci v tomto prostoru nazyvame konvergence v mife.

Plati

= Prostor C([0, 1]) s konvergenci v mife je metricky linedrni prostor s trividlnim dudlem.

11.1.4 Prostor C*([0,1])

Vektorovy prostor C*([0, 1]) spojitych funkef na intervalu [0, 1], které jsou spojité derivovatelné
az do faddu k uvaZujeme s normou

= t @)+ - ® (1)) .
£l trg[%lf()l+trg[g>ﬁ|f()|+ +t€m[3>1<]|f ()]

Plati
= C¥([0, 1]) je iplny normovany prostor.

= C([0,1]) s operaci ndsobeni je Gplna normovana algebra.



11.2. POLOSPOJITE FUNKCE 219

11.1.5 Absolutné spojité funkce

Do prostoru AC([0, 7/2]) v8ech absolutné spojitych funkci na [0, /2] zavedeme normu

w/2
1f1l= (/0 (z|f)? + 2| f'(z)]?) d:z:)

Ziskame tplny soucinovy prostor.

N

11.2 Polospojité funkce

11.2.1 Definice (Polospojité funkce)

Necht’ f je redlnd funkce na topologickém prostoru 7. Rekneme, Ze f je polospojita zdola,
pokud {t € T': f(t) > a} je oteviend pro kazdé o € R. Podobné shora.

11.3 Aproximativné spojité funkce

11.3.1 Definice (Bod hustoty)

Necht’ \ oznacuje (poctivou) miru na R a M C R je méfitelnd mnoZina. Rekneme, Ze bod z je
bod bustoty mnoziny M, pokud

lim AMN[z—rz+7]) _
=0 ANz —r,x+7r])

11.3.2 Véta (O bodech hustoty)

Skoro kazdy bod méfitelné mnoziny M je bodem hustoty mnoZiny M.

( H.Lebesgue 1904 )

11.3.3 Definice (Hustotni topologie)

Rekneme, 7e méfitelnd mnoZina je hustotné oteviena mnozina, pokud je kazdy bod M jejim
bodem hustoty. Systém hustotné otevienych mnoZin tvoii topologii na redlné ose. Tuto topologii
budeme nazyvat hustotni topologie a funkci spojitou v této topologii budeme nazyvat hustotné
spojita funkce, nékdy téZ aproximativné spojita funkce.

Uzasné elegantni a sexy.
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11.3.4 Véta (O hustotni spojitosti)
Funkce f : R — R je méfitelnd, pravé kdyZ je hustotné spojita skoro vSude.

( A.Denjoy 1915)

Hustotné spojitd funkce ma v daném
bodé x mnozZinu U,, ktera ma bod z za
bod hustoty, a funkce ma limitu vzhle-
dem k mnoZziné U, . Funkce je tedy spo-
jitd jako zobrazeni z (R, d) do (R, p), kde
p je obycejna topologie na R. Taky to
mohla byt jind kombinace!

11.4 Mocninné rady

11.4.1 Definice (Mocninné rady)

Mocninna rada bude pro nds znamenat fada

+oo

f(z) = chz" :

n=0

Rada konverguje pro z = 0. Pokud konverguje pro w, konverguje absolutné i pro z spliiujici
|z] < |w|. Konvergence je pro kazdé ¢ > 0 stejnomérnd na mnoZiné

{zeC:|z| < |w| —€}.

To vede pfirozené ke zkouméni supréma takovych absolutnich hodnot. Ozna¢ime suprémum
téchto Cisel polomér konvergence.

11.4.2 Véta (Derivace a integrace mocninnych rad)
Rada tvaru
+oo
> e
n=0
s polomérem konvergence R lze derivovat a integrovat ¢len po ¢lenu na mnoZziné

{zeC:|z| <R}.

11.4.3 Véta (O radialni limité)

Pokud rada
o0

g Cn 2"

n=0

konverguje pro z = R, je spojitd na intervalu [0, R)].
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( N.H.Abel ~ 1824 )

Tak,jak jsou jednoduché mocninné rady
uvnitf  kruhu konvergence, tak jsou
komlikované na jeho hranici. Toto li-
mitni chovéni je tajemné a trvalo dlouho,
zez se alespon elementarné zvladlo (jde
vlastné o konvergenci frekvenénich rad).

11.5 Prostory integrovatelnych funkci

11.5.1 L~

Necht’ (X, S, i) je prostor s mirou. Ozna¢ime £>° mnozinu vSech p-méfitelnych funkei na X,
pro které existuje konstanta M tak, Ze |f(x)| < M pro u-skoro vSechna = € X. Nejmensi
takovd konstanta definuje normu || f||| funkce f. Prostor L> tvoif tfidy ekvivalence mnoziny
L podle ekvivalence f ~ g pokud f = g u-skoro vsude.

Plati
= Dudl k L™ je prostor v§ech omezenych konecné aditivnich mér na .S.

= Prostor L™ je dudlem k L.

TakzZe se jde takhle: L' md dudl L™, a to
m4 dudl aproximativné spojité miry (L')
,doplnéné* o singularni miry.

11.5.2 L?

Necht' (X, S, i) je prostor s mirou. Ozna¢ime £ mnozinu vSech p-méfitelnych funkcei na X,

pro které je konecnd norma
1
ot = ([ 1)

Prostor LP tvofi tfidy ekvivalence mnoZiny L£P podle ekvivalence f ~ g pokud f = g p-skoro
vSude.

Plati
= Prostor L” pro 1 < p < oo je uplny normovany.

= Prostor L? je Gplny soucinovy se skaldrnim soucinem

U@zLEW-
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= Trigonometricky systém tvoreny systémem

{é_ﬂ = cosna }nm«}

je ortonormalni baze v L.
= Dudlk L' je L

= Dudl k L? je LP/"~ pro p € (1,00), specidlné jde o uniformné konvexni reflexivni
prostory.

= Prostor L? je 1. kategorie v L'

= Prostor L'(R™) s ndsobenim

(frg): :H/R £z — 1)9(y) dy

je tplnou normovanou algebrou bez jednotky. V L!([0, 1]) jde 0 zndmou konvoluci

_ / e —t)g(t) dt

= V prostoru L'(]0, 1]) neplati zakladni véta analyzy.

= Na tGplném normovaném prostoru L?([0, +00), kde p € [1, +00), uvazujeme silné spoji-
tou semigrupu operatord 7;

Tif(s) = f(s+1t) pro t >0,5s >0.

Jeji generétor je operdtor derivovéni f — f’ s defini¢nim oborem {f € LP([0,+0c0)) :
[ je absolutné spojitd na [0, n] pro n € N}.

11.6 Prostory integrovatelnych distribuci

Integrovatelné distribuce? Pro¢ ne. Tim
se jenom zvySi Sance, Ze najdu pro tu dis-
tribuci pékného reprezentanta, napiiklad
hladkou funkci. Kdo véii na spojity svét,
ktery neni rozbit na ,,nic* a ,,hmotu®, ten
pomoci integrovatelnych distribuci hleda
funkce.
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11.6.1 Definice prostoru

Necht’ je 2 oteviend podmnozina R™. Symbolem D(2) oznaéme vektorovy prostor viech neko-
nené diferencovatelnych funkei majicich kompaktni nosi¢ v Q2 a £}, (Q) prostor viech lokdlng
integrovatelnych funkci na €.

Jestlize pro f € £,.(Q) existuje ¢* € L],.(Q) tak, Ze

loc loc

i 890
/Qg@— /Qfaxi

pro kazdou "testovaci"funkci ¢ € D(f2), nazveme funkci ¢ (parcidlni) distributivni derivace
(prvniho f4du) funkce f podle i-t€ proménné a zna¢ime tuto derivaci g* symbolem D' f.

Prostor funkci z L£P(£2), jejichZz vSechny parcidlni distributivni derivace prvniho fadu lezi v
LP(Q), znaéime W?(Q). Prostor W!?(Q)) budeme nazyvat prostor integrovatelnych dis-
tribuci.

Pfislu$nd norma se definuje pfedpisem

£l = ( [ase+19sm dﬂ)”

[ f11.00 = max(|| flloos [V flloo) 5
kde Vf = (D'f,...,D"f).

Opét se musi pracovat se tfidami ekvivalence rovnosti skoro vSude. Podobné se definuji prostory
WFEP(Q), pfiemZ se poZaduje, aby parcidlni distributivni derivace az do fadu k v&etné patiily
do £*(Q). Pfislusnym zpisobem se upravi téZ definice normy.

Prostor C*(£2) s normou

[ulkp =Y [D%ul?

181<k
neni tplny. Jeho ziiplnénim ziskdme prostor W*?((2). Jeho prvky jsou funkce z LP(12), jejichz
distributivni derivace az do fadu k jsou opét prvky LP().

Jednd se o ty distribuce, které jsou reprezentovany funkci z LP(€), a to aZ do k-tych distribu-
tivnich derivaci. Cili jde o specifickym zpGsobem integrovatelné distribuce. Prostor W5? ()
budeme nazyvat prostor integrovatelnych distribuci.

( S.Sobolev ~ 1935)

Distribuce jsou perla mezi abstrakcemi.

COOL.

Prostor W,”(Q) vznikne z C%(Q) stejnym zpiisobem jako WP (Q) vznikne z C*(Q).
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Obrazek 11.6.2: Stopa je nékdy to jediné, co o funkci vime. Stopy mohou byt zajimavé.

11.6.2 Stopa(r) na hranici

Necht’ je hranice oblasti {2 péknd, napfiklad sublinedrni. Existuje pravé jeden spojity linedrni
operdtor T ktery kazdé funkci WP(Q) piifazuje funkci Tu € LP(Q), ktery funkcim C>(£2)
prifazuje jeji hodnotu na hranici. Tedy

Tu=u lagg .

Funkci T'u budeme nazyvat stopa funkce w.

Takhle Casto my o nezndmé funkci ne-

vime skoro nic.

11.6.3 Véty o vnoreni
Plati
= Prostory W*?((Q) jsou tiplné normované prostory pro p € [1, co].
= Funkce ve W*?(q, b) maji absolutné spojitého reprezentanta na intervalu [a, b].

= Funkce ve W*?(IR") maji spojitého reprezentanta pokud p > n.

Necht’ ma oblast {2 C R" sublinearni hranici, £ € N, p > 1. Pak

= Jellikp<nal<q< - je WFHP(Q) C LY(Q).

n—

= Jelikp=nar>1,je WrH(Q) C L"(Q).



11.6. PROSTORY INTEGROVATELNYCH DISTRIBUCI 225

= Je-li kp > n,je WHP(Q) C C°(Q).

Osobné si myslim, Ze existuje nespo-
¢etné mnoho vét o vnoreni ;-)

11.6.4 Dual k prostoru integrovatelnych distribuci

Necht' 1 < p < oo. Kazdy spojity linedrni funkcional L na prostoru W1 (§2) lze psit ve tvaru

L(f):/ﬂgoerf;/Qgif)z‘f

pro funkce go, g1, - - ., gn vV prostoru L4, 1/p+1/q = 1.

Spojime-li pojmy a véci, které se zfid-
kakdy setkaji, nebo divdme-li se na oby-
¢ejné véci s nezvyklou pozornosti a po-
zorovatelskym naddnim, miiZe nds to pfi-
vést na mySlenku.

(G.Ch.Lichtenberg ~ 1770)
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Kapitola 12

Zakladni funkcionaly

Integrovani a derivovani jsou proflak-
nuté, alespon Ze jsou tu ty distribuce.

12.1 Integral jako linearni funkcional

12.1.1 Jaknato

Vidéli jsme, ze zdkladni vlastnosti plochy pod grafem funkce jsou jednoduché. Sestrojit funk-
ciondl, ktery spojité funkci prifadi jeji integrdl podle déleni, je snadné. Nyni muZeme tento
funkciondl rozsitit na vetsi prostor.

Zpravidla dostaneme zndmé integrovani
na zndmych prostorech, nicméné je to
pekny postup. Neni vsak zcela prihledny
jako integrovani podle miry.

12.2 Distribuce

12.2.1 Zakladni prostor

Necht’ je €2 oteviend podmnoZina R". Zvolme posloupnost kompaktnich podmnozin {K,,}
mnoziny {2 spliujici

KOZ(Z) ) KmC/Km-‘rl ) Ume:Q
Takovouto posloupnost nazveme vycerpani mnoZziny ().

227
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Symbolem D(€2) oznaéme vektorovy prostor vech nekonecné diferencovatelnych funkci maji-
cich kompaktni nosic v 2.

Pokud {K,,} je vyCerpdnim Q2 a « = (a1, q,...) je posloupnost celych nezdpornych &isel,
ozna¢me p,, pseudonormu na D(€2) definovanou pro ¢ € D(2) predpisem

pa(@) = Z 7% SU-p{ |D390(£L‘)| : |]| <am, T € Ky \ Km—l} .
m=1

Zde D7 je diferencidlni operétor derivovani podle multiindexu j = (jy, ..., j,) s vySkou |j| =
Jit et
ol
ozt .. dxlr
Psoudonorma p,, hlidd chovéni derivaci funkce ¢ a7z do vysky «, na "prouzku"K,, \ K, ;. Pro
danou funkci ¢ € D(1?) jde vzdy o kone¢nou sumu.

Plati

= Prostor D(12) je reflexivni lokdlné€ konvexni prostor. Jeho omezené uzaviené podmnoZiny
jsou kompaktni.

Spojité linedrni formy na zdkladnim prostoru D(€2) se nazyvaji distribuce.

... pokrok posledni stovky let umoZznil
v abstraktnim a sterilizovaném svété ele-
gantné vykladat zdkladni pojmy a véty
ab ovo, a to zptisobem rychlym a pres-
nym, zbavenym odkazu na zkuSenost a
geometrickou intuici.

(G.Choquet ~ 1990)

Prostor vSech distribuci D*({2) uvazujeme se silnou topologii 5 = 5(D*(2), D(£2)),

Distribuce jsou jako déj, ktery se ode-
hrava, ale my vidime pouze jeho projevy.
Distribuce jsou jako ¢ernd skiiika, kterd
danému vstupu (testovaci funkci) prifadi
vystup (hodnotu). Je to jako kdyZ vdZzime
néjaky kus prostoru a dostaneme nulu,
kdyZ tam neni Zadny atom (bodovy na-
boj) nebo jednicku, kdyz tam atom je.

12.2.2 Regularni a singularni distribuce

Prostor vSech distribuci D*(€2) obsahuje kopii zdkladniho prostoru D(£2) pfi vnofeni pfifazuji-
cim funkci f € D(Q) distribuci
P / fe-
9)
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Tato kopie je hustd v D*(2). Stejné miZeme v prostoru distribuci najit obraz kazdé lokalné
integrovatelné funkce. Distribuce takto vzniklé budeme nazyvat regularni distribuce, ostatni
pak singularni distribuce.

. prilis§ formalizovany vyklad urcité
teorie neposkytuje Zadnou predstavu o
zdrojich duSevni Cinnosti matematika,
jako jsou pozorovéni, matematizace, fe-
Seni problému v rdmci vytvoreného mo-
delu, navrat k pivodnimu népadu, zobec-
néni a aplikace.

(G.Choquet ~ 1990)

Piikladem singuldrni distribuce je J-funkce definovana predpisem ¢ +— ¢(0). Rikdme ji bo-
dovy naboj.

( PPA.M.Dirac ~ 1933)

Vsechno by se mélo udélat tak jedno-

duse, jak je mozné, ale ne jednoduseji.
(A.Einstein ~ 1950)

12.2.3 Véta (Kladné distribuce jsou miry)

Necht Q C R” je oteviend. Necht' T € D*(12). Rekneme, 7¢ T je nezaporna distribuce,
pokud 7'(¢) > 0 pro kazdou nezépornou testovaci funkci ¢ € D(S).

Distribuce 7' je nezdporna pravé tehdy, kdyzZ existuje (pravé jedna) nezdpornd (reguldrni topo-
logickd) topologickd mira ;. kone¢nd na kompaktnich podmnoZinéch € takové, Ze

pro kazdou testovaci funkci ¢.

Distribuce sice vyjdou jako miry, ale je-

jich abstraktni formulace je COOL.
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12.2.4 Jiny zakladni prostor a jina definice

Podobné 1ze pracovat se zdkladnim prostorem tvorenym hladkymi funkcemi na R", s komplex-
nimi funkcemi, je moZné pracovat pouze s funkcemi definovanymi na kruZnici a podobné.

Jestlize pro funkci f existuje R > 0 takové, Ze f(z) = 0 pokud |z| > R, budeme této funkci
fikat finitni funkce. Funkce f : R" — R, kter€ jsou finitni a maji vSechny parcialni deri-
vace vSech fadl, budeme nazyvat testovaci funkce. Prostor vSech testovacich funkci oznac¢ime
D(R™).

Rekneme, Ze posloupnost {(y, } testovacich funkci mé v prostoru D(R”) limitu ¢, kdy? existuje
koule {z € R" : |z| < R}, mimo niZ jsou vSechny ¢, nulové, a pokud vSechny parcidlni
derivace funkci ¢y, konverguji stejnomérné k parcidlnim derivacim funkce .

Kazdy spojity linearni funkciondl na D(R™) se nazyva distribuce. Prostor vSech distribuci bu-
deme znacit D’(R™), nebo jen D’. Pro distribuci 7" a testovaci funkci ¢ budeme funkéni hodnotu
T'(p) znadit (T, ¢). Naptiklad pro distribuci bodového naboje piseme (d, ¢) = ¢(0).

Dalsim prikladem distribuce je

-t E 0y [T 4

Distribuce jsou pekné zboZzi.




Kapitola 13

Operatorovy pocet

ato kapitola se zabyva diferencidlnim a integrdlnim poctem pro operdtory mezi
obecnymi prostory.

To, Ze jdou véci jako stredova symetrie

derivovat a integrovat, to je teda silny
kafe ...

13.1 Diferencialni pocet

13.1.1 Definice (Slaba a silna derivace)

Necht' X a 'Y jsou tplné normované prostory a f je zobrazeni definované na oteviené mnoziné
G C X s hodnotami v Y. Je-li z € GG, zkoumdme pro h € X

o fG AR — ()
A—0 A .

Pokud tato limita existuje, fikime ji derivace ve sméru h a zna¢ime Dy, f ().

V piipadé, Ze f md derivace v kazdém sméru h € X a h — D, f(x) je spojité linearni zobrazeni
z X do Y, nazveme toto zobrazen{ slaba derivace f v bodé z, znacime df ().

Existuje-li spojité linearni zobrazeni L : X — Y tak, aby

o F ) = f(x) = L)
= Ia

=0,

fikdme zobrazeni L silna derivace.

Vv,

Jdou i derivace vyssich radu.

231
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13.1.2 Konvexni funkce

Redlnd funkce f definovana na konvexni podmnoZiné D (redlného) vektorového prostoru V' se
nazyva konvexni, pokud je f konvexni na kazdé dsecce spojujici dva body D.
Plati:

= Je-li redlna konvexni funkce f na oteviené konvexni mnozin€ D spojitd v bod€ zy € D,
pak je sublinedrni na jistém okoli U(zy, §). Tedy existuje konstanta K tak, Ze

[f(x) = f(y)l < Kllz =yl
na jistém U (o, 6).

= Necht’ f je redlna konvexni funkce na oteviené konvexni podmnoziné D (realného) tpl-
ného normovaného prostoru X. Potom pravostranna slabéd derivace existuje v kazdém

bodé D a zobrazeni )
Y A = f()
A—04 A

je konvexni funkciondl na X.

= Je-li redlnd konvexni funkce f na oteviené konvexni podmnozing D (redlného) tplného
normovaného prostoru X spojitd v bodé x € X a v tomto bodé m4 derivace ve vSech
smérech, pak ma v bod¢ x slabou derivaci.

= V separabilnim dplném normovaném prostoru je kazd4 spojitd konvexni funkce defino-
vand na konvexni oteviené podmnozing slabé derivovatelna na husté G5 mnozin¢.

( K.Mazur)

= Necht’ v tplném normovaném prostoru X ma kazda spojitd konvexni funkce definovana
na oteviené konvexni podmnoZziné U C X silnou derivaci na husté podmnoZziné U. Pak
ma kazda redlnd sublinedrni funkce f definovand na oteviené podmnoziné G C X silnou
derivaci na husté podmnoziné G.

( D.Preiss 1990 )

13.2 Integralni pocet

13.2.1 Vektorové miry

Necht’ je S dana o-algebra podmnoZin mnoziny €2, (£2,.5) méfitelny prostor a X je tplny nor-
movany prostor. Zobrazeni F' : S — X, které je o-aditivni a spliiuje F'(()) = 0, nazveme
vektorova mira na S.

Pro vektorovou miru F' zkoumame mnozinovou funkci | F'| na .S
k
|F(A)| = sup{z [|F(A))|] : A1, ..., Ay € S jsou po dvou disjunktni a U?Zl A=A}
j=1

a tuto funkci nazveme totalni variace zobrazeni F'. Pokud je totdlni variace konecna funkce na
Q, fikdme, Ze F' ma konec¢nou variaci.

Necht' (£2,.5, ;1) je prostor s kone¢nou mirou a F' : Q@ — X je vektorovd mira. Rekneme, Ze
mira F' je absolutné spojita vzhledem k mife y, pokud je nezdpornd mira | F'| absolutné spojitd
vzhledem k i, tedy u(E) = 0 = F(F) = 0 pro kazdou podmnoZzinu F € S.
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13.2.2 Vektorova integrace

Necht' (£2,.5, i) je prostor s koneénou mirou, x(2) = 1, X je dplny normovany prostor a
F : Q — X je vektorova funkce.

O funkci F' fikdme, Ze je

= jednoducha, pokud ma tvar
n
F= Z TiCE;
j=1

kde cg; jsou charakteristick€ funkce po dvou disjunktnich mnozin £; € S, z; € X. Pro
jednoduchou funkci definujeme integral jednoduse

/ Fdp=2 (k).
0 o

= meéritelna, pokud je rovna p-skoro v§ude limité posloupnosti jednoduchych funkci.

= integrovatelna, pokud existuje posloupnost { F},} jednoduchych funkeci tak, Ze

/I\F—Fn\ldu—O.
Q

Pak definujeme integral jednoduse

/qu:lim/Fndu
E FE

pro kazdou mnozinu F € S.

13.2.3 Prostory se zakladni vétou analyzy

Necht’ je X tdplny normovany prostor. Nésledujici podminky jdou ekvivalentni

(i) Je-li F : [a,b] — X absolutné spojita funkce, pak je F' diferencovatelnd skoro vSude a
plati

/ b F'(t)dt = F(b) — F(a) .

(ii) Kazdé sublinedrni zobrazeni F : [a,b] — X je diferencovatelné skoro vSude.

(iii) Kazd4d onezend podmnozina X je zarezova, tedy ke kazdému ¢ > 0 existuje . tak, Ze

z. ¢ co (D \ U(z.,e)).

(iv) Kazda omezena podmnozina X ma platek libovolné malého priméru, kde platkem ro-
zumime prunik mnoZziny né€jakym uzavienym ,,poloprostorem*, tedy napiiklad prinik
mnoziny M a poloprostoru {z € X : ¢(x) < A} pro vhodnd p € X*a A € R.

(v) Je-li 0, S, ) prostor s konecnou mirou a F' : S — X vektorovd mira konecné variace,
kterd je absolutné spojita vzhledem k u, existuje integrovatelna funkce G : 2 — X tak,
7e

F(E):/Ede proE e S.

Misto (€2, S, i) 1ze vzit (poctivou) miru na [0, 1].
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( S.Bochner a A.E.Taylor 1938 )

O tplném normovaném prostoru, ve kterém plati predchozi ekvivaletni podminky, fikdme, zZe v
ném plati zakladni véta analyzy.

(J.Radon, O.Nykodym 1930 )

Tuto vlastnost maji tiplné soucinové prostory (J.v.Neumann 1932), reflexivni (R.S. Philips 1940)
a uniformné konvexni prostory (J.A. Clarkson 1936).

Tam je matematickym analytikiim dobfe.

13.3 Funkéni pocet

Pro ndzornost si miizeme predstavit zob-
razeni jako matici. Pak ndsledujici kouz-
leni pripada prihledné.

13.3.1 Pocitani s operatory

Pro operatory z linedrniho prostoru X do linedrniho prostoru X budeme chtit doplnit zakladni
pocitani (s¢itani a ndsobeni) s operatory o dalsi funkce. Tak budeme zkouSet véci jako

T T2 T8
eXp(T>=1+i+§+§+”',

kde chapeme T2 jako sklddani zobrazeni T'(T'). Piijde o konvergenci posloupnosti ¢dsteénych
souctli, nékdy budeme potfebovat cosi jako komutativitu.

Zékladni vysledky budou vypadat podobné jako komplexni integrace:

1 I T T?
T) = — Ml=—F+—=+—+--- ] dX
#(1) 2m./¢f()(A+A2+A3+ ) ar,
tedy napf.

1 ANz N8 I T T2
eXp(T):Q_M/(P(1+ﬁ+§+§+'.') (--F--F——i—---) d .
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13.3.2 Algebry operatoru

Pro studium operatorti budeme pouzivat strukturu nazyvanou algebra A nad télesem F’, coZ je
vektorovy prostor nad télesem F' s dalsi operaci vnitiniho nasobeni(a,b) — ab € A, které je
asociativni, distributivni vi¢i s¢itani a spliiujici A(ab) = a(Ab) = (Aa)bpro a,b € A, X € F.

Pfi vnitfnim nédsobeni jde o cosi jako

skladani zobrazeni.

Pokud je .A navic dplny normovany prostor s normou spliiujici ||ab|| < ||al|||b||, nazyvame ji
iplna normovana algebra.

Pfi vnitfnim nésobeni jde o cosi jako

skladani zobrazeni.

Zpravidla budeme pozadovat existenci jednotkového prvku operace ndsobeni e € A s jednot-
kovou normou.

13.3.3 Definice(Algebry s involuci)

Uplnd normovand algebra s operaci = — z* spliiujici
l|zz*|| = |||}, (2)" =2, (2y)* = y*2*, (x+y)" = 2" +y*, (\2)* = \z*

se nazyvd C*— algebra a operace z — x* se nazyva involuce. Zobrazeni mezi C*— algebrami
zachovdvajici vSechny operace nazyvame C*— homomorfismus.

Prvek z se nazyva normalni, pokud zx* = x*z, pokud x = x*, fikime mu samoadjungovany.

( Ch.Hermite )

Pokud je samoadjungovany prvek repre-
zentovan matici, jde o (anti)symetrickou
matici (ti,i = t]T)

13.3.4 Invertibilni prvky

Rekneme, 7e prvek z € A je invertibilni, pokud existuje takové y € A, 7e zy = yx = e.
Toto y pak znalime z~! a nazyvdme inverze prvku x. MnoZinu invertibilnich prvka algebry A
oznacime U.



236 KAPITOLA 13. OPERATOROVY POCET

13.3.5 Véta (Vztah inverze a geometrické rady)

Je-liprvek € Aa ||z|| < 1, je prvek e — z invertibilni a plati

(e—2)t=eta+a®+2°+--

13.3.6 Definice (Spektrum a rezolventa)

Pro prvek z € A nazyvame rezolventa p(x) mnoZinu téch (komplexnich) &isel A, pro néz
prvek Ae — x je invertibilni. Doplnék (v C) nazyvame spektrum prvku x a zna¢ime o(z). Cislo
r(z) = sup{|A| : A € o(z)} nazveme spektralni polomér prvku z.

13.3.7 Véta (O rezolventni funkci)

Funkci A — (Ae — z)~' = > A"~ !2" nazveme rezolventni funkce, zna¢ime R, (x).

Rezolventni funkce je slabé holomorfni na rezolventni mnozing, t.j. pro L € A* je funkce
A — L(Ry(z)) holomorfni na p(z).

13.3.8 Véta (O spektru)

Spektrum libovolného prvku iplné normované algebry je neprdzdnd kompaktni podmnoZina C.

( I.Gelfand )

13.3.9 Reprezentace algeber

Prostor nenulovych multiplikativnich linearnich funkcionald na dplné normované algebie A na-
zveme spektrum tiplné normované algebry A, znac¢ime jej 2(.A) (jde o w*-kompaktni pod-
prostor .A*). Bude nés zajimat prostor C(€2(.A)) spojitych funkci na Q(.A).

Plati nasledujici

= Uplna normovan4 algebra A je homomorfni jisté podalgebie C(2(.A)) (zdkladni homor-
fismus a — (L — L(x)) se nazyva spektralni transformace a znaciva se V).

(I.Gelfand )

= Spektrdlni transformace komutativni algebry A je izometrie, pokud plati ||2?|| = ||=|[?
pro vSechna x € A.

= Spektralni transformace komutativni C*— algebry A je izometrickym *-izomorfismem.

( I.Gelfand, M.Naimark )

Poznamenejme, Ze pro C*— algebru A jsou jeji spektrum 2(.A) a spektrum o(a) libovolného
jejtho normélniho prvku a homeomorfni.
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13.3.10 Funkc¢ni kalkulus

Bud’ C*— algebru A4 s jednotkou e. Zvolme pevné a € A. Necht' H je C*— algebra komplexnich
funkci holomorfnich na spektru o(a). Zobrazeni ¥ : ‘H — A nazveme funkéni kalkulus,
pokud plati

(i) ¥ je *-homomorfismus,
(ii) spektrum U (f) je rovno f(o(a)),
(i) (t— 1) — e,

V) (t—1) —a,

V) (t—cot+at+--+cpt") = cog+cra+ -+ cpa™

Znacime zpravidla f(a) misto W(f).

13.3.11 Analyticky funk¢ni kalkulus

Bud’ C*— algebru A s jednotkou e. Zvolme pevné a € A. Necht’ H je C*— algebra komplexnich
funkci holomorfnich na otevieném okoli G spektra o(a). Zobrazeni ¥ : ‘H — A definované
predpisem

1 e a a
— M=+ =+ 4.0 ) d
= 2m'/Ff( )(A+A2+A3+ ) !
kde I' je kladné orientovany cyklus s o(a) C insI"a (C\ G) C outI, je funkéni kalkulus,
nazyvany analyticky funk¢ni kalkulus.

( Dunford )

Tedy napftiklad

1 ) AN e a a I\
eXP(Q)—% . "‘ﬂ"‘a‘f‘?‘i‘"' X‘Fﬁ‘i‘ﬁ‘i‘"' .

...ale hezounké.
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13.3.12 Spojity funkcni kalkulus

Bud’ C*— algebru A s jednotkou e. Zvolme pevné samoadjungovany prvek a € A. Pak existuje
pravé jeden funkéni kalkulus C(o(a)) — A zachovdvajici polymomy. Tento kalkulus zacho-
vava normu a f(a) je vzdy normalni.

(F.Riesz)

Kdyby nebyly obecné prostory a znali

bychom pouze matice, pak bychom se
pfi delSich zdpisech umaticovali.

13.4 Pevny bod zobrazeni

13.4.1 Pevny bod

Obecnou rovnici F'(z) = y pro zobrazeni F' : X — Y je mozné Casto preformulovat na tlohu
f(t) = t pro zobrazeni f : T — T.Bod t € T nazveme pevny bod zobrazeni f, pokud

f(t) =t.

K nalezeni pevného bodu je Casto po-
tfeba hodné préce ...

Obrazek 13.4.1: Pevny bod je uZite¢ny.

Dejte mi pevny bod a pohnu Zemi.

(Archimédés ze Syrdkis ~ -250)

Rekneme, Ze topologicky prostor 7' m4 vlastnost pevného bodu, kritce FPP, pokud kazdé
spojité zobrazeni I’ do 7" m4 pevny bod.
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13.4.2 Véty o pevném bodu

Plati
= Kazda kontrakce na iplném metrickém prostoru mé pravée jeden pevny bod.

= Kazda kompaktni konvexni podmnoZina tplného normovaného prostoru kone¢né dimenze
maé vlastnost pevného bodu.

= Necht' C je uzaviena konvexni podmnoZzina tplného normovaného prostoru a K C C
kompaktni. Pak kazdé spojité zobrazeni z C' do K m4 pevny bod.

( J.P.Schauder ~ 1922 )

= Necht' (' je uzaviend omezend konvexni podmnoZina dplného normovaného prostoru.
Pak kazdé kompaktni zobrazeni z C' do C' ma pevny bod.

Pokud to narafi¢ime tak, Ze reSeni zadané

rovnice je pevnym bodem néjaké hracky,
tak jsou ty véty o fix-punktu docela fajn.

13.5 Operatory v akci

13.5.1 Dynamické déje

UvaZzujme dlohu popsat néjaky plynuly d&j v iplném normovaném prostoru X (naptiklad ply-
nulé otaceni bodid roviny okolo pocatku). Jeji feSeni bude zobrazeni z ¢asové osy do prostoru
operdtorti na prostoru X. Tedy jde o zobrazeni T' : t — T'(t), kde t € [0,+00), kde T'(0)
je identita na X a kde plati netiprosnd logika Casu : za dobu s + t se dostaneme tam, kam se
dostaneme za Cas s sloZeno s tim, kam se dostaneme za Cas t. Tedy T'(s +t) = T'(s) o T'(t).

Ve skutecnosti jde o to najit zobrazeni
z [0,4+00) do mnoZiny operdtord na X,
které prevadi soucet kladnych redlnych
Cisel na sloZeni jejich obrazi.

13.5.2 Definice (Semigrupa operatori)

Sestava {7} };>0 omezenych operétord na Gplném normovaném prostoru X (zkracené {7};};) se
nazyva (jednoparametrickd) semigrupa operatoru (na X), pokud

(i) T} je identita na X,

(ii) Ts+t = Tsirt pro s, 257 S [07 +OO)
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Jde tedy o homomorfni obraz aditivni pologrupy kladnych redlnych ¢isel v prostoru £(X).

Napiiklad zobrazeni t — (z — ze™) pfi-
fazuje kladnému redlnému Cislu ¢ otoceni
bodi roviny o thel ¢ okolo pocatku, vy-
tvari semigrupu.

13.5.3 Spojitost semigrupy

Semigrupa {T;},) se nazyva
= silné spojita, pokud lim, ., 7;(x) = x pro kazdé z € X,
= stejnomérné spojita, pokud lim,_.¢, ||7" — I|| =0,

= neexpanzivni, pokud ||7;|| < 1.

13.5.4 Generator semigrupy

Pravostrannd derivace zobrazeni ¢ — T v nule se nazyva generator semigrupy {7;};. Jde o
linedrni operator na linedrnim podprostoru X.

Napriklad operator z +— iz je generator

semigrupy otoceni bodu roviny o uhel ¢
okolo pocatku.

Pro semigrupy na dplném normovaném prostoru plati
= Maji-li dvé silné spojité semigrupy operatort stejné generatory, jde o stejné semigrupy.
= Generdtor A silné spojité semigrupy operatort {7} } je omezeny pravé kdyz je semigrupa

{T;} stejnomérné spojitd. V tom piipadé plati T; = €'

13.5.5 Abstraktni dynamicka dloha

Necht' X je tplny normovany prostor, A : D4 C X — X uzavieny linedrni operdtorax € X.
ReSenim ulohy

u(t) = Au(t) pro t >0,
u(t) =z pro t =0
rozumime kazdé zobrazeni u : [0, +00) — X spliujici

uw(0) =z, u(t) € Dy, u(t) = Au(t) prokazdét > 0.

Je-li A uzavieny linearni operator na iplném normovaném prostoru X a existuje-li silné spojita
semigrupa {73}, jejimZ je A generdtorem, pak pro kazdé = € D, existuje pravé jedno feSen{
uvedené tlohy a u(t) = T; pro kazdé t € [0, +00).



Kapitola 14

Zakladni typy operatoru

) 4

3 ato kapitola ukdze zndmé operdatory a jejich vlastnosti.

ReSeni rovnice je Casto vlastné hledani

jadra né€jakého hloupého operatoru.

14.1 Kompaktni operatory

14.1.1 Definice (Kompaktni operator)

Je-li L : V. — W omezené linearni zobrazeni mezi normovanymi linedrnimi prostory V' a
W a zobrazuje-li omezené mnoziny V' na mnoZiny relativné kompaktni ve W, budeme mu
fikat kompaktni operator na vektorovém prostoru V. Mnozinu vSech kompaktnich operatora
znacime L.(V, W), popiipadé L.(V) = L.(V, V).

Rekneme, Ze operdtor L € L(V, W )je koneéné dimenzionalni operator, pokud je obor jeho
hodnot mnozina kone¢né dimenze ve W. Znac¢ime L ;(V, W), poptipadé L;(V) = L(V, V).

14.1.2 Véta (O kompaktnich operatorech)

Bud’te U, V' a W normované linearni prostory, X tplny normovany. Pak
= Konec¢né dimenzionélni je kompaktni, kompaktni je spojity.
= L(V,W)cCC L(V,W)cCcC LV, W).
= L.(V, W) je uzavieny podprostor L(V, W).
= Je-liL e L(U,V)aK € L(V,W), pak K o L je kompaktni, pokud je K ¢i L kompaktni.
= ProT € L.(V,W) je dimenze ker(I — T") kone¢na.

= (0 lezi ve spektru kompaktniho operatoru na nekone¢né dimenziondlnim normovaném pro-
storu.

241
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= T € L(V,W) je kompaktni pravé kdyz adjungovany operator 7" je kompaktni.
= Kompaktni operator L.(V, W) prevadi slabé konvergentni posloupnost na konvergentni.

( J.P.Schauder ~ 1922 )

14.1.3 Véta (O spektru kompaktniho operatoru)

Necht’ je L kompaktni operator na tiplném normovaném prostoru X a A # 0. Pak plati
= Operdtor L — A je prosty, pravé kdyZ je na.
= Plati p&kné vzoretky o kolmicich, nap¥. range (L’ — M\I') = (ker(L — \I))*.
= Dimenze ker(L — A\I)) je kone¢na.

= Kazdy nenulovy prvek spektra je vlastnim ¢islem kone¢né ndsobnosti, o(L) C {0} U
op(L).

= Nenulovych vlastnich Cisel je nejvyse spocetné, jejich hromadny bod muze byt pouze 0.

( E.LFredholm )

Tedy L(x) — Az = y m4 feSeni pro kaz-
dou pravou stranu y, pravé kdyz L(x) —
Ar = 0 md pouze trividlni feSeni. To
zndm.

14.2 Samoadjungované operatory

14.2.1 Definice (Samoadjungované operatory)

Necht L € L(U,W) ,kde V a W jsou tplné soucinové prostory. Definujeme adjungované
zobrazeni L* € L(W, V) ptedpisem (Lzx,y) = (z, L*y) prox € V,y € W.

Operator L na dplném soucinovém prostoru V' se nazyva samoadjungovany, jestlize pro kaz-
dou dvojici z,y € V plati (Lz,y) = (z, Ly), ¢ili L = L*. Operdtor L na tplném sou¢inovém
prostoru V' se nazyva normalni, jestlize plati LL* = L*L.

Jde o algebraické kouzlo.

14.2.2 Véta (Spektrum samoadjungovaného operatoru)

Samoadjungovany operator L na dplném souinovém prostoru V' ma redlné spektrum. Plati
O’(L) C [mL, ML], kde

my = inf{(Lv,v) : |[v|| = 1}, My = sup{(Lv,v) : ||v|| =1} .
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14.2.3 Véta (Méritelny funkcni kalkulus)

Necht' L je samoadjungovany operdtor na uplném soucinovém prostoru V', zvolme prvek v €
V. Oznac¢me V¥ spojity funkéni kalkulus. Pak zobrazeni

fr= (¥(f)v,0)

z prostoru C(o(L)) do R je linedrni nezdporné a jde reprezentovat nezdpornou topologickou
mirou na o (L), ozna¢me tuto miru £,,. Pak zobrazeni

g / g dE,
a(L)

je funkéni kalkulus algebry omezenych topologickych funkei na o(L). Tento kalkulus nazy-
vame topologicky méritelny funkéni kalkulus.

( E.Borel ~ 1920)

14.2.4 Kompaktni samoadjungované operatory

Bud’ L kompaktni samoadjungovany operator na uplném soucinovém prostoru V. Pak

= V = M@ker L, kde M je uzavieny linedrni prostor generovany vSemi vlastnimi vektory
operatoru L piislusSnymi k nenulovym vlastnim ¢isltim.

= Existuje ortonormdlni baze {u,,} podprostoru (ker )" tak, Ze
L(v) = Z An (U, U ) Uy,

pro kazdé v € V.

= Oznatme P, ortogondlni projekce V' na ker(L — A, I). Pak plati

L= Z)\nPn

FL) =3 FOW)P,

je funkéni kalkulus pro omezené komplexni funkce definované na spektru o (L).

Tak jde operétor vyjadfit fadou.
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14.3 Dalsi tiridy operatoru

14.3.1 Operatory konecného typu

Pokud pro operator L na tplném normovaném prostoru V' plati, Ze dimenze jadra ker L a kodi-
menze oboru hodnot range L jsou kone¢né, fikime L operator kone¢ného typu.

( E.LFredholm )

Plati
= Je-li K kompaktni a A # 0, je K — A\I operator kone¢ného typu.

= Operator L je operator kone¢ného typu, pravé kdyz existuje operator M € L(V) tak, Ze
operatory LM — I a M L — I jso kompaktni.

( E.Noether )

14.3.2 Operatory typu 2

Pokud pro operétor L na dplném soucinovém prostoru V' existuje ortonormdlni baze {e, }aca
prostoru V' takova Ze

S L) < +oo.

acA
pak je operator L kompaktni.

( D.Hilbert ~ 1920, E.Schmidt )

14.3.3 Nuklearni operatory

Pokud pro operdtor L na dplném soucinovém prostoru V' existuji posloupnosti {z,} a {y,}

prostoru V' takové Ze
Lo =" (0,Z0)yn

nazveme operator L nuklearni.
Plati

= Kazdy nuklédrni operator je kompaktni.

14.3.4 Uzavrené operatory
Pokud mé operdtor L na tplném normovaném prostoru V' uzavieny graf, nazveme operator L

uzavreny.
Plati

= Kazdy uzavieny linedrni operdtor L ma spektrum o (L) uzavienou podmnozinu C a funkce
A — (L — XI)~! je analytickd na doplitku spektra o(L).

Zkoumani obecnych operatorti dalo novy

pohled na partikuldrni priklady a jejich
vlastnosti.




Kapitola 15

Zakladni operatory

Redlnou funkci 1ze rozloZit na komplexni
frekvence, to je trochu silny kafe.

15.1 Obecné operatory

Operdtory? To je trochu filosofickd

otazka. ProC by se mé€la jedna funkce mé-
nit za druhou? Qui bono?

15.1.1 Prostor operatoru
Prostor £()) vSech linedrnich omezenych operatort s operaci skladani tvofi dplnou normova-
nou algebru.

Prostor L.(V') v§ech kompaktnich linedrnich omezenych operdtorti s operaci skladan{ tvoii uza-
vienou tplnou normovanou podalgebru algebry £()).

Pokud je dimenze prostoru V' rovna kone¢nd a rovnd n, muzeme £()) chédpat jako prostor vech
¢tvercovych matic s n fadky a sloupci, znacime tuto algebru M, (R) popiipadé M,,(C).

Plati

= Dudl prostoru L.(V) vSech kompaktnich linedarnich omezenych operatord na tiplném sou-
¢inovém prostoru H je prostor A/ (V) vSech nukledrnich operdtort na V.

245
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15.1.2 Diskova algebra

Necht K C C je kompakt, MnoZina A(K) = {f € C(K) : [ je analytickina | K} s normou
prostoru C(K) a ndsobenim funkci je Gplnd normovand algebra. V piipadé jednotkového kruhu
A nazyvame A(A) diskova algebra.

Plati

= Spektrum diskové algebry A(A) je homeomorfni A.

15.1.3 Algebra H>*(U)

Necht U C C je oteviend mnoZzina. MnoZina H>°(U) je algebra omezenych holomorfnich
funkci na U. Mnozina U jde vnofit do spektra H>°(U), pfesnéjsi vztah téchto mnoZin zkouma
problém Korony.

15.1.4 Priklady semigrup
Plati

= Na dplném normovaném prostoru V' = R uvaZujeme semigrupu operatord 7;

T, =¢é .

= Na tdplném normovaném prostoru L”([0, +00), kde p € [1, +00), uvazujeme silné spoji-
tou semigrupu operatori 7;
Tif(s) = f(s+1t) pro t >0,5s>0.
Jeji generdtor je operétor derivovani f +— f’ s definicnim oborem {f € LP(]0,+o0)) :

f je absolutné spojitd na [0, n] pro n € N}.

15.1.5 Operator derivovani

Uvazujme prostor V' = C([0, 1]) a operator derivovani f — f’ definovany na husté podmno-
Zin€ prostoru V' tvofené spojitymi funkcemi se spojitou derivaci.

Plati

& Operdator derivovani je linedrni uzavieny, ale neni omezeny.

15.2 Kompaktni operatory

15.2.1 Priklady kompaktnich operatoru

Necht’ je k spojita funkce na [0,1] x [0, 1]. Casto se pouZivaji spojité linedrni operdtory na
prostoru spojitych funkei C(]0, 1])

fHF(s):/O k(s £) (1) dt

( E.I.LFredholm )
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f s Fs) = /O k(s D) () dt
( V.Voltera )

Takto zapsany operatory nazyvame integralni operator, funkci &£ nazyvame jadro integral-
niho operatoru.

Tak, uz to je vidét. Ony ty operdtory

budou od pfirody integrdlni. A maji ro-
zumné jadro.

15.3 Exponenciilni transformace

15.3.1 Definice

Pro funkci f : [0, 00) — R zkusime definovat funkci F' pfedpisem

F(s) = / e S f(t) dt .
0
Tento operator L : f — F budeme nazyvat exponencialni transformace.

( P.Laplace )

Exponencidlni transformace je kouzlo,

kterym se daji diferencidlni rovnice pre-
vést na obyCejné rovnice. Viz déle.

Operétor L je definovéan pro funkce, které nerostou piili§ rychle. Jeho fungovéani vidime na

prikladu
1

Ss—a

L(e™) = ,8>a.

Pro funkci f(¢) nanejvys$ exponencidlniho ristu je jeji exponenciélni transformace definovéna
pro dostatené velkd s (v komplexni roviné s dostate¢né velkou redlnou Casti). Toto zobrazeni
je prosté a jeho inverze je ddna podobnym vzorcem.

Néco radéji zatajim. At je klid.

Ze zépisu
st (8t)2 (St)?’
e =1 — st + _| _ T +
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usuzujeme, Ze pokud pfifadime proménné ¢ vyznam Casu a méfime jej v sekunddch, pak pro-
ménné s budeme fikat komplexni frekvence.

To, Ze tady je ve vzduchu redlny Cas a

komplexni frekvence, je COOL :-)

15.3.2 Zde se kouzli

UZiteCnost exponencidlni transformace pro feseni riznych tloh spocivé v tom, Ze dovede trans-
formovat rovnici do nového tvaru. Zakladni prednosti je, Ze transformace derivace funkce jde
spocitat pomoci transformace funkce. Podobné pro primitivni funkce. Tak se fada problémi ve
tvaru diferencidlnich, integralnich nebo smiSenych rovnic transformuje do obycejnych rovnic s
exponencidlni transformaci hledané funkce. Pokud jde takto transformované rovnice spocitat,
staci pak k nalezeni hledané funkce pouZit inverzni exponencidlni transformaci.

Vzorecky jsou zde

Ly = sLy—y(0)
Ly" = sLy—y'(0) = s’Ly — sy(0) — ¢'(0)
t
L
I / Fuydu = 2
0 S

Derivovéani odpovidd ndsobeni, integro-

vani odpovida déleni. Prosté svét dovede
byt jednoduchy.

Podobné¢ se d4 postupovat pfi soustavach rovnic.

Neodmitdm obéd jenom proto, Ze nero-

zumim procesu traveni.

(O.Heaviside)

15.3.3 Skokova funkce

Funkci
h(t) =0 prot <0,h(t)=1 prot >0

budeme nazyvat skokova funkce.

( O.Heaviside )

Exponencidlni transformace delta-funkce §(t) je rovna jedni¢ce. Podobné L(4(t — ¢)) = e™*“.
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15.3.4 Konvoluce

JestliZe na né&jaké prostiedi pusobil v Case ¢ néjaky impus f(t), miZeme jeho vliv na budoucnost
v Case T' zachytit vyrazem

/0 F(t)g(T — 1) dt

Faktor g popisuje sldbnouci vliv impulsu f (slabnuti z4visi na uplynulém case 17" — ?).

MiuzZeme definovat operaci, kterd dvéma funkcim f a g pfifazuje f * g predpisem

(f % 9)(T) = / 9T 1) dt

Tuto operaci budeme nazyvat konvoluce funkei f a g.

Exponencidlni transformace pfevadi konvoluci na soucin

L(f*g)=LfLg.

Konvoluce je jakysi propletenec dvou
funkci.

15.3.5 Kde se hodi konvoluce

UvaZujeme klidova feSeni rovnic s vhodnym (napf. diferencidlnim) operatorem) 7°

Pouzijeme exponencidlni transformaci a dostaneme P(s)Ly = Lf a P(s)Lk = 1, z toho
spocitame
1
Ly=——Lf = (Lk)(Lf)=L(k .
y= gl = RIS = Lk« )

Tedy y = k * f. ReSeni prvni rovnice je konvoluce pravé strany (f) a feSeni druhé rovnice (k).

Tedy se k feSeni diferencidlni rovnice
dopracujeme pouze konvoluci. Pozor! V
praxi je vSak potfeba spocitat ty expo-
nencidlni transformace. To miize byt sa-
moziejmé problém.

15.4 Frekvencni rady a transformace
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Frekvencni fada je uZite¢ny postup, jak
ze spojitého udé€lat jednoduchym postu-
pem diskrétni. Z funkce se udéla fada jen
to fikne. Podobné jde nékdy funkce na-
psat do aproximacni fady.

15.4.1 Frekvenc¢ni rada

Budeme se zabyvat otdzkou, zda Ize funkci f aproximovat pomoci konecnych soucti funkci
znamych, napfiklad polynomt nebo trigonometrickych funkci. Aproximace polynomy vede k
vyjadieni funkce pomoci mocninné fady. Pokud zvolime vyjadreni
" 0 " 0
f@) = 10+ £+ L0 ¢ T 0
dostaneme v mnoha piipadech schopnou aproximaci. Ze zéapisu je vidét, Ze piislusnd fada je
uréena pouze lokdlnim chovdnim funkce f v pocétku. Pracovali jsme vlastné s vektorovym

prostorem spojitych funkci a zvolili jsme si "bazi"tvofenou funkcemi 1, z, 22, 23, . . ..

Takova aproximace se prili§ nehodi k analyze funkci, které jsou ve své podstaté periodické,
které vznikly slozenim harmonickych kmitd a podobné. Necht” mame funkci f ve tvaru souctu

f(z) = c+aysinz + by cosx + ag sin 2z + by cos 2z .

Spocitdme koeficient b, pomoci integrace

27
(x)cos2x dx = 7hy.
0

Budeme pracovat s funkcemi 1, sin nx, cos nz. Tyto tvoii "ortogondlni bdzi", pfi¢emz budeme
"kolmost"dvou funkci f a g méfit "skalarnim souc¢inem"
2

f(x)g(x) da .

0
Tedy napiiklad

2w
/ sinnrcosmx dr = 0.
0

Pro funkci f integrovatelnou na intervalu (0, 27) vytvofime formalni fadu
a o0
0 :
5 + 50 (@, cosnx + b, sinnz) ,

kde koeficienty a,, a b, jsou definovdny vztahem

1 2

ap = — (x)cosnxdr, n=0,1,2,...,
T Jo
1 2w

b, = — (x)sinnzdx, n=1,2,3,....
T Jo

Tuto fadu budeme nazyvat frekvencni rada funkce f, znacit F'y a budeme psat

flz) ~ % + Zoz(an cosnx + by, sinnx) .
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( J.Fourier )

Sherlock Holmes: ,,Z kapky vody by lo-
gik mohl predpovédét Atlantik nebo Ni-
agaru.

(Sir A.C. Doyle 1929)

Obréazek 15.4.1: Atlantik a Niagara.

Je to jako brnkat na luku o tétivu a slySet

Mozarta.

15.4.2 O souctu frekvencni rady

Oznacéime ¢astecny soucet frekvenéni fady
n
ap .
sp(x) = 5 + E (ay cos kx + by sinkx) .
k=1

Dosadime si vyrazy pro koeficienty a; a by a dostaneme po tpravé

sulr) = 1 / (e t) + Fe — t)Da(t) dt

T
e in((n -+ 1/2)1)
sin((n +
D, () =1/2 -
W(t) =1/2+ cost + -+ + cosnt Sn(i/2)
Tedy plati
I t —t) =2
lim s,(z) =s <= lim —/ flo+ )—l—j;(x ) StDn(t) dt =0

pro 6 = m. Tvrzeni plati i pro libovolné § > 0, protoZe integrély pies interval (d, 7) konverguji
k nule vZdy. Podstatnou mérou pfitom pouzivime nésledujici limitu

b
lim [ g(t)sinAtdt = 0

A—oo J,

platnou pro libovolnou integrovatelnou funkci g.



252 KAPITOLA 15. ZAKLADNI OPERATORY

r’\
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Obrazek 15.4.2: Jadro D, ukazuje, Ze hodnota v sledovaném bod¢ bude dominovat.

( B.Riemann ~ 1850 a H.Lebesgue )

15.4.3 Konvergence frekvencni rady

Konvergence frekvencni fady je tedy zarucena pokud existuje konecny

dt .

/6f($+t)‘|—f($—t)—28
0 t

To je splnéno napriklad pfi existenci jednostranych derivaci funkce f v kazdém bodé. Pokud je
funkce f sublinedrni, jeji frekvenéni fada je konvergentni k funkci f.

(U.Dini)

Pokud md funkce f kone¢nou variaci na intervalu [a, b], konverguje frekvenéni fada k (f (z+)+
f(z—))/2 vkazdémbodé x € (a,b).Je-li navic funkce f spojitd v (a, b), konvergence je lokdlné
stejnomérna.

( C.Jordan ~ 1870 a G.P.L.Dirichlet 1840 )

Kazd4d spojitd funkce, obecné&ji kazdd f € L*(0,27), je soultem své frekvenéni fady skoro
vSude.

( L.Carleson 1966 )

Spousta se o tom védelo od pradavna, ale

az v roce 1966 se ukazalo, ze toho uz o
mnoho vic nebude.
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15.4.4 Prumérované soucty frekvencni rady

Budeme nyni zkoumat priméry Castecnych souctl frekvencni fady. Oznacime

1
(@) = 7 (s0e) + -+ 5,(2))

(E.Cesaro )

Postup vytvoreni frekvencni fady zopakujeme "v priméru”, dostaneme podobné vzorecky. Na-
priklad

na) = = [[Gar o+ =K ar.

kde
1

K, (z) = ntl (Do() + -+ + Dy(x))

Funkce K, maji oproti funkcim D,, vy-

hodu nezdpornosti. Proto nékteré kroky
dikazi konvergence projdou 1épe.

A

Obrazek 15.4.4: Jadro K1, - opét dominuje hodnota v sledovaném bod¢.

15.4.5 Aplikace praumérovanych souctu

Pokud ma funkce f konecné jednostranné limity v bod¢€ x, konverguje zprimérovana frekvencni
fadak (f(x+) + f(z—))/2. Je-li navic funkce f spojitd v (a, b), konvergence je lokdlné stejno-
mérna.

( L.Fejér)

To je presnd trefa. Ta primérovana kon-

vergence je lepsi, pokud si na ni zvyk-
neme ;-)
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Pokud konverguje frekvenc¢ni fada, pak konverguje i zprimérovana frekvenéni fada. Tedy jediny
mozny soucet frekvenéni fady pro spojitou funkci je jeji funkéni hodnota.

Necht’ je funkce f spojitd na intervalu [0, 1]. Pak jde libovolné pfesné aproximovat pomoci
(trigonometrického) polynomu.

( K.Weierstrass 1885 )

15.4.6 Frekven¢ni Fady a L2

Jde dokdzat, Ze funkce 1, sinnz a cosnz tvoii v prostoru L? dplny ortogonalni systém. To
nam dovoluje 1épe pochopit frekvenéni fady v prostoru spojitych funkci. Frekven¢ni fady nikdy
nebudou dobfe aproximovat v§echny spojité funkce.

Jejich soucty budou urcovat funkci v
L?, jejich soudet bude rozumny ,,skoro
vSude“. Frekvencni souclty funkce f
konverguiji k funkci f v prostoru L2,

Necht f € L?(0,27) aag,ai, ..., by, by, . .. jeji frekvenéni koeficienty. Pak
flz) = % + ;(an cos nx + by, sin nx)

v prostoru L?. Navic

1 [ 2 |ag|? - 2 2
— | @) de = + > (lanl® + [bal) -
T Jo 2 -
( M.A Parseval )
Pokud jsou konstanty ag, ay, . .., by, b, ... ddny a

o0

+ Z(|an|2 +[ba]?) < o0,
n=1

|a0|2
2

pak existuje pravé jedna funkce v L?(0, 27), jejiz frekvenéni fada je témito konstantami uréena.

( FRiesz a E.S.Fischer )
15.4.7 Komplexni tvar frekvencni rady
Polozime
1 1 , 1 .
co = =ag, cx = =(ap —ibg), c_x = =(ap +1ibg), k €N.
2 2 2
Pak

n
sp(x) = Z cre®

k=—n
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Komplexni tvar frekvenéni fady pak vypad4 takto

n

f(l') ~ Z Ckeikzv7

k=—n

T [" ,
k= —/ f(z)e ™ dg .
2 ) .

15.4.8 O diskrétnich a spojitych frekvencich

Pokud jde 27 periodickéd funkce napsat jako frekvencni fada, podafilo se ndm ji rozloZit na
soucet funkci urcitych frekvenci (sin nx a cos nx).

Pokusime se o spojitou analogii. RozloZit funkci na spojité spektrum "frekvenci". Budeme hle-
dat vyjadreni

f(z) = /Ooo(a(w) coswz + b(w) sinwz) dw .

Tomuto zdpisu budeme fikat frekvencni integral funkce f. Funkce hrajici roli v tomto zdpisu
najdeme vzoreCkem

1 [ 1 [ .
a(w) _%/0 F(t) coswt dt | b(w>_;/0 F(#)sinwt dt |

Ty spojité frekvence jsou hezky jemna
matematika.

15.4.9 Kady je funkce rovna frekven¢nimu integralu?

S integraly budeme zachdzet opatrné. Oznacime

I(x) = /On(a(w) coswz + b(w) sinwx) dw .

Po tpravé se odvodi vztah

sin

I(x) = /Oo fla+1) t”t dt .

Konvergence frekvencniho integralu funkce f je zarucena pokud pro néjaké o > 0 existuje
kone¢ny

/5f(x+t)+f(x—t)—25 it
0 t

Pak

lim [, (z) =s.
100

To je splnéno napiiklad pfi existenci jednostranych derivaci v kazdém bodé. Pokud je funkce f
sublinearni, jeji frekvencni integral je konvergentni k funkci f.

( U.Dini )
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15.4.10 O komplexnich frekvencich

Prejdeme ke komplexnimu tvaru. PoloZime

I(z) = /77 c(w)e™* dt ,

-n

ow) = % /_ Ft)e—t dt

Pak

vvvvvv

15.4.11 Frekvencni transformace

Frekvencni transformace je kouzlo, kte-

rym se daji diferencidlni rovnice prevést
na obycejné rovnice.

Pro (komplexni) integrovatelnou funkci f € L(R) poloZime

A _L e l,e—iwm T
f(@—m/_oof() dz

Funkci f" nazyvdme frekven¢ni obraz funkce f. Operdator F* : f — f” budeme nazyvat
frekvencni transformace.

Pro (komplexni) integrovatelnou funkci f € L(R) polozime

\ _L = weiwmw
P == [ e do.

Funkci fY nazyvame inverzni frekvenc¢ni obraz funkce f. Operdtor FV : f +— f" budeme
nazyvat inverzni frekven¢ni transformace.

15.4.12 Vlastnosti frekvencni transformace

Plati
= Frekvencni obrazy jsou spojité.
= Frekvencni obrazy maji v 00 nulovou limitu.
= Necht md funkce f € L(R) spojitou derivaci f € L(R). Pak
(f)Mw) = iwf(w).

( J.Fourier )
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Misto derivovani se ndsobi. To je moc

dobre ;-)

= Pro f(z) = e /2 je fNw) = e /2,

Nékteré funkce si s tim rozuméji.

15.4.13 Frekvencni transformace v L2

Rozsitime frekvencni transformaci diky hustoté spojitych a integrovatelnych funkci v prostoru
L? na cely prostor L?. Frekven¢ni transformace je izomorfismus prostoru L? na sebe.

( M.Plancherel )

15.4.14 Frekvencni transformace (temperovanych) distribuci

Ozna¢me S(R™) mnozinu funkci f : R™ — R majicich parcidlni derivace vSech fada a kon-
vergujicich k nule pro |z| — oo rychleji nez libovolna mocnina funkce 1/z. Pfesnéji vyjadieno
necht’ pro kazdé n € N plati

Da
lim () =

a0 (L) !
||
Funkcim v S(R") budeme fikat testovaci funkce (napiiklad e=** € S(R™)).

Rekneme, Ze posloupnost {(;} testovacich funkei ma v prostoru S(R") limitu ¢, kdyZ pro
kazdé multiindexy «, (3 plati na R"

2P Dy (2) = 2P Do () .
Kazdy spojity linearni funkcional na S(R™) se nazyva temperovana distribuce. Prostor vSech
temperovanych distribuci budeme znacit S’(R™), nebo jen S’. Na S’ budeme uvazovat slabou
topologii, t.j. fx — f v prostoru S” pokud pro kazdé ¢ € S plati (fx, ) — (f, ).
Pro ¢ € S se frekven¢ni transformace /[y definuje predpisem

FIAQ) = [ @)’ da,
kde ((,x) = (11 + - - - + (. Nyni pro temperovanou distribuci f definici roz§ifime

(F[f],0) = (f, Flg]) -

Pro f € S’ se inverzni frekvencni transformace definuje vzoreckem
1

FUf] = WF[f(—x)] :

Plati
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= Frekven¢ni transformace je prosta (slabé) spojita linearni transformace S na S’.
= Frekvencni transformace jednotkového naboje je
Flé(x — zp)] = et(Gz0)
= Derivace frekvenc¢ni transformace
DF[f] = Fl(ix)*f] .
= Frekvenc¢ni transformace derivace
FID*f] = (i) F[f] .
= Frekvenc¢ni transformace konvoluce (pro g finitni)
Flf xg] = F[f]Flg] -

= Derivace temperované distribuce je temperovand distribuce.

15.5 Operace s distribucemi

15.5.1 Soucin funkce a distribuce

UvaZzujeme situaci 2 = R. Funkci f € C* a distribuci 7' € D*(Q2) pfifadime soucin fT°
predpisem
p=T(fe).

Funkci f € C™ prifazujeme distribuci

sOH/SOfdu-
Q

Topologické mife A na €2 pfifazujeme distribuci

(pl—)/(ﬁd)\.
Q

15.5.2 Distributivni derivace

UvaZujeme situaci 2 = R. Derivaci % distribuce 7" v prostoru D*(€2) definujeme predpisem
¢ — —T(¢') pro funkce ¢ € D(2). Derivace distribuce je opét spojity linedrni funkciondl na
zékladnim prostoru D(£2), tedy jde o distribuci, prvek D*(2). Distribuce jsou tudiz nekone¢né
derivovatelné. Napiiklad derivace skokové funkce je bodovy nédboj

derivace jednotkového néboje je dipol ¢’ (), ...



15.5. OPERACE S DISTRIBUCEMI 259

Co je dokazatelné v matematice by ne-
mélo byt véfeno bez ditkazu.
(R.Dedekind ~ 1899)

Libi se mi sekvence sign +— ¢ — dip0l.

Operitor z D*(§2) do D*(2), pfifazujici distribuci jeji derivaci nazveme distributivni derivace.
Distributivni derivace neklesajici funkce na R je topologickad mira.
Derivaci distribuce 7" na prostoru R” podle multiindexu o« = («, . . ., ;) definujeme

(D°T ) = (=1)*UT, D) .
Napriklad parcidlni derivace distribuce 7' v pfipadé R" se definuje
3T 83
a (:c,y) L (—1)3T Sp(xﬁl/) )
0x2dy 0x20y
15.5.3 Distributivni primitivni funkce v R

Uvazujeme situaci 2 = R. Pro kazdou distribuci 7" ma rovnice y' = T pravé jedno feSeni ve
tiidé distribuci, toto feSeni nazveme distributivni primitivni funkce.

15.5.4 Konvoluce distribuci v R

VzoreCkem
(f*g.9) = (F(&), (9(2), p(z + £)))

(pokud vyrazy existuji, napfiklad jedna z distribuci je finitni) se definuje konvoluce distribuci.

15.5.5 Vztah klasické a distributivni derivace

Necht' 2 C R" je oteviend. Necht' T' € D'(£2). Oznalme pro i = 1,2, ..., n parcidlni distribu-
tivni derivace G; = 0,1 € D'(12). Pak je ekvivalentn{

(i) T je funkce f € C'(Q).
(ii) prokazdéi = 1,2,...,n je G, funkce g; € C°(Q).

V obou piipadech je g; klasickou parcidlni derivaci 0f/Ox; funkce f. Specidlné distribuce s
nulovou derivaci jsou konstanty.

Co byvaly htichy, jsou dnes dobré mravy.

(Seneca)
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Kapitola 16

Obecné metody reSeni

problému

16.1 Obecné o problémech

16.1.1 Puavod problému

Intelektudlové ftesi problémy, géniové
jim zabranuji.

(A.Einstein)

Jde o problémy vznikajici v Zivoté (tedy i1 v matematice, fyzice, technice, ekonomii, .. .).

Pokud se matematickd disciplina vzda-
luje od mySlenek inspirovanych "reali-
tou"a neni budovéna s vyjimecnym vku-
sem, stdva se vice a vice pouhym "umé-
nim pro uméni". Nejvétsi hrozba je, Ze se
matematika bude vyvijet cestou nejmen-
$tho odporu, rozd€li se na mnoZstvi ne-
dilezitych odvétvi a stane se neorgani-
zovanym souborem detaild.

(J.v.Neumann ~ 1940)

261

Napriklad kdyZz hleddme vSechny pro-
story jehoZ dudl fddu 10° je homeo-
morfni s redlnou osou ...
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16.1.2 Formulace problémi

Jedna se o rovnice, nerovnice, extrémy funkcionalli, miZeme zkoumat soustavy rovnic, mohou
byt zadany okrajové podminky, miZeme hledat pouze feseni z jistého prostoru ...

Jsou to tak rdznorodé problémy, Ze se

nam z toho muze az zatocCit hlava ;-)

16.1.3 Zakladni otazky
Zajimaji nas dilezité otazky:
= M4 smysl fesit tuto dlohu?
= Ma smysl hledat pfesné feSeni?
= Ma tuloha alespon jedno feSeni?
= Kolik m4 dloha feSeni?
= Jaké ma reSeni vlastnosti?

= Jak se méni feSeni v zdvislosti na parametrech tlohy?

Pevné véfim, Ze problémy jsou jaddrem
matematiky, a doufam, Ze je budeme pro-
sazovat stdle vice a vice jako uclitelé v
ucebnach, na seminarich, v knihach a
Clancich a Ze vypéstujeme z naSich stu-
dentli lep$i autory a feSitele problémd,
nez jsme my sami.

(P.R.Halmos 1980)

16.2 Obecné o metodach

vvvvv

nebot’ znalosti jsou omezené, zatimco
predstavivost obepind vSe na svété.
(A.Einstein ~ 1930)
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16.2.1 Obecné a zobecnéné reSeni

Reseni budeme hledat tam, kde mame. Pokud to nepiijde, tak i v obecn&jsich prostorech. Tak
budeme napiiklad hledat distributivni feSeni, slabé feSeni a podobné.

16.2.2 Problém zkoumame i z praktického pohledu

Nékdy miizeme zkoumat

dz
Zaménénime role x a t, povazujeme x za nezavisle promeénnou a ¢ za zavisle proménnou. Pak
reSime

dt 1

dr  f(t,z)

pro neznamou funkci ¢ = t(x).

Nékdy je totiz samotny feSeny problém
,nezavisly na volbé soufadnic*. Kdyz si
lehnu, vidim svét vzhliru nohama a je vse
v pohodé.

16.2.3 Symetrie
Ma-1i problém néjakou symetrii, bude ji mit téz feSeni, popiipadé mnoZina vSech feSeni.

( Curie)

Obrazek 16.2.3: Tvorba vlocek probihd v rotacné symetrickém prostiedi, proto jsou tak symet-
rické.

16.2.4 Formalismus

Nahrazeni zadané formulace formalnim zdpisem nam dovoli pracovat rychleji.
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16.2.5 Elementarni pozorovani

Budeme pozorni. Napiiklad rovnice

Y-y -3)

ma feSeni, o némz bezpecné vime, Ze bude nékde rostouci, nékde klesajici, Ze budou existovat
konstantni reSeni . . .

16.2.6 RozloZeni problému na jednodussi

Misto ulohy
y(x)=e"+1,y(0)=1

Ize tesit dvé dlohy
i) =€, p(0) =1

Yolx) =1, 2(0) =0

a hledané feseni je y(z) = y1(x) + y2(z). Tim jsme si diky linearité operdtoru L : y — ¢’ mohli
ulohu rozdélit na dvé jednodussi.

16.2.7 Linearita a nelinearita

Obecné lze predpoklddat v mnoha aplikacich, Ze naSe uloha zachycuje pouze zédkladni (line-
arni) vazbu mezi objekty a Ze Ize oCekdvat, Ze dloha ma presnéjsi formulaci obsahujici dalsi
(nelinedrni) vazby. Jde napiiklad o zanedbani tieni a jinych vnéjsich vlivi.

Pokud napfiklad fesime dlohu ¢/ (z) = y?(x) + x a zajim4 nés feSeni v blizkosti bodu (z,y) =
(1,3) mizeme studovat linedrni piibliZent, tedy dlohu ¢/(x) = 3% + z.

16.2.8 Pokud to pujde, vyireSime vSe, co pujde ...

ResSeni se snaZime najit co nejhez¢i, na nejvetsim oboru a podobné.

Nékdy to vSak ,nepljde®, 2/ = 1 + 22

vede na funkci tangens :-)

16.2.9 Substituce

V rovnici p
x
— =kx
dt
pro nezndmou funkci z(¢) a konstantu & provedeme substituci x = e?, Cili chceme vyjadfit
rovnici v nové funkci y(¢). Piseme tedy (po zderivovani slozené funkce)

vy

= ke
edt e,
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Tedy feSime
d
dy _
dt
coz vede k feSeni y(t) = kt+C, kde C je konstanta. Nakonec z(t) = e *¢ = cek! s nezdpornou
konstantou c.
Pouzili jsme zde postup, kterému se iikd substitu¢ni metoda.

substituci musime vymyslet sami. Hodné
Stésti :-)

16.2.10 Implicitni tvar reSeni

Nékdy zjistime feSeni v implicitnim tvaru, napiiklad 22 + 3% = 1.

Daél se tim nezabyvame. Je to jasné ku-
laté :-)

16.2.11 Hledani reSeni v urcitém tvaru

Nékdy hleddme feSeni v uritém tvaru. Napiiklad zkusime dosadit obecnou mocninnou fadu . . .

Uhodni (tvar) feSeni a dobfe se ti povede.

16.3 Metody prostoru funkci

PouzZijeme kouzla teorie funkci, uniformni konvexitu biduélu, ...

16.4 Preformulovani dlohy

Uloha s diferencialni rovnici

Z—f = f(z,t), x(ty) = o

je ekvivalentni uloze s integralni rovnici

z(t) = xo +/t f(r,z(7) dr .
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To koukdm. Obé jsou lahtdky. Nicméné

. alesponi néco.

Pokud oznacime pravou stranu v piredchozi rovnosti jako Az, kde A je pfislusny operator, je
rovnice prepsatelna na tvar z = Ax. Tedy hleddme pevny bod operatoru. Casto funguje (Ize
dokdzat konvergenci) rekurentni posloupnost g, x1 = Axg, vo = Az, ..., Tpe1 = Ax,.

Pro rovnici 2’ = z, z(0) = 1) jsou postupné aproximace 1, 1+z, 1 +x+2%/2!, 1+ 2 +2%/2! +
23/30. ..

( E.Picard ~ 1900, G.Peano ~ 1900 )

16.4.1 Variacni metody

Extrémy odpovidaji nulové derivaci a naopak. To vede ke zkoumani malych odchylek funkce a
pozorovani diferencniho podilu. Témto odchylkdm se fika variace.

Totdlné¢ omezeny fesitel variacni tlohy:
Necht je N nejvétsi pfirozené Cislo.
Vzhledem k tomu, ze N> > N a N je
nejvetsi prirozené &islo, plati N2 = N a
tedy NV = 1.

16.4.2 Pravdépodobnostni a statistické metody

PouZijeme kouzla z teorie pravdépodobnosti a statistiky. Modelujeme procesy a zkoumame
jejich chovani.

Napriklad zjistime, Ze s pravdépodob-

nosti 1 ma dloha reSeni.

16.4.3 Topologické metody

PouZijeme topologickych kouzel. Pouzijeme kompaktnost, konvexitu, projekce, . ..
Napriklad najdeme feSeni problému jako pevny bod jistého zobrazeni.

16.4.4 Numerické metody

Budeme hledat feSeni pomoci aproximaci. Stejné skoro v§echny dlohy vedou na pracné vypocty
a presné feSeni nikdy neziskdme. Nabizi se fada moZnych aproximaci.

Napfiklad pfi hledani minima funkciondlu F' na mnoziné W'?(Q2) rozdélime mnoZinu {2 na n
jednoduchych mnoZzin, naptiklad trojihelnikti. Prvek tohoto déleni budeme nazyvat konecny
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prvek. Metoda kone&nych prvki spo¢ivé v nahrazeni W12 (Q) prostorem X, funkef, které jsou
hladké na jednotlivych kone¢nych prvcich.
V prostoru X,, najdeme prvek u,, tak, aby

F(u,) = inf F(u).

U,GXn

Pak zkoumame, kdy mé posloupnost {u,, } limitu (a jakou).

Obrazek 16.4.4: Pouziti metody konecnych prvki (kone¢né sité bodii vedou na diskrétni pro-
blém).

Pocitani takzvanych "crash testii"pomoci metody konecnych prvki je velmi uzitecné a opravdu

se déla.

Obrizek 16.4.4: Skoda na auté - poitani crash-testd zachrafiuje Zivoty.
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Kapitola 17

Problémy pro bakalare

Obrazek 17.0.0: Bakalér je takovy maly Clovicek.

269
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Matematika je misto, kde "Problém"neni
Spatna véc.

(Grifith 2000)

17.1 Pokladnice kouzel

17.1.1 Priklad (Vysoka stavba)

Kralici se potiebuji dostat pies feku. Na biehu jsou na sobé postaveny cihly (tvofi vysoky komin
s podstavou jedné cihly). Sikovny kralik do kazdé z nich trochu stréil, vylezl nahoru a spustil se
po provaze na druhou stranu feky. Je to mozné ? ANO.

Studentim chybi ocenéni dilezitosti a

bohatosti matematiky.
(Griffith 2000)

YV e

Diikaz: Nejvyssi cihla se posune o 1/3, pak se dalSich 1000 cihel neché bez posunu, az "hor-

nich"1001 cihel mé téZist€ "téméf uprostted 1001-ni cihly odshora. Pak cihlu 1002-hou posu-
neme o 1/3. Nyni nechdme milion cihel bez posunu ...

Dusi vtipu je strucnost.
(W.Shakespeare ~ 1590)

Obrazek 17.1.1: Kralik stavi komin.

Nasbirame-li dost "tfetin", dostaneme se kamkoliv. H



17.2. PRIKLAD (POMALY SNEK) 271

17.2 Priklad (Pomaly Snek)

Predstavme si pomalého S$neka, ktery leze po rychle rostouci houbg. Doleze na vrSek?

1 m/den

1 cm/den

Obrazek 17.2.0: Houba rovnomérné roste do vysky. Doleze Snek na vrsek?

Dukaz: Jestli houba roste 100 krét rychleji nez $nek leze, tak prvni den $nek popoleze o jednu
setinu vySky houby. Druhy den o jednu dvousetinu a tak dél. Celkem takto sbira ¢asti odpovi-
dajici harmonické fad¢, kterd diverguje. Kdyz soucet téchto Casti prekroci jednicku, dosdhne na

vrSek houby. B

Praxe je nejlepsi ucitelka.

(Cicero)

17.3 Od kdy do kdy a co za to

17.3.1 Exponencialni banka

Banka vyhlasila, Ze bude poskytovat 100 % rocni urok. Pokud vloZi§ do banky jednu zlatku,

dostanes za rok dvé zlatky. Zenuska hned rozhodla, e posle svého muZicka do banky po piil
roce, nechd jej vyzvednout jeden a ptl zlatku a hned ji tam zase na pul roku vlozi. Tak misto

dvou zlatek dostane
1+ L 1+ L =1+ Ly’
2 2/) 2)

Pak ji napadlo, Ze by tam mohl muzicek jit jesté Castéji ... Nakonec tam stdl muZi¢ek od rana
do vecera, vkladal a vybiral a bankéf rozhodl, Ze s tim néco udél4.
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Rekl si, Ze oznali x(t) stav muZi¢kovych pendz v Case t, pficemz z(0) = 1 zlatka. Pak si
uvédomil, Ze se vlastné penize pribézné samy mnozi a Ze ¢im je jich vic, tim vic jich pribyva.
Tak si napsal rovnici
dx(t)
dt

¢imz zachytil pfirastek penéz dx(t) za Cas dt.

Diferencidlni rovnice jsou srdcem mate-

matické analyzy, aplikace jsou krvi.
(G.E.Simmons 1972)

Tato rovnice ddvé feSeni z(t) = €', tedy dal po roce muzi¢kovi (ZenuSce) misto dvou zlatek
neuviitelnych e zlatek.

Nelze se ubranit pocitu, Ze matematické
vzoreCky existuji nezdvisle na nds a Ze
jsou chytfejsi nez my

(H.Hertz)

Tak Zenuska doséhla, Ze banka misto 100% dévala péknych 172%.

Takova ZenuSka se prosté¢ nedad vyvazit

zlatem ...

Obrazek 17.3.1: Spirdla odpovidd spoji-
Obrazek 17.3.1: Musle. tému tdrocent.

Zavislosti, pri které zména jisté veli¢iny odpovidd mnoZstvi této veliCiny, se fikd zakon expo-
nencialniho rastu. Podle néj se mnoZi bakterie, rozkladaji se radioaktivni latky . ..
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17.3.2 Zjist’ ovani stari fosilii

V atmosféfe se vlivem kosmického zafeni vytvafi radioaktivni izotop uhliku C''4. Tento izotop
je nestdly a rozpadd se s polo¢asem rozpadu 5568 + 30 rokl. Tak se v atmosféfe vytvari i

Ve,

sNv 2

dopliiovan z prostiedi. Takto je v Zijicim organismu jeho mnozZstvi na jisté rovnovazné hladiné.
Pokud organismus neZije, nastdva proces poklesu hladiny C''4, protoZe neni dopliovan.

Rovnice popisujici mnozstvi C'** v &ase ¢ vypad4

dx(t)
dt

= ka(t)

kde k je zaporna konstanta. ReSeni x(t) = x(0)e pouZijeme pro zjidténi staif fosilii. Zname-li
mnoZstvi C1* ve fosilii nyni a umime-li odhadnout mnozstvi C'' v ¢ase t = 0, zjistime dobu,
po kterou probihalo odbourdvani C'* v organizmu. Napfiklad z(5568) = x(0)/2, tak uréime
konstantu & (souvisi s "polocasem rozpadu").

Takto se napfiklad zjistila doba, kdy lidstvo osidlilo Ameriku, kdy se stavél Stonehenge (3798 =
275)

Obrazek 17.3.2: Stonehenge.

a kdy vzniklo Velké kraterové jezero v Oregonu (6453 £ 250).

Obrazek 17.3.2: Velké kraterové jezero.
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17.3.3 Metoda reSeni

V rovnici J
x
— —kr =0
dt
pro nezndmou funkci z(¢) a konstantu k provedeme trikové ndsobeni vyrazem e~*. Ten je

zvolen tak, aby leva strana rovnice byla derivaci néjaké funkce. Dostaneme tedy

pro jistou konstantu c. Pak z(t) = ce* s konstantou c.
Obecné mizeme dostat vztah F'(t, z(t)) = ¢, ktery nazveme FeSeni v implicitnim tvaru.
Pouzili jsme zde postup, kterému se ikd metoda integracniho faktoru.

Jaky integracni faktor (to je to, ¢im na-
sobime) pouzit ve které situaci, mize byt
pekné dobrodruzstvi.

Nékdy mize byt integracni faktor roven
1)

17.4 Existence a jednoznacnost

17.4.1 Existence reSeni

Resime rovnici

dx

o = ft,x), x(ty) = xo .
Budeme hledat feSeni pomoci aproximace. Vychdzime z bodu (¢, zo) a sestrojime z tohoto
bodu udsecku ve sméru hledaného feSeni, tedy se smérnici f(to, x¢). Jeji druhy koncovy bod

nazveme (t1, r;) a pokraujeme ve sméru f(t1,x1). Takto najdeme jakysi polygon jako hruby
tvar feSeni.

(L.Euler ~ 1740)

Je-1i funkce f spojitd, omezend a sublinedrni vzhledem k proménné = na obdélniku R, konver-
guji takovéto polygony k reSent.

( E.Picard 1893)

17.4.2 Asymptoticka stabilita

Reseni u rovnice Ty = f nazveme asymptoticky stabilni FeSeni, pokud pro kazdé feseni v
plati
lim |u(t) —v(t)|=0.

t—o0

Reseni se mohou bliZit k stabilnimu sedlu, mohou tvorit sedlo, spiralu.
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17.4.3 Distributivni reSeni

Pro L = % + a, a > 0, fundamentalni feSeni rovnice

de
Le = %%—aa—é(t)

je rovno

Let do Abstraktna musi zacinat a koncit
v Konkrétnu.

(R.Courant)

impuls sily draha

Obréazek 17.4.3: Distributivni feSeni nemusi mit vSude derivaci, vstupy nemusi byt spojité.

Distributivni feSeni je dobry kompromis.
KdyZ nakopne§ micC, tak vyleti danou
rychlosti a nikoho pfili§ nezajima oka-
mZzik vykopu.

17.5 Ono se to srovna

17.5.1 Kam dopluje lod’

Po zdpadu slunce prestali ndimornici veslovat. Je brzdéna pouze tfenim, nefoukd vitr. Za 10
sekund doplula 30 metrt, za dalSich 10 sekund doplula jesté 15 metri. Kde se zastavi?

Oznacime si m hmotnost lodi s ndkladem, v(¢) jeji rychlost v Case ¢ a necht’ kladna konstanta
k je odpovida tfeni, které pro malé rychlosti (snad) zavisi linedrné na rychlosti. Pak

dv

= —:—k
mdt (%

ma(t)
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Obrazek 17.5.1: Lod’ pluje na Krétu. Na jakou rychlost musi rozjet lod’, aby posledni mili na
Krétu dojeli bez veslovani?

vyjadfuje, Ze tfeci sila pisobi na téleso a brzdi jej (a(t) je zrychleni a zdporné znaménko vypo-
vidd o sméru sily proti pohybu). Tedy

d

d_:f) = —mkv
ma feSeni v(t) = v(0)e ™. Vzhledem k tomu, Ze je rychlost v(¢) derivaci drdhy s(t), tedy
ds/dt = v, miZeme integrovanim rychlosti ziskat drahu

(%

s(t) = /0 o(T) dr = %(1 — 7™Mk

Vidime, Ze 0)
v(0

=1l t)=——.
s(00) = lim s(t) = -3

Vime, Ze s(10) = 30 a s(20) = 45. S témito informacemi vytla¢ime ze vzore¢ku pro s(oo)
nezadouci konstanty a dostaneme

302
s(00) = 5o =15 = 90

tedy lod’ dopluje jesté 15 metrt, celkem bez pohonu 60 metri.

Nedovedu to udélat bez pocitaci.

(W.Shakespeare ~ 1590)

17.5.2 Metoda variace konstant

Resime obecné rovnici Lot
WO ket + 10

pro nezndmou funkci x(t), konstantu & a funkci f(¢). K tomu pouZijeme feSeni rovnice

dx(t)
dt

= kx(t)
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ve tvaru z(t) = ce*® s konstantou c. Nyni zkusime do piivodni rovnice dosadit z(t) = c(t)e*,
kde povaZzujeme nyni ¢(t) jako drobnou "variaci"konstanty c. Po dosazeni dostaneme rovnici

pro funkci ¢(t) ve tvaru
de(t) —kt
pu— t .
O

Zintegrovanim dostaneme c(t) a nasledné mame x(t) = c(t)

ekt

Pouzili jsme zde postup, kterému se fikd metoda variace konstant.

Prosté a jednoduse — haddme tvar feSeni.

Je to jako mald kapesni kradez z kapsy
Osudu.

17.5.3 Populacni exploze

Rist populace P zavisi na pfimo jeji velikosti. Na druhé strané je zpomalovan problémy s
dostatkem potravin. Pokud je maximalni velikost populace rovna M, pak faktor M — P brzdi
pfirozeny rtst populace. Resime tedy tlohu

P

— =kP(M—P), P(0)=Fy.

( P.Verhulst 1845 )

Této rovnici se fika logisticka rovnice. Rozkladem na parcidlni zlomky nebo substituci p =
1/ P dostaneme feSeni

1_1 (1 1Y L

P M PR M
a populace se bude blizit M.

17.5.4 Spolecenska mobilita

Oznaéme s(t) mnozstvi lidi ochotnych se prestéhovat za praci. Do hry vstupuje jejich motivace
M, dovednosti D a odpor ke zméné R. Rovnice miZe mit tvar

ds
—=M-D—-R-s(t).
o s(t)

17.5.5 Chemicka reakce

Chemicka reakce A + B — (' probiha s rychlosti zavislou na soucinu koncentraci latek A a B.
Ozna¢me koncentrace a = [A] mol/litr, b = [B] mol/litr. Pak pro x = [C] plati

dx
yr =k(a—z)(b—x).

17.5.6 ZneciSténi jezera

Do jezera o objemu V' obsahujictho Skodlivé latky pritékd rocné V//10 Cisté vody a odtéka V//10
primérné (z pohledu jezera) znecisténé vody. Kdy poklesne mnozstvi $kodlivych latek v jezefe
na polovinu?
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17.6 KdyzZ se dva perou...

17.6.1 Jak neprohrat valku

Do boje jdou dvé armady (napiiklad mikroorganismu). Jejich pocty v Case ¢t oznaCime x(t) a
y(t). Ubytek jedné armédy je pfimo umérny velikosti druhé. Tady plati vztahy

dr i dy

%__ y7$:_kx

s vhodnou konstantou % (pfedpokldddme stejné Sikovné armddy). Vyndsobime prvni rovnici
a druhou rovnici y a odeCteme:

2 .2
Wy M)

a7t a Y

Vidime tedy fefenf 22 — 3?> = c pro vhodnou konstantu c. Tedy pokud byly armady veliké z, a
Yo, plati na konci vélky v Case 1" rovnost

5 —yo = (1) = y(T)* = x(T)?,

tedy zbyde armada x o velikosti

a(T) = /x5 — yg -

Pokud silnd armdda z bojuje postupné se dvéma armadami x a y, zstane

AT) =25 — 2§ — 5 -

( F.Lanchester 1916 )

Obrazek 17.6.1: V roce 1805 v bitvé u Trafalgaru admirdl Nelson rozdélil lod’stvo silngjStho
protivnika na dvé poloviny a bojoval nejprve s jednou a pak s druhou polovinou. Vyhral. Mohl
to udélat 1épe?
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17.6.2 Odzbrojovani

Uvazujme dva stdty a jejich armady x a y. Pokud oznacime A, B jejich vzajemnou nedtivéru,
C, D ceny zbrani a F,F" spoleCenskou poptavku po zbrojeni, Ize zkoumat soustavu

d::l(tt) = Ay(t)—Cz(t)+ E
d?ii—it) = Buz(t)— Dy(t)+ F .

Je proces odzbrojovéni stabilni?

17.6.3 Baoj s neStovicemi

Budeme se zabyvat nestovicemi, coZ je vysoce nakazlivd nemoc. Pokud ji vSak nékdo nepod-
lehne, ziskd natrvalo imunitu proti dalSimu nakaZeni.”

Uvazujeme pouze populaci narozenou v Case t = 0 a jeji dalsi vyvoj. Oznacme z(t) populaci
v Case t a y(t) tu Cast populace, kterd jesté neméla nemoc. Z divodu nakaZeni se y zmensuje
rychlosti ay, kde a je koeficient nakazeni, celkova populace = se z diivodu nemoci zmenSuje
rychlosti aby, kde b je koeficient imrtnosti na nemoc. Z divodi nesouvisejicich s nemoci se
x 1y zmenSuji s rychlosti d(t) zavisejici na Case t (roky). Rovnice popisujici tyto zavislosti
vypadaji

dx dy
— = —aby —d(t — = —ay —d(t)y .
o = —aby —d(t)z, — = —ay —d(t)y
Prvni rovnici vyndsobime y a druhou z a odecteme. Pak
d
d_ng — xd—? = —aby® + axy .

Vyndsobime integradnim faktorem 1/y? a dostaneme

L WA
dty_a ay.

Tedy pro pomér z = x/y dostaneme

d
d—j =—ab+az, 2(0)=1

s feSenim z(t) = b+ (1 — b)e™.

Cili pro odhad konstant = b = 1/8 dostaneme hodnotu z(20) pfiblizné rovnu 11. Tedy pouze
asi 9% dvacetiletych jesté neprodélalo nemoc.

( Daniel Bernoulli 1760 )

A pak Bernoulli navrhl o¢kovani. Tim se

prodlouzi doba Zivota o tfi roky. ...
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17.6.4 Nakaza HIV

Uvazujeme zakladni model ndkazy virem HIV, pfi kterém se viry HIV napadaji buiiky CD4+T,
takovd napadena bunika vytvoii kopie viru HIV a zanikne. V systému jsou jesté protildtky, které
nici viry HIV, nicméné jejich Gc¢innost sldbne.

Dile ptistupuji dalsi okolnosti. Virus HIV dokdZe mutovat, 1éky mohou zasdhnout do fungovéni
celého systému.

Pfi modelovéni zkoumdme pribéh infekce v Case. Pocet V (t) kopii viru HIV, poéet B(t) nena-
padenych bunék, pocet N (¢) napadenych bunék, mnozstvi P(t) protilatek, mnozstvi 1ékd L(t),

. zkoumdme pomoci soustavy diferencidlnich rovnic.

Porovnanim modelu a reality vidime,

Ze je vyhodné kombinovat nékolik typi
1€kad.

17.6.5 Spolecenské problémy

Podobné jako ndkaza se $if{ drby. MnoZstvi ,,informovanych* x(t) v ¢ase ¢ vyhovuje rovnici

d
d—f = k() (M — 2(t)) .
17.6.6 O soustavach
Soustava
‘/E?l - fl(t7x17x27"'7xn)
vy = fo(t,r1,m0,. .., 1)
.’17;1 - fn(taxla Ty 7xn)

je Sikovny zdpis mnoha problémd.

Aktivisti = objevuji metody k feSeni vé-

deckych problémii
Pasivisti = analyzuji mySlenky a néstroje
aktivistd

(G.F.Simmons 1972 )

Na tento zdpis se d4 prevést problém
™ = f(t,x, 2. D)
obsahujici pouze jednu nezndmou funkci pomoci pfevodniho vztahu

/ n—1
.le.r,.rg:l’,...,l‘n:l’( ),
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ktery vede k zdpisu

T = 13
Lp = f(t,l'1,1'2, 7$n)

Je zfejmé, Ze periodické feseni diferencidlni rovnice vede na uzavienou trajektorii soustavy.

Pokud jsou pravé strany linedrnimi funkcemi

!
T = o121+ Qe+ Qi
/
Ty = (2121 + Qoo + - -+ + QopTy
/
T, = QpT1+ QpaZo+ -+ QppTy ,

Ize (Casto tspésné) hledat feSeni ve tvaru

(cre™ coe, .. cpe™) .

17.6.7 Fundamentalni systém reSeni

Resime rovnici 7'y = 0 bez pocatenich podminek. Nékdy jsou nalezend feSeni linedrné neza-
visld a tvori bazi linedrniho prostoru vSech feSeni rovnice Ty = 0.

Linedrni nezdvislost feSeni rovnice 7'y = 0 pro diferencidlni operator

Ty pu(@)y™ + poca (2)y™ ™D + -+ pi(2)y + pol2)y

se lehce zjisti pomoci nasledujiciho kritéria.

Determinant
Y1 e Yn
i Yn
W(z) =
—1 -1
p g
je nulovy pro feSeni 1, ..., y, rovnice 7'y = 0 na intervalu pravé kdyz jsou dand feSenf linedrné
zavisla.
( J.H.Wronski )
Pokud mame linedrné nezavisld feseni y1, ..., y, rovnice Ty = 0, miZeme hledat partikularn{

reSeni rovnice 7'y = f variaci parametri ve tvaru

@)y () + -+ cal@)yn(@) -



282 KAPITOLA 17. PROBLEMY PRO BAKALARE

Soustavu rovnic

r o= T+y,
y = 6z

1ze prevést jednu rovnici formdlnim vypoctem

(D-1)r=y & Dy=6x = DD —-1)z=2=Dy=6cx = (D>~ D—6)z=0.

Tak se dovedeme zbavit ,libovolné“

soustavy.

17.6.8 Dravec a korist

UvaZzujeme soustavu rovnic popisujici soupereni dvou populaci z a y

(fi—f = —kx+bxy = x(—k + by)
&y _ my — cxy = y(m — cx)
a Y Y=y .

( A.J.Lotka 1910, V.Voltera 1926 )

Staciondrni feSeni je (m/c, k/b) je stabilni centrum.

@ stabilni centrum

2NN

Obréazek 17.6.8: Systém se periodicky méni ...

Kdyz se k soustavé dravec-kofist pridd vnéj$i vliv, naptiklad rybolov v mofi, projevi se to na
pravé stran€ ¢leny —ex, —ey. Tim v podstaté modifikujeme konstanty k£ a m. Posune se tim
hodnota stabilniho feSeni ve prospéch jedné (¢i?) strany.

Ptidame-li samoomezujici ¢len do rovnice dravec-kofist, dostaneme

dx
dt
dy
dt

= —kx — ax® + bry = 2(—k — azx + by)

= my — cxy — dy* = y(m — cx — dy)
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Obrazek 17.6.8: Jak vzpominaji Zraloci na svétovou valku?

dostaneme stabilni FeSeni
B bm — dk am + ck

T ad—be T wdvbe
Pak v, je vZdy kladné, ale xy miZe byt nula. To vede k vyhynuti dravca.

Zo

koexistence @ stabilni uzel vyhynuti dravcii

Obrazek 17.6.8: Dravci se museji krotit . ..

Ach ta biodiverzita . ..

17.6.9 O fazové roviné

Budeme fesit obecné nelinedrni dlohy, kde

dx
W 9(z,y)

dt
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Prava strana urCuje, jak se pfi daném stavu x(t) a y(¢) bude ménit funkce = a y. Pokud jednu
rovnici vydélime druhou, dostaneme

dv_ f(x,y)
dy  g(z,y)

, nebo — =

Tedy ve fazové roviné (z,y) maji trajektorie v kazdém bodé¢ jasné definovanou smérnici, ¢imz
se otevird ndzorna moznost, jak se o feSeni hodné dozvédét pomoci trajektorii.

Bez 4jmy na zajimavosti se budeme zabyvat soustavou

dx
dy

Nulovym bodim (body (g, yo), pro které se pravé strany nuluji) odpovidd konstantni feSeni.
Jinak uvazujeme trajektorie ¢t — (z(t),y(t)), coz jsou kiivky popisujici pozici feSeni v Case ¢
ve fazové roviné xy.

17.6.10 Souperivé populace

UvaZujeme soustavu rovnic popisujici soupereni dvou populaci z a y

d
d—f = kx —az® — bry = x(k — ax — by) ,
d
d_?; = my — dy* — dry = y(m — cx — dy) .

Clen zy v rovnicich odpovidd vzdjemné interakci obou populaci. Vynulovéanim jednotlivych
Cinitell zjistime staciondrni body soustavy.

Pro urcité parametry existuje stabilni uzel dovolujici preziti obou populaci, jindy jediné sta-
bilni feSeni vede k zdniku jedné populace. Kiivku odd€lujici oblasti vedouci k vyhynuti jedné
populace budeme nazyvat separatrix.

17.6.11 O Kkritickych bodech soustav

Uzavfena trajektorie soustavy

dx

~_F

o (z,y)
dy

% = G(%Q)

ohranicuje vzdy alespon jeden kriticky bod systému.

( H.J.Poincaré ~ 1910 )

Je-li v8§ude OF'/0x 4+ 0G /0y > 0, pak neexistuji uzaviené trajektorie.

(1.O. Bendixson ~ 1900 )



17.6. KDYZ SE DVA PEROU ... 285

ad > bc ad < bc

koexistence vyhynuti téméf jisté

@ stabilni uzel @® scdlo /-\‘ separatrix

Obrazek 17.6.10: Nékdy vyhynou jedni, jindy ti druzi . ..

JestliZe se trajektorie pohybuje a zUstava v uzaviené oblasti fazové roviny (napiiklad v uzavie-
ném mezikruZi) bez kritickych bodi, pak je to uzaviend trajektorie nebo spirdla aproximujici
uzavienou trajektorii.

( H.J.Poincaré ~ 1910 a I.O.Bendixson ~ 1900 )

Ptikladem je nelinedrni soustava rovnic

i
a7
% = k(1l—-2Yy—=.

popisujici nelinedrni oscilator. Tato soustava ma periodické feSeni.
( van der Pol 1924 )

Podobny charakter maji procesy v lidském téle. Tvorba nékterych latek se spousti az pti indikaci
jejich nedostatku. Tak v téle hladiny téchto latek periodicky kolisaji.

Zasobu diivi na zimu si délate az kdyz

minula zasoba dochazi.

17.6.12 Maticovy zapis a reSeni
Soustavu

'
T = a11T1 + @122 + fi

/
Ty = Q9171 + A22T2 + fo



286 KAPITOLA 17. PROBLEMY PRO BAKALARE

/\

S

Obréazek 17.6.11: Nelinedrni soustava miize mit periodické feseni.

Ize psat maticovym a vektorovym zdpisem
X' =AX+F
nebotéZvetvaruTX = F,kde TX = X' — AX.

A je mozné si hrét s maticemi.

Soustava
X'=AX, X(0)=1,
kde I je jednotkova matice, ma feSeni
X(t)=e,

kde pouzivdme operatorovy pocet A — e (popiipadé definujeme e pomoci konvergentni fady
I+ A/ + A2)20+ - ).

17.7 Jak uSetrit...

17.7.1 Nejkratsi cesta

Nejkratsi kiivka spojujici dva body (x1,y1) a (2, y2) v roviné zkoumand jako funkce y = y(x)
vede na minimalizaci integrilu

z:/ VIt )2 de.
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17.7.2 Variacni metoda

Chceme najit funkci y = y(x), kterd minimalizuje integral

12/ flz,y,y) do .

Uvazujeme nyni funkci §(z) = y(z) + an(z), kde n chdpeme jako odchylku od funkce y. Jde o
funkci dvakrét spojité diferencovatelnou a nulujici se v bodech z; a z5. Zkoumédme nyni funkci

T2

1

Pokud integral / nabyvd minimum pro funkci y, o¢ekdvame, Ze funkce (o) bude mit nulovou
derivaci v a.

Nerovnost je pticina vSech lokalnich po-
hybd.

(L.da Vinci ~ 1490)

Jedna se o slabou derivaci funkciondlu y +— 1.
Vyjéadiime (derivujeme za integraCnim znamenim)

/ v a —
I'(a) = a_af(xayay)dx
a poloZime rovno nule. Dostaneme
: “of af ,
I pu— _— —_— pu—
@ = [ [Fnte) + Gt @)] o =0

a pomoci integrace po ¢astech dostaneme

& of d [of B
/xl (@) {a—y‘d—(@ﬂ =10

Pokud se integrél nuluje pro kazdou uvazovanou 7, musi byt
of d (Of\ 0
oy dx \oy /)

d*y dy
fy’y’@ + fy’y_m + (fy’x - fy) =0,

kde indexy odpovidaji parcidlnim derivacim. Této diferencidlni rovnici druhého fadu budeme
fikat variaéni rovnice.

Vyjéadiime to 1épe

( L.Euler ~ 1740)

Chceme najit dvé funkce y = y(x) a z = z(x), které minimalizuji integral

[:/ flx,y, 2,9, 2) dx .

of d (of\ _, of d (or\ _,
dy dx (ay)‘ ' 9z dx (az'>_

Dostaneme podobné
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17.7.3 Puajdeme rovnou za nosem ...

V naSem pripadé se variacni rovnice redukuje na

1 d*y

S —)
(Lt (2P de

proto jejim feSenim jsou pouze linedrni funkce.

17.7.4 Vazané extrémy
Hledame extrém 2
1—/ f(x,y,y) da

vzhledem k podmince

/ g(z,y,y)de = L.

z1

Jde o kombinaci vazanych extrémi a metody variacni. Jeji kritické body ur¢ime feSenim vari-
acni rovnice

oF d (OF\ 0

oy dx \oy )

kde F' = f 4 \Ag. Pfi feSeni mdme dvé integracni konstanty a multiplikator A. Tyto tfi veli¢iny
zjistime po dosazeni okrajovych hodnot pro funkci y a pouzitim vazbové podminky.

17.7.5 Jak postavit plot

Hledame kiivku délky L spojujici body (0,0) a (1, 0), kterd leZi nad osou x a ohrani¢uje maxi-
malni plochu mezi osou z a grafem funkce . Cili maximalizujeme

/0 (o) di

(K/ﬁ@?mZL.

Jednd se o vdzany extrém. Kombinaci metody vdzanych extréml a metodu variani rovnice

dostaneme rovnici
d T4
S (A S I
dx ( 1+ (y’)2>

Po dvojim integrovanim dostaneme

vzhledem k podmince

(z =)’ +(y— )’ =\

Jedna se o kruhové oblouky kruhu o poloméru .

Pokud je L del3i nez pfislu$nd polokruznice, zkusime hledat kfivku ¢ — (z(¢), y(t)) a maxima-

lizovat .
1 2
Izi/ (xy — 2'y) dt

t1

vzhledem k podmince

| V@rTwra -,
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Zase dostaneme oblouk kruznice o poloméru .

Pro kruznici plati

5 (2mr)?
=
Obecné jde vyslovit vztah
plocha < M
—_— /7-‘_ .

Tomuto vztahu se fikd izoperimetricka nerovnice.

Maém rad zakulacené tvary ;-)

17.7.6 Problém minimalni plochy

Chceme najit funkci z = z(z, y) na podmnoZiné R v roving, kterd minimalizuje integral
I(z) = /f(a:,y,z,zx,zy) dx dy .
Rovnice pro extremdlni plochu zni
of ~ 0 (OFN 0 (0F) _,
0z Ox \ 0z, oy \oz,)
Problém minimdlni plochy vede na minimalizaci

/,/1+z§+z§dwdy

pro funkci z = z(x,y) nabyvajici pfedepsanych hodnot na okraji zkoumané oblasti. Varia¢ni
rovnice lze prepsat ve tvaru

Zoa(1 + 20) — 2202y %0y + 2y (1 + 22) .

( L.Euler ~ 1740, J.L.Lagrange ~ 1770, T.Radd, J.Douglas, J.Plateau )

Jeji fesSeni jsou krasné plochy s nulovou
stiedni kfivosti, vSechny body jsou sed-
lové, plochy odpovidaji mydlovym bub-
lindm.

Pro kazdou nekonvexni rovinnou oblast 1ze sestrojit okrajovou podminku ¢ tak, Ze pfislusny
problém minimdlni plochy nema4 klasické reSent.
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opd

do "

dr v

Obrazek 17.8.1: Detail spirdly.

17.8 Kudy kam ...

17.8.1 Jak si postavit ulitu

Necht’ spirdla popisujici fez Sneci ulitou protind spojnici s pocatkem pod konstantnim thlem ).
Pak z obrazku vidime, Ze

rd
tg¢:d_7§0’

tedy mame rovnici dr/dp = 7/ a jeji feSeni r = ce®/*8¥ popisuje kiivku, kterd se nazyva
logaritmicka spirala.

Obrazek 17.8.1: Skutecna musle ma néko- Obrézek 17.8.1: Spirdla.
lik do sebe zamotanych spiral.
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Védec nestuduje prirodu proto, Ze je uzi-
tend; studuje ji proto, Ze mu to ¢ini po-
téSeni. Pokud by pfiroda nebyla krasni,
nestala by za poznani, a kdyby nestdla za
pozndni, Zivot by nestdl za Ziti.
(H.J.Poincaré ~ 1910)

Logaritmickou spirdlu pouZzijeme téz pfi znazornéni ristu irokd v bance.

Na Snekovi zde vidime zdkon exponen-
cialniho ristu ;-)

17.8.2 Ortogonalni trajektorie

Pokud dana kfivka vyhovuje v bodé vztahu

dy
% - f(xv ?J) 3
vyhovuje v tomtéZ bodé kiivka k ni kolma vztahu
dy 1
dr  f(z,y)’

coz vidime z obrazku.

smérnice -1/f(x,y)
\ smérnice f (x, y)

Obrazek 17.8.2: Kolmé kiivky a jejich smérnice.

Vezmene systém kiivek 22 + y? = cx vyhovujicich diferencilni rovnici

dy 2 2
2ey—= =y° —
Y=Y o
a k nim kolmé kiivky vyhovujici vztahu
d
2wy =P —a?
dy

budou to kiivky ze systému 22 + 3? = cy.
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Obrazek 17.8.2: Kiivky a kfivky k nim kolmé.

17.8.3 Retézovka

Uvazujeme na visicim fetézu obecny bod A = (z,y) a nejniz§i bod B = (0,0). Necht’ md v
bodé A kiivka y(x) smérnici ¢. Pak vodorovna slozka sily 7' v bodé A je rovna vodorovné sile
Ty v bodé B.

Obrazek 17.8.3: Retézovka.

Pak .
Toy' :Totggpszingp:/ lds=s.
0

Zderivujeme jeste jednou a dostaneme
Toy" = V1+(y).

Substitujeme 3’ = p a vyjadiime

Pak

je krivka nazyvana retézovka.
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17.8.4 Problém lana

Maiéme najit tvar dokonale ohebného, neroztaZiteIného homogenniho lana délky [/, zavéseného v

vvvvvvvv

statického momentu vzhledem k ose . Budeme minimalizovat
TB
/ o1+ ) do
A

vzhledem k podmince

op
/ V1i+(y)2de = 1.

Varia¢ni rovnice vede opé€t na fetézovku.

17.8.5 Rotacni plocha

) &

Obrazek 17.8.5: Pokud chceme na hrnéifském kruhu vytocit hrnek, ktery ptjde co nejlevnéji
pozlatit, musime se snazit o minimalni rotacni plochu.

Pozlatit?
Tady jesté
uber !!!

NejmenSi rotacni plochou je funkce minimalizujici
z2
I= / 2ry/1+ (y)? dx .
1

Budeme fesit prisluSnou variacni rovnici. Jeji feSeni je retézovka

y(z) = acosh <"”" - b)

a

pro vhodné konstanty a, b.

Ne vzdy je mozné dva body spojit tako-

vou fetézovkou. Ne vzdy existuje mini-
malni feSeni v prostoru spojitych funkei.
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existuje minimum neexistuje minimum

Obrizek 17.8.5: Uzky vysoky dzbanek nepiijde udélat nejlevnéji.

17.8.6 Na tahu

Téahneme pejska za voditko délky a. Zjistime, jakou k¥ivku opiSe. Rovnice je

dy a? — x?

dr T

Obréazek 17.8.6: Pén tahne pejska.

17.8.7 Plavec zvitézi...

Reku s proudem o rychlosti a chce prekonat &lun s rychlosti b. Stile pluje smérem k danému
bodu. Jakou drihu sleduje? Zkoumame ¢ — (z(t), y(t)) a odvodime

Cé—f = —bcosh
@ = —a-+bsind.

dt
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b x START

Obrézek 17.8.7: Je tfeba neustdle korigovat smér.

Zkoumdni tohoto feSeni pro a > b je
zbytecné . ..

Obrazek 17.8.7: Lod’ undsend proudem nedorazi tam, kam chtéla.

17.8.8 Stihaci krivka

Uvazujme Ctyfi Zelvicky nachdzejici se v rozich ¢tvercového terdria. V ur€ity okamzik se kazda
vydala stejnou rychlosti na kus feci k Zelvicce napravo od ni. Diky symetrii jsou jejich trajek-
torie konecné spirdly koncici v prostredku teraria.

Pokud by vsak byly ve volné pfirodé a

jedna z nich by chtéla utéci co nejdale od
ostatnich, byly by trajektorie zcela jiné.
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: A 4
%

Obrazek 17.8.8: Jak se mohou Zelvicky honit.

17.8.9 Hon na nerizenou strelu

Teroristé odpalili v ¢ase ¢ = 0 z mista A stielu nezndmym smérem se zndmou rychlosti v.
Stielu nejde zachytit radarem a jde lokalizovat a znicit pouze z bezprostfedni blizkosti. Po jaké
kiivce musi letét letadlo z mista BB, pokud chce stielu zlikvidovat? Jakou potfebuje dosahovat

rychlost?

LTS
s S

X *

4

," \ stiela ! H
" \'\ 7 :
[ ]
v' \\ ’/ Ee e e e e —— ﬁ
,\

oy -
& & teroriste

zachranna mise

Obrazek 17.8.9: Jestli se bude stfela hledat po nebo proti sméru hodinovych rucicek je jedno.

NasSe pfiroda spo¢ivd na pohybu; abso-

lutni klid je smrt.

(B.Pascal 1670)

17.9 Gravitace - dobry sluha, zIy pan

17.9.1 Jisty homerun

Jakou rychlosti musi odpaélit palkar, aby mel jisty homerun?
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Obrazek 17.9.1: Homerun vyZaduje silu a rychlost.

Budeme chtit zjistit rychlost v, takovou, aby mi¢ o hmotnosti m pfekonal zemskou pfitazlivost
a doletél alesponi na Mésic. Zanedbame tieni. Podle gravitacniho zdkona je miC pfitahovan k
Zemi silou F' zavisejici na vzddlenosti 7 od Zemé

Mm

r2

F(r)=c

)

kde M je hmotnost Zemé a c je konstanta. Ozna¢me R polomér Zemé. Pak plati F'(R) = myg,
kde g je gravitacni zrychleni. Tim se zbavime konstanty ¢ a mdme

R2
F(r)=mg— .
r
Pokud ma mi€ vyletét nekonecné daleko, musi byt jeho kineticka energie na pocatku
1
émvg
alespon rovna préci, kterou na jeho brzdéni vykond gravitacni sila Zemé
* R? 1 1
/ mg— dr = lim mgR* (—— + —) = mgR.
R r r—00 r R

Kalkulus je nejlepsi pomtcka, kterou
méme pro aplikovani fyzikalni pravdy v

vvvvv

(W.E.Osgoog)

Tedy
1
Emvg = mgR, Cili vg=+/2g9R

Priblizné dostaneme rychlost odpalu 11, 2 km/s.
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17.9.2 Vodni hodiny

Budeme chtit sestrojit hodiny, které by ukazovaly hodiny pomoci hladiny vody, ktera vytéka z
nadrzky. Jedna moZnost je zvolit nddrzku valcovitou, ale pak bude stupnice casu nepravidelna.
Zkusime najit tvar naddrzky, kterd povede k pravidelné stupnici.

19
O\ [N [ [N [—
17y

Obrazek 17.9.2: Jak se méfi Cas - vodni hodiny.

Voda vytéka z nadrzky rychlosti v, kterd je rovna rychlosti, kterou by ziskala voda pfi volném
padu od hladiny ve vySce h. Tedy potencidlni energie mgh je rovna kinetické energii mv?/2.
Tedy v = v/2¢gh. Ma-li vytok prifez a, vytéka

ab\/2gh

vody, kde konstanta b je pro vodu pfiblizn€ 0,6. Tedy tbytek celkového objemu vody

% = —ab+\/2gh .

Pokud mé nadoba ve vysce h vodorovny fez A(h), dostaneme pro celkové mnozstvi vody do
vySky h vzorecek (integrujeme pres fezy)

Tedy podle retizkového pravidla mdme

av. dVdh dh
bk S 1
dt  dh dt () dt’

kde jsme ve druhé rovnosti pouZili zakladni vétu analyzy na vztah V' a A. Celkové mame

—aby/2gh = A(h)%.

Odsud vyjadiime dt/dh a spoéteme integraci celkovy Cas 1" potfebny k vypusténi nadrzky o

vySce H
r 1 H A(h)
T = / 1dt = / dh .
0 ab\2g Jo  Vh

Pokud chceme sestrojit vodni hodiny, kde 7" z4visi linedrné na vySce H, dostaneme napiiklad
prifez A(h) = mVh, coz odpovida rotatné symetrické nadobce vzniklé rotaci y = x?. Tyto
vodni hodiny se nazyvaji klepsydra.
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Ptiroda si zaridila své véci po svém a pak
naucila lidi s velkou ndmahou porozumét
Casti jejich tajemstvi

(Galileo)

17.9.3 Gravitacni sila

Dvé télesa o hmotnosti m4, ms ve vzdalenosti r se pfitahuji vzajemné gravitacni silou

mime

F,=G 7
kde G = 6,67 - 10~ Nm? /kg”.
Budeme zkoumat padajici téleso. Oznacime z(t) drdhu volného padu bez tfeni a vidime, Ze
pouZiti gravitacni sily mg udéli t€lesu zrychleni a = ‘C%z

d*z

mg:F:ma:mﬁ.

Pouzili jsme druhy pohybovy zdkon: sila = hmotnost * zrychleni. Tedy dostaneme diferencidlni

rovnici
d*z
az ~ 7
Jeji feSeni jsou funkce

1
z(t) = 5dt2 + vt + 0 ,

kde z( a vy udavaji pocatecni polohu a rychlost.

Pokud zapocitdme silu tfeni, dostaneme diferencidlni rovnici

d*x dx

— =g—Cc—.

a2~ 9 %
Pro nulové pocatecni podminky funkce dostaneme

_dr g
c

o) =2 =21-e),

coz potvrzuje znamy fakt, Ze rychlost pfi volném péadu se tfenim neroste nade vSechny meze.

17.9.4 Pohyby planet

Gravitacni sila zavisi imérné na hmotnosti obou téles a nepfimo na vzdalenosti obou téles

Mm
2

F=¢G

r

Hypotézy nevymyslim.

(I.Newton ~ 1710)
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P71 \Y

rychlost

A draha

se tifenim

bez tieni bez tieni

se tfenim

se tfenim i

bez tieni

Obrazek 17.9.3: Rychlost a drdha pfi volném padu.

Z tohoto vztahu jdou jednoduse odvodit zakony pohybu planet

= Planety obihaji okolo slunce vlivem gravitacni sily po eliptickych drahéch.

= Rychlost obihani je proménliva tak, aby pruvodi¢ za jednotku ¢asu pokryl vzdy stejnou
plochu.

= Perioda zavisi na primérné vzdalenosti.

(J.Kepler)

Z téchto zdkonli naopak odvodit vztah

pro vypocet gravitacni sily.

17.9.5 O tunelovani

Uvnitf vytunelované Zemékoule bude panovat stav beztiZe.

Dikaz: Zvolme bod x uvniti Zemékoule. UvaZzujeme gravitani pusobeni slupky S o poloméru
r > |x|. Sestrojime prostorovy kuzel K prochazejici bodem x. Kuzel K na slupce S vykroji dva
dily, jejichz gravitacni pisobeni na bod x se rusi. Opravdu, velikost dili zavisi pfimo imérné na
Ctverci vzdalenosti a gravitacni pasobeni je nepfimo imérné Ctverci vzdalenosti od . Navic se
"efektivni plocha"obou dilti spocte ze skute¢né plochy vynasobenim tymz koeficientem, protoze
osa kuZelu K protind slupku .S na obou koncich pod stejnym thlem. l
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) o Obrazek 17.9.5: Rez dutou zem&kouli.
Obrazek 17.9.5: Vytunelovana zemékoule.

Obréazek 17.9.5: Ploska roste a gravitace Obrézek 17.9.5: PloSky jsou na obou kon-
klesa se Ctvercem vzdalenosti. cich pod stejnym dhlem.

Moje price se vzdy snaZzila spojit prav-
divé a krasné a kdyZ jsem si musel vy-
brat jedno nebo druhé, obvykle jsem vo-
lil krdsné.

(H.Weyl ~ 1930)

17.9.6 Proc tunelovat?

Dopravni spole¢nost prisla s revolu¢ni myslenkou. Vybuduje vlakové spojeni mezi dileZitymi
mésty pomoci piimého tunelu pod povrchem Zemé. Misto paliva bude pohyb zajist ovat gravi-
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taCni sila (zanedbdme tfeni). Spoctéte dobu jizdy.

Obrazek 17.9.6: Vitejte u nés.

Diikaz: Na bod 7" bude pisobit vzhledem k pfedchozimu problému pouze ta ¢ast Zemékoule,
kterd leZi bliz ke stfedu nez |T'|. Z této (s hloubkou proménné) gravitacni sily pak pouze slozka

gravita¢ni sily ve sméru pohybu. Dostaneme rovnici (z(t) oznaCuje vzdélenost od stiedu tunelu)
Pz GM

o m

kde G je gravitaéni konstanta, 1/ hmotnost Zemékoule a R jeji polomér. Re$enim jsou harmo-

nické kmity s periodou
R3
Orr ] ——
Ve

coz dav4 slusny ¢as cca 90 minut odkudkoliv kamkoliv. H



17.10. JEDNOU JSI DOLE JEDNOU NAHORE . .. 303

Obréazek 17.9.6: Ekologickd doprava!

Obrazek 17.9.6: Gravitacni cestovani od-
kudkoliv kamkoliv?

17.10 Jednou jsi dole jednou nahore...

17.10.1 Pruzina

PruZina v klidovém stavu ma délku [. Pa zavéSeni zdvazi o hmotnosti m se prodlouzi o délku
d. Rovnovédha nastane, pokud bude gravitacni sila mg rovna sile pruziny, kterou je imérna
prodlouzeni. Tedy plati rovnovdzny stav kd = mg s vhodnou konstantou k. Pokud zdvaZi po-
potdhneme jesté o x dold, prodlouzi se na celkovou délku [ 4+ d + z. Nyni na zavazi piisobi
sila

mg — k(d+z) = —kx .

Tato sila uvadi po uvolnéni zavazi do pohybu se zrychlenim z”, Tedy musime vyfesit rovnici
ma” +kxr=0.
Pokud chceme jesté uvazovat tfeni, bude rovnice s Casovou promeénnou ¢ vypadat
ma” (t) + ra'(t) + kx(t) = 0.

Jednd se o volné tlumené kmity pruZiny. Pokud tuto pruzinu drZzime v ruce a zaCneme ji ovliv-

Yev s

ma” (t) +ra'(t) + ka(t) = F(t) .

17.10.2 Jednoznacnost reSeni
Pro diferencidlni operétor
Ty pa(@)y™ + puoa @)y + -+ pi(@)y + polx)y
se omezenymi koeficienty p; na intervalu J a po¢ateCnimi podminkami
y(wo) = o, ¥'(x0) = 1, - ylwo)" ™V = yn s

md rovnice 7'y = f nejvySe jedno feSeni na J.
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17.10.3 Jak vidy 'uhodnout''reSeni
Diferencidlni operator
Ty y™ +puy™ 4+ piy’ + poy
l1ze symbolicky zapsat pomoci operdtoru derivovani D ve tvaru
Ty = (D" +pnaD" '+ -+ p1D+po)y = P(D)y,

kde P je jisty polynom.

Hleddme feSeni rovnice T'y = 0 ve tvaru y(t) = e** pro vhodnou konstantu s.

Mnohdy je vhodnéjsi zkoumat obecnéjsi
problém, nahradit konkrétni rovnici jed-
nodu$sim zdpisem nékdy Setii Cas 1 pe-
nize.

Dosazenim dostaneme
P(D)e™ = P(s)e™ .

Rovnici P(s) = 0 nazveme charakteristicka rovnice a polynom P(s) charakteristicky poly-
nom. Jde-li o polynom P(s) = (s — 6)*, md rovnice Ty = 0 feSeni

B bt L. 30t

Pro komplexni kofen a + ib zmodifikujeme feSeni podle vzorecku e?t® = e4(cos bt + i sin bt).
Pokud napfiklad fesime Ty = (t* + 1)e', Ize "zkusit"tvar partikuldrniho feSeni y(t) = (at* +
bt + c)e'.

Takto podobné lze ,,hadat* kdykoliv ...

17.10.4 Harmonické kmitani

Rovnice
2"(t) + w?z(t) = 0

vede na feSeni (¢) = acos(t) + bsin(¢) s vhodnymi konstantami a, b.

Pokud chceme, miiZeme rovnici integrovat (pouZijeme rychlost v(¢) = z’(t)) na tvar

1 1
§m712 + 5/612 = F,

kde E je konstanta odpovidajici celkové energii. Samozrejmeé prvni s¢itanec odpovida kinetické

energii a druhy odpovida praci
W:/ F dz :/ kz dz
0 0
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Obrazek 17.10.4: Jak si udélat sinusovku.

potfebné k nataZeni pruziny o délku x, tedy se jednd o vyjadieni potencidlni energie.

Jde zde o zdkon o zachovani energie v

praxi.

Pokud si zndzornime v roviné x x v polohu bodu (x(t),v(t)) pro ruzné energie F, dostaneme
kruhové drahy. Tomuto znazornéni fikdme fazova rovina.

v rychlost

x vychylka

Obrazek 17.10.4: Fazova rovina.
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17.10.5 Trajektorie a orbity
U rovnice
v +pu +qu=0

muzeme zkoumat fazovou rovinu, ve které budeme sledovat chovani (u(t),v(t)), kde v(t) =
u'(t). Ktivky ¢ — (u(t),v(t)) budeme nazyvat trajektorie, graf trajektorie budeme nazyvat
orbita.

Orbity
u +qu=0

jsou kruznice. Na fdzové roviné jsou zajimavé body, které nazyvame centrum, ohnisko, sedlo,
uzel. Tyto body délime na stabilni a nestabilni podle toho, zda jsou limitami trajektorii (s ohle-
dem na ¢as — 00). Uzly zase délime na reguldrni a degenerované.

17.10.6 Srovnani reSeni
Necht’ mame z(t) a y(t) dvé netrividlni feSeni rovnic
" +qt)x=0,y" +r(t)y=0,

kde plati ¢(t) > r(t) > 0 pro kazdé t. Pak feSeni y ma nulovy bod mezi kazdymi dvéma
nulovymi body feSeni .

( CH.E.Sturm )

Pro ¢(t) = 1 lze pouZit jako feSeni

x(t) = sint.

17.10.7 ReSeni pomoci mocninnych f¥ad

Jsou-li funkce P(t) a Q(t) rozvinutelné v mocninnou fadu o stiedu x a poloméru r, pak existuje
feSeni
"+ P(t)a' + q(t)z =0

se stejnou vlastnosti.

17.10.8 Netlumené nucené kmity

2" (t) + wix(t) = F(t).

Vv s

Pokud je vnéjsi sila periodickd, naptiklad
F(t) = Acoswot + B sinwyt
a w # wy, lze najit feseni ve tvaru

x(t) = acoswyt + bcoswyt .
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Podobné pro (nekonecny) soucet

4 (cost cos3t cosbdt

FO =2\ % 52

(rovny & — |t| pro [t| < 7) dostaneme

4w? cost n cos 3t n cos bt n
B 12(w? — 12)  32(w? —32)  52(w? — 52)

Tedy je vidét, jak je uziteCné napsat li-

bovolnou vstupni funkci /' jako Sikovny
soucet sind a cosint.

17.10.9 Ladicka a ladic...

Rovnice
2" (t) + w?z(t) = (Wi — w?) coswot
s pocatecnimi podminkami z(0) = 2’(0) = 0 ma feSeni
x(t) = coswt — coswpt = 2sin il ;— “t sin 20 2_ “t.

Pokud bude frekvence w struny na kytafe blizko frekvence wy ladicky, bude jeden sinus mit
malou frekvenci wy — w a uslySime znatelné pulsy v sile zvuku.

Podobné se provadi amplitudova a frek-

vencni modulace radiového signdlu.

17.10.10 Resonance

Rovnice
2" (t) + wx(t) = Aw? coswt
ma feSeni |
x(t) = §Awt sinwt .

Jsou znamy pripady, kdy tancici mladez
zru$ila vibracemi budovu. Proto se pfi
konstrukci mostu, letadel, odstiedivek a
podobnych véci musi davat pozor na re-
zonanci. A kdo ma opravdu silny hlas
nebo trumpetu se dostane vSude, kdyz se
naladi na spravnou frekvenci ;-)
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x vychylka

vvvvv

kmita se nade vSechna ocekavani.

17.10.11 Vibrujici mobil

Postavime-1i mobilni telefon na pruZznou podloZku a ta se prohne o 2 milimetry, pii jakém vy-
zvanécim ténu zacne mobil tancovat?

Nektefi 1idé si mysli, Ze rozumné je

vSechno, co se déla s vaznou tvari.
(G.Ch.Lichtenberg ~ 1770)

17.10.12 Past na piraty silnic

V béZném automobilu s fidi¢em je pruzici systém stlacen pfiblizné o 15 cm. Jak husté musime
na pesi zoné vybudovat zpomalovaci retardéry, aby to pirdtovi silnic pfi prijezdu rychlosti 100
km/h zptisobilo kritickou rezonanci?

17.10.13 Tlumeni

Zpravidla se nelze vyhnout tlumeni zptisobenému tfenim. V rovnici
ma” (t) + ra'(t) + kx(t) =0
miizeme dostat pfi silném tfeni napriklad feSeni
9e—2t _ o=t
a pruzina neosciluje. Pfi slabém tfeni naptiklad feSeni

e teost
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a pruzina se bude uklidiiovat do nekone¢na kmitanim. Pfi tfeni ,tak akorat® (jedna specidlni
hodnota) bude naptiklad feSenim
e '(1+1).

V pristroji na méfeni proudu chceme,

aby se ruciCka rychle ustdlila, proto mu-
sime nastavit tfeni v pfistroji Sikovné ...

17.10.14 Stabilita s fiktivni energii

JestliZe systém

dx

-~ _F

dy

i G(z,y)

popisuje né€jakou fyzikalni situaci, miize se feSeni bliZit k bodu, ktery bude reprezentovat mini-
mum celkové energie E. Tento bod by pak mohl byt stabilnim konstantnim feSenim.

Obrazek 17.10.14: Stabilni a nestabilni polohy.

Pokud se budeme pohybovat po kfivce ¢t — (z(t),y(t)), bude se energie F ménit v zavislosti

na Case takto
A _0Edr 0Bdy 9B, 0E,
dt  Ordt Oydt Oz oy

Pokud budou takové vyrazy vzdy zdporné, budeme podél dané trajektorie sniZovat hodnotu
energie. Tedy lze ocekdvat, Ze se blizZime k bodu minim4ln{ energie.
Pouzijeme tuto mySlenku pro ziskdni stabilniho feSeni. Pokusime se najit funkci £ tak aby

vyrazy . .
—F+ —q.
ox + dy G

byly zdporné v okoli konstantniho feSeni. Pak je toto feSeni asymptoticky stabilni.

( A.Ljapunov )

Napriklad pro rovnici kmitani na pruziné

d’x dx
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(c je odpor prostiedi, k je konstanta pruziny) dostaneme soustavu

dx dy i k c
- — — = —Kk— — —
at ~ at m m”
s kritickym bodem (0, 0). Celkova energie £ ma slozku kinetickou
L s
2"

a potencidlni, kterd je vytvofena praci pruZiny
v 1
/ kx dv = —ka?*.
0 2

Je uzasné, Ze takovy obycejny integral

ndm povi, Ze stlacend i roztdhnutd pru-
Zina ma kladnou energii :-)

Tedy celkovd energie je

1 1
E(z,y) = §k:1:2 + Emgf )

Lehce ovéfime, ze

dE  OFEdx OFEdy OF oF k c
dt Ox dt * Oy dt Ox + ayG xy+my( mx my> <0

Tedy pocatek je stabiln{ kriticky bod.

17.10.15 Dvojpruzina a jizda na koni

Necht' je dvojice pruZin se zdvazimi z rovnovaznych pozic vychylena tak, Ze horni zdvazi o
hmotnosti m; je vychyleno o x a dolni zavaZi o hmotnosti ms je vychyleno o y smérem dolt.
Pak feSime soustavu

miz” = ko(y — x) — kyx , moy” = ko(y — ) .
Po dosazeni z prvni do druhé dostaneme pro y rovnici
(D*+ (a+b+c)D* +ab)y =0

pro vhodné konstanty. Charakteristickd rovnice méa jednoduché komplexni kofeny, proto je fe-
Seni y 1 x ve tvaru
€1 coswit + co sinwqt 4 c3 cos wot + ¢4 Sinwst .

Zde wy a w jsou prirozené frekvence systému.

Proto se na koni tak divné hopsa ;-)
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Obrazek 17.10.15: Jizda na koni vyZaduje zkuSenost.

17.10.16 O kyvadle

Netlumené kyvadlo popisuji rovnice

dx dy ks
— = — = —ksinx .
at Y
Odvodime z nich, ze
dy  ksinx
de y

To po separaci proménnych vede na kiivky implicitné vyjadiené

1
§y2+(k—kcosx) =F.

Zde y odpovida rychlosti a prvni s¢itanec odpovida kinetické energii, druhy s¢itanec potencidlni
energii a soucet celkové energii (konstanta nezdvisld na Case).

Obréazek 17.10.16: Netlumené kyvadlo.
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Tlumené kyvadlo je popsdno rovnici obsahujici ¢len —cy odpovidajici tfeni
dx dy
_ = y y
dt dt
Na obrédzku vidime nestabilni sedla a stabilni centrum spiral.

= —ksinx — cy .

Y

NN\
(A (L2

TN

@ scdo ® uzel

Obrazek 17.10.16: Tlumené kyvadlo.

17.10.17 ReSeni v distribucich a fundamentalni FeSeni

Necht' L je diferencidlni operator ve tvaru

Lu:zm:Dau.

|a|=0

Distribuci u € D' nazveme FeSeni ve smyslu distribuci rovnice

Lu=f, feD,
pokud pro libovolnou testovaci funkci ¢ € D plati
(Lu, ) = (f. ) -

Dilezité feSeni pro dany operdtor je feSeni rovnice s pravou stranou rovhou bodovému impulsu.
ReSeni ¢ rovnice
Le =94

budeme nazyvat fundamentalni reSeni operatoru L.
Jeho vyznam plyne z nésledujictho pozorovani
ResSeni u rovnice

Lu=f, feD
ve smyslu distribuci je konvoluce fundamentélniho feSeni a pravé strany, tedy

u=cxf.

Nl

Toto feSeni je jedind distribuce fesici danou rovnici, které ma zaroven konvoluci s pravou stra-
nou.
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17.10.18 Pocatecni dloha v distribucich
Soustavu diferencidlnich rovnic v maticovém zapisu
y—Ay=f,feD

s pocate¢nimi podminkami y(0) = (yi,...,y,) budeme ve smyslu distribuci fesit nalezenim
distribuce Y nulové pro ¢ < 0 spliujici

Y' — AY =y(0)5(t) + F ,

kde F je distribuce nulova pro ¢t < 0 souhlasici s f pro¢ > 0.

17.10.19 Rovnice kmitani v distribucich
Pro L = j—; + a?, a > 0, fundamentaln{ feSen{
d?e
Lszﬁ+a5:6(t)

je rovno

vychylka

Obrazek 17.10.19: Tak se ndm roztfdsla kolena, nic se nedéje.

17.11 Rovnice vinéni

17.11.1 Snadné reSeni vinové rovnice

Je-li y = F(z) libovolnd funkce, pak funkce u(x,t) = F(x + at) pfedstavuje vlnu, kterd se
pohybuje podél x-ové osy s rychlosti a. Pokud pfiddme jeSté vinu v protisméru, lze ovéfit, Ze
funkce
u(z,t) = F(x +at) + G(z — at)

vyhovuje rovnici

,0*'u  0*u

O — = —=.
ox?  Ot?

Této rovnici budeme fikat vlnova rovnice. Pokud mame nekonecnou strunu, vychylime ji do
pozice popsané funkci f(z) a nasledné uvolnime, mé vlnova rovnice feSen{

u(x,t) :%(f(:v+at)+f(x—at)) .

Pro lichou funkei f s hodnotami f(0) = f(m) = 0 dostaneme 27-periodickou lichou funkci
(napftiklad sinus).
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(d’Alembert ~ 1765 )

17.11.2 VlInova rovnice v distribucich

e z 2 e M v z

Pro vlnovy operator L = % — a?A, a > 0, fundamentalni feSen{
e — 9%,
BT

—a*Ae, = 6(z,1)

zjistime pomoci frekvencni transformace. Dostaneme

sinals|t

en(m,t) = h(t)F Y|

S

].

als|

Pro n = 3 dostaneme
e3(x,t) = §(a’*t? — |x|?) .

Pro n = 2 dostaneme
h(at — |z|)

oman/a?t? — |z]2

go(x,t) =
Pro n = 1 dostaneme

1
e1(z,t) = Zh(at — |z|) .

17.11.3 Distributivni reSeni s po¢ate¢nimi podminkami

Resime-li

s pocateCnimi podminkami
u(x,0) = uo(x) , —-

preformulujeme do feci distribuci na tvar

—a*Ae, = f(z,t) +uo(z)d (t) + uy ()d(t) .

a pak dostaneme feSeni v distribucich.

17.12 Je ti teplo?

17.12.1 Rovnice tepelné rovnovahy

Budeme fesit problém, jak je rozloZena teplota na obdélnikové desce (reprezentujeme desku
jako [0, 7] x [0, 00)), pokud nastala rovnovéha - teplota se jiZ ustalila a neméni se v Case. Teplotu
uvazujeme jako funkci u(z,y) dvou proménnych, bodu 2 € [0,7] ay € [0,+00). Fyzikdlni
argumenty vedou k tomu, Ze chceme, aby funkce u(x, y) vyhovovala rovnici

’u  J%*u

@—Fa—yzzo.
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Obrazek 17.11.2: Padajici kapky ptedstavuji bodovy impuls. Jeho projevy jsou kouzelné.

Tuto rovnici budeme nazyvat rovnice tepelné rovnovahy. Ocekdavame, Ze tuto ulohu Ize jedno-
znacné vyfesit, pokud mame zaddny pocatecni podminky, které zachycuji teplotu f(x) desky na
okraji, tedy u(x,0) = f(z), z € [0, w]. Re§ime tedy rovnici tepelné rovnovahy s podminkami

uw(0,y) = u(m,y) =0,u(x,0) = f(z) .
Pokud f(x) = sin z, nabizi se dvé feSeni
u(z,y) = eYsinz ,u(z,y) = e ¥sinx.

Prvni feSeni se nam pfili§ nehodi pro svoji désivou neomezenost. Proto pfidime jesté limitni
podminku
lim u(x,y) =0 stejnomémné v x .

Yy—oo

Zkusime hledat feseni ve tvaru u(x,y) = X (2)Y (y). Po dosazeni se rovnice rozdéli na rovnici
s x a druhou s y. VyfeSime v x a dostaneme

X(z) =a cos(wz) + b sin(wz) .
Pak pro Y dostaneme feSeni

b,e™ sin(nx) , bye ™sin(nx), n=1,2,---
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Celkovée .
u(z,y) :Z bpe ™ sin(nx) , b, / f(¢)sin(n¢) d¢ .

n=1

Pokud fada konverguje a pokud sviti slu-

nicko.

17.12.2 Problém minimalizace

2 2
[G) (&) o

pro funkci z = z(x, y) vede na variaéni rovnici

Problém minimalizace

Oz 0z _
ox2 = Oy?

17.12.3 Fundamentalni reSeni
Pro operdtor tepelné rovnovdhy L = A, fundamentalni feSeni rovnice
Le, = Ag,, = 6(x)

ziskame pomoci frekvencni transformace distribuci ve tvaru

o) = F—l[_’#] |

Pro n = 3 dostaneme

1
#s(t) = 1
Pro n = 2 dostaneme
1
ex(w) = 5 log|z|

17.13 Jen se zahrej

17.13.1 Jak rychle chladne babovka

Na stole je Cerstvé upecena bibovka, kdy se bude moci jist?
Zékon ochlazovani fik4, Ze rychlost, s jakou se téleso ochlazuje, je pfimo umérnd rozdilu teplot.

. ze stejnych principti dokdZi ramec

Systému svéta.
(I.Newton ~ 1710)




17.13. JEN SE ZAHREJ 317

Tedy teplota T'(t) v Case ¢t vyhovuje rovnici
dr
dt

kde T™ je konstantn{ teplota okoli a & je konstanta. Dosadime-li si z(t) = T'(t) — T, dostaneme

rovnici dz/dt = kx a obvyklé exponencidln{ feseni.

K(T — T,

Pro vypocet potfebujeme né&jaké tidaje, napiiklad za kolik minut se ochladi o kolik stupii a
jakou teplotu méla na zacétku.

Podobné stanovuji kriminalisté dobu

¢inu ...

17.13.2 Vedeni tepla

Budeme fesit problém, jak se chovd teplota na ty¢i (reprezentujeme ty¢ jako jednorozmérny
interval [0, 7]).

Obrazek 17.13.2: Jak je teplo rozvadéno v jedné proménné.

Teplotu uvazujeme jako funkci u(z,t) dvou proménnych, bodu x € [0, 7] a Casut € [0, +00).
Fyzikélni argumenty vedou k tomu, Ze chceme, aby funkce u(x,¢) vyhovovala rovnici

ou  du

ot 0x2’
Tuto rovnici budeme nazyvat rovnice vedeni tepla. Ocekavame, Ze tuto dlohu lze jednoznacné
vyfesit, pokud mame zaddny pocateéni podminky, které zachycuji teplotu f(z) tyCe na pocatku.

17.13.3 Vedeni tepla na tenkém dratu

Reifme problém, jak najit funkci u(z, t) redlné proménné = € [0, 7] a Casu t € [0, 0o) spliiujici
rovnici

ou  0O%*u

ot Ox?
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vyhovujici okrajovym podminkdam
w(0,t) =0, u(m,t) =0, u(z,0) = f(zx).

Jde o funkci u popisujici teplotu drétu (zde jednorozmérného intervalu proménné z) v Case t.

Varuj se péatrat po tom, co bude zitra.

(Horatius)

Okrajové podminky fikaji, Ze oba konce dratu jsou udrZovany na teploté O stupnd a pocatecni
teplota drétu je zadand funkci f.

17.13.4 Tepelné jadro

Predpoklddejme, Ze 1ze feSeni napsat ve tvaru u(z,t) = R(x)S(t). Pak se diferencidlni rovnice
transformuje do tvaru
R/l S/
RS
Tedy jde o jistou konstantu a mizeme feSit obé rovnice oddélené. Dostaneme feseni ve tvaru
R(z)S(t) = e "' sinna

pro riizna n pfirozend. Tedy funkce u(x,t) vytvofena jako nekonecny soudet

[e e}
“n2t .
= E b,e ™ tsinnx
n=1

je feSenim problému, pokud funkce f jde napsat ve tvaru

. pokud mame v battizku kouzelny né-

poj konvergence.

Vzhledem k tomu, Ze
2 [T .
=2 [ 1(©sintngy dc
T Jo
dostaneme vyjadieni funkce v integrdlem

ule,t) = /O Kt 2, OF(C) de

kde

>1Il\>

K(t,z,() =

i bsinnc .

Funkci K nazyvame tepelné jadro. Reseni je ve tvaru integrdlniho operatoru.
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Obrazek 17.13.4: Vedenti tepla a tepelna pohoda jsou velmi dileZité.

17.13.5 Distributivni reSeni

Pro operator vedeni tepla L = % —a?A, a > 0, fundamentaln{ feSen{
0
Le = a—i —a*Ae = §(x,t)
je rovno
h(t a|?
ety = —"0_ ik
(2a+/mt)™
Resime-li 5
a—i —a?Ae = f(a,t)

s pocéateni podminkou
u(z,0) = ug(x) ,

preformulujeme do feci distribuci na tvar

% —a?Ac = f(z,1) + uo(2)d(t) -

a pak dostaneme feSeni v distribucich.

17.14 O lyzarich a sjezdovce

17.14.1 Brachystochrona

Chceme upravit lyzarsky svah tak, abychom jej ptisobenim gravitace (zanedbame tfeni) sjeli
nejrychleji.

...zdroj veskeré velké matematiky je
specidlni pfipad, konkrétni pfiklad.
Casto v matematice pojem zdanlivé
velké obecnosti je v podstaté stejny jako
maly konkrétni specidlni pripad.
(P.R.Halmos)
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Teploty Chlorofyl
-15 +30 minimum maximum

Obrazek 17.13.5: Teplota v ocednu a jeji vliv na plankton.

béZny stav el Nino

hloubka

100 —

160 —

ge 24 26 28 3§

teplota <

Obrézek 17.13.5: Teplota v hloubce m4 vliv na rybolov.

Chceme tedy najit tvar kiivky z bodu A do bodu B takovy, abychom minimalizovali dobu
sjezdu.
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Obréazek 17.13.5: Tepelnd inava materidlu a jak ji pfedchazet.

Hledéni této kiivky bylo velikou moti-

vaci rozvoje matematické analyzy.

Pomtizeme si svétlem. Paprsek se na rozhrani vody a vzduchu ldme. Pokud budou rychlosti ve
vzduchu a ve vodé veliiny v; a vo, pak paprsek nejrychleji z bodu A do bodu B doleti pres bod
P, ve kterém dhly o a as vyhovuji vztahu

Qg %)

v vy

To zjistime lehce jako extrém funkce urcujici celkovy Cas

7 2 B2 2
x'_)\/a +x +\/ + (c— ) |
(%1 (%)

Podobné miZzeme uvazovat vice vrstev zlomu. V limité olekdvame

o
— = konstanta .
v

P1i sjezdu se potencidlni energie méni na kinetickou, tedy znadme jeji rychlost po sniZeni nad-
mofiské vysky o y. Dostaneme v = +/2gy. Tvar sjezdovky odpovida funkci y = y(x) a jeji sklon
a vyhovuje

1

Sil’lOz = — .
1L+ (y)?

Tedy dostaneme pro y diferencidlni rovnici
y(1+ () =c.
PouZijeme zdpis y' = dy/dx a dostaneme

Y
c—Yy

dr =

dy .
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Po substituci nové proménné 6 vzoreckem

Y
c—Yy

tgl = dy .

dostaneme
dx = ¢(1 — cos26) df .

VyfeSime a dostaneme

x=a(f —sinf) , y=a(l —cosb),

kde a = ¢/2. Jedn4 se o parametrickou rovnici kfivky, kterou opisuje bod na kruznici pfi valeni
podél osy. Nazyva se cykloida.

Obrazek 17.14.1: Jak vidime hiebik na pneumatice pii jizdé.

Podafilo se ndm najit tvar sjezdovky, kterd dava nejrychlejsi sjezd. Této kiivce se fikd brachys-
tochrona (z fectiny brachystos = nejkratsi, chronos = €as). A tento Cas je roven W\/%. Stejny
Cas trva sjezd 1 z libovolného jiného bodu. Tedy optimalni tvar sjezdovky pro to, aby se na ni
rozmistili lyZafi a dojeli do cile najednou. Proto se této kiivce fika tautochrona (z fectiny tauto
= stejny, chronos = ¢as).

Nejrychlejsi sjezdovka
Rodinna sjezdovka

Obrazek 17.14.1: Nejlepsi sjezdovka.
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17.14.2 Jdetoi jinak...

Kfivka nejrychlejsiho sjezdu minimalizuje dobu vyjadienou integralem

= [

Budeme fesit piisluSnou variacni rovnici. Jeji zkoumani vede na feSeni rovnice

yll+ )] =c
pro vhodnou konstantu c. Jeji feSeni je cykloida

x=a(f —sinb), z = a(l — cosb) .

17.14.3 A jesté jinak

Miame sestrojit sjezdovku, na které bude platit kouzelné pravidlo, Ze z libovolného mista se
lyzar dostane k lanovce za 1 minutu.

Spocteme ¢as T'(Y) odpovidajici sjezdu z prevySeni Y. Pfedpokldddme, Ze sjezdovka je po-
pséana funkei y(z). Rychlost pfi sjezdu odpovidé kinetické energii a ta zase ztraté potencidlni
energie. To vede ke vztahu v daném bodé (u, v)

1 ds\?
oM (a) =mg(Y —v),

ds
29(Y —v)

Cili
dt = —

Celkovy casod v =Y do v = 0 je tedy

T(Y):/v”jldt:/:%.

Po substituci s = s(v) dostaneme

B v=0 B Yo s (v)dv
T(Y)—/U:y 1dt = i —\/m

Oznacime
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Pouzivame exponencidlni transformaci (v €as, p komplexni frekvence) a pravidlo pro transfor-
maci konvoluce. Tedy s pouZitim inverzni exponencidlni transformace dostaneme

kde b je vhodna konstanta. Srovnanim s definici funkce f dostaneme rovnici (piSeme jiZ y misto

v)
1+(dﬁ)2—9
dy Y

x:/ ,b—_ydy'
)

r=a(f+sinb), y=a(l —cosb),

Rovnici vyfeSime separaci na tvar

Substituci y = bsin? ¢ spocteme

sa=b/2, 0 = 2¢. Tautochrona je cykloida.

17.15 Jestli nas vaha neklame...

17.15.1 Princip amérnosti

Nekteré kulaté mikroorganismy piijimaji potravu povrchem, tedy jejich riist popisuje vztah
zména objemu = k % povrch .

Pak je jejich pramér linedrni funkci casu. Mdme totiZ rovnici

dar3
dt

= br?

pro funkci r(t) popisujici polomér v &ase ¢, kde a, b jsou konstanty. Refme rovnici a dostaneme
r(t) jako linedrni funkci Casu t.

Alesponi se biologové pti koukani do mi-

kroskopu nenudi. Je to prosté perla :-)

17.15.2 Raketa a palivo

Pohybovy zdkon tika
F=ma

Presnéjsi tvar pohybového zakona fikd, Ze sila F' plisobici na téleso o hmotnosti m mu udéluje
moment muv, kde v je rychlost. Tedy zména momentu je zptisobena silou a plati

d

F=—
dt(

mu) .
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Pokud hmotnost nezdvisi na Case, pak jsou obé formulace ekvivalentni. Pokud se k télesu o
hmotnosti m o rychlosti v pfipojuje s relativni rychlosti w dal§i hmota s tempem dm/dt, pak
celkovy pfirustek momentu lze psét ve tvaru

dm

d(mv):F—i—(v—f—w)E.

dt

Raketa vyleti s palivem do vySky zdvisejici na mnoZstvi paliva. Pokud mé raketa bez paliva
hmotnost m; a ma my paliva, pak plati pfi rovhomérném spalovani
dm
dt
Spocitame, v jaké vySce bude palivo spotfebovdno. Po¢itdme s konstantni gravitacni silou mg.
Vyjde —gm3/2a* + bmsy/a + bmy Jalog(my/(m1 + ms)).

= —qa.

17.15.3 Prsicimii...
Kapka padd a s rychlosti odpovidajici povrchu nabird vodni pary. Padd se zrychlenim a = g /4.

Kapka padd a sbird kapicky na své cesté. Pada se zrychlenim a = ¢/7.

17.16 Drobné si nechte (kvantova penézenka)

17.16.1 Kvantova mechanika

Uvazujeme funkci p(z) popisujici pravdépodobnost, Ze dva atomy v molekule vodiku H; jsou
vychyleny z rovnovazné polohy o odchylku x.

Pokud tvilij experiment potfebuje statis-

tiku, asi jsi mél udé€lat lepsi experiment.
(E.Rutherford ~ 1910)

Budeme chtit, aby
lim p(z) =0,

|z —o0
coz znamen4, zZe zpravidla budou atomy v rovnovdzném stavu. Navic né¢jakd vzdalenost vzdy
nastane, tedy celkova pravdépodobnost je jistota

/_+oop(:c) dr =1.

Fyzikélni divody vedou k tomu, Ze pro ¢(z) = 1/p(x) je splnéna rovnice
d*>p  8m*m 1
— E — —ka? =0.
& R Q)Y
Zde LI je celkovéa energie, %ka odpovida potencidlni energii, m je hmotnost, h univerzalni
konstanta. Pri Sikovné zvolené linedrni substituci v = ax 1ze rovnici prepsat do tvaru
d*y

du?

+@2p+1-v’)y =0,
kde a, p jsou konstanty.
( E.Schrédinger 1887 — 1961 )
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17.16.2 ReSeni pomoci substituce a Fad

Do ziskané rovnice

d*y >
w—i—@p—i—l—u Y =0
dosadime novou funkci 3 pomoci substituce 1(u) = y(u)e /2 a dostaneme
dy dy
Sy o popy=0.
du? * Ydu TPy

Pro tuto rovnici hleddme feSeni ve tvaru mocninné fady. To nds vede k rekurentni formulce pro
koeficienty a ndsledné k fundamentalnimu systému feSeni

2p 5 2°p(p—=2) , 2°plp—2)(p—4) 4

1——2!u +—4! U — Gl u’ +
a 2 3
20 —1) . 2%(p—1 -3 2°(p—1 —3)(p—>5
U <p3| )us_ (p 5?(17 )u5+ (p )(p?' )(p )u7—|—--- '

Pokud je konstanta p ptirozené ¢islo, dostaneme feSeni ve tvaru polynomu a funkce ) vyhovuje
zkoumané rovnici i s omezujicimi podminkami na jeji riist v nekone¢nu. Pokud neni konstanta p
prirozené Cislo, je feSenim fada, jejiz souctem je funkce tak rychle rostouci nade vSechny meze,
ze funkce 1) nekonverguje v nekonecnu k nule.

Tak ndm rychly rdst v nekonec¢nu pro ne-

celd Cisla pfinesla kvantovy pohled na
svét.

17.16.3 Fyzikalni smysl reSeni

Vratime-li se k ptivodnimu znacenti, fyzikalné ptipustné feseni existuje pouze pro urcité hodnoty
v rovnici vystupujicich veli¢in. Celkové energie £/ musi byt ve tvaru

1 k
E = Z) by —
(n+2>h Am2m

pro n prirozené. To znamena, Ze celkova energie nemtize byt libovolnd, ale Ze se miZze ménit
pouze po malych kvantech.

( E.Schrédinger 1887 — 1961 )

Ptiroda nefikd nikdy nic jiného, neZ fika

moudrost.
(Iuvenalis)
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17.16.4 Excitované stavy

Reseni je ve tvaru
V(@) = be” P H, () ,

kde a, b jsou konstanty a funkce H,, jsou vhodné polynomy

dar 2
H, () = (—1)"e”” 2_e=o*
(1) = (-1 e
Polynom odpovidajici zakladnimu stavu je Hy(x) = 1, dalsi polynomy H;(z) = 2z, Hy(z) =
42% — 2, H3(z) = 82° — 122 a Hy(z) = 16x* — 482 + 12 odpovidaji excitovanym staviim
zkoumané molekuly.

( Ch.Hermite 1822 - 1901 )

zakladni stav 1.excit. 2.excit. 3.excit.
1 bejvak 2 bejvaky 3 bejvaky 4 bejvaky

Obrazek 17.16.4: Zékladni a excitované stavy. Vlevo je zdkladni stav. Atom je v pohodé. VySsi
energie mu poruci, aby se vyskytoval nejéastéji ve dvou (Ci vice) pozicich.

Tak jsme se dozvédéli, kde by zpra-
vidla mél byt druhy atom v molekule.
Jde o zdkladni predstavu. V presnéjSim
tvaru rovnice miZeme zkoumat prosto-
rové usporaddni a dalsi fajnovosti.

17.17 Priroda je genialni, neplytva ...

17.17.1 Nejmensi akce

Mechanicky systém se fidi pravidlem "nejmens$i akce". To znamend, Ze se systém chovd tak,
aby neplytval energii.

Priroda uziva vSeho tak mélo, jak mozZno.

(J.Kepler ~ 1602 )
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Obrazek 17.17.0: Priroda to d€la jako my, ale jde ji to 1épe.

Definujeme akci A jako
to
A:/ (Ex, — E,) dt,
t1
kde Ej, je kineticka energie a £, je potencidlni energie. Pokud se Cédstice pohybuje béhem Casu
t € [t1,t2] z bodu P; do bodu P,, pak drdha je takova, ve které nabyva akce nulové slabé
derivace. To zpravidla (pro malé Casové intervaly) vede na "minimalni akci".

( W.R.Hamilton 1805 - 1865 )

Nejkrasnéjsi véc, kterou mizZeme obje-
vit, je tajemstvi. Je to zdroj veskerého
pravdivého uméni a védy.

(A.Einstein ~ 1950)

Problém nalezeni nejkratsich spojnic dvou bodu na plose 1ze fesit pomoci variacni metody nebo
pomoci metody nejmensi akce. V obou postupech ziskdme tytéZ geodetické kiivky.

17.18 Ekvivalence hmoty a energie

17.18.1 Specialni teorie relativity

Zékladni axiomy specidlni teorie relativity

(i) Fyzikalni zakony plati ve vSech soustavach stejné, pokud se pohybuji vii¢i sobé konstantni
rychlosti.

(i) Rychlost svétla je konstantni, znacime ji c.

VétSina zdkladnich mySlenek védy je v
podstaté jednoduchd a lze zpravidla vy-
jadfit jazykem srozumitelnym kazdému.

(A.Einstein ~ 1950)
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17.18.2 Transformace ¢asu

Ve vlaku jedoucim rychlosti v; vzhledem k nddrazi zméfime, jak dlouho leti paprsek svétla od
stropu k zemi. Urazi ve vagénu vzdélenost D za Cas ty = D/c. Vlak se mezitim posune o
vzdalenost s .

Pozorovatel na nadrazi vidi drahu paprsku delsi a tim padem naméfi delsi Cas ¢,

1= ’
C

tedy

2,2 2,2 242
c’ty = vit] + c°ty .

Cas se transformuje podle vzore¢ku

Matematika je potencidlni most mezi

riznymi disciplinami ...
(S.Markus ~ 2003)

17.18.3 Transformace hmotnosti

Uvazujeme soufadnice (zg, yo) pro pozorovatele ve vlaku, soufadnice (z1,y;) pro nadrazi.
Predmét upustény z vlaku na koleje ma vertikélni rychlost

dy _dyJdty _ [ R duo
dtl dtl/dto c? dtO

pro pozorovatele na nadrazi. Tedy uvazované rychlosti u; a ug se prepocitavaji podle vztahu

/ 2
v
1
U1 = 1+—2U0
C

Fyzikalni veliCina moment setrvanosti (=hmotnost x rychlost) je stejnd ve vSech soustavéch,
tedy

Moty = M1U

¢ili



330 KAPITOLA 17. PROBLEMY PRO BAKALARE

Obrazek 17.18.4: SetrvaCny pohyb je uziteny.

17.18.4 Hmota = Energie

Uvazujme téleso o hmotnosti m umisténé v pocatku v klidu. Budeme na téleso ptisobit silou
F' ve sméru osy .

Energie, kterou téleso ziskd na draze z 0 do x se rovna

E:/ Fdz.
0

Sila F' je odpovédnd za zménu momentu hybnosti.

Tedy
d d movy mopaq
F = —(mlvl) = — = .
dtl dtl /1_{_2_; (1+Z_§>3/2
Tedy

1+

E:/;Fdx —/;(L%mdm.

Provedeme substituci

dv;  dvydxr  dug
@ =——=———=—0.
YUdty,  dwdty,  dx
Pak N p
_ movi__dvy
E—/O - 3/2dxdx'
(1)
Tedy

T meny
E:/O —( 2)3/2 dUl.

1+
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Lehce zintegrujeme a dostaneme
E = c*(my —mg) = mc*,

kde m = my; — my je zména hmotnosti.

Tady se ukdzalo, Ze metody matematické
analyzy dovedou (poté co si je vyzkou-
Sime ve viditelném svété) pracovat i v
neviditelném svét€. BTW, necekal jsem
to.

17.18.5 Délky a dalky

Pokud méfime délky paprskem svétla, pak | = ct, tedy [y /t, = lo/to.

Nent jisté, Ze vSechno je nejisté.
(B.Pascal 1670)

17.19 Neni to vidét, ale existuje to

17.19.1 Existence a neexistence reseni

Rozdélte thel pomoci kruZitka a pravitka na tfi stejné thly.

Nékteré udlohy v sobé maji skrytu

zvl4stni symetrii nebo pravidlo, které
muZe cely problém vyfesit.

17.19.2 Ireducibilita polynomu

Necht’
f(z) = ag + a1x + agx® + - - + a "

je polynom stupné n s celo¢iselnymi koeficienty a p je prvocislo. Necht’

(i) p neni délitelem a,,,
(i) p je délitelem zbyvajicich koeficienttl ag, . . ., a,_1,
(iii) p? neni d&litelem ay.

Pak neexistuje polynom nizs§iho stupné neZ n s raciondlnimi koeficienty, ktery je délitelem f.
Tomu fikdme, Ze polynom p je ireducibilni nad télesem racionalnich ¢isel.

( G.Eisenstein )
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17.19.3 Rozsireni

Necht K C L jsou télesa. Uvazujeme L jako vektorovy prostor nad télesem K a znacime L : K
a nazyvame roz$ifeni. Pokud je dimenze L : K kone¢nd, znacime ji [L : K] a fikdme Ze L je
konecné rozsifeni K. Pro prvek a € L\ K ozna¢me K («) nejmensi podtéleso L obsahujici cv.
Plati

= Maéme-li dvé rozsifeni M : La L : K, pak plati [M : K| =[M : L][L : K].

= Je-li [L : K] kone¢né rozsifeni, pak kazdy prvek L je kofenem polynomu s koeficienty v
K.

= Rozsifeni K («) : K je kone¢né rozsifeni, pravé kdyZ je o kofenem polynomu s koefici-
enty v K, v tom piipadé dimenze [K(«) : K] je rovna stupni minimélniho polynomu «
nad K.

= Je-li [L : K| kone¢né rozsiteni, pak L = K(ay, ..., ).

17.19.4 Konstrukce kruzitkem a pravitkem

Necht’ jsou dany body Py = (0,0) a P, = (1,0) v roviné. Bod P v roviné lze zkonstruovat po-
moci kruZitka a pravitka, pokud existuje posloupnost bodu Fy, Py, P, ..., P, leZicich v roviné,
kde body Py = (0,0), P, = (1,0) a P = P,, pfi¢emz pro kazdé j > 0 plati jedna podminka z
nasledujicich tfi konstrukci

(i) P; je prisecik dvou pifmek a kazda z nich prochdzi dvéma jiZ zkonstruovanymi body z
PO;-H;Pj—l-

(ii) P; je prisecik piimky, kterd prochdzi dvéma jiz zkonstruovanymi body z Fy, ..., P;_1, a
kruZnice s jiz sestrojenym stfedem, kterd prochdzi jiz sestrojenym bodem.

<, e

bodem.

Pak fikame, Ze P lze sestrojit kruzitkem a pravitkem.

17.19.5 Konstrukce a rozsireni
Necht' P = (x,y) lze sestrojit kruZitkem a pravitkem. Pak rozsifeni [Q(x, y) : Q] = 2" pro jisté

r.

Dukaz: Postupné ke Q priddvame soufadnice bodd P, ..., P,. Kazda takova soufadnice je
kofenem nejvyse kvadratické rovnice s koeficienty v predchozich rozsitenich. Tim se dimenze
roz§ifeni [K(«) : K| v kazdém kroku rovnd jedni¢ce nebo dvojce. Tyto koeficienty se pak
nasobi. l

17.19.6 Véta (Nelze roztretit ahel)

Pomoci kruzitka a pravitka nelze rozdélit obecny thel na tfetiny.

( PL.Wantzel 1837 )
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Dukaz: Pokud dovedeme pomoci kruZitka a pravitka rozdélit kazdy thel na tietiny, pak pro
0 = /3 dovedeme sestrojit thel 7/9 a tedy i cos 7/9. Toto &islo je vyhovuje rovnici 8a® —
6a — 1 = 0. Pak dovedeme sestrojiti # = 2a — 1 a (3 je kofenem ireducibilnitho polynomu
f(x) = 23 + 32 — 3. Pak [Q(f3) : Q] = 2" musi byt délitelné 3. Spor.

Taky by se mohlo pouZivat pieloZeni

papiru podle pfimky. Super ndpad. Ten
jsem nékde Cetl . ..

17.19.7 Véta (Nelze zdvojit krychli)
Pomoci kruzitka a pravitka nelze sestrojit hranu krychle, kterd ma objem 2.

Diikaz: Pokud dovedeme pomoci kruZitka a pravitka sestrojit « = +/2, pak « je kofenem
ireducibilniho polynomu f(x) = z* — 2. Pak [Q(3) : Q] = 2" musi byt délitelné 3. Spor. H

V disledku toho nelze sestrojit pomoci kruZitka a pravitka pravidelny 18-ti thelnik. To je mozné
pravé tehdy, kdyZ n = 2°p; . .. p;, kde p; jsou riiznd prvocisla tvaru 2% + 1.

( P.Fermat ~ 1640 )

17.19.8 Véta (Kvadratura kruhu)

Lze dokdzat, Ze nelze pomoci kruZitka a pravitka sestrojit /7. Tedy nejde provést kvadraturu
kruhu.

( FLindenmann 1882 )

17.19.9 Grupa rozSireni

Pro rozsiteni L : K uvazujeme vSechny automorfismy L. — L, které jsou identitou na /i, s
operaci sklddani. Grupu téchto automorfismi budeme nazyvat grupa rozsireni a znacit I'(L :
K).

Za urcitych okolnost{ existuje vzdjemné jednoznacny vztah mezi podgrupami I'(L : K') a "me-
zitélesy'"rozsiteni L : K.

( E.Galois )

17.19.10 Rovnice 5-tého stupné neni resitelna

Neexistuje vzorecek na kofeny ireducibilniho polynomu 5-tého stupné s raciondlnimi koefici-
enty.

( N.H.Abel ~ 1824, E.Galois )
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Vv,

védecké knihy jsou ty, ve kterych autor

jasné fik4 to, co nevi. Autor nejvice za-

sahne Ctenafe kdyz zataji obtiZnosti.
(E.Galois)

Diikaz: Pidjde o boj komutativity a nekomutitavity. Vzorecek na spo¢itani spo¢iva v postupném
s¢itani, nasobeni, dé€leni a odmocnovani. Pouze odmocnovani nas donuti roz$itit téleso racio-
nalnich Cisel. Pokud rozsifujeme téleso, pribézné vytvarime grupu rozsiteni. VZdy dostaneme
komutativni grupu, protoZe grupa rozsifeni

1 27

Qem,e): Q

je komutativni.

Pfidan{ jednoho kofene « vytvoii mezistupen rosifeni Q(«) : Q se stupném [Q(«) : Q] = 5.
To odpovidd tomu, Ze grupa rozsiteni obsahuje 5-cyklus. Pokud ma rovnice pravé dva rizné
komplexné sdruzené koreny, obsahuje grupa rozsiteni zobrazeni z — z, tedy 2-cyklus. Pokud
je v grupé 2-cyklus i 5-ti cyklus, obsahuje celou grupu S5 permutaci péti prvki. Ta obsahuje
jako podgrupu grupu vSech sudych permutaci, kterd nemé rozklad na ,.komutativni faktory*.
To jde pouZit napiiklad v pifpadé polynomu z° — 6z + 3. B

Néekde presnost vyZdima veSkerou $t'dvu

a zbyde humus.

(G.F.Simmons 1972 )

17.19.11 O reSeni rovnic

Pro linedrni diferencidlni rovnici s polynomidlnimi koeficienty uvaZzujeme grupu automorfismu
nejmensiho télesa funkei obsahujicitho vSechna feSeni zadané rovnice. Integrovatelnost rovnice
zavisi na ,,skoro komutativité* grupy automorfismii.

( J.J.Morales, J.P.Ramis )

17.19.12 O grupach u diferencialnich rovnic

Pro diferencidlni rovnici F'(z,y,y") = 0 je moZzné sestavit vhodnou grupu transformaci roviny
(z,y). S tou pak je mozné ur€it vhodnou substituci, kterd pfevede danou diferencidlni rovnici
na linearni, coZ vede k feSeni dané diferencialni rovnice,

Pokud je diferencidlni rovnice invariantni na urcité transformace, je pak na tyto transformace
uzavien i systém fesSeni. Tak je moZné z jednoho feSeni vygenerovat vSechna.

To jde provést pro popsané typy diferencidlnich rovnic. Pro zbyvajici typy jde dokdzat, Ze fesit
pomoci integrace nepijdou.

( S.Lie 1883)



17.20. CISLA JSME SI VYMYSLELI PROSTOR VSAK JE DAN ... 335

Neékdy radé€ji nepresné, ale porozumi-
telné, neZ naopak.
(G.F.Simmons 1972 )

17.20 Cisla jsme si vymysleli, prostor vsak je dan ...

17.20.1 Nové geometrie

UvaZujeme geometrii uvnitt jednotkového kruhu, "body"jsou body, "pfimky"jsou dsecky spo-
jujici body na hranici kruhu. Pak neplati axiom o rovnobézkéch.

( E.Beltrami 1868, F.Klein, C.F.Gauss ~ 1800, N.I.Lobacevskij 1829, J.Bolyai 1832, F.Klein,
H.J.Poincaré ~ 1910 )

Obrazek 17.20.1: Danym bodem k dané pifimce ...

Z niceho jsem vytvoril podivny novy
svét.
(J.Bolyai ~ 1830)

Konstrukce novych geometrii dokdzaly nezavislost axiomu o rovnobézkach.

Neni to jednou nebo dvakrit, ale bez-
poctukrit, Ze se objevi ve svété ta sama
idea.

(Aristotelés ze Stageiry ~ -350)

Jaky je ve skuteCnosti skuteCny prostor nevime.
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Tak daleko, jak se matematici zabyvaji

realitou, tak jsou nejisti. A jak moc jsou

jisti, tak se nezabyvaji realitou.
(A.Einstein ~ 1950)

Fyzikélni divodu vedou k tomu, Ze ma prostor dimenzi 3. Navic je rozumné do rozmért zahr-
nout i Cas, tak ziskdme Ctyfrozmérny casoprostor.

Nékdy si fyzici predstavuji, Ze prostor
ma tolik rozmért, kolik mame prsti na
rukou, nékdy jesté¢ o jednicku vic. N¢-
ktefi se i s prsty na nohou dopocitaji k
dimenzi 26, sam nevim jak ...

17.21 Mix

17.21.1 PIlast’ valce a povrch koule

Vilec opsany kouli ma plast’ o stejné velikosti jako povrch koule.

( Archimédés ze Syrdkis ~ -250)

=
=

Obréazek 17.21.1: Vilec opsany kouli.



17.21. MIX 337

Podle tohoto obrazku poznal M.T. Ci-
cero Archimédiv nahrobek a dal jej re-
staurovat. Rikd se, Ze to byl jediny pod-
statny piispévek starovékého Rima k
¢isté matematice.

17.21.2 Neni to 22/7, lituji ...

Necht' 7 = a/b je podil pfirozenych Cisel a a b. Definujeme funkci

f2) = x"(a — bx)" _ Z CR”

n! n!
k=n

Pozorovani

= Hodnota funkce f i jejich derivaci v pocatku je celoCiselna.
= To samé plati diky symetrii i v bodé x = 7 = a/b.

= Nyni integrél

/7r f(z)sinz dz
je celociselny, nebot’ ’
/ﬂf(x)sinx dx = F(m)+ F(0),
0

kde
F(z) = f(z) = f@(x) + fP(2) = fO@@) + -+ (=1)"f(2)

protoze

%(F’([L’) sinz — F(z)cosx) = f(x)sinx .

a funkce F' v bodech 0 a 7 je celoCiselna.

= Na druhou stranu je
m"a”

0 </ f(x)sinz de <7
0 n!

Tedy pro velkd n nemiiZe byt tento integral celoCiselny. Spor.

17.21.3 A umocnil se...
Zvolme kladné ¢islo = a uvazujme posloupnost {x,,} definovanou rekurentné
To =T, Tpyp =" .
Posloupnost {xz,,} konverguje pravé tehdy, kdyz
1

oyenedd)

(&

( L.Euler 1777)
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17.21.4 Objem prostorové koule

fly) = /| Lt

kterd pocitd v R™ objem koule o poloméru y. Spocitdme jeji exponencidlni transformaci

Zkoumejme funkci

Pocitidme
> "2 T(1+n/2)
T n
F(z):/ ezyf(y):/ ldedy = .
0 lell2<y L(L+n/2) 2t
Tedy Ize spocitat inverzni exponencidlni transformace
n/2
™
_ n/2 )
W)= tasnm) Y

17.21.5 Rotujici hridel

Mame rovnou hiidel o délce [ rotujici ve dvou tizkych loziskach. Pfi rotovani je prihyb y funkci
bodu z. Systém v jednoduchém modelu vyhovuje pii vhodnych konstantach rovnici

Yy (@) = y(@), y(0) = y"(0) =y(1) =y"() = 0.

Charakteristick4 rovnice mé kofeny =4+/w, £i/w. Redeni tedy ma tvar

y(z) = asinh zv/w + bsin xv/w

a netrividlni feSeni existuje, pokud

T
w=n—n=123,....
n

Tedy pro jisté uhlové rychlosti hiidel vy-

dava zvuky ...

17.21.6 Elektricky obvod jako kalkulacka

Zapojime k baterii o napéti ' jednoduchy obvod se dvéma prvky, odporem R a civkou s induk-
tanci L. Pak proud [ spliuje diferencidlni rovnici

dl
LY v RI=V, 1(0)=0.
dt
Pak samoziejmé I(t) = (V/R)(1 — e f/F) je feseni a pripadné méfidlo proudu v obvodu nam
ukazuje hodnoty docela uZiteCné funkce . ..
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Také matematika ke svému obnovovani
potfebuje opory. PfestoZze je schopna
sama rust v ramci formdlniho svéta, jeji
obnova pfichdzi z podnétu, které ji pfi-
naseji experimentédlni védy nebo prosté
kontakty s vnéj$Sim svétem a se Zivotem.

(G.Choquet ~ 1990)

17.21.7 Hracic¢ky a diferencialni rovnice

Soustava

dx dy
$—$($+y_1), E—y(x—l-I—?))

demonstruje vSechny typy specialit ve fazové roviné. Dal$i hezké rovnice jsou

' +r=2 2"+ =z

17.21.8 Jak snimat a prodavat

Muzeme si sejmout bali¢ek karet a ponechat si sejmutou kartu, nebo sejmout jesté jednou a vzit
si sejmutou kartu. Jak sejmout (pravdépodobné) co nejlépe?

Spravny postup znd kazdy karbanik. Predem si fekne, Ze v prvnim sejmuti bude spokojen s
kartou alespon primérnou (spodek). Pokud sejme poprve hiife, riskne jesté jedno snimani.

Co v priméru sejme?

Podobné mtizeme prodavat néco dvéma (nebo vice) kupctim, ktefi chtéji koupit vasi véc a chtéji
hned odpovéd’ na jejich nabidku.

17.21.9 O poctivém skorapkarovi

Skoréapkar schova pod jednu skorapku perlu a necha hadat, pod kterou je. Po oznaceni da druhou
Sanci. Otoci jednu ze dvou neoznacenych skorapek, pod kterou neni perla a my mizeme zménit
nasi volbu. Vyplati se to?

ANO. Zvysime dvojndsobné pravdépodobnost, Ze vyhrajeme perlu. Je to tak.

Kdyz tesi dlohu nékdo jiny, vSechno je

jasné, kdyz fesiS sdm, nic té nenapada.
(L.Euler ~ 1740)
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Obrazek 17.21.9: Je to necekané, ale vyplati se zménit volbu.

17.21.10 Jak se otacet

Otaceni bodi v roviné jde realizovat pomoci zdpisu bodl roviny jako komplexnich Eisel a +
1b a vyndsobenim komplexni jednotkou i. Podobnd situace se zvladne ve vysSich dimenzich
ptidanim novych ¢isel podobnych Eislu .
Uvazujeme mnoZinu

H=a+pi+vj+90
kde o, 8,7,0 € R,i? = j2 =k* = —1,ij = k,jk =i, ki = jaji = -k, kj = —i, ik = —].
Tuto mnoZinu nazveme algebra kvaternionu nad télesem redlnych Cisel (jde pracovat i nad
jinym télesem), nékdy prvku této algebry fikime hyperkomplexni éislo.

( H.G.Grassman 1844 )

Prosté se k redlnym Cislim piidd misto
komplexni jednotky, kterd otdcela v ro-
viné, rovnou vice Cisilek, které otaceji v
prostoru. (Jakém?)
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17.21.11 O pocasi

Pocasi bylo kazdy rok "praimérné" (primér za posledni dva roky). Zjistéte, k jakému pocasi to
spéje.

Ozna¢me z; = A, z5 = B. Plati

o Tn + Tn+41
Tpt2 = T .

A

Nabizi se konstantni feSeni y,, = 1. To nevyhovuje svymi prvnimi Cleny. Dalsi feSeni se nabizi
zp = (—1/2)™. To také nevyhovuje svymi prvnimi ¢leny. Najdeme konstanty « a 3 takové, aby
Tn = oy, + Pz, bylo hledané pocasi. Jde o soustavu dvou rovnic o dvou neznamych

A= a1t 8 (1)
B = al—i—ﬁi 2)

(porovname prvni dva ¢leny posloupnosti).
Pocasi se jisté ustali na (A + 2B)/3.

Pokud by to ale ve skuteCnosti §lo v Case

"v protisméru", to by byla nadilka.
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Kapitola 18

Problémy pro magistry

Obrazek 18.0.0: Magistr je takovy maly ¢lovicek s diplomem.
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18.1 O periodickych prirodnich jevech

18.1.1 O jablkich

Kazdy druhy rok je velka troda jablek. Podobné se nékteré ryby objevuji ve velkém mnozstvi
kazdy druhy rok. MiZeme si popsat tuto situaci jako diskrétni zaleZitost.

Zvolime funkci f a pocate¢ni hodnotu x dané populace. Pak f(z), f(f(x)), ... budou odpovidat
staviim za rok, za dva roky a tak dal. Zkusime si funkci f(z) = ke *x. Pro k < 1 mad iterovana
posloupnost {f*(z)} limitu 0. Pro 1 < k < e? m4 posloupnost jednu kladnou limitu. Pak
nastane rozvétveni a pro urcity interval parametru k jsou pravé dva hromadné body. Pro rostouci
hodnotu parametru & se vZdy zdvojnasobi pocet hromadnych bodi.

Délky intervalii mezi dvémi néasledujicimi hodnotami parametru, kdy nastava rozvétveni, tvori
pfiblizné geometrickou posloupnost s koeficientem 1/4,69. . ..

( M.Feigenbaum )

Takto se to chovd "zpravidla". Ta kon-

stanta funguje vZdy stejnd.

0 1 2 3 4

Obrazek 18.1.1: Podobné chovani predvadi iterovani funkce x — kx(1 — x). Napfed je jenom
jeden limitni bod, pro parametr vétsi nez 3 jsou dva, ...

18.1.2 O bifurkacich

Pro systém

dx 2
— = x°+c
dt

dy B

a Y

pozorujeme chovani trajektorii s ménici se hodnotou parametru c.
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Ctyfperioda

Obrazek 18.1.1: Zacyklené hledani pevného bodu.

c<0 c=0 c>0

uzel a sedlo sedlo nic

JL AL AN
Nalilala

uzel se blizi zleva k sedlu sedlo mizi

Obrazek 18.1.2: Pro zdpornd ¢ ma systém jeden stabilni uzel. Pro nulu stabilni uzel ztraci
stabilitu a slepi se se sedlem. Toto sedlo pro kladné hodnoty parametru zmizi.

18.2 PruZnost a pevnost

18.2.1 Rovnice prutu

Rovnici prutu délky 1 I1ze napsat ve tvaru
d? d*u
Tz |[FoI@ 53] + Q= 1) x € 0.1,
kde
= F je modul pruznosti,
= [ moment setrvacnosti prifezu vzhledem k ohybové ose,

= ( koeficient poddajnosti podloZi,

= [ vertikalni zatiZeni.
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.
\ _\ff i

Obrazek 18.2.1: Pruhyb prutu vede k pocitani diferencidlnich rovnic.

18.2.2 Pruzna membrana (a tepelna rovnovaha)
Pruzna membréna (popfipadé rovnovazny stav tepla) vyhovuje rovnici

’u  J*u

w—i-a—y?:o.

18.2.3 Priuhyb membrany (a tepelna rovnovaha)

Priihyb membrany zatiZené vertikalnimi silami (pfipadné rozloZeni teploty pfi ustdleném vedeni
tepla v prostfedi o konstantni tepelné vodivosti a s vnitfnimi zdroji tepla nezavislymi na Case)
vyhovuje

(93: >y7 7axvay 8:1: (91/ 73/7 ’837’81/ ay - 7y I

kde konstanta k£ odpovida pruznosti (tepelné vodivosti).

( Poisson )

18.2.4 Pruhyb tenké desky

Rovnice prihybu tenké desky je
A%y =f.

18.2.5 Pruzné plasticka deformace

Pruzné plastickd deformace rovinného télesa vyhovuje rovnici

B L ou\ 0 2O\
5 (mtmaa ) 32) + 25 (mlerad )5 ) = o)

kde m charakterizuje materidlové vlastnosti télesa.
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Pokud je

m(t) =

a f = 0, pak feSime problém minimalni plochy.

Ty chce$ védét, pro¢ jsem prerusil tvij
uceny hovor, abych se ohlédl za hezkou
Zenou? Lituji t&¢ mij priteli, protoZe to
byla otazka slepce.

(Aristotelés ze Stageiry ~ -350)

Obrazek 18.2.5: A. Rodin: Polibek.

18.3 Tepelna rovnovaha

18.3.1 Harmonické funkce
Necht U C R™ je otevifend mnoZina. Spojitd funkce f : U — R se spojitymi druhymi parcidl-
nimi derivacemi spliiujici rovnici tepelné rovnovihy
Af=0
se nazyva harmonicka funkce, operator

A = v
— 0z?
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budeme nazyvat operator tepelné rovnovahy.

18.3.2 Okrajova tloha pro rovnici tepelné rovnovahy

Necht U C R™ je omezend oteviena mnoZina a funkce f je spojitd na OU. Budeme hledat
funkci u na U spliujici v U rovnici

Au = — =0

a vyhovujici okrajové podmince v = f na QU. Této tloze budeme fikat okrajova dloha pro
rovnici tepelné rovnovahy.

( G.P.L.Dirichlet ~ 1840 )

18.3.3 ReSeni pro kouli

Existuje explicitni integralni vyjadfeni feSeni okrajové tlohy pro rovnici tepelné rovnovéahy pro
kouli. Pro ¢ € R™, r > 0 oznaCme

By(a)={zeR": |z —a| <71}, Si(a) ={z e R": |z —a| =71} .

Funkci funkci f : S,.(a) — R* integrovatelnou podle (m — 1)-rozmérné miry povrchové miry
o na R™ pfifadime funkci H f : B,(a) — R pfedpisem

1 r? — |z — al?

Hf(r) = —/ fly) ————— " P do(y) .
a(Sr(a)) Js,(a |z —y|™

Funkce H f je harmonickd a nekone¢né derivovatelnd na B,.(a) a jde spojité rozsifit na S,.(a)

hodnotou f v bodech spojitosti funkce f. Pro spojitou funkci f ziskdme tedy feSeni okrajové

ulohy pro rovnici tepelné rovnovéahy na kouli. Toto feSeni je uréeno jednoznacné.

( Poisson )

18.3.4 Hlavni problém

Otazka je, pro které mnoZiny U existuje feSeni okrajové ulohy pro rovnici tepelné rovnovahy pro
kazdou spojitou okrajovou podminku f. Takovou mnoZinu U budeme nazyvat regularni mno-
Zina, v opa¢ném piipadé¢ iregularni mnoZzina. Napiiklad koule je reguldrni mnozina. UkaZe se,
Ze koule s vyjmutym stfedem neni regularni mnoZina.

Chovéni ve stfedu je vynucené chovanim

na povrchu koule.

18.3.5 Nezaporné harmonické funkce

Pro nezdpornou harmonickou funkci h na B, (a) existuje pravé jedna nezdpornd topologickd
mira ;. na S,(a) tak, Ze

o) = 1 r — |z — a|2 =2
") = S5 @) /g,.@ g T )
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18.3.6 Vlastnost pruméru

Necht U C R™ je oteviend mnoZina. Rekneme, Ze funkce f : U — R splituje vlastnost
objemového praméru, pokud

fla) = ——

(B, (@) /BT@ flw) dm;,

kde m je m-rozmérna mira na R™, plati pro kazdou kouli B,(a) C U o poloméru r a stfedu a.
Rekneme, Ze funkce f : U — R spliiuje vlastnost povrchového priiméru, pokud

1
fla) = o(0B,(a)) /a&(a) flw)do

kde o je (m — 1)-rozmérnd mira na R™, plati pro kazdou kouli B,(a) C U o poloméru r a
stfedu a.

18.3.7 Véta o pruméru

Necht' U C R™ je oteviend mnozina, funkce f : U — R. Nasledujici podminky jsou pro funkci
f ekvivalentni

= Funkce ma vlastnost objemového priméru.
= Funkce ma vlastnost povrchového priméru.

= Funkce je harmonicka.

18.3.8 Vlastnosti harmonickych funkci
Plati

= Princip minima: Harmonické funkce nenabyvaji ostrych extrémil ve vnitinich bodech.
= Lokdlné stejnomérna limita harmonickych funkeci je harmonicka.

= Monotonni limita harmonickych funkci je bud’ harmonickd, nebo identicky rovna $o0.

Podobné jako pro holomorfni funkci.

18.3.9 Fundamentalni reseni a harmonické jadro

Oznacme ¢,,, fundamentalni feSeni rovnice

Ae,, = ()
Pro m = 3 dostaneme 1
e3(z) = Tl

Pro m = 2 dostaneme
1
go(x) = %log |z| .

Pro z,y € R™ definujeme N (z,y) = (|x — y|), budeme této funkci fikat harmonické jadro.



350 KAPITOLA 18. PROBLEMY PRO MAGISTRY

18.3.10 Superharmonické funkce

Necht U C R™ je oteviend mnoZina. Zdola polospojitd funkce f : U — R, kterd ma vlastnost
povrchového nadpriaméru

1
fla) = #(0B.(a)) /a&(a) f(x) do(x)

kdykoliv B,(a) C U, se nazyvd hyperharmonicka funkce. Pokud je v kazdé komponenté U
bod, v némz je funkce f konecnd, budeme ji fikat superharmonicka funkce.

18.3.11 Harmonicky potencial

Pro (nezdpornou) topologickou miru (kone¢nou na kompaktech) p v R™ (v ptfipadé m = 2's
kompaktnim nosi¢em) definujeme harmonicky potencial predpisem

Np(z) = / Nz, y) duly)

Harmonicky potencidl je superharmonicka funkce na R a pokud ma mira p navic kompaktni
nosic, je harmonicky potencial harmonicky mimo nosi¢ miry p. Ve smyslu distribuci plati

A(=Np) =p.

18.3.12 Vlastnosti superharmonickych funkci
Plati

= Superharmonické funkce jsou lokalné integrovatelné.

18.3.13 Lokalni harmonicka modifikace

Necht U C R™ je oteviend mnoZina a V' = B,.(a) C U. Funkci f hyperharmonickou na U
modifikujeme na V' tak, Ze na V' najdeme feSeni okrajové ulohy pro rovnici tepelné rovnovahy
s okrajovou podminkou f | V. Takto upravenou funkci budeme nazyvat lokalni harmonicka
modifikace funkce f vzhledem k V' a znacit fy . Pii lokdlni harmonické modifikaci hodnota
funkce f neporoste, vznikla funkce bude opét hyperharmonicka.

18.3.14 Regularita distributivniho reSeni

Necht U C R™ je oteviend mnoZina a f je lokdlné integrovatelné distributivni feSeni rovnice
tepelné rovnovahy
Af=0.

Pak existuje funkce h harmonickd na U tak, Ze h = f skoro vSude na U.

18.3.15 Rozklad superharmonické funkce

Necht U C R™ je otevifend mnoZina a u je funkce superharmonickd na U. Pak existuje pravé
jedna topologickd mira ;. na U tak, Ze ve smyslu distribuci plati

Al(—u)= p.
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Ke kazdé omezené oteviené mnoziné V, pro niz V C U, existuje funkce h" harmonickd na V/
takovd, Ze na V' plati

w=N(puV)+hn".

Necht m > 2 a funkce u je superharmonickd na R™. JestliZe je ddna funkce u harmonicka
na R™ spliujici h < wu, pak existuje prave jedna topologickd mira ;1 a pravé jedna nezdporna
konstanta c tak, ze

u=Np+h+c,

pfitom je i + c nejvétsi harmonickd minoranta funkce .

18.3.16 Harmonicky operator

Necht U C R™ je omezena oteviend mnoZina. Existuje praveé jeden operdtor H prifazujici
funkci f spojité na OU funkci H f harmonickou na U spliiujici

(i) H je linearni,
(ii) H je nezdporny (obraz nezdporné funkce je nezdporny),

(iii) Pokud okrajova tloha pro rovnici tepelné rovnovahy s okrajovou podminkou f ma feSeni
u,paku = H f.

( Keldys)

18.3.17 Konstrukce harmonického operatoru

Necht je f : U — R* libovoln4 funkce. Rikdme, e funkce u : U — R* je horni hunkce k
funkci f, je-li u superharmonicka na U a pro body z na hranici OU plati

liminfu(x) > f(z), liminfu(z) > —oo .

r—z r—z

Ozna¢me H f infimum vSech hornich funkci k funkci f a nazveme jej horni FeSeni okrajové
ulohy pro rovnici tepelné rovnovahy. Podobné u je dolni funkce funkce f, pokud —u je horni
funkce k — f. Dostaneme pak H f jako suprémum vSech dolnich funkci k funkci f a nazveme
jej dolni FeSeni okrajové tlohy pro rovnici tepelné rovnovéhy.

Pro spojitou funkciplati Hf = Hf = Hf.

( O.Perron, N.Wiener, M.Brelot )

18.3.18 Regularni hrani¢ni body

Necht U C R™ je omezend oblast a z € OU. Rikdme, Ze z je regularni bod, jestlize pro
kazdou funkci f spojitou na hranici U plati

lim H f(z) = f(2) .

r—z

Pokud toto neplati, jde o iregularni bod.
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Obrazek 18.3.18: Strecha s regularnim bodem.

Dobra matematika na jakékoliv urovni
by méla obsahovat spoleCensky rozmér,
ddvat to vztahu mySlenky, motivace,
vztah k jinym disciplindm, esteticky, fi-
losoficky a historicky aspekt.

(S.Markus ~ 2003)

18.3.19 Véta (Regularita hrani¢niho bodu)

Necht U C R™ je omezend oblast a z € JU. Bod z je regularnim bodem pravée tehdy, kdyz
existuje oteviend mnozina V" a kladnd funkce u superharmonickd na U N V' takova, ze

limu(z) =0.

r—z

18.3.20 KuzZelovy test

Necht U C R™ je omezend oblast a z € QU. Jestlize existuje kuzel T protinajici U v okoli
bodu z pouze v bodé z, pak bod z je regularni bod. V roviné staci dsecka.

Kuzel je napiiklad mnoZina

T={rx=(21,...,0,) ER™ : 2, >0& 27 > a3 +---+22}.
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18.3.21 Kapacita
M¢jme kompaktni mnozinu KX C R™. Definujeme

cap (K) = sup{u(K)},

kde suprémum se pocitd pres vSechny topologické miry s kompaktnim nosi¢em v K, jejichz
harmonicky potencidl /Ny je nanejvys 1.
Pak pro libovolnou mnozinu M C R™ definujeme

cap (M) = sup{cap (K) : K C M} .

18.3.22 Véta (O kapacité)

Necht’ mdme kompaktni mnozinu K C R™ a cap K > (. Pak existuje nenulovd topologicka
mira s kompaktnim nosi¢em v K takovd, Ze harmonicky potencidl Ny je spojity.

18.3.23 Véta (Kapacita a regularita)

Mnozina iregularnich bodu oblasti ma nulovou kapacitu.

18.4 Les metod

Prostory integrovatelnych distribuci jsou
nastoupeny a dobrovolné se hldsi do
sluzby v prvni linii zdkopové valky s ne-
litostnymi diferencidlnimi rovnicemi. Do
utoku!!!

18.4.1 Slabé reSeni
Rekneme, Ze funkce u € WP(Q) je slabé FeSeni diferencialni rovnice
Au=f,

kde £ je funkcional nad prostorem W, (£2), A operétor z W'?(Q) do dualniho prostoru W7 (£2)*,
pokud pro vSechna v € VVO1 P(Q) plati

(Au,v) = (f,v) .

Pokud je slabé feseni dostatecné hladké a diferencidlni rovnice ma dostatecné hladké koefici-
enty, existuje feSeni klasické a je rovno slabému feseni.

Okrajové podminky ve formé funkce na hranici se interpretuji ve smyslu stopy feSeni. Tim se
zmensSi prostor feseni.

Jsou mozné i jiné podminky.
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Obrazek 18.4.1: Viny v akci ...

18.4.2 Slabé reSeni a variac¢ni uloha

Slabé feseni Au = f miZeme hledat tak, Ze sestavime tlohu na minimum jistého funkciondlu,
pro néjz bude nase rovnice variacni rovnici.

Napiiklad pro funkce u € W,*(0,1) apro f € L'(0, 1) budeme zkoumat funkcional

1 1 1 1 1
Flu) = -/ ()| dar + -/ () da — / F@)ul) do
2 Jo 4 Jo 0
Tento funkciondl je potencidlem okrajové dlohy
—u"(z) +u’(x) = f(x) , z €(0,1)
u(0) =u(l) =0.

18.4.3 Problém - s hezkymi operatory neni problém

Necht’ je X reflexivni dplny normovany prostor. Necht' je 7' : X — X* omezeny a slabé
spojity operator spliujici

T
g L) _

nazyvanou podminka koercivity a podminku

(Tu —tv,u—v) >0, u,v € X,
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nazyvanou podminka monotonie.

Pak md pro kazdé f € X* rovnice
Tu

I
—

alespon jedno feSeni u € X.
( Browder )

18.5 Provazanost topologie a integrovani

18.5.1 Simplexy a komplexy

Konvexni obal n linedrné nezdvislych bodii v R"*! se bude nazyvat n-simplex v R™. Budeme
uvazovat "slepeniny"kone¢né mnoha simplext a budeme je nazyvat komplex. Navic miizeme
komplexy psat jako formalni soucet simplexii. Koeficienty mohou byt redlna Cisla.

Pokud vynechdme jeden z vrcholi n-simplexu, dostaneme (n — 1)-simplex, ktery budeme na-
zyvat sténa simplexu. Soubor stén simplexu A budeme znacit OA.

Uvazujeme od nynéjska simplexy odvozené od usporadané posloupnosti vrcholi. Tim se jeho
stény a hrany stanou orientovanymi. Napfiklad piSeme hranici usecky

Olvo, v1] = [v1] — [vo] ,
hranice trojihelniku
a['UOa U1, UQ] - [Ula 1)2] - [U07U2] + [UOa Ul]
a hranice Ctyfsténu
8[“071}17@2,“3} = [01,02,1}3] - [110702703] + [UO,U1703] - [00,01,1)2] .

Hranice hranice je 0.

Pracujeme vlastné s grupami.

18.5.2 Retézy

Oznac¢ime A, (X) komutativni grupu s bazi tvofenou n-simplexy v X a budeme tuto grupu
nazyvat A-komplex prostoru X. Prvek A, (X) budeme nazyvat n-fetéz. Oznatme

91 A(X) — A, (X)

hrani¢ni homomorfismus.

18.5.3 Retéz komplexi
UvaZujme schéma
On On n On—
R N O/ NSC N NS ek S N TR NN

Budeme toto schéma nazyvat Fetéz komplexu.

Diky tomu, Ze hranice hranice je nulova, t.j. 9,0,,1 = 0 plati, Ze Im 0,,,; C Ker 0,,. Tedy lze
vytvofit faktorovou grupu. Oznaéme H,, = Ker d,,/Im 9,,,1 a budeme tuto grupu nazyvat n-td
homologicka grupa feté¢zu komplexi.
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18.5.4 Derivace derivace a co dal

Lze ukazat, ze
divrot =0 , rotgrad =0.

Obecné Ize ukdzat, 7e d?> = 0, kde chdpeme operitor d jako operator derivovani diferencidlni
formy. Diferenciélni 2-forma w je naptiklad formdlni vyraz

w = Adydz + Bdzdx + Cdzdy .

Derivace diferencidlni formy w je pak 3-forma

0A 0B 0C
dw = | =— + — + — | dzdydz.
w <8x+8y+8z) raydz
Diferencidlni 0-forma je hladkd redlnd funkce f(xy,...,x,). Jeji derivace je 1-forma
$ of
df = . a—xj dl']

Je-liw = fdxj, ...dz,, diferencidlni k-forma, jeji derivace je diferencidlni (k + 1)-forma
0
dw = Z % di[)l dfl?jl .. .dl’jk

s konvenci, Ze dxdx = 0.

Diferencidlni formy tvoif posloupnost komutativnich grup {Q* : k& € N} a homomorfismi
dk . Qk N Qk+1 S dk+1dk = 0.

( H.J.Poincaré ~ 1910)

18.5.5 Kohomologie

Vytvoiime faktorgrupu p-forem na varieté M, které maji nulovou derivaci, podle podgrupy p-
forem, které jsou derivaci n&jaké (p — 1)-formy na M. Ziskdme grupu H?(M ), kterou budeme
nazyvat kohomologicka grupa.

18.5.6 Véta (Dualita forem a komplexi)

Pro p-fetéz ¢ = ays1 + ... 4+ a,S,, kde a; jsou Cisla a s; jsou simplexy, a pro p-formu w
definujeme

Pak plati

Malo, ale zralého.

(K.F.Gauss ~ 1840)
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Ona je to porad v podstaté zakladni véta

analyzy. Jenom je pidjcend algebraikim

Pro kompaktni varietu M je dudl homologické grupy roven kohomologické grupé. Tedy
(Hyp(M))" = H"(M)
( de Rham )

Speciélné p-forma w je potenciélni, tedy derivaci néjaké (p — 1)-formy, pravé tehdy, kdyz
/ w=20

Vidime, Ze operatory d a 0 jsou navzdjem adjungované.

pro kazdy p-fetéz z s nulovou hranici.

Jde o obecnou formu zdkona zachovani:
"Integrél z funkce pfes hranici mnoZiny
je roven integrédlu z derivace funkce pies
mnoZinu."

18.6 Prvocisla a komplexni funkce

18.6.1 Prvociselna véta

Oznacme 7(z) poCet prvocisel mensich nebo rovnych x. Pak plati

(2) ~
m(x) ~ T — 0.
logx’
( J.Hadamard ~ a Ch.J.V.Poussin 1900 )
Pouzivdme zdpis f(x) ~ g(z), © — oo pro
TAC)

zn

Zékladni vazba, pomoci které lze pocitani "ptes prvocisla"prevést na pocitani
¢isla", dava

pfes vSechna

L Y () TS ) T

n=1 72,73,...20 P r20 P

které plati pro komplexni s s redlnou Casti vétsi neZz 1. Soucty a souciny "pres prvocisla"jsou ty
S .
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18.6.2 Dukaz prvociselné véty

Zatim nejjednodussi dikaz probiha takto

[e.o]

1 1
Krok A. — - . je holomorfni pro R(s) > 0.
n® s—
n=1
lo
Krok B. M je omezena.
x
Krok C. i 1 je nenulovd pro R(s) > 1.
n=1 n? a

KrokD. 3~ logp

je holomorfni pro R(s) > 1.
ps s—1

p

Krok E.

/°° Zpgx logp — x
1 z?

je konvergentni integral.

Krok F. Zlogprv:c, T — 00 .

p<z
Nyni
m(x)logx = Zlogx > Zlogp ~T.
p<z p<z
Dile
X~ Zlogp > Z logp > Z (1—¢e)logz = (1 —¢)logz [r(z) + O(z' )] .
p<w zl—ep<z zl—ep<z

Tak vidime, Ze véta plati.

Mile té prekvapi chvile, kterd uz neméla

prijit.
(Horatius)

Kdyz se podivame na grafy, tak se nema-
zeme divit, Ze ten dikaz byl t€zky. Ony
totiZ spolu ty funkce viibec nesouvisi.
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10000

0 100000

Obrazek 18.6.2: Funkce z/log z t&Zce zaostavd za dvojici funkei [ 1/logt dt a m(z).

18.7 Mix

18.7.1 O pevném bodu
KaZzdé spojité zobrazeni B" do B™ ma pevny bod.

( Borsuk 1909, Hadamard 1910 )

Nejde si "poradné"zamichat kafe.

18.7.2 Chlupata koule
Diusledky:
= Vzdy je nékde bezvétri.
= Magneticka sféra na jadernou fizi musi prosakovat.

= Polynom ma komplexni kofen.

18.7.3 Superkapilara

Existuje rotatné symetrickd kapildra, kterd pfipousti nespocetné mnoho rota¢né symetrickych
hladin tekutiny.

Tato feSeni jsou mechanicky nestabilni, v libovolné blizkosti se nachdzi hladina tekutiny, ktera
dava mensi mechanickou energii.

Existuji alespon dvé lokalni minima, Zddné z nich neni rotacné symetrické. Vidime, Ze symet-
ricka dloha mize mit nesymetrické fesent.

Stabilni feSeni se objevi pii pokusech ve

stavu beztize.
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Obréazek 18.7.3: Rotacné symetricka barka s tekutinou mé ve stavu beztize nekone¢né mnoho
moznych klidovych stavi, stabilnich je asi jen par ...

18.7.4 Neviditelny cednik

Uvazujme fetizek tvoreny posloupnosti kruhti v roviné z bodu A do bodu B. Dva takové kruhy
maji neprazdny prinik pravée tehdy kdyz jde o sousedni kruhy v posloupnosti. V tomto fetizku
vytvofime podfetizek podle pravidla, Ze podietizek musi cestou z kruhu D; do kruhu D; nejprve
dosdhnout do D;_,, pak do D;; a pak teprve do D;, opét z bodu A do bodu B. DéEl4 prosté
alespon jednu klicku mezi kazdymi dvéma kruhy ptivodniho fetizku. Posloupnost takto sestro-
jenych fetizkli ma prinik, ktery je souvisly a kompaktni. Nazyva se (pfi spInéni podminek na
velikost kruhti tvoricich fetizky) pseudooblouk.

Jde o takové neviditelné skoro nic. Vede
to od zacatku na konec, nicméné neob-
sahuje to Zadnou kiivku. Prosté se to po-
fad jenom klikati. Je to prosté neviditelny
cednik.

Obrizek 18.7.4: Retéz s naznatenym fetizkem.

Jde o jedineCny objekt. Kazda jeho uzaviena souvisla podmnozina je s nim homeomorfni. Tuto
vlastnost ma také interval [0, 1].
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Obrazek 18.7.4: Konstrukce podietizku v 7 "SiSatych"kruzich fetizku - iterovanim dostaneme
pseudooblouk.

18.7.5 Prostorova krivka a dimenze v haji

Sestrojime posloupnost zobrazeni z intervalu [0, 1] do jednotkového Ctverce. Prvni zobrazen{
probéhme dhlopricku jednotkového Ctverce. Tento Ctverec rozdélime na 9 shodnych Ctverct.
Druhé zobrazeni probéhne po thlopfickach 9 mensich Ctverct. Tento postup opakujeme a v
limité ziskdme spojité zobrazeni tisecky na Cverec.

18.7.6 Problém prosakovani

Predpokladame, Ze se n€jaka tekutina prosakuje néjakym prostiedim. V problému prosakovéni
hleddme rozloZeni rychlosti v(z, y), k tomu najdeme potencidl rychlosti, funkci u(z, y) takovou,
aby v = —grad u. Funkce u vyhovuje rovnici tepelné rovnovahy v oblasti.
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@D (I1) (I11)

Obrazek 18.7.5: Prvni dvé zobrazeni tsecky do Ctverce.

Pokud hleddme ropu, tak se prosakovani

vyplati umét.

18.7.7 Uzavrené povrchy - koule s ,,uSima‘ a ,,dirama*‘

Kompaktni prostor X s vlastnosti, Ze kazdy prvek X je obsaZen v oteviené mnoZiné homeo-
morfni jednotkovému kruhu, nazveme topologicka uzaviena plocha.

Pfiroda je nekonecna sféra, jejiZ stfed je
vSude a povrch nikde.
(B.Pascal 1670)

Kazda topologicka uzaviend plocha je homeomorfni prave jedné z ploch
(i) Plocha M, pro nezdporné celé Cislo g.

(ii) Plocha N}, pro celé ¢islo h > 1.

Neni krélovska cesta ke geometrii.

(Eukleidés z Alexandrie ~ -330)

M je 2-sféra, M, s kladnym g je sféra s g dirami. IV; je projektivni rovina, N, je kouzelnd
lahev. Obecné se prostor N, udé€la tak, Ze se na sféfe odstrani /4 kruhd a k nim se pfilepi svou
hranici zkfiZeny pdsek.
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18.7.8 Véta o indexu

Necht’ je P(f) = 0 systém diferencidlnich rovnic popisujicich situaci na prostoru X. Analy-
ticky index systému je zhruba feceno pocet feSeni daného systému. Plati

analyticky index = dimker(P) — dim coker (P) .

Cili analyticky index je pocet parametri popisujicich obecné feSeni minus polet vazeb mezi
vyrazy P(f).

Necht' P(f) je systém s jednou rovnici df /dz = 0 (popiipadé P(f) = 0 elipticky systém par-
cidlnich diferencidlnich rovnic) definovany na kruznici (popfipadé kulové plose, nebo obecnéji
na uzaviené hladké orientované n-rozmérné varieté) X . Pak

analyticky index (P) = topologicky index (X) .
( M.E.Atiyah, LM.Stinger )

Topologicky index kruZnice je roven 0. Tedy analyticky index P musi byt roven 0. Prostor
feSeni df /dz = 0 je jednorozmérny (jde o konstanty), tedy musi existovat jedna vazba platnd
pro funkce df /dx. Tou vazbou je podle zdkladni véty analyzy vztah, Ze integrél z derivace pres
kruZnici musi byt nula.

Pokud nékde na kruhové draze po-
klesneme, musime nékde vystoupat.

Obrazek 18.7.8: Nahoru a dolu.
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Kapitola 19

Problémy pro mistry

Obréazek 19.0.0: Mistr je takovy maly ¢lovicek se svymi knihami.

365
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19.1 Digitalni slune¢ni hodiny

19.1.1 Cestovni Spunt

s 2 7

Sestrojte cestovni Spunt, ktery by Sel pouZit na uzavirani lahvi s kruhovym, ¢tvercovym i troju-
helnikovym hrdlem.

Obrizek 19.1.1: Spunt.

19.1.2 Digitalni slune¢ni hodiny

Existuji digitdlni slunecni hodiny? Tedy objekt, ktery by vrhal stin ve tvaru ¢islicového vyjad-
feni Casu?

Existuje mnoZzina v R3, kterd m4 pro libovolny prostorovy thel primét roven pfedepsanému

primétu (pro kazdy smér aZ na mnoZinu miry nula).

( Falconer )

19.1.3 Tomograf

M¢érime mnozstvi zéareni, které prochdzi t€lesem rtiznymi sméry. Chceme podle téchto ddaji
zjistit tvar télesa.

Matematicky problém jde formulovat takto: urete funkci f(x,y) na ¢tverci, zndme-li integrély
podél vSech piimek, které Ctverec protinaji.

Lokalizace ciziho pfedmétu v téle napiiklad vede ke hledani charakteristické funkce mnoZiny
bodi daného télesa.

Existuje pfedpis pro inverzni transformaci

(J.K.A.Radon 1917)

19.2 Gravitace

19.2.1 Satelitni problém

Uvazujeme vzdjemné gravitacni ptisobeni N = 1+n téles v roviné. Modelova situace odpovida
Zemi a n satelitim obihajicim Zemi.
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Budeme chtit navodit situaci, kdy satelity piisobi na Zemi zanedbatelnou silou, ale vici sobé

Yv_ s

navzdjem silou zajimavou. Hleddme rovnovazné rozmisténi satelitli na obézné draze. Nabizi se
symetrické rozmisténi, ale nemusi byt jediné.

Vzajemné pasobeni N Castic v rovin€ s hmotnostmi my, ..., my v soufadnicovém systému
umisténém v t€Zisti soustavy vyjadiime rovnici

Mq//: _‘/;17

kde matice M ma na diagondle prvky mq,mq, ..., my, my anuly jinde, ¢ = (¢1, ..., qy) jsou
vektory umisténi, ¢; € R? a V je gravitaéni potencial

m;m;
Vg, ..,qn) = — Z T

oV oV
Vo=(=—,...,=—) .
7 <3CI1 36]]\/)

Soustava se otdci takovou thlovou rychlosti, aby se rusily sily pfitahujici k téZisti. Tedy existuje
kladn4 konstanta \? tak, Ze

v vy

MV, = \q.

Tedy vektor zrychleni je imérny vzdélenosti od t&zisté a smétuje k téZisti. Zohlednime rotace a
stejnolehlost.

Nakonec provedeme limitni pfechod odpovidajici zanedbatelné hmotnosti satelitti vzhledem k

Zemi. Tedy zvolime mo =1, m; = ¢,i = 1,...,n, oznac¢ime q(¢) = (qo(€), . .., qn(€)).
Vektor ¢ = (qq, - - ., qv) budeme nazyvat centralni konfigurace pokud
limg(€) = ¢

Centralni konfigurace pro rovinny problém se tfemi stejnymi planetami jsou prave 3.

180

180

Obrazek 19.2.1: Dvé centrdlni konfigurace pro dva satelity. Na levém obrdzku neni v realité
Zemékoule v téZisti soustavy.

3

Pro n ~ €™ za¢ina "regularita”, t.j. existuji pouze pravidelné centrdlni konfigurace.

( J.Casasayas, J.Llibre a A.Nunes 1994 )
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Obrazek 19.2.1: Tri centralni konfigurace.

Obrazek 19.2.1: Kam umistit na Saturn satelitni vysilani?

19.2.2 Velky anik

Existuje konecny systém téles, ktery za plisobeni pouze vzajemné gravitace odleti do nekonecna
v konec¢ném case.

( Gerver 1984, Z.Xia 1988 )

Matematika je nejlevnéjsi véda.

(G.Polya ~ 1970)

Dikaz: Uvazujme n dvojhvézd rotujicich kolem vrcholt pravidelného n-ihelnika, kolem nichz
putuje n planet. Predstavujeme si dvojhvézdy i planety jako hmotné body. Kazda dvojhvézda
rotuje tak, ze pri priletu planety je planeta urychlena za cenu ztraty energie vzajemné rotace
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dvojhvézda

planeta

Obrazek 19.2.2: Velky unik pry¢. Planety rotuji mezi dvojhvézdami a celek se nekonecné
rozpind.

dvojhvézdy. Tim se zmenS$i vzdjemnd vzdalenost obou "polovin"dvojhvézdy. Navic 1ze pla-
nety navigovat tak, aby se pfi kazdém priletu "mezi dvojhvézdou"zvétsil primér zdkladniho
n-thelnika.

s

Pti peclivé volbé pocate¢nich podminek dostaneme systém, ktery "odleti"do nekonecna v ko-
necném case. B

(J.Gerver a S.Brown 1989 )

Zakony gravitace zpusobi to, Ze se ener-
gie dvojhvézd pfeméni na unik. Potfebu-
jeme "bodovost"dvojhvézd i planet. Na-
vic ziskame rychlost vétsi neZ rychlost
svétla ...

HA! HA! HA!

19.2.3 Problém n téles

Chovani n téles zptisobené vzdjemnou gravitaci je problém nazyvany problém n téles.

( Newton )

Pro n = 2 dostaneme v zdvislosti na podminkéch v soustavé umisténé na jednom télese bud’
primku, kruznici, elipsu, parabolu ¢i hyperbolu.

( Kepler)
Pro n = 3 existuji neCekana feSent:

= Planety v linedrni pozici s rotujici pfimkou.

( L.Euler 1767 )
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Obrazek 19.2.2: Pri priletu se 1ze urychlit, dostat kinetickou energii.

Obrazek 19.2.3: Drahy planet.

= Planety ve vrcholu trojihelniku obihaji kolem "fiktivniho"slunce.

(J.L.Lagrange 1772)

= Planety predvadéji let vCely a opisuji spoleénou kfivku ve tvaru "8".

( A.Chenciner a R.Montgomery 1999 )

Lidsky duch je bezesporu velkolepy, ale
slaby a potiebuje opory: pozorovani a ex-
perimentovani.

(G.Choquet ~ 1990)
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Obrazek 19.2.3: Choreografie vyborné.

Pfiroda poskytla nespocet prilezitosti pro pozorovani pohybujicich se predméta.

Mechanika je rdj pro matematické védy,
protoZe jejimi cestami se dostaneme k
plodim matematiky.

(L.da Vinci ~ 1490)

Pokud probihaji planety tutéz drdhu (napiiklad tvar "8"v pfedchozim vyctu), fikdme tomu jed-
noducha choreografie. Tvary takovych kfivek 27-periodickych kfivek z(¢) miZeme zkoumat
pomoci lokdlnich extrémi akce

_1 2
“4_5/0 |2/ (t)]? dt + Z/ —xt+27rh/n|

Absolutni minimum akce nastdva pro pravidelné rozmisténi planet na kruZnici. Existuji vSak i
jind lokalni minima odpovidajici p€knym "klikaticim". Pokud pfiddme k formulaci poZadavek
néjaké symetrie, dostaneme pekné "umélecké kreace". Mizeme zkoumat i neinercidlni piipad,
kdy se celd nase soustava n bodl otaci s konstantni tihlovou rychlosti kolem né&jakého slunce.
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19.2.4 Relativisticky pohyb

Pohyb hmotného bodu = € R? zplsobeny vlivem gravitalniho potencialu V' je podle relativity
(rychlost svétla = 1) fizen rovnici

d @

Od té doby, co matematici vtrhli do teo-

rie relativity, uZ ji sém nerozumim
(A.Einstein ~ 1950)

19.2.5 Problém gravitace

Je pro n t€les v prostoru navzajem pusobicich gravitacni silou pouze konecny pocet relativnich
pozic?

( Wintner 1941 )

19.3 Kvantova fyzika

19.3.1 Prostory reSeni vinové funkce

Prostor H'(Q2) = W2(Q) je uzite¢ny pro Schrédingerovu rovnici, pro jeji relativistické feSent
je vhodny prostor H'/2(Q) s normou

/2
|f|H1/2(Q </ |f(x |2 dx +/ lgrad f(x |2 da:) .

Ten posledni integrdl se nazyva Kineticka energie. Prostor H! je tplny, C*(Q) je husty v
H(Q).

Necht f € L?(R"). Pak f patif do H'(R") pravé kdyz funkce k +— |k|f"(k) je v prostoru
L*(R™). Pak

ey / PR+ 4n2 (k) dk

Necht' f € L*(R"). Pak f patii do H'/?(R") pravé kdyz funkce k +— |k|'/2f"(k) je v prostoru
L2(R™). Pak

oy = /\fA (1 + 2|k]) dk

Jde o tplny soucinovy prostor

(F. 9oy = / ARG (k) (1 + 2n[R]) dk

Tridimenziondlni kinetickd energie ma tvar

I

kde p> = —A a m je hmotnost &4stice.
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ATV -

CDgC& Illj :

Obrazek 19.2.5: Planetarni systém.

19.3.2 VInova funkce atomu
Casové nezdvisla Schrédingerova rovnice pro &dstici pod vlivem pole zptisobeného silou F(z) =
—VV (z) ma tvar
H(x)p(x) + V(z)p(z) = E(x) .
Pro operator H plati H = —A v nerelativistickém a H = /—A + m? v relativistickém piipad¢.

Funkce V : R" — R™ se nazyva potencial. Funkci ¢ € L?(R™) budeme normalizovat piedpi-

sem
[ WP =1,

Funkci ¢ budeme fikat vlnova funkce. Funkce p,(z) = |¢(z)|* odpovidd pravdépodobnosti
toho, Ze Castici najdeme v = (odchylka od klidového stavu). Cislu £ budeme fikat vlastni ¢islo

a 1) budeme fikat vlastni funkce.

| 2

19.3.3 Variacni iloha
Misto rovnice budeme fesit variacni problém minimalizace funkciondlu celkové energie £
e() =Ty +Vy,
kde
7= [ Vi) do
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je kineticka energie a
Vo= [ Vi@ o

je potencialni energie za podminky
[Y()*=1.
R

Ukaze se, Ze (n€kdy) existuje minimalizujici funkce 1)y, kterd vyhovuje vlnové rovnici s hod-
notou I/ = Ey, kde

Fo = inf{e(¥) : / W2 =1},

Takové funkci vy se fika zakladni stav a Cislu E|, energie zakladniho stavu.

BTW, nerelativistickd kinetickd energie
je (v, p*1), relativistick4 kinetickd ener-
gie je (¢, [plv).

Uvidime, co se s tim da délat.

19.3.4 Princip neurcitosti

Necht' V' spliuje (NERELATIVITA)

L"2(R™) N L®(R™), n >3

LR N L®(R?), n =2

LYRYNL®RY , n=1
nebo necht’ V' spliiuje (RELATIVITA)

LR NL=®[R"), n > 2

L' RHYNLRY , n=1.

Zde uvazujeme H# (R™) = H'(R") v klasickém ptipadé, H# (R") = H'(R") v relativistickém
pripadé.
Pak pro kazdou ¢ € H# (R™) plati

Ty < Ce(v) + Dl;

pro vhodné konstanty C' a D.
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19.3.5 Existence reSeni

Necht pro kazdé A > 0 plati
Hx: |[V(z)] > A} < o0

Necht’ plati
Ep = inf{e() : /W —1}<0.

Pak existuje funkce 1)y € H# (R™) takova, Ze |1g|o = 1 a (1) = Fp.

Navic kazdy minimizator ¢ spliiuje
H(x)p(x) +V(z)p(z) = Ed(x)

ve smyslu distribuci.

19.3.6 Excitovany stav

Mame-li E, a 1y jako zdkladni stav, miZeme hledat prvni excitovany stav a druhou vlastni
funkci.

Budeme minimalizovat ¢ pro v € H#(R") za podminky kolmosti ¢ a v

(¥, 10) = Y(x)ho(x) dz =0.

Rn

Tim ziskdme prvni excitovany stav a jemu piislusejici energii.

Rozdil energii mezi zdkladnim a excitovanym stavem odpovida pfesné vlnové délce emitova-
ného zareni, coz dava podplirné argumenty pro kvantovou teorii.

19.3.7 Atom vodiku

Potencidl V atomu vodiku umisténého v po&atku R? je roven

Reseni vinové rovnice je

|a| 1
Yo(z) =exp 2 , By = ~1
Jde 0 mimimum
1
W)= [ VP de — [ P,
R g3 |7

19.4 Proudéni kapaliny

19.4.1 Rovnice proudéni kapaliny

Necht’ je 2 oblast v R"”, n > 2. Hleddme n-tici funkci

ur (), ..., uy(x)
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definovanych na  popisujici slozky rychlosti kapaliny a funkci p(z) popisujici tlak v kapaling
tak, aby v €2 byly splnény podminky

= ou; op
—vAu,; +Zuj8x] = fi(x) — B i=1,...,n
a
8u1 6un .
9e T om,
a

w(0Q)=0,i=1,...,n.

( Navier, Stokes )

Obrazek 19.4.1: Jak teCe voda riznymi kohoutky ...

Kdyz vynechdme podminku nestlacitelnosti (kterdpak to asi bude?), dostaneme rovnice pro
proudéni vzduchu.
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Kdyz zkoumédme proudéni vzduchu nu-
mericky, dostaneme se ¢asto do potiZzi.

Obrazek 19.4.1: Jak se hybe nebe.

Nicméné se na takovych vypoctech da
zbohatnout . ..

Obrazek 19.4.1: Pohyb vzduchu v blizkosti letadla.

"Vysledkem je tedy, Ze vSechno je
znané nejasné a nereSitelné, aZ na ten
vyhazov,"fekl K.

(F.Kafka ~ 1925)
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Flight Conditions

Obrazek 19.4.1: N&kdy presto radéji misto pocitdni simulujeme . ..

19.4.2 Soliton je samotna vinka

Pii pozorovéni vin v izkém kandle je mozné uvidét zvlastni vinku, kterd se pohybuje rovhomér-
nym pohybem a je zcela sama. Neni ndsledovdna Zddnou dalsi a ik4 se ji soliton. Vétsi viny se
pohybuji rychleji. Kdyz dojde k "ptedjizdéni", preziji to obé dvé bez tihony.

Matematicky popis vede na nelinedrni diferencidlni rovnici, kterd méd kupodivu pékné fesSeni.
Toto feSeni je opravdu podobné solitonu a jeho vyvoj v Case se realizuje rovnomérnym pohy-
bem.

(J.S.Russel ~ 1834 )

Jde o rovnici
ou N Pu N ou
_ _ Uu— =
ot 0x3 Ox
kde u = u(x,t) je vyska vody (oproti rovnovaznému stavu) v Case ¢t v misté = (jednorozmérny
sveét).

0,

Bez posledniho (nelinearniho) ¢lenu by

celé vinéni zmizelo do nicoty.
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>

Obrazek 19.4.2: Velkd a mald vinka si prosté jen vyméni pozice.

Resenim je funkce u(x,t) = a sech?(b(z — vt)), kde b = (a/12)"/? a v = 3a. Konstanta a
urcuje vySku viny (vyssi vinky jsou uzsi). Konstanta v odpovidé rychlosti vinky (vySsi jsou
rychle;jsi).

Obrazek 19.4.2: Pokud by byla vlna "nesolitonova", dopadlo by to takto.

19.5 Minimalni plochy

19.5.1 Izoperimetricky problém

Najdéte nejmensi plochu, kterd v kvadru oddéluje dany objem.

Hypotéza: ReSenim jsou &sti kulové plochy, vdlcové plochy nebo roviny.

Uloha najit téleso daného objemu s
nejmensim povrchem vede na kouli. Po-
kud ptfiddme okrajové podminky, dosta-
neme napiiklad polokouli pfilepenou k
roving.
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19.5.2 Vice-bublina

Najdéte nejmensi plochu, kterd v prostoru oddéluje n-zadanych objemu.

Hypotéza: Resenim jsou &asti kulové plochy.

Obrazek 19.5.2: Plochy omezujici objem se snazi o minimalizaci.

Kdo "umi", fesi problém v R".

19.5.3 Rotacni plochy s konstantni krivosti

Rotacni plochy s konstantni stfedni kiivosti vzniknou rotaci nékteré z nasledujicich kiivek:
vinka, vodorovna dsecka, klicka, kruZnice, fetézovka, svisla isecka. Osa otdceni je osa .

( Ch.Delaunay 1841 )

19.6 Mix

19.6.1 O korenech na primce

Jsou vSechny koteny funkce
1
(s) =2~

ns
n=1

lezici v pasu 0 < R(s) < 1 soustfedény na pifmce R(s) = 1/2?.

( B.Riemann ~ 1850 )
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19.6.2 O sfére v casoprostoru

Je
{$€R4:|x|:1}

jedind kompaktni trojdimenziondlni varieta s vlastnosti, Ze kazd4 kruZnice lze spojité deformo-
vat to bodu?

( H.J.Poincaré 1904 )
Ano.
( G.Perelman 2002 )

To ale zajistilo docela diileZitou vlastnost
naSich casoprostorovych toulek. BTW,
uz jste na sob¢ takové kruznice pozoro-
vali?

19.6.3 Variety

Pokud ma kazdy bod topologického prostoru okoli homeomorfni s otevienou kouli v R", nazy-
vame jej n-varieta.
Jaké jsou kompaktni 3-variety ?

( H.J.Poincaré 1904 )

19.6.4 Dynamické ceny

Sestrojte dynamicky model pro poptavku a nabidku jednotlivych komodit na trhu, zachytit je
tieba jednotlivé subjekty a dokdzat existenci rovnovaznych stavd, stabilitu systému, ...

Nejlepsi hmotny model kocky je jind,

nejlépe vSak ta samd, kocka.
(A.Rosenblueth a N. Wiener 1945)

Klasickd teorie jedné komodity fikd, Ze v rovnovdzném stavu se poptdvka D rovnd nabidce
S. Pro vice komodit p = (p, ..., p,) uvaZzujeme funkci poptavka D(p) (kolik by se prodalo
kouskd za cenu p), nabidka S(p) (kolik by se nabizelo kouskt za cenu p) a previs poptavky
Z(p) = D(p) — S(p). Plati

(i) Z(A\p) = Z(p), pro nezaporné p a kladné \. Pokud se zlevni vyroba, poklesne cena.

() >_" , piZ;i(p) = 0. Celkovd hodnota je nula. Neukojend poptdvka stoji vyrobce zbytec-
nych véci koupit si svoje vyrobky.

(iii) Pokud je p; = 0, je Z;(p) > 0. ZboZi zadarmo si koupi kazdy, nebo alesporti nékdo.

Existuje rovnovdznd cena p* takovd, Ze Z(p*) = 0 (poptavka je rovnd nabidce).
( Hopf )
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19.6.5 O pomerancich a délovych koulich

Kolik kouli do kanénu (pomeranct, jablek, ... ) se vejde do lodi? Jaké nejvyhodnejsi usporadani
zvolit?

(J.Kepler ~ 1650 )

Nejlépe to jde nejjednodusseji.
( Hales )

Obrazek 19.6.5: Jak si srovnat kulicky do krabicky.

19.6.6 O fraktalech

Budeme hledat feSeni rovnice f(z) = 0 pomoci metody teCen. Zvolime x a dalsi iterace bu-
deme pocitat vzoreCkem

Tn+1 Tn f/ (.T}n) .
Zkoumini, kdy tato metoda vytvoii posloupnost konvergujici k feSeni rovnice f(z) = 0 je
nesnadné, jak se lehce pfesvédcime z obrazku.
Pokud tuto metodu pouZijeme v roviné na hledan{ vice kofend rovnice z* = 1, objevi se zvIastni
jev. Pokud zvolime startovaci bod mezi dvéma feSenimi, Casto sestavend posloupnost konver-
guje necekané k jinému feseni.

Kdyz se dva perou, tfeti a Ctvrty se smé-

jou.
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T

X
/x'2 )él X 561 U }0 =X,

Obrazek 19.6.6: Posloupnost se mtize zacyklit.

Struktura takovychto spornych tzemi je uzZasna.

Obrazek 19.6.6: Zony pritazlivosti jednotlivych kofenti tvoii kyticku.

19.6.7 O barveni

Kolika barvami jde obarvit mapa? Pfi zfejmych omezenich staci na rovinnou mapu 4 barvy.

( F.Guthrie 1852, A.Cayley 1879 )

Obréazek 19.6.7: Jde to 4 barvami, je to jednoduché.
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Obrazek 19.6.7: Jde to nanejvys 4 barvami, 1 kdyZ to neni jednoduché.

Remeslnik a &ert zdvodili, kdo prvni po-
stavi diim. Cert se do toho dal Eertovskou
silou. Remeslnik si napfed nabrousil na-
fadi a vyhral.

( lidova moudrost )

Obrazek 19.6.7: Na prostorovych objektech je tfeba byt obezietny ...

19.6.8 O suchém putovani

Budeme se prochdzet v mlze po nezndmém tzemi sloZeném z vody a souSe. Pro jednoduchost
budeme mit izemi ve tvaru Ctvercové sité, kde kazdy ¢tverec je bud’ voda nebo sous. Na kazdém
suchém ctverci vyrostlo tolik rostlinek, kolik ze sousedicich osmi Ctvercd je mokrych. Tyto
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rostlinky uvidime aZ tehdy, kdyZ na ¢tverec vstoupime (je mlha). Hledani souse je pivabna
zabava, ktera Casto konci ve vode.

Obrazek 19.6.8: Setkaji se jesté nekdy?

AN

Zakladni otazka je otdzka diivéry. MiiZeme véfit, Ze rostlinky nelzou? Je dand vegetace "mozna",
nebo vede ke sporu a rostlinky rostou nedovolenym zptisobem?

Zkusime zvolit v neobjevené ¢asti kombinaci sous-voda a zkontrolujeme. To bude trvat linedrné
podle po&tu zvolenych &tvercl. Pokud budeme volit vechny kombinace, bude to zéviset na 2,

kde N je pocet volenych Ctverci. Dovedeme najit alesponi polynomidlni algoritmus?

Na kladné i zdporné feSeni cekd milio-

nova odmeéna.

19.6.9 Co je vlastné placaté

Otézka, které objekty jsou rovinné, je velmi zajimava. Pro grafy jde dokdzat, Ze nutnd a posta-
Cujici podminka rovinnosti je to, Ze nesmi obsahovat dva zvlastni grafy K5 3 nebo K.

( Kuratowski 1930 )

Projektivni rovina obsahuje 103 takovych zlobidel.

( H.Glover, P.Huneke a C.S.Wang 1979 )

Pro kaZdou plochu existuje kone¢né mnoho zlobidel.

( Robertson a Seymour 1984 )
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?

Obrézek 19.6.9: Dvé zlobidla K5 a K3 3, kterd se nevejdou do roviny.

19.6.10 O racionalnich resSenich

Rovnice 2" + y™ = 1 muze mit pro n < 2 pouze konecné¢ mnoho raciondlnich fesent.

( L.Mordell, G.Faltings 1983, A.Willes 1993 )

Snad nejlépe mohu popsat svoji zkuSe-
nost s délanim matematiky v pojmech
cesty skrz temny neprozkoumany za-
mek. Vstoupite do prvni komnaty zdmku
a je naprostd tma. Pohybujete se a nard-
zite do nabytku, ale v podstaté se ucite,
kde je kazdy kus ndbytku. Nakonec, po
zhruba Sesti mésicich najdete vypinac,
rozsvitite a najednou je vSe osvétlené.
Vidite presné, kde jste. Pak priejdete do
dal$i mistnosti ...

(A.Willes ~ 1993)

Néco podobného jsem jednou zazil.

19.6.11 Hypotéza o komplexnim kruhu

Pokud je funkce z — 2z 4 a2 + - - - prosté zobrazeni jednotkového kruhu do sebe, pak a,, < n.

(L. de Branges 1984 )
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Neru§ mé kruhy.

(Archimédés ze Syrdkus ~ -250)

19.6.12 Jemné holomorfni funkce

Existuje nejjemné;jsi topologie v roviné, ve které jde definovat holomorfni funkce?
Jemna topologie v teorii potencidlu je jednim z dobrych kandidatu.

( B.Fuglede )

19.6.13 Lokalni topologické grupy

Topologickd grupa je grupa, kterd je zdroven topologickym prostorem, pfi¢emz jsou grupové
operace (ndsobeni a inverze) spojité. Pokud mé kazdy bod okoli homeomorfni s otevienou kouli
v R" a ma lokalni soufradnice, pak ma i lokaln€ analytické souradnice.

(J.v.Neumann 1933, Pontrjagin 1939, Chevalley 1941, Gleason a Yamabe 1952, Montgomery
a Zippin 1953 )

19.6.14 Kulecnikové trajektorie

Existuji neperiodické trajektorie. Pravdépodobnost, Ze je zrovna koule pohybujici se po neperi-
odické trajektorii v zadané mnoZziné, zavisi pouze na velikosti (mife) zadané mnoZiny.

( G.D.Birkhoft 1931 )

19.6.15 Paradox dvojcat

Dvojcata Andulka a BoZenka se dohodli, Ze BoZenka dojde pro zmrzlinu. KdyZ se vritila za
10 minut BoZenka se zmrzlinou, postavili se pred zrcadlo a BoZenka vypadala mladsi. Je to
mozné?

Ano. BoZenka pro zmrzku vyrazila rychlosti 3/5 rychlosti svétla a vrétila se stejnou rychlosti.
Casovi dilatace podle teorie relativity je 80%. Andulce uplynulo 10 minut, zatimco BoZence
jen 8 minut. Vypadala mladsi.

Cas udé&lal Bih proto, aby se viechno ne-
stalo nardz.

( anonym z Texasu (grafiti) )
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Obrazek 19.6.14: Neni moZné se netrefit. Pfi silné rané€ po nezacyklené drize se trefi kazdy.

Jak to vidéla Bozenka? Nejprve se rychlosti 3/5 rychlosti svétla vzdalila Andulka. Pak po 4
minutdch se to stalo. Andulka mizela rychlosti 3/5 rychlosti svétla a jé ji chtéla dohonit rychlosti
3/5 rychlosti svétla. Tak jsem musela nasadit rychlost 6/5 rychlosti svétla. To ale neslo. Tak
jsem ty rychlosti plus minus 3/5 rychlosti svétla seCetla relativisticky. Tak jsem za Andulkou
vyrazila rychlosti 15/17 rychlosti svétla. Za 4 minutky jsme se sesly.

Cas jde s riznymi lidmi riznym krokem.
Reknu vam, komu Cas kraci, komu cvala,
komu leti tryskem a komu jesté stoji.

( W.Shakespeare ~ 1590 )

19.6.16 Transcendentni cisla

Pro a a 3 kofeny polynomu s celoéiselnymi koeficienty (algebraické), je o transcendentni.

( A.O.Gelfond a T.Schneiderem 1934 )
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Za sto let ode dneska budou obé véty (o
barveni map a klasifikaci jednoduchych
grup) pouhd cviceni pro tieti ro¢nik uni-
verzity, s dikazy na nékolika strankach
pomoci vhodnych pojmd, které v té dobe
budou zcela ziejmé.

(P.Halmos)
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Kapitola 20

Zavérecna kapitola

S

outo kapitolou se uzavird naSe putovani po matematické analyze.

Bylo u jednotlivych véci, které jsme vi-
déli, vSe jasné? T.j. proc to tak je a pro¢
to tady je? IF TRUE = OK, IF FALSE
— KO. ELSE CONTINUE.

"What else?"(poté, co si vyslechl vSe, co
vim)

(K.Omiljanowski ~ 2000)

20.1 Historie matematické analyzy

20.1.1 Historické matematické osobnosti

Z mnoha a mnoha vynikajicich matematiki vybirdm obecné zndmd jména matematikd, ktefi
reprezentuji rozhodujici piinos k rozvoji matematiky.
Thalés z Milétu ( ~ -600) - prvni obecnd tvrzeni
Pythagoras ze Samu ( ~ -550) - propojeni geometrie a ¢isel
Z€non a Eley ( ~ -450) - paradox s nekone¢né mnoha malymi kroky
Aristotelés ze Stageiry ( ~ -350) - logika
Eukleidés z Alexandrie (~ -330) - propojeni geometrie a Cisel
Archimédés ze Syrakus ~ -250 ( ~ -) - aplikace matematiky
L.Fibonacci ( ~ 1212) - pouZiti arabského Ciselného zdpisu
J.Napier ( ~ 1600 ) - funkce logaritmus
J.Keppler ( ~ 1619) - pohyb planet
G.Galileo ( ~ 1636) - dynamika
R.Descartes ( ~ 1630) - analytickd geometrie

391
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P.Fermat ( ~ 1630) - pravdépodobnost

B.Pascal ( ~ 1640) - prvni pocitaci stroj

L[.Newton ( ~ 1665) - derivace a integral

G.W.Leibnitz ( ~ 1665) - derivace a integral

A.L.Cauchy ( ~ 1820) - matematickd analyza

L.Euler ( ~ 1740) - velky univerzalista, teorie ¢isel

C.F.Gauss ( ~ 1830) - korunni princ matematiky, zdkladni véta algebry
E.Galois ( ~ 1830) - moderni algebra

G.Cantor ( ~ 1900) - rizné typy nekonecna, teorie mnozin
D.Hilbert ( ~ 1900) - axiomatika a formalismus

K.G6edel ( ~ 1931) - pravdivéd nedokazatelnd tvrzeni

J.v.Neumann ( ~ 1940) - posledni univerzalista, teorie her, pocitace

Pokrok prinaSeji ti, kdo se odvaZzuji stéle
ménit vSe, co neni v poradku.
(B.Bolzano ~ 1850)

Uz pétkrat jsem zapomnél a znovu vy-
myslel Pythagorovu vétu.

Jsi hlupdk, dé€las, co uz bylo vykonano.
(Plutus)

20.1.2 Cesta pokroku lidstva

/////

ského poznani stoji na téchto zakladnich kamenech:

(i) Pohyb téles.
(ii) Existence riiznych atomil.
(iii) Teplo je projevem pohybu atomu.
(iv) Elektfina, magnetismus a optika jsou v podstaté pole.
(v) Vyvoj biologickych druhii.
(vi) Jednota Casu, prostoru, hmotnosti a energie - teorie relativity.

(vii) Neurcitost polohy, energie, rychlosti a hybnosti - kvantov4 teorie.
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(viii) Molekulérni biologie.
(ix) Posloupnost vztahu soucast-celek (a jejich rozméry a energie) oteviend na obou koncich.

(x) Vesmir jako celek.

( Weisskopf )

A taky upozoriiuji na klicovy fakt, Ze po-

cet ponozek je zpravidla sudy.
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Obrazek 20.1.2: Co je to vlastné okolo nés?

Cely pokrok lidstva se odrdZel v rozvoji matematického mysleni a matematiky jako soucasti
univerzalniho jazyka védecké komunikace.
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Pripomindm, ze K.Gddel mél odmala

prezdivku ,,Herr Warrum* (,,Mr. Why ).

20.2 Soucasnost matematiky a matematické analyzy

20.2.1 Novinky-pojmy

Posledni doba oteviela nova témata a nabidla fadu problémi k feseni. Vzhledem k prekonavani
hranic mezimatematickymi obory jsou novymi vécmi v matematice zasaZzeny vSechny obory
véetné matematické analyzy. Z novych pojmu jsou to

= Zobecnéné limity a posloupnosti
= Distribuce

= Metoda Monte Carlo - nahrazeni problému simulovanym experimentem a zjiStovani prav-
dépodobnosti

= Kategorie - objekty a morfismy mezi nimi, funktory pracuji nad nimi

= K-teorie - formdlni soucty hruSek a jablek

= Rychla frekvencni transformace - konecné soucty misto numerické integrace
= Nestandardni analyza - nekonec¢né malé veliCiny

= Katastrofy - kde ma projekce plochy na jinou plochu inverzi

= Chaos - nepfedvidatelnost chovéni systému

= Problém Ctyf barev

= O raciondlnich bodech kiivek

= Ergodicka teorie - o kulecnikové trajektorii

= Transcendentni Cisla - je jich aZ moc

= Hypotéza kontinua - neni pravdiva ani nepravdiva

= Topologické grupy - lokdlné analyticky prostor R"

= Klasifikace jednoduchych grup - pokud maji pouze dvé normalni podgrupy
= Véta o indexu - analyticky a topologicky index

= Frekvencni fady - konvergence skoro vSude

= Celociselné rovnice - neexistuje algoritmus, ktery u polynomialni rovnice s celo¢iselnymi
koeficienty poznd, zda ma celo¢iselné feSeni

= Aproximace kompaktnich zobrazeni - nesta¢i kone¢nérozmérné operdtory
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= Variety - kiiva verze prostoru, kde jde jeSté derivovat

= Hypotéza o komplexnim kruhu

( Halmos )

Pro klid pfistich generaci jsou veSkeré matematické vysledky neustdle provéfovéany a jsou od-
straovany pripadné nepresnosti jednotlivyvch dikazt. Tak se matematika stava opravdu daveé-
ryhodnym zdrojem informaci.

Nicméné, chybicka se vZdycky najde.

Jsou sestaveny formalni systémy, které zachycuji strojové zpracovatelnou verzi matematiky. Tak
pribézné pocitace ovéruji platnost znamych tvrzeni, nachézeji slaba mista dikazu ¢i dikazy
nové. Tak, v zavislosti na zadanych axiomech, se buduje svét pravdivych tvrzeni.

Kdyz ti to neprojde ruc¢ickama a hlavic-
kou, na nic ti to nebude ;-)

Matematika neni sbirkou vét, ale soubo-
rem mySlenek.
(P.Halmos)

20.3 Budoucnost

Matematika nachdzi inspiraci a aplikace v ptfirodnich védach jako je fyzika, biologie, €i chemie,
spolecenskych védach i v dalSich oblastech lidského snaZeni.

Mezi aspésné aplikace patii naptiklad obchod, finance, bezpecnost, management, teorie rohodo-
véani, modelovani komplexnich systémii, ekologie, epidemiologie, Sifeni nemoci mezi butikami
organizmu, zména genetické vybavy, imunologie, genetika, neurologie, drogova terapie, gene-
tické mutace viru HIV, hydrodynamika, studium povétii, klimatu, dynamické systémy, simulace
letadel a aut, pravdépodobnostni feseni riiznych modeld a situaci.

Matematika je bohata nevésta :-)
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Problém je lidskd inteligence a jeji plné vyuziti. Uméla inteligence je zatim redukovéna na
zakladni ¢innosti. Jeji plné rozvinuti umoZzni mimojiné sestavit algoritmus, ktery bude mit vy-
stup, ktery jesté presné nezndme (analyza grafickych dat, hledani anomalii, signdlu nezndmych
civilizaci, ...).

Bude se muset hledat a hledat, pfijit s novymi napady a postupy.

...presnost ma své misto v teorii Cisel
a algebre, plné dilkkazy museji byt v pu-
blikacich, neni to vSak jedind (matema-
tickd) hra ve mésté.

(G.F.Simmons 1972 )

Jak budeme hledat a fesit nové problémy, jak ovlivnime vyvoj svéta, pokud to lze. Jak se stat
aktivnimi ¢lanky vesmiru. Jak si pohrat z budoucnosti . . .

20.3.1 Zakladni prirodni principy

Z ptirodnich zakont vychazi zkoumani ptirodnich déji. Jejich jednoducha formulace (pokud je
spravné) potési Ctenére:

= Existuje maximdlni rychlost (specidlni teorie relativity).
= Existuje minimélni akce (kvantova teorie).

= Existuje maximdlni sila (obecnd teorie relativity).

= Existuje nejmensi entropie (termodynamika).

Z toho se odvodi, Ze existuje nejmensi Casovy interval, nejvétsi vykon, nejvétsi velikost sys-
tému, nejmensi vzdalenost, nejmensi objem, nejvétsi kiivost, nejvétsi hustota, nejvétsi hmot-
nost, nejvétsi energie, nejvétsi moment, nejmensi elektricky ndboj, nejmensi odpor, nejvétsi
elektricky proud, ....

TakZe se tedy oprdvnéné ptam: potie-

bujeme nekonec¢no? A kdyZz uZ jedno
mame, neni risk mit i minus nekonec¢no?

20.3.2 Gravitace a hmota
Jsou zndmy Ctyfi sily:
& gravitace (graviton?),
= elektromagnetismus (foton),
= silnd sila drZici Castice v jadru (gluon),

= slabd sila zpisobuje rozpad atomového jadra nékterych radioaktivnich prvka (W=, W+, Z9).
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Jaka je jejich podstata? Co je podstatou gravitace? Co je za tim v§im? Lze se domnivat, Ze se
lidstvo jesté nedostalo k zdkladtim prirodnich zakont. Tak si 1ze budovat vlastni teorie fungo-
vani svéta. Hmotu (naptiklad castici jako elektron) si miZzeme predstavit jako kulicku nebo jako
vinéni. MiZe to byt véc, kterd se chvilkami objevuje v nasem svété a chvikami mizi do ndm
nedostupnych svéta.

Taky se vam nékdy ztriaceji véci a po
Case se zase objevuji? Ja si myslim, Ze za
tim stoji dosud nepojmenovana sila. Na-
vrhuji pojmenovani sklerotickd sila (¢as-
tice skleroton?).

Hmota (napfiklad ¢astice) mize mit také charakter funkce. Tato funkce se da naSimi smysly lo-
kalizovat, odpovida zhruba charakteristické funkci néjakého intervalu. Je v§ak mozné, Ze kazda
takovd funkce md graf podobny nekonec¢nému kopecku. Tak by se ¢dstice pohybovala spolecné
i se svym kopeckem, ktery by reagoval s ostatnimi kopecky. Tim by se vysvétlilo, pro¢ my vime
o Zemékouli a Zemékoule o nas. Vzdjemny pohyb a reagovani téchto kopeckl vytvari nas sveét.
Membrany jsou jednou z fyzikalnich teorii, kdy vSechny Castice jsou vlastné membrany (obecné
d-brany pro vhodnd d). Tyto membrany kmitaji. My z t€chto membran vidime pouze néco. To
ostatni se odehrdva v jinych dimenzich a svétech.

Vzhledem k tomu, Ze membrény a svéty,

ve kterych Z7iji, nejsou vidét celé, teorie
se nemuze mylit.

Membrany jsou velmi slibné, protoZe nic nepokazi.

h

IOV A AV

Obrézek 20.3.2: Cistice a jeji kopedek.

Ale takové véci se sCitaji? Nebo se po-

tkavaji? Nebo o sobé jenom tak vi?
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20.3.3 Jak je co zakédovano

Obrézek 20.3.3: Poselstvi kufatim.

\Z’“}

T
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Obrazek 20.3.3: Poselstvi do vesmiru.
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20.3.4 Podékovani

Hledani skute¢nych zdkont svéta je dloha nejvyssi dileZitosti.

Ze vsech zvitat archy Noemovy

a ze vSeho, co miiZzem popsat slovy,
jen balvany a lidé maji odvahu
urvat se od skdly

a padat doli po svahu

a na svété, ktery se furt méni,
prekonat, co prekonano neni.

(P.Dobes)

Dékuji vSem, ktefi dosli az sem. Dik.

Jaka je cesta, takovy je cil.

( Mahatmé Géandhf )
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Priloha A

Slovnik pojmu

A.1 Zakladni nezvykla spojeni

Abelovo kritérium = druh€é soucinové kritérium, viz str. 104

algebraickd Hahn-Banachova véta = algebraicka rozSifovaci véta, viz str. 173
algebraicka rozsifovaci véta = algebraickd Hahn-Banachova véta, viz str. 173
axiomaticka aritmetika = Peanova aritmetika, viz str. 16

Bairetiv prostor = hutny prostor, viz str. 169

Banachova algebra = uplnd normovan4 algebra, viz str. 219

Banachiiv prostor = uplny normovany prostor, viz str. 180

Bieberbachova hypotéza = hypotéza o komplexnim kruhu, viz str. 378
Bolzano - Cauchyova podminka = podminka ustalenosti, viz str. 43
Borelovskd mnozina = topologickd mnoZina, viz str. 94

cauchyovska posloupnost = ustilend posloupnost, viz str. 43

cauchyovskd = ustédlend, viz str. 171

Cauchy-Riemannovy podminky = holomorfni podminky, viz str. 142
Dirichletova funkce = charakteristickd funkce mnoZiny raciondlnich Cisel, viz str. 94
Dirichletova funkce = rovné racionalni sito, viz str. 63

Dirichletovo kritérium = prvni sou¢inové kritérium, viz str. 104

druhé soucinové kritérium = Abelovo kritérium, viz str. 104

Fredholmiiv operator = operator konecného typu, viz str. 228

funk¢ni matice = Jacobiho matice, viz str. 115

Gelfandova transformace = spektrdlni transformace, viz str. 220

geometrickd Hahn-Banachova véta = geometricka rozSifovaci véta, viz str. 182
geometrickd rozSifovaci véta = geometrickd Hahn-Banachova véta, viz str. 182
Hahn-Banachova véta = spojitd rozSifovaci véta, viz str. 182

Hausdorffiv prostor = oddéleny prostor, viz str. 164

hermiteovsky = samoadjungovany, viz str. 219

Hilbertlv prostor = uplny soucinovy prostor, viz str. 188

holomorfni podminky = Cauchy-Riemannovy podminky, viz str. 142

hutny prostor = Bairetliv prostor, viz str. 169

hypotéza o komplexnim kruhu = Bieberbachova hypotéza, viz str. 378
charakteristicka funkce mnoziny raciondlnich ¢isel = Dirichletova funkce, viz str. 94
Choquetliv simplex = zobecnény simplex, viz str. 179

integrace per partes = integrace po ¢dstech, viz str. 102

integrace po Castech = integrace per partes, viz str. 102

Jacobiho matice = funk¢ni matice, viz str. 115

Kleinova ldhev = kouzelna ldhev, viz str. 196
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kouzelna lahev = Kleinova lahev, viz str. 196

kfivé raciondlni sito = Riemannova funkce, viz str. 63

Lagrangeovy multiplikdtory = vdazané multiplikétory, viz str. 120
Laurentova fada = zobecnénd mocninnd fada, viz str. 150
Lebesgueovskd mira = poctivd mira, viz str. 96

Lebesgueovsky integrovatelnd funkce = poctivé integrovatelna funkce, viz str. 98
Lebesgueovsky méfitelnd mnoZina = poctivé méfitelnd mnoZina, viz str. 94
Lebesguetyv integrdl = poctivy integral, viz str. 97

lipschitzovskd funkce = sublinearni funkce, viz str. 108

Mbobiova paska = prekiizeny pasek, viz str. 195

nepoctivi mira = Stieltjesova mira, viz str. 96

Newtonuyv integrdl = primitivni integral, viz str. 101

oddéleny prostor = Hausdorfflv prostor, viz str. 164

operator konecného typu = Fredholmuv operator, viz str. 228
Peanova aritmetika = axiomaticka aritmetika, viz str. 16

plati zdkladni véta analyzy = vlastnost RNP, viz str. 218

poctivi mira = Lebesgueovskd mira, viz str. 96

poctivé integrovatelnd funkce = Lebesgueovsky integrovatelnd funkce, viz str. 98
poctivé méfitelnd mnozina = Lebesgueovsky méfitelnd mnozina, viz str. 94
poctivy integrdl = Lebesguetv integral, viz str. 97

podminka ustdlenosti = Bolzano - Cauchyova podminka, viz str. 43
primitivni integrdl = Newtonuv integral, viz str. 101

prvni soucinové kritérium = Dirichletovo kritérium, viz str. 104
prekiiZzeny pasek = Maobiova péska, viz str. 195

Radonova mira = topologickd mira, viz str. 190

Riemannova funkce = kfivé raciondlni sito, viz str. 63

rovné racionalni sito = Dirichletova funkce, viz str. 63
samoadjungovany = hermiteovsky, viz str. 219

spektrdlni transformace = Gelfandova transformace, viz str. 220
spojitd kompaktifikace = Stone-Cechova kompaktifikace, viz str. 166
spojita rozSifovaci véta = Hahn-Banachova véta, viz str. 182
Stieltjesova mira = nepoctiva mira, viz str. 96

Stone-Cechova kompaktifikace = spojitd kompaktifikace, viz str. 166
sublinedrni funkce = lipschitzovska funkce, viz str. 108

TEMNO + AC = ZFC, viz str. 22

TEMNO = ZF, viz str. 19

topologickd mira = Radonova mira, viz str. 190

topologickd mnoZina = Borelovskd mnoZina, viz str. 94

uplnd normovand algebra = Banachova algebra, viz str. 219

uplny normovany prostor = Banachiiv prostor, viz str. 180

uplny soucinovy prostor = Hilbertiv prostor, viz str. 188

ustdlend posloupnost = cauchyovska posloupnost, viz str. 43
ustdlend = cauchyovskd, viz str. 171

vazané multiplikdtory = Lagrangeovy multiplikétory, viz str. 120
vlastnost RNP = plati zdkladni véta analyzy, viz str. 218

ZF = TEMNO, viz str. 19

ZFC = TEMNO + AC, viz str. 22

zobecnéna mocninna fada = Laurentova fada, viz str. 150

zobecnény simplex = Choquetlv simplex, viz str. 179



Priloha B

Prehled o literature

B.1 Doporucena literatura ke studiu

Matematicka analyza je tradi¢ni disciplina pfedndsend na univerzitach studentim mnoha riz-
nych obort. Existuje dlouhd fada vynikajicich ucebnic a skript. Jsou sepsdny s ohledem na
studenty jednotlivych oborti a nelze jednu z nich doporucit jako univerzalni studijni text pro
vSechny.

Miém vS$ak svoje oblibence, které nepro-

zradim.

B.2 Pouzité zdroje

Zakladni partie o vyrocich a mnoZinach jsou podle internetovych zdroji, zvlasté podle skript
G.Gierze. Dalsi zakladni partie matematické analyzy byly zpracoviny podle paméti. Pokroci-
lejsi partie jsou inspirovany knihou L.Zajicka. Teorii miry a integrovani jsem opisoval ze skript
J.LukeSe a J.Malého. Funkciondlni analyzu jsem Cerpal zejména ze skript J.LukeSe a knihy
A.N.Kolmogorova a S.V.Fomina. Diferencidlni rovnice a aplikace jsou prevazné podle knih
G.F.Simmonse a R.Redheffera.

Kdo je labuznik, Cte to, co ja.

Pfi zpracovani jsem pouZival obrazky doddvané s programem CorelDRAW, verze 8.0, firmy
Corel ®). Pfi vykladu o suchém putovani byla pouzita idea hry Hledani min, firmy Microsoft
(®). Pfi vytvareni grafi byl pouzit program MAPLE, firmy Maplesoft (®).

vewe

Vsem autoriim, jejichz dila jsem pouzil
pti pripravé tohoto Priivodce vyslovuji
podékovani.
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Pokud jsem na nékteré zdroje zapomnél a nékterého autora neuvedl, omlouvam se.

SORRY

Definitivni integrace je podle [BeMa] str. . Zde pouZito na str. 109.

Obrazek méfidla je z [DHD] str. . Zde pouZito na str. 123.

Obréazek torndda je z [NASA-LINDA] str. . Zde pouZito na str. 130.

Obrazek torndda je z [NOA] str. . Zde pouzito na str. 130.

Obréazky z polu jsou z [NOA] str. . Zde pouZito na str. 145.

Obrazek Davida je z [pics4learning] str. . Zde pouZito na str. 151.

Dimenze je podle [Pogoda] str. . Zde pouZito na str. 169.

Andersonovo tvrzeni je z [?] str. . Zde pouZito na str. 189.

Pérovitost je podle [Zajicek] str. . Zde pouZito na str. 191.

Prostory integrovatelnych distribuci je podle [Fucik] str. 82. Zde pouZito na str. 206.
Obrazek stopy je z [Photo Library] str. . Zde pouZito na str. 207.

O distribucich je podle [Lieb] str. 167. Zde pouZito na str. 208.

O distribucich je podle [Lieb] str. 159. Zde pouzito na str. 211.

O distribuci je podle [Stepanek] str. str. 55. Zde pouZito na str. 211.

Obréazek pevného bodu je z [Ruhlmann] str. . Zde pouZito na str. 220.
Exponencidlni transformace [Redheffer 1992] str. . Zde pouZito na str. 229.

O trdveni je podle [Redheffer 1992] str. 375. Zde pouZito na str. 230.

O konvoluci je podle [Redheffer 1992] str. 387. Zde pouZito na str. 230.

Pouziti konvoluce na rovnice je v [Redheffer 1992] str. str. 393. Zde pouZito na str. 231.
Frekvencni fady a transformace je podle [Zajicek] str. 187. Zde pouZito na str. 231.
Obrazek Doveru je z [NOA] str. . Zde pouZito na str. 232.

Obréazek Niagary je z [pics4learning] str. . Zde pouZito na str. 232.

O frekvencni transformaci je podle [Lieb] str. 126. Zde pouZito na str. 238.
Frekvenéni transformace distribuci je podle [Stepdnek] str. str. 55. Zde pouZito na str. 238.
O distribuci je podle [Stepanek] str. str. 55. Zde pouZito na str. 239.

O distribucich je podle [Lieb] str. 167. Zde pouZito na str. 240.

O distribucich je podle [Lieb] str. 144. Zde pouZito na str. 240.

Kvalitativni vlastnosti jsou podle [Redheffer 1992] str. . Zde pouZito na str. 242.
Obrazek vlocek je z [NOA] str. . Zde pouZito na str. 243.

Linearita je podle [Redheffer 1992] str. . Zde pouZito na str. 244.

O substituci je podle [Redheffer 1992] str. . Zde pouZzito na str. 244.

O metodéch je podle [Simmons] str. 418. Zde pouZito na str. 245.

O variacni dloze je podle [Lieb] str. 267. Zde pouZito na str. 246.

Metoda kone¢nych prvkije z [Fucik] str. 222. Zde pouzito na str. 246.

Obrazek letadla je z [NASA] str. . Zde pouZito na str. 247.

O fosiliich je zde podle [Redheffer 1992] str. . Zde pouZzito na str. 253.

Udaje o vypoétech rokii jsou podle [Simmons] str. . Zde pouZito na str. 253.
Obrazek Stonehenge je z [DHD] str. . Zde pouZito na str. 253.

Obrazek [NASA-JOHNSON] str. . Zde pouzito na str. 253.

Jednoznacnost [Redheffer 1992] str. 198. Zde pouZito na str. 254.

O distributivnim fesent je podle [Stepanek] str. . Zde pouZito na str. 254.
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O kénoi podle [Redheffer 1992] str. 15. Zde pouZito na str. 255.

Obrazek lodé je z [NASA] str. . Zde pouZito na str. 255.

Obrazek Kréty je z [NASA] str. . Zde pouZito na str. 255.

Populacni exploze podle [Redheffer 1992] str. str. 84. Zde pouZito na str. 257.

Jak neprohrat vilku podle [Redheffer 1992] str. . Zde pouZito na str. 258.

Obréazek lodi je z [NASA] str. . Zde pouZito na str. 258.

Boj s nesStovicemi je podle [Redheffer 1992] str. . Zde pouZito na str. 259.

Soustava je podle [Simmons] str. 265. Zde pouzito na str. 260.

Kritéria podle [Redheffer 1992] str. 177. Zde pouZito na str. 261.

Diferencialni operator podle [Redheffer 1992] str. 142. Zde pouzito na str. 261.
Soupetivé populace podle [Redheffer 1992] str. str. 347, 349. Zde pouZito na str. 262.
Ordazek Zraloka je z [NOA] str. . Zde pouZito na str. 262.

Soustava podle [Simmons] str. 265. Zde pouZzito na str. 263.

Soupetivé populace podle [Redheffer 1992] str. str. 347 349. Zde pouZito na str. 264.
O trajektoriich [Simmons] str. 341. Zde pouZito na str. 264.

O van der Polové rovnici je podle [Redheffer 1992] str. 343. Zde pouZito na str. 265.
Matice podle [Redheffer 1992] str. . Zde pouZito na str. 265.

O cesté podle [Simmons] str. 360. Zde pouZito na str. 266.

Variacni pocet podle [Simmons] str. . Zde pouzito na str. 266.

Problém minimalni plochy podle [Simmons] str. . Zde pouZito na str. 269.

Problém minimélni plochy podle [Fulik] str. 211. Zde pouZito na str. 269.

Ulita je podle [Redheffer 1992] str. str. 58. Zde pouZito na str. 269.

O ortogondlnich trajktoriich je podle [Redheffer 1992] str. str. 62. Zde pouZito na str. 271.
Retézovka je podle [Simmons] str. 54. Zde pouZito na str. 271.

Problém lana je podle [Elsgolc] str. 119. Zde pouZito na str. 272.

Tah je podle [Simmons] str. . Zde pouZito na str. 274.

Obréazek lodi je z [Hosler] str. . Zde pouZito na str. 274.

Stihaci kiivka je v [Grozdev] str. . Zde pouZito na str. 274.

Jisty homerun podle [Redheffer 1992] str. . Zde pouZito na str. 276.

Obrazek hriste je z [pics4learning] str. . Zde pouZito na str. 276.

Vodni hodiny podle [Redheffer 1992] str. str. 93. Zde pouZzito na str. 277.

Pohyby planet podle [Simmons] str. . Zde pouZito na str. 279.

O tunelovani je podle [Gladney] str. . Zde pouZito na str. 280.

Obrazek zemékoule je z [NASA-NASA] str. . Zde pouZito na str. 280.

Obrazek tunelu je od malife Georga Wellnera. [Wellner] str. . Zde pouZito na str. 281.
[NASA-NASA] str. . Zde pouZito na str. 281.

O pruziné je z [Redheffer 1992] str. . Zde pouZito na str. 282.

Jednoznacnost je podle [Redheffer 1992] str. 198. Zde pouZito na str. 283.

Obrazek magnetu je z [Lockyer] str. . Zde pouZito na str. 284.

Srovnani feseni je z [Simmons] str. 122. Zde pouZzito na str. 285.

Reseni pomoci fad je z [Simmons] str. 155. Zde pouZito na str. 286.

Netlumené nucené kmity podle [Redheffer 1992] str. str 128. Zde pouZito na str. 286.
Netlumené nucené kmity podle [Redheffer 1992] str. str 128. Zde pouZito na str. 288.
Tlumeni podle [Redheffer 1992] str. . Zde pouZito na str. 288.

Stabilita podle Ljapunova v [Simmons] str. . Zde pouZito na str. 288.

Obréazek kuzelek je z [Hosler] str. . Zde pouZito na str. 289.

Dvojpruzina je z [Redheffer 1992] str. 162. Zde pouZzito na str. 290.

Obrazek koni je z [USDA] str. . Zde pouZito na str. 290.

O kyvadle je z [Redheffer 1992] str. 336. Zde pouZito na str. 290.

O distribucich je z [Stepanek] str. 55. Zde pouZito na str. 291.
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Kmiténi je z [Stepanek] str. . Zde pouZito na str. 292.

Snadné feSeni vinové rovnice je podle [Simmons] str. 131. Zde pouZito na str. 293.
O distribucich je z [Stepanek] str. . Zde pouZito na str. 293.

Obrézek kapky je z [DHD] str. . Zde pouZzito na str. 294.

O distribucich je z [Stepanek] str. . Zde pouZito na str. 294.

Rovnice tepelné rovnovéhy je z [Redheffer 1992] str. . Zde pouZito na str. 294.
Problém minimalizace je z [Elsgolc] str. 41. Zde pouZito na str. 296.
Fundamentalni feSenti je z [Stepanek] str. . Zde pouZito na str. 296.

O babovce podle [Redheffer 1992] str. . Zde pouZito na str. 296.
Rovnice vedeni tepla [Redheffer 1992] str. 307. Zde pouZito na str. 297.
Obrazek zahtivani je z [Wullner 1875] str. . Zde pouZito na str. 297.
Obrazky kabin jsou z [NASA] str. . Zde pouZito na str. 298.

O distribucich je z [Stepanek] str. . Zde pouZito na str. 298.

Obrazky tepelnych stavi jsou z [NOA] str. . Zde pouzito na str. 299.
Obrazek teplot je z [NASA] str. . Zde pouZito na str. 299.
Brachystochrona podle [Simmons] str. . Zde pouZito na str. 299.
Tautochrona podle [Simmons] str. 141. Zde pouZito na str. 303.

Princip imérnosti podle [Redheffer 1992] str. . Zde pouZito na str. 304.
Raketa podle [Simmons] str. 63. Zde pouZzito na str. 304.

Kvantovd mechanika podle [Simmons] str. 194. Zde pouZito na str. 305.
NejmensSi akce podle [Simmons] str. 380. Zde pouZito na str. 307.

A Simple Proof That £ = mc? [] str. . Zde pouZito na str. 308.
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