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M��sto �uvodu

V letn��m semestru �skoln��ho roku 2005/2006 je pro n�ekter�e obory infor-
matiky zav�ad�en p�redm�et \Matematick�e struktury". Jeho �ukolem je

• shrnout n�ekter�e v�eci, kter�ym se studenti v dosavadn��m studiu nau�cili
a uk�azat na n�ekter�e obecn�e z�akonitosti,

• doplnit partie, kter�ym v p�redchoz��m studiu pozornost v�enov�ana nebyla,
t�reba�ze tvo�r�� podstatnou �c�ast z�aklad�u teorie informatiky (to se t�yk�a
zejm�ena ot�azek spojen�ych s �c�aste�cn�ym uspo�r�ad�an��m),

• a roz�s���rit znalosti z p�redchoz��ho (studenti se n�eco dozv�ed�eli o met-
rick�ych prostorech, v informatice v�sak �casto pot�rebuj�� sp���s prostory
obecn�ej�s��; m�eli n�ekter�e konkretn�� partie z algebry, maj��-li se v�sak zab�y-
vat teoretickou informatikou, neu�skod�� jim p�r��prava obecn�ej�s��mi ot�az-
kami univers�aln�� algebry).

P�ri studiu p�redm�etu se �sir�s��m rozsahem je v�zdy trochu problematick�e
doporu�covat a sh�an�et literaturu. Proto byl p�ripraven tento text, kter�y v��ce
ne�z pokr�yv�a po�zadovanou l�atku. Studenty bych r�ad hned uklidnil: nelekn�ete
se, samoz�rejm�e nebude ke zkou�sce p�redeps�ano v�sechno. N�ekter�a m��sta jsou
prost�e dopln�en��m dan�eho thematu, jin�a zase mohou slou�zit jako informace,
ke kter�e se �cten�a�r t�reba pozd�eji vr�at��.

Text je (prozat��m) rozd�elen do �sesti kapitol.
Prvn�� z nich m�a dv�e �c�asti. Nejprve jsou zde �umluvy z teorie mno�zin; jedn�a

se o fakta, kter�a student zn�a odjinud, je jen t�reba se (1) dohodnout o zna�cen�� a
(2) zd�uraznit, co bude v dal�s��m pot�reba. V druh�e �c�asti jsou jednoduch�a fakta
o relac��ch, rela�cn��ch syst�emech, homomor�smech a z�akladn��ch konstrukc��ch.
Jsou to opravdu velmi jednoduch�e (a trochu nudn�e) z�ale�zitosti, �cten�a�r by
jim ale pozornost v�enovat m�el kv�uli analogi��m, kter�e se budou st�ale vracet v
dal�s��m.

Kapitoly druh�a a t�ret�� jsou v�enov�any �c�aste�cn�ym uspo�r�ad�an��m a jejich
speci�aln��m p�r��pad�um. V teoretick�e informatice hraj�� uspo�r�ad�an�� a ot�azky s
nimi spojen�e z�akladn�� roli, a student by jim m�el v�enovat zvl�a�stn�� pozornost
(p�r�al bych si, aby v t�echto kapitol�ach m�el sp���s pocit, �ze se pro sv�e pot�reby
nedozv�ed�el dost). V kapitole druh�e jsou p�redlo�zena z�akladn�� fakta, v kapitole
t�ret�� najdeme algebraick�e aspekty speci�aln��ch uspo�r�ad�an��.

5



V kapitole �ctvrt�e se v�enujeme z�akladn��m pojm�um univers�aln�� algebry.
Krom�e obecn�ych de�nic a konstrukc�� se v�enujeme voln�ym algebr�am, a do-
kazujeme velmi z�asadn�� Birkho�ovu v�etu o syst�emech algeber popsan�ych
rovnicemi.

Kapitoly p�at�a a �sest�a se zab�yvaj�� ot�azkami topologick�ymi. Vych�az��me z
toho, �ze byl student ji�z v prvn��m ro�cn��ku sezn�amen s metrick�ymi prostory, co�z
je pro ch�ap�an�� struktury prostoru v�yborn�y z�aklad. V teoretick�e informatice i
jinde bude ale pot�rebovat obecn�ej�s�� pojmy a o t�ech by se m�el n�eco dozv�ed�et
zde. Je tomu v�enov�ana cel�a kapitola p�at�a (topologie) a druh�a �c�ast kapitoly
�sest�e (uniformita). Prvn�� �c�ast �sest�e kapitoly dopl�nuje znalosti z metrick�ych
prostor�u.

||||||||||
Nejsou zde, v �z�adn�em smyslu, p�redkl�ad�ana de�nitivn�� skripta. V per-

spektiv�e uva�zujeme s Annou Tozzi o podstatn�e rozs�ahlej�s��m textu (jeho�z by
tento byl z�akladem), kter�y by mohl slou�zit i doktorand�um. M�el by jist�e obsa-
hovat z�aklady teorie kategori�� (kter�e jsou zde �upln�e zanedb�any), speci�aln�ej�s��
topologick�e ot�azky spojen�e s informatikou, v��ce o �c�aste�cn�ych uspo�r�ad�an��ch v
informatice, n�eco o dualit�ach, atd. O�cek�av�am, �ze t�e�z zku�senosti s p�redn�a�skou
poskytnou u�zite�cn�e podn�ety.

Odkazy. Odkazujeme-li na bod v jin�e kapitole, je tato vyzna�cena �r��mskou
�c��slic��: t�reba, \. . . viz IV.3.1" odkazuje na bod 3.1, jsme-li v kapitole jin�e.
Jsme-li v t�e�ze kapitole, �r��mskou �c��slici vynech�av�ame.
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Kapitola I

Mno�ziny, relace, zobrazen��

1. Mno�ziny : dohoda o zna�cen��
1.1. Jako obvykle bude pr�azdn�a mno�zina ozna�cov�ana symbolem ∅ a n�ale�zen��
symbolem ∈. Inklusi, rad�eji ne�z A ⊂ B, budeme ozna�covat

A ⊆ B.

Inkluse je d�ule�zit�e �c�aste�cn�e uspo�r�ad�an�� a udr�zujeme analogii se symbolem ≤.
1.2. Mno�ziny dan�e v�y�ctem obvykle ozna�cujeme

{a, b}, {x}, {x1, x2, . . .}, {A1, . . . , An}

a podobn�e. Mno�zinu v�sech prvk�u dan�e vlastnosti V p���seme jako
{x |V(x)}

(t�reba, {A |A ⊆ X}), p�r��padn�e vyzna�c��me �c�ast speci�kace p�red znam�enkem
|, jako v

{a ∈ A |V(a)}
(tedy nap�r. {x |x re�aln�e, x ≥ 5} i {x ∈ R |x ≥ 5}).

Pro soubory, t.j. soustavy prvk�u s p�r��padn�ym opakov�an��m a po�rad��m
ur�cen�ym n�ejak�ymi prost�redky (explicite zapsan�ym po�rad��m jako v (a, b) nebo
(x1, x2, . . . , xn), pomoc�� index�u (xi)i∈J nebo \funk�cn��ch hodnot" (x(i))i∈J , a
podobn�e) nikdy neu�z��v�ame slo�zen�ych z�avorek. Obvykle u�z��v�ame z�avorek
prost�ych, nebo (jako u posloupnost�� x1, x2, . . . ) z�avorky v�ubec vynech�ame.

1.3. Sjednocen�� a pr�uniky budou ozna�cov�any b�e�zn�ym zp�usobem (A∪B,
A∩B, ⋃

i∈J Ai,
⋂
i∈J Ai a pod.); p�ripom��n�ame, �ze pro A soustavu mno�zin je⋃

A = ⋃
A∈A

A a ⋂
A = ⋂

A∈A

A.
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1.4. Soubory typu (x, y) se naz�yvaj�� uspo�r�adan�e dvojice. Podobn�e uspo-
�r�adan�e trojice (x, y, z), �ctve�rice, n-tice (x1, . . . , xn).

Pozn�amka. Z kursu teorie mno�zin �cten�a�r asi zn�a r�uzn�e popisy uspo�r�a-
dan�ych mno�zin pomoc�� \neuspo�r�adan�ych syst�em�u", jako t�reba (a, b) =
{a, {a, b}}. Uv�edomte si, �ze tam jde o to, zakodovat uspo�r�adanou dvo-
jici pomoc�� n�ale�zen��, ne o vysv�etlen�� toho, co je po�rad��; co p�rijde d�r��ve
a co pozd�eji mus��me um�et poznat bez toho, u�z kv�uli �cten�� jak�ychkoli
formul��, konec konc�u i formule naho�re.

Kart�ezsk�y sou�cin mno�zin X, Y je
X × Y = {(x, y) |x ∈ X, y ∈ Y }.

Obecn�eji, kart�ezsk�y sou�cin souboru Xi, i ∈ J , je∏
i∈J

Xi = {(xi)i∈J |xi ∈ Xi}.

Pro kone�cn�e soubory p���seme
X × Y × Z, X1 × · · · ×Xn

a podobn�e.
1.5. Mno�zinu v�sech podmno�zin mno�ziny X, t.j.

{A |A ⊆ X},

ozna�cujeme
P(X) nebo expX

(o jednotnost se nesna�z��me, v literatu�re se u�z��vaj�� r�uzn�e symboly a nen�� na
�skodu kdy�z si na to �cten�a�r zvykne).

1.6. Naopak d�usledn�e stejn�e budeme ozna�covat n�ekter�e �casto se opakuj��c��
mno�ziny:

N . . . mno�zinu p�rirozen�ych �c��sel,
Z . . . mno�zinu cel�ych �c��sel,
R . . . mno�zinu re�aln�ych �c��sel,
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p�resto ale ob�cas p�ripomeneme o co jde.
1.7. �Cten�a�r m�e pravd�epodobn�e za sebou n�ejak�y kurs form�aln�� teorie

mno�zin. Zde se budeme (v z�asad�e) dr�zet syst�emu G�odel-Bernays-von Neu-
mannova. Pokud ale kurs nebyl, nen�� to �z�adn�e ne�st�est��. �Cten�a�r jist�e aspo�n
sly�sel o paradoxech teorie mno�zin (typu \mno�zina v�sech mno�zin" a podobn�e),
kter�ym je pot�reba se vyhnout. D�el�a se to (v podstat�e) rozli�sov�an��m mezi
mno�zinami (soustavami prvk�u, kter�e samy mohou b�yt prvky jin�ych korektn�e
de�novan�ych soustav) a t�r��dami (soustavami, kter�e jsou korektn�e de�nov�any,
ale prvky jin�ych u�z samy b�yti nemohou).

N�ekdy (ne p�r��li�s �casto, ale p�rece jen) bude v tomto textu rozli�sov�an�� mezi
mno�zinami a t�r��dami nutn�e.

2. Bin�arn�� relace
2.1. (Bin�arn��) relace na mno�zin�e X je libovoln�a podmno�zina R ⊆ X ×X.

Pozn�amka. Brzy se budeme zab�yvat i jin�ymi ne�z bin�arn��mi relacemi
(n-�arn��mi, M -�arn��mi a pod.). Pokud je to ale z kontextu z�rejm�e, u�z��v�a
se slovo relace bez p�r��vlastku pro relace bin�arn��. Budeme to v dal�s��m
tak�e d�elat.

�Casto se p���se
xRy m��sto (x, y) ∈ R

a ozna�cuje
xR = {y |xRy} a Ry = {x |xRy}.

Za zvl�a�stn�� ozna�cen�� stoj�� diagon�aln�� relace, nebo diagon�ala,
� = �X = {(x, x) |x ∈ X}.

2.2. Relace se mezi sebou skl�adaj�� podle pravidla
R ◦ S = {(x, z) |∃y, xRy, ySz}.

Jin�a operace s relac�� je inverse relace R
R−1 = {(x, y) |(y, x) ∈ R}.
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N�asleduj��c�� velmi jednoduch�a pravidla budeme u�z��vat bez dal�s��ho vysv�etlo-
v�an��.

R1 ⊆ R2, S1 ⊆ S2 ⇒ R1 ◦ S1 ⊆ R2 ◦ S2 a R−1
1 ⊆ R−1

2 ,

(R ◦ S) ◦ T = R ◦ (S ◦ T ), � ◦R = R ◦� = R,

(R ◦ S)−1 = S−1 ◦ T−1.
Speci�aln�e si v�simn�ete, �ze

je-li � ⊆ R, je R ⊆ R ◦R,

a tak�e toho, �ze na druh�e stran�e R ⊆ R ◦R neplat�� obecn�e.
2.3. N�asleduj��c�� vlastnosti relac�� maj�� ust�alen�a jm�ena

� ⊆ R : R je reexivn��, reexivita,
R = R−1 : R je symetrick�a, symetrie,
R ◦R ⊆ R : R je transitivn��, transtivita,
R ⊆ R ◦R : R je interpolativn��, interpolativita.

Ust�alen�e term��ny se u�z��vaj�� t�e�z pro n�ekter�e kombinace:
R je ekvivalence ≡ R je reexivn��, symetrick�a a transitivn��.
R je p�reduspo�r�ad�an�� ≡ R je reexivn�� a transitivn��.
2.4. Nejmen�s�� reexivn�� relace obsahuj��c�� R je z�rejm�e

R ∪�.
Nejmen�s�� symetrick�a pak

R ∪R−1

(v�simn�ete si, �ze R ∩R−1 je zase nejv�et�s�� symetrick�a relace obsa�zen�a v R).
Dos�ahnout transitivity je o trochu t�e�z�s��, mus�� se vz��t

R ∪ (R ◦R) ∪ (R ◦R ◦R) ∪ · · · (
n−kr�at︷ ︸︸ ︷

R ◦ · · · ◦R) ∪ · · · .
Jako jednoduch�e cvi�cen�� doka�zte, �ze nejmen�s�� ekvivalence obsahuj��c�� R je

� ∪ R̃ ∪ (R̃ ◦ R̃) ∪ (R̃ ◦ R̃ ◦ R̃) ∪ · · · (
n−kr�at︷ ︸︸ ︷

R̃ ◦ · · · ◦ R̃) ∪ · · ·
kde R̃ = R ∪R−1.

Nejmen�s�� interpolativn�� relace obsahuj��c�� danou obecn�e neexistuje, ale
nejv�et�s�� v dan�e obsa�zen�a ano. S t��m se setk�ame v V.5.5.
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3. Zobrazen��
3.1. B�e�znou de�nici zobrazen��, jak se obvykle zav�ad�� v z�akladech teorie
mno�zin, budeme muset trochu modi�kovat. Obvykle se postupuje takto:
(Z) Roz�s���r��me pojem relace na podmno�ziny R ⊆ X×Y kart�ezsk�eho sou�cinu

v n�em�z mno�ziny X a Y mohou b�yt r�uzn�e, a zobrazen�� z X do Y je pak
takov�a relace R ⊆ X × Y , �ze ke ka�zd�emu x ∈ X existuje pr�av�e jedno
y ∈ Y takov�e, �ze (x, y) ∈ R.

M�ame probl�em s t��m, �ze z takov�e relace nem�u�zeme rekonstruovat obor hodnot
Y . Na jeho stanoven�� ale z�ale�z��.

Budeme tedy zobrazen�� f : X → Y ch�apat rad�eji jako n�asleduj��c�� soustavu
dat

• de�ni�cn�� obor X,
• obor hodnot Y ,
• a jakoukoli specifkaci f p�ri�razuj��c�� ke ka�zd�emu prvku x ∈ X pr�av�e
jeden prvek z Y (ten potom obvykle ozna�cujeme f(x)); ta m�u�ze b�yt
representov�ano t�reba relac�� ze (Z) naho�re, ale tak�e se m�u�zeme na f
d��vat jako na symbol zastupuj��c�� p�redpis, n�ekdy t�reba explicite dan�y,
n�ekdy aspo�n form�aln�e p�redpokl�adan�y).

Nyn�� jist�e nam��tnete, �ze de�ni�cn�� obor je relac�� R v (Z) ur�cen. To je v
tomto okam�ziku pravda, ale ponech�av�ame si otev�ren�a vr�atka pro pozd�ej�s��
�uvahy, kdy de�ni�cn�� obor a obor hodnot budou obsahovat dal�s�� informaci
(mluv��me-li t�reba o spojit�em zobrazen��: relace f ⊆ X × Y , sama o sob�e
takovou vlastnost jako spojitost nem�a, ani kdy�z speci�kujeme mno�zinu Y ,
teprve ve vztahu k struktur�am na X a Y tento pojem z��sk�av�a smysl).

Mno�zinu v�sech zobrazen�� z X do Y budeme ozna�covat
Y X .

3.2. M�ame-li explicitn�� formuli F pro n�ejak�e zobrazen��, vyzna�cujeme to
n�ekdy symbolem x 7→ F(x), jako nap�r. v f = (x 7→ x2 + x) : R → R pro
re�alnou funkci ur�cenou vyzna�cen�ym polynomem, nebo v (x 7→ {x}) : X →
P(X).

11



3.3. Skl�ad�an�� zobrazen��. Relace R ⊆ X × Y a S ⊆ Y ×X je mo�zno
skl�adat stejn�e jako v 2.2, toti�z podle formule

R ◦ S = {(x, z) |∃y, xRy, ySz}.
Tak m�u�zeme skl�adat i zobrazen�� f : X → Y a g : Y → Z.

Jenom�ze : Je zvykem ps�at skl�ad�an�� zobrazen�� obr�acen�e, t.j. jako
gf nebo g · f m��sto f ◦ g.

To vych�az�� z dosazov�an�� hodnot
(gf)(x) = g(f(x)). (∗)

Mo�zn�a to trochu mate, ale snahy zm�enit tento zp�usob psan�� se zat��m neujaly
(i kdy�z se pokusy objevuj�� znovu a znovu). Mo�zn�a proto, �ze \spr�avn�e" po�rad��
v konfrontaci s (∗) mate je�st�e v��c.

Identick�e zobrazen�� (x 7→ x) : X → X se obvykle ozna�cuje
idX nebo t�e�z 1X .

Z�rejm�e plat�� formule
f(gh) = (fg)h, a pro f : X → Y je idY · f = f · idX = f.

Je-li X ⊆ Y , d��v�ame se na vlo�zen�� X do Y �casto jako na zobrazen��
j = (x 7→ x) : X → Y . Mluv��me pak o zobrazen�� vlo�zen�� a �casto p���seme
j : X ⊆ Y .

3.4. �Rekneme, �ze f je zobrazen�� prost�e jestli�ze
x 6= y ⇒ f(x) 6= f(y)

a �ze je to zobrazen�� na jestli�ze
∀y ∈ Y ∃x ∈ X, y = f(x).

�Rekneme, �ze f je vz�ajemn�e jednozna�cn�e je-li prost�e i na. V posledn��m p�r��pad�e
m�ame jednozna�cn�e de�novan�e inversn�� zobrazen�� g : Y → X ( g(y) = x pr�av�e
kdy�z y = f(x)) charakterisovan�e rovnostmi

fg = idY , gf = idX .
12



Pokud inversn�� zobrazen�� k zobrazen�� f existuje, ozna�cuje se obvykle
f−1.

Pozorov�an��. f je prost�e pr�av�e kdy�z je j��m v operaci skl�ad�an�� mo�zno
kr�atit zleva, t.j., pr�av�e kdy�z

fg = fh ⇒ g = h.

f je zobrazen�� na pr�av�e kdy�z je j��m v operaci skl�ad�an�� mo�zno kr�atit zprava,
t.j., pr�av�e kdy�z

gf = hf ⇒ g = h.

(�Ze je takov�ymi zobrazen��mi mo�zno kr�atit tak, jak je �re�ceno je z�rejm�e.
Nech�t naopak f nen�� prost�e a nech�t f(a) = f(b) a a 6= b. De�nujme zobrazen��
g, h : {0} → X p�redpisy g(0) = a, h(0) = b. Potom fg = fh t�reba�ze g 6= h.

Nech�t f nen�� na. De�nujme g, h : Y → {0, 1} p�redpisy g(x) = 0 pro
v�sechna y, a h(y) = 0 kdykoli y = f(x) pro n�ejak�e x, h(y) = 1 jinak. Potom
gf = hf a g 6= h.)

Pozn�amky. 1. Vid��te, �ze z hlediska operace skl�ad�an�� jsou zobrazen��
prost�a a zobrazen�� na jak�esi prot�ej�sky. P�ri klasick�e de�nici zobrazen�� by-
chom s t��m m�eli probl�emy: ot�azka, zda je zobrazen�� prost�e nebo ne je tam
v�yznamn�a; ot�azka, zda zobrazen�� je na ned�av�a smysl.

2. Jsem si v�edom toho, �ze pou�z��v�an�� slova \na" jako adjektiva je v �ce�stin�e
nehezk�e (ostatn�e ani v angli�ctin�e obdobn�e pou�z��v�an�� slova \onto" nen�� nic
moc). Ale �z�adn�a rozumn�a alternativa zat��m nab��dnuta nebyla (kdybychom se
rozhodli pro \surjektivn��", asi bychom potom m�eli u�z��vat \injektivn��" m��sto
\prost�e", a to je p�ret���zen�y term��n { a nav��c by byla �skoda neu�z��vat za�zit�eho
a p�ekn�eho �cesk�eho term��nu).

3. Jako jsou zobrazen�� vlo�zen�� jak�ymisi \nejz�akladn�ej�s��mi prost�ymi zo-
brazen��mi", m�u�zeme za \nejz�akladn�ej�s�� zobrazen�� na" pova�zovat faktorisace
(kvocienty) podle ekvivalenc�� E, toti�z zobrazen�� q : (x 7→ xE) : X → X/E,
kde X/E jen t.zv. mno�zina t�r��d ekvivalence (jak si �cten�a�r jist�e vzpom��n�a z
prvn��ho ro�cn��ku, ekvivalence naX jsou v p�rirozen�em vz�ajemn�e jednozna�cn�em
vztahu s disjunktn��mi rozklady X = ⋃

{Xi |i ∈ J} a zobrazen�� q je zobrazen��
X →

⋃
{Xi |i ∈ J} p�ri�razuj��c�� prvku x ∈ X tu podmno�zinu Xi, do kter�e

n�ale�z��).
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3.5. Je-li f : X → Y zobrazen�� a jsou-li A ⊆ B resp. B ⊆ Y podmno�ziny,
p���seme

f [A] = {f(a) |a ∈ A} (obraz podmno�ziny A),
f−1[B] = {a |f(a) ∈ B} (vzor podmno�ziny B).

(�Casto se p���se prost�e f(A), f−1(B), a m�alokdy to vede k nejasnostem. Ale
p�rece jen, n�ekdy m�u�ze b�yt x z�arove�n prvkem i podmno�zinou X { viz t�reba
ordin�aly v n�asleduj��c�� podkapitole. Proto rad�eji vol��me opatrn�ej�s�� ozna�cen��.)

Z�rejm�e plat��
f−1[f [A]] ⊇ A, f [f−1[B]] ⊆ B.

To souvis�� s mnohem obecn�ej�s�� z�akonitost�� { viz II.6.
Jako jednoduch�e cvi�cen�� si �cten�a�r m�u�ze dok�azat, �ze

f−1[f [A]] = A pro ka�zd�e A ⊆ X pr�av�e kdy�z f je prost�e,
f [f−1[B]] = B pro ka�zd�e B ⊆ Y pr�av�e kdy�z f je na.

3.6. V��ce o kart�ezsk�em sou�cinu. O zobrazen��ch pj = ((xi)i∈J 7→ xj) :∏
i∈J Xi → Xj se obvykle mluv�� jako o projekc��ch. V�simn�eme si n�asleduj��c��

vlastnosti soustavy projekc��.
3.6.1. Tvrzen��. Pro ka�zdou soustavu zobrazen�� fi : Y → Xj, i ∈ J ,

existuje pr�av�e jedno zobrazen�� f : Y →
∏

i∈J Xi takov�e, �ze

∀i pi · f = fi. (∗)
D�ukaz. Takov�e zobrazen�� je nejv�y�s jedno: je-li f(y) = (xi)i∈J je podle (∗)

xi = fi(y). Tedy mus�� b�yt f d�ano p�redpisem
f(y) = (fi(y))i∈J .

Na druh�e stran�e tento p�redpis z�rejm�e d�av�a zobrazen��, kter�e spl�nuje soustavu
rovnic (∗). �

Je to velmi jednoduch�e, ale tak�e dost v�yznamn�e pozorov�an��: d�av�a mo�znost
charakterisovat kart�ezsk�y sou�cin jen prost�redky algebry skl�ad�an�� zobrazen��.
Uka�zme si je�st�e, �ze je tak sou�cin opravdu charakterisov�an jednozna�cn�e.

3.6.2. Tvrzen��. Bu�d qi : X → Xi soustava zobrazen�� takov�a, �ze pro
ka�zdou soustavu zobrazen�� fi : Y → Xj, i ∈ J , existuje pr�av�e jedno zobrazen��
f : Y → Y takov�e, �ze

∀i qi · f = fi. (∗∗)
14



Potom existuje vz�ajemn�e jednozna�cn�e zobrazen�� q : X →
∏

i∈J Xi takov�e, �ze
pi · q = qi.

(Jin�ymi slovy, p�ri jednozna�cn�e �re�sitelnosti soustav rovnic (∗∗) je X spolu
s projekcemi qi kart�ezsk�y sou�cin, m�ame jen (p�rekladem q) p�r��padn�e jinak
zakodov�any J-tice.)

D�ukaz. Podle 3.6.1 m�ame zobrazen�� q : X →
∏

i∈J Xi takov�e, �ze pi ·q = qi,
podle p�redpokladu existuje p : ∏i∈J Xi → X takov�e, �ze qi · p = pi. Tedy je

pi(qp) = pi a qi(pq) = qi.

Z jednozna�cnosti �re�sen�� soustav (∗) a (∗∗) a z toho, �ze identick�a zobrazen��
jsou �re�sen��mi, dost�av�ame qp = id a pq = id. �

4. Ordin�aln�� �c��sla, kardin�aln�� �c��sla,
axiom v�yb�eru
V tomto odd��le p�ripomeneme n�ekolik fakt z teorie mno�zin. Podrobnosti se
snadno najdou v b�e�zn�ych u�cebnic��ch, nap�r. v [?].

4.1. Srovn�av�an�� velikosti mno�zin. �Rekneme, �ze mno�zina X m�a
mohutnost nejv�y�se takovou jako mno�zina Y a p���seme

X 4 Y

existuje-li prost�e zobrazen�� f : X → Y . �Rekneme, �ze mno�ziny X a Y maj��
stejnou mohutnost a p���seme

X ≈ Y

existuje-li vz�ajemn�e jednozna�cn�e zobrazen�� X na Y .
(V�simn�ete si, �ze ne�r��k�ame kolik ta mohutnost je; zat��m jen dv�e mno�ziny
podle velikosti srovn�av�ame. Ale pozd�eji, v 4.5, mohutnosti d�ame smysl
jak�ehosi �c��sla.)

Z�rejm�e plat�� implikace
X ≈ Y ⇒ X 4 Y i Y 4 X.

Zaj��mav�ej�s�� je, �ze plat�� t�e�z
X 4 Y a Y 4 X ⇒ X ≈ Y.
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To je slavn�a Cantor-Bernsteinova v�eta (jej�� d�ukaz p�redvedeme v II.6.4 jako
aplikaci jist�e v�ety o pevn�em bod�e).

4.2. Dobr�e uspo�r�ad�an��. Uspo�r�ad�an��mi se budeme podrobn�eji zab�yvat
v dal�s�� kapitole. Zde p�ujde jen o velmi speci�aln��, ale tak�e velmi d�ule�zit�y
p�r��pad.�Rekneme, �ze relace ≤ na mno�zin�e X je dobr�e uspo�r�ad�an�� (nebo, �ze je tou
relac�� mno�zina X dob�re uspo�r�ad�ana) jestli�ze

• ≤ je symetrick�a a transitivn��,
• pro ka�zd�e dva r�uzn�e prvky x, y plat�� pr�av�e jedna z mo�znost�� x ≤ y,
y ≤ x,

• a ka�zd�a nepr�azdn�a podmno�zina M ⊆ X m�a v ≤ nejmen�s�� prvek.
(Nap�r��klad mno�zina N p�rirozen�ych �c��sel je dob�re uspo�r�ad�ana ve standardn��m
uspo�r�ad�an�� podle velikosti { co�z je ekvivalentn�� s principem indukce.)

4.3. Axiom v�yb�eru. Tento princip je mo�zno snadno formulovat takto:
(AC) Ke ka�zd�emu zobrazen�� f mno�ziny X na mno�zinu Y existuje zobrazen��

g : Y → X takov�e, �ze fg = idY .
Plat��

4.3.1. V�eta. (Zermelova v�eta.) Z axiomu v�yb�eru plyne, �ze ka�zdou
mno�zinu lze dob�re uspo�r�adat.

Pozn�amka. V�etu lze obr�atit. Tedy je axiom v�yb�eru ekvivalentn�� s
\Principem Dobr�eho Uspo�r�ad�an��":

Ka�zdou mno�zinu lze dob�re uspo�r�adat.
(Viz k tomu d�ale 4.5.1.)

4.4. �Rekneme, �ze mno�zina nebo t�r��da X je transitivn�� jestli�ze plat�� imp-
likace

x ∈ X ⇒ x ⊆ X.

P�r��klad. B�e�zn�a konstrukce p�rirozen�ych �c��sel \z ni�ceho", toti�z
0 = ∅, 1 = {0}, 2 = {0, {0}}, . . . , n+ 1 = {0, 1, . . . , n}

representuje N jako transitivn�� mno�zinu.
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Ordin�aln�� �c��slo (t�e�z ordin�al) je transitivn�� mno�zina takov�a, �ze je na n��
relace ∈= (\∈ nebo =") dobr�e uspo�r�ad�an��.

T�r��du v�sech ordin�aln��ch �c��sel ozna�c��me
Ord.

4.4.1. V�eta. 1. Ord je transitivn�� t�r��da, a je to vlastn�� t�r��da (t.j., nen��
to mno�zina).

2. Ord je jedin�a vlastn�� t�r��da dob�re uspo�r�adan�a relac�� ∈=.
3. Pro ka�zdou dob�re uspo�r�adanou mno�zinu (X,≤) existuje isomorfn��

ordin�al α ∈ Ord (t.j., takov�y, �ze existuje vz�ajemn�e jednozna�cn�e zobrazen��
f : X → α pro kter�e je x ≤ y pr�av�e kdy�z f(x) ∈= f(y).

4.4.2. D�usledek. Z axiomu v�yb�eru plyne, �ze prvky ka�zd�e mno�ziny je
mo�zno pro vhodn�y ordin�al α se�radit (bez opakov�an��) do trans�nitn�� posloup-
nosti

(xβ)β<α.
(β < α p���seme m��sto β ∈ α; toto n�azorn�e zna�cen�� se b�e�zn�e u�z��v�a, a my to
tak�e budeme d�elat.)

4.5. Kardin�aln�� �c��sla, mohutnosti. Kardin�aln�� �c��slo (t�e�z kardin�al) je
ordin�aln�� �c��slo α kter�e nem�a stejnou mohutnost se �z�adn�ym ordin�aln��m �c��slem
β < α.

Tedy,
�z�adn�e dva kardin�aly nemaj�� stejnou mohutnost.

T�r��du v�sech kardin�aln��ch �c��sel ozna�c��me
Card.

Z 4.3.1 dost�av�ame
4.5.1. D�usledek. Z axiomu v�yb�eru plyne, �ze
(1) ke ka�zd�e mno�zin�e existuje pr�av�e jedno kardin�aln�� �c��slo κ takov�e, �ze

X ≈ κ, a �ze
(2) prvky ka�zd�e mno�ziny je mo�zno pro vhodn�y kardin�al κ se�radit (bez

opakov�an��) do trans�nitn�� posloupnosti

(xα)α<κ.
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To jedin�e kardin�aln�� �c��slo κ pro kter�e X ≈ κ naz�yv�ame mohutnost��, nebo
t�e�z kardinalitou mno�ziny X a ozna�cujeme

|X|.

Zde jsou dv�e pravidla pro pr�aci s mohutnostmi:
4.5.2. Je-li J kone�cn�a mno�zina a je-li aspo�n jedna z mohutnost�� |Xi|

nekone�cn�a, je
|
⋃
i∈J

Xi| = max
i∈J

|Xi|.

Obecn�eji, je-li aspo�n jedna z mohutnost�� |Xi| nekone�cn�a a je-li |J | ≤ sup |Xi|,
je

|
⋃
i∈J

Xi| = sup
i∈J

|Xi|.

Pro kart�ezsk�y sou�cin (op�et, je-li aspo�n jedna z mno�zin Xi nekone�cn�a) plat��

|X1 × · · · ×Xn| = max
i=1,...,n |Xi|.

(Co je supremum �cten�a�r asi v�� a pokud ne, stejn�e pravidlo nebude pot�rebovat
d�r��ve, ne�z se to dozv�� v p�r���st�� kapitole.)

Pokud �cten�a�r o�cek�aval n�ejak�e zaj��mav�e pravidlo pro sou�cin nekone�cn�e
mnoha mno�zin, bude zklam�an. Ostatn��mi standardn��mi axiomy teorie mno�zin
nen�� ur�cena ani spo�cetn�a mocnina dvoubodov�e mno�ziny, jak uk�azalo nega-
tivn�� �re�sen�� slavn�e hypot�ezy kontinua.)

4.6. Zornovo lemma a Princip Maximality. N�asleduj��c�� dv�e tvrzen��,
ekvivalentn�� s axiomem v�yb�eru, jsou velmi �casto u�z��v�ana. V prvn��m p�r��pad�e
op�et trochu p�redb��h�ame s pojmy; budou vysv�etleny v n�asleduj��c�� kapitole.
Obvykle ale u�z��v�ame druhou variantu a u t�e vysta�c��me s t��m, co u�z m�ame.

4.6.1. Zornovo Lemma. Bu�d (X,≤) �c�aste�cn�e uspo�r�adan�a mno�zina
takov�a, �ze v n�� pro ka�zdou podmno�zinu, kter�a je relac�� ≤ uspo�r�ad�ana line�arn�e,
existuje horn�� mez. Potom ke ka�zd�emu prvku x ∈ X existuje maxim�aln��
y ∈ X takov�y, �ze x ≤ y.

P�red druhou variantou zave�dme n�asleduj��c�� pojem. �Rekneme, �ze mno�zi-
na C podmno�zin mno�ziny X je �ret�ez, jestli�ze pro ka�zd�e dv�e A,B ∈ C je bu�d
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A ⊆ B nebo B ⊆ A. N�asleduj��c�� tvrzen�� z Zornova lemmatu okam�zit�e plyne
a je s n��m (a tedy i s axiomem v�yb�eru) ekvivalentn��.

4.6.2. Princip Maximality. Bu�d A ⊆ P(X) takov�a, �ze pro ka�zd�y �ret�ez
C ⊆ A existuje A ∈ A takov�a, �ze

⋃
C ⊆ A. Potom pro ka�zdou mno�zinu

A ∈ A existuje B maxim�aln�� (vzhledem k inklusi) v A takov�a, �ze A ⊆ B.

Poznamenejme je�st�e, �ze p�ri odkazech na princip maximality se �casto tak�e
mluv�� o Zornov�e lemmatu.

5. Rela�cn�� syst�emy, homomor�smy
V tomto odd��le za�cneme diskutovat rela�cn�� syst�emy. Jsou to struktury velmi
v�yznamn�e. I v (skoro) nejjednodu�s�s��m p�r��pad�e, syst�emu sest�avaj��c��m z jedin�e
bin�arn�� relace, dost�av�ame (orientovan�e) grafy; �cten�a�r jist�e v��, jak bohat�e
teorie jsou s nimi spojeny.

5.1. Bu�d M n�ejak�a mno�zina. M-�arn�� relac�� na mno�zin�e X rozum��me
libovolnou podmno�zinu

R ⊆ XM .

V p�r��pad�e mal�ych kone�cn�ych mno�zin M (obvykle representovan�ych jako p�ri-
rozen�a �c��sla n) bereme obvykle

n kr�at︷ ︸︸ ︷
X × · · · ×X m��sto Xn

a t�reba�ze n = {0, 1, . . . , n − 1} nev�ah�ame indexovat n-tice jako (x1, . . . , xn)
m��sto spr�avn�ej�s��ho { ale m�en�e pohodln�eho { (x0, . . . , xn−1).

V p�r��padech n = 1, 2, 3 se obvykle mluv�� o un�arn��ch resp. bin�arn��ch resp.
tern�arn��ch relac��ch

R ⊆ X resp. R ⊆ X ×X resp. R ⊆ X ×X ×X.

5.2. Homomor�smy a isomor�smy. Bu�dte R,S M -�arn�� relace na
mno�zin�achX, Y . Zobrazen�� f : X → Y naz�yv�ame homomor�smem vzhledem
k R,S (a �casto p���seme f : (X,R)→ (Y, S)) plat��-li

∀ξ ∈ R, f · ξ ∈ S.
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(ξ ∈ R je ov�sem zobrazen�� z M do X. V p�r��padech un�arn��ch, bin�arn��ch,
tern�arn��ch { a podobn�e dal�s��ch n-�arn��ch relac�� dost�av�ame pr�uhledn�ej�s�� podoby
t�eto podm��nky
f [R] ⊆ S,

(f × f)[R] ⊆ S, t.j. (x, y) ∈ R⇒ (f(x), f(y)) ∈ S, nebo xRy ⇒ f(x)Sf(y),
(f × f × f)[R] ⊆ S, t.j. (x, y, z) ∈ R ⇒ (f(x), f(y), f(z)) ∈ S. )
Zobrazen�� f : (X,R)→ (Y, S) je isomor�smus, je-li vz�ajemn�e jednozna�cn�e a
plat��-li, �ze

∀ξ :M → X, f · ξ ∈ S pr�av�e kdy�z f ∈ R.

Uv�edomte si, �ze t��m po�zadujeme tot�e�z jako ve formulaci
f : (X,R)→ (Y, S) je homomor�smus a existuje k n�emu homomor�s-
mus g : (Y, S)→ (X,S) takov�y, �ze fg = idY a gf = idX .

5.2.1. Tvrzen��. 1. Identick�e zobrazen�� idX : (X,R) → (X,R) je iso-
mor�smus.

2. Jsou-li f : (X,R) → (Y,R′) a g : (Y,R′) → (Z,R′′) homomor�smy je
slo�zen�e zobrazen�� gf : (X,R)→ (Z,R′′) homomor�smus.

Pozn�amka. Identick�y isomor�smus z bodu 1 je l�epe ozna�covat id(X,R)
aby byl odli�sen od identitou nesen�ych zobrazen�� (X,R) do (X,S) s r�uzn�ymi
R a S, kter�e homomor�smy b�yt mohou a nemus��.

D�ukaz. 1 je trivi�aln��.
2. Je-li ξ ∈ R je fξ ∈ R′ a tedy (gf)ξ = g(fξ) ∈ R′′. �

5.3. Typem rozum��me soubor � = (�t)t∈T . �Rekneme, �ze je kone�cn�y,
jsou-li T a v�sechny �t kone�cn�e mno�ziny, a �ze je �nit�arn��, jsou-li �t kone�cn�e
(o T p�ri tom nep�redpokl�ad�ame nic). Ve �nit�arn��m p�r��pad�e zpravidle repre-
sentujeme arity �t p�rirozen�ymi �c��sly, a naXnt se d��v�ame jako na

nt kr�at︷ ︸︸ ︷
X × · · · ×X

(stejn�e jako v 5.1).
Rela�cn�� struktura typu � = (�t)t∈T na mo�zin�eX je souborR = (Rt)t ∈ T

kde Rt jsou �t-�arn�� operace na X. O dvojici (X,R) pak mluv��me jako
o rela�cn��m objektu typu � a nen��-li nebezpe�c�� nedorozum�en�� prost�e jako o
objektu. Mno�zina X se pak obvykle naz�yv�a nosn�a mno�zina tohoto objektu.
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Jsou-li (X,R), (Y, S) (rela�cn��) objekty (typu �), �rekneme, �ze zobrazen��
f : X → Y je homomor�smus je-li to homomor�smus vzhledem k Rt, St pro
v�sechna t ∈ T .

(P�resn�eji vzato, homomor�smus nen�� jen to zobrazen�� f : X → Y { o
tom mluv��me jako o nosn�em zobrazen�� dan�eho homomor�smu {; je to ono
zobrazen�� plus informace o struktur�ach de�ni�cn��ho oboru a oboru hodnot.)

P���seme pak
f : (X,R)→ (Y, S).

V p�r��pad�e, �ze (X,R) = (Y, S) mluv��me o endomor�smu.
5.3.1. Z 5.2.1 okam�zit�e dost�av�ame
D�usledek. Bu�dte R,R′, R′′ rela�cn�� syst�emy. Potom
1. identick�e zobrazen�� idX : (X,R)→ (X,R) je isomor�smus a
2. jsou-li f : (X,R) → (Y,R′) a g : (Y,R′) → (Z,R′′) homomor�smy je

slo�zen�e zobrazen�� gf : (X,R)→ (Z,R′′) homomor�smus.

T�r��du v�sech objekt�u a homomor�sm�u mezi nimi budeme ozna�covat
Rel(�).

5.4. f : (X,R) → (Y, S) se naz�yv�a isomor�smus je-li to isomor�smus
vzhledem k Rt, St pro v�sechna t ∈ T . Z�rejm�e,

f : (X,R) → (Y, S) je isomor�smus pr�av�e kdy�z existuje homomor�s-
mus g : (Y, S)→ (X,R) takov�y, �ze gf = id(X,R) a fg = id(Y,S).

Je-li p�ri tom (X,R) = (Y, S) mluv��me o automor�smu.
Pozn�amka. Mo�zn�a, �ze te�d, kdy�z jsme se sezn�amili s dost bohatou

z�asobou struktur na mno�zin�e, je na m��st�e pozn�amka o d�ule�zitosti isomor-
�sm�u. V b�e�zn�e praxi n�as obvykle zaj��m�a, sp���s ne�z objekt (X,R) s�am, jeho
isomor�smov�a t�r��da, t.j., \(X,R) a�z na isomor�smus" (obvykle se mluv��
o isomor�smov�em typu, tady jsme byli na chv��li opatrn�ej�s��, aby se slovo
\typ" nepletlo s jeho pou�zit��m pro speci�kaci toho, jak�y syst�em relac�� je
pr�av�e zkoum�an): representujeme-li t�reba n�ejak�y objekt v po�c��ta�ci, v�ubec n�as
nezaj��m�a, kde jsou ulo�zeny prvky, a pokud by si je po�c��ta�c n�ejak p�rerovnal,
nic nenam��t�ame. Na �cem ale trv�ame je aby byly zachov�any vztahy mezi
nimi. Ale nejde o ulo�zen�� v po�c��ta�ci; obecn�e, kdy�z v n�ejak�em matematick�em
syst�emu pracujeme (t�reba v aritmetice), na zakodov�an�� prvk�u n�am z�ale�z��
sp���s z hlediska co je pohodln�ej�s��, a zakodov�an�� ochotn�e podle toho m�en��me;
po�cetn�� pravidla t��m v�sak nesm�� b�yt zasa�zena.
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6. Podobjekty, sou�ciny a kvocienty
rela�cn��ch syst�em�u
6.1. Podobjekty. Bu�d (X,R = (Rt)t∈T ) objekt z Rel(�), bu�d Y ⊆ X a
j : Y → X zobrazen�� vlo�zen��. Na mno�zin�e Y de�nujme rela�cn�� syst�em t�eho�z
typu

R|Y = (RY,t)t∈T , kde
RY,t = {ξ : �t → Y |jξ ∈ Rt}.

D��v�ame-li se na ξ : �t → X, Y jako na soubory prvk�u, dost�av�ame (ve
�nit�arn��m p�r��pad�e ur�cit�e a obecn�e asi tak�e) pr�uhledn�ej�s�� popis

RY,t = {(xt)t∈T |xt ∈ Y, (xt)t∈T ∈ Rt}
RY,t = {(x1, . . . , xn) |(x1, . . . , xn) ∈ Rt ∩ (Y × · · · × Y )}.

�Rekneme pak, �ze objekt (Y,R|Y ) je podobjekt objektu (X,R) nesen�y pod-
mno�zinou Y .

6.1.1. Pozorov�an��. Zobrazen�� vlo�zen�� j : (Y,R|Y ) ⊆ (X,R) je homo-
mor�smus.

Vid��me tedy, �ze je-li f : (X,R) → (X ′R′) homomor�smus, je zobrazen��
f ·j { �casto ozna�covan�e f |Y a naz�yvan�e restrikc�� na Y { tak�e homomor�smus.

6.2. Tvrzen��. Bu�d (Y,R|Y ) podobjekt objektu (X,R) a bu�d f : (Z, S)→
(X,R) homor�smus takov�y, �ze f [Z] ⊆ Y . Potom zobrazen�� f ′ : Z → Y
de�novan�e p�redpisem f ′(z) = f(z) je homomor�smus.

D�ukaz. Pro vlo�zen�� j : Y ⊆ X je f = jf ′. Je-li ξ ∈ St(⊆ Z�t) m�ame
jf ′ξ = fξ ∈ Rt a tedy fξ ∈ RY t. �

6.2.1. Pozn�amky. 1. Z 6.1.1 a 6.2 vid��me, �ze z homomor�smu f :
(X,R) → (Y, S) dost�av�ame homomor�smy f ′ : (X ′, R|X ′) → (Y ′, S|Y ′) pro
libovoln�e podmno�ziny X ′ ⊆ X, Y ′ ⊆ Y takov�e, �ze f [X ′] ⊆ Y ′.

2. Na Y ⊆ X zvolme libovoln�y rela�cn�� syst�em R′ dan�eho typu takov�y, �ze
j : Y → X je homomor�smus. Potom ve zna�cen�� z 6.2 je j′ = idY a m�ame
ξ ∈ R′

t ⇒ ξ = id · ξ ∈ RY t. Tedy je R|Y nejv�et�s�� rela�cn�� struktura dan�eho
typu na Y takov�a, �ze j je homomor�smus.

3. Speci�aln�e v p�r��pad�e ji�z zmi�novan�ych orientovan�ych graf�u (toti�z ve t�r��d�e
Rel((2))) jsou (Y,R|Y ) indukovan�e podgrafy graf�u (X,R).
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6.3. Sou�ciny (produkty). Bu�d (Xi, Ri), i ∈ J , soubor objekt�u
z Rel((�t)t∈T ). Na kart�ezsk�em sou�cinu X = ∏

i∈J Xi (s projekcemi pj :∏
iXi → Xj) de�nujme rela�cn�� syst�em R typu (�t)t∈T p�redpisem

(ξ : �t → X) ∈ Rt pr�av�e kdy�z ∀i ∈ J, piξ ∈ Rit.

Takto z��skan�y objekt (X,R) naz�yv�ame sou�cinem nebo produktem souboru
(Xi, Ri), i ∈ J a ozna�cujeme ∏

i∈J

(Xi, Ri).

Pro mal�e kone�cn�e soubory p���seme
(X,R)× (Y, S), (X1, R1)× (X2, R2)× (X3, R3)

a podobn�e.
(T�reba v sou�cinu (X1, R1)× (X2, R2) m�ame

(x1, x2)R(y1, y2) pr�av�e kdy�z x1Ry1 a x2R2y2. )

O sou�cinu souboru stejn�ych objekt�u, t.j. ∏
i∈J(Xi, Ri) kde (Xi, Ri) =

(X,R) pro v�sechna i, se b�e�zn�e mluv�� jako o mocnin�e, a tak�e se takov�y sou�cin
obvykle jako mocnina, tedy jako

(X,R)J ,
ozna�cuje.

6.3.1. Pozorov�an��. 1. V�sechny projekce jsou homomor�smy.
2. R je nejv�et�s�� takov�y rela�cn�� syst�em, �ze v�sechny projekce jsou (je�st�e)

homomor�smy.
6.3.2. Tvrzen��. Bu�d (Xi, Ri), i ∈ J , soubor rela�cn��ch objekt�u typu

� = (�t)t∈T . Bu�d fi : (Y, S) → (Xi, Ri), i ∈ J , soubor homomor�sm�u.
Potom existuje pr�av�e jeden homomor�smus f : (Y, S) → ∏

i(Xi, Ri) takov�y,
�ze pro v�sechna i ∈ J je pif = fi.

D�ukaz. Podle 3.6.2 existuje pr�av�e jedno takov�e zobrazen�� f . Jde tedy jen
o to dok�azat, �ze f je homomor�smus. Bu�d ξ ∈ St. Potom, jeliko�z v�sechna fi
jsou homomor�smy, mus�� pro v�sechna i ∈ J b�yt fiξ ∈ Ri, t.j., pi(fξ) ∈ Ri.
Tedy je fξ ∈ R. �
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6.4. Bu�d (X,R) objekt z Rel(�), � = (�t)t∈T , a q : X → Y zobrazen��
na. Na mno�zin�e Y de�nujme rela�cn�� syst�em R typu � p�redpisem

Rt = {qξ |ξ ∈ Rt}.

Okam�zit�e vid��me, �ze
R je nejmen�s�� rela�cn�� struktura dan�eho typu takov�a, �ze q : (X,R) →
(Y, S) je homomor�smus.

O objektu (Y,R) se �casto hovo�r�� jako kvocientu, nebo faktorov�em objektu
objektu (X,R) (podle q, nebo podle ekvivalence E = {(x, y) |q(x) = q(y)}).

6.4.1. Tvrzen��. Bu�d f : (X,R)→ (Z, S) homomor�smus takov�y, �ze

q(x) = q(y) ⇒ f(x) = f(y). (∗)
Potom existuje pr�av�e jeden homomor�smus f : (Y,R) → (Z, S) takov�y, �ze
f · q = f .

D�ukaz. Podm��nka (∗) �r��k�a p�resn�e to, �ze existuje zobrazen�� f takov�e, �ze
fq = f . Jde tedy jen o to, dok�azat, �ze f je homomor�smus. Ale to je z�rejm�e:
je-li η ∈ Rt, je η = qξ pro n�ejak�e ξ ∈ Rt a tedy η = fqη = fξ ∈ St. �

.

7. Projektivn�� a injektivn�� vytv�a�ren�� struktur
7.1. �Cten�a�r si jist�e v�siml spole�cn�ych rys�u sou�cin�u a podobjekt�u. Obecn�eji,
m�ejme d�any objekty (Xi, Ri), i ∈ J , typu � = (�t)t∈T , a soustavu zobrazen��
ri : X → Xi takovou, �ze

(∀i ∈ J, rif = rig) ⇒ f = g

(u sou�cin�u to byly projekce pi : ∏
j∈J Xj → Xi, u podobjekt�u jen jeden

objekt (X,R) a jedno zobrazen�� j : Y ⊆ X). Potom m�ame trivi�aln��
Pozorov�an��. Rela�cn�� syst�em R′ = (R′

t)t∈T kde

R′
t = {ξ : �t → X |∀i ∈ J, riξ ∈ Rit}
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je nejv�et�s�� rela�cn�� syst�em dan�eho typu na X takov�y, �ze v�sechna xobrazen�� ri
jsou homomor�smy (X,R)→ (Xi, Ri).

7.1.1. V�eta. Pro rela�cn�� syst�em R′ z 7.1 plat��:

(Proj) Je-li (Y, S) ∈ Rel(�) a je-li f : Y → X zobrazen�� takov�e, �ze v�sechna
fi = rif jsou homomor�smy (Y, S)→ (Xi.Ri) pak f je homomor�smus
(Y, S)→ (X,R′).

Rela�cn�� syst�em R′ je tvrzen��m (Proj) jednozna�cn�e ur�cen.
D�ukaz. I. Bu�d ξ ∈ St, t libovoln�e. Potom fiξ = (rif)ξ = ri(fξ) je v Rit

a tedy fξ ∈ R′
t.II. M�a-li syst�em R′′ stejnou vlastnost, jsou identick�a zobrazen�� (X,R′′)→

(X,R′) i (X,R′)→ (X,R′′) homomor�smy, a tedy R′
t ⊆ R′′

t a R′′
t ⊆ Rt. �

7.2. Podobn�e jsou-li objekty (Xi, Ri), i ∈ J , a soustava zobrazen�� si :
Xi → X takov�e, �ze

(∀i ∈ J, fsi = gsi) ⇒ f = g

m�ame trivi�aln��
Pozorov�an��. Rela�cn�� syst�em R′ = (R′

t)t∈T kde

R′
t = {siξ |ξ ∈ Rit, i ∈ J}

je nejmen�s�� rela�cn�� syst�em na X takov�y, �ze v�sechna xobrazen�� si jsou homo-
mor�smy (Xi, Ri)→ (X,R).

7.2.1. V�eta. Pro rela�cn�� syst�em R′ z 7.2 plat��:

(Inj) Je-li (Y, S) ∈ Rel(�) a je-li f : X → Y zobrazen�� takov�e, �ze v�sechna
fi = fsi jsou homomor�smy (Xi.Ri)→ (Y, S) pak f je homomor�smus
(X,R′)→ (Y, S).

Rela�cn�� syst�em R′ je tvrzen��m (Inj) jednozna�cn�e ur�cen.
D�ukaz m�u�zeme ponechat �cten�a�ri jako jednoduch�e cvi�cen��.
7.3. O konstrukci z bodu 7.1 se obvykle mluv�� jako o projektivn��m

vytv�a�ren�� struktury, o konstrukci z bodu 7.1 jako o injektivn��m vytv�a�ren��.
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Setkali jsme se zat��m je s jedn��m p�r��kladem injektivn��ho vytv�a�ren��, toti�z
s kvocientem v bod�e 6.4. Jin�y p�r��klad, zd�anliv�e nezaj��mav�y a p�resto velmi
d�ule�zit�y, je suma soustavy objekt�u.

M�ejme d�any objekty (Xi, Ri), i ∈ J , a pro jednoduchost p�redpokl�adejme,
�ze mno�ziny Xi jsou disjunktn��. Ozna�cme X = ⋃

Xi a ji : Xi ⊆ X zobrazen��
vlo�zen��. Potom injektivn�� konstrukce d�av�a na X rela�cn�� syst�em

R = (Rt =
⋃
i∈J

{jiξ |ξ ∈ Rit})t∈T

a pro z��skan�y objekt plat��, �ze
• v�sechna zobrazen�� ji : (Xi, Ri)→ (X,R) jsou homomor�smy,
• a pro ka�zd�y syst�em homomor�sm�u fi : (Xi, Ri)→ (Y, S) existuje pr�av�e
jeden homomor�smus f : (X,R)→ (Y, S) takov�y, �ze pro v�sechna i ∈ J
plat�� fji = fi (nesen�y zobrazen��m f de�novan�ym p�redpisem f(x) =
fi(x) pro x ∈ Xi).

V�simn�ete si, �ze suma je jak�ymsi zrcadlov�ym prot�ej�skem produktu ( srovnejte
s 6.3).

7.4. Pozn�amky. 1. Projektivn�� a injektivn�� vytv�a�ren�� se neomezuje na
obecn�e rela�cn�� struktury. Jsou to konstruk�cn�� paradigmata velmi b�e�zn�a u
�rady b�e�zn�ych struktur, i kdy�z nemus�� b�yt d�ana tak jednoduch�ymi formulemi
jako zde.

Podstatn�e jsou charaktristiky z tvrzen�� 7.1.1 a 7.2.1; to, �ze jsme zde dostali
projektivn�e vytvo�renou strukturu jako nejv�et�s�� s danou vlastnost��, a injek-
tivn�e vytvo�renou zase jako nejmen�s��, je speci�ck�a vlastnost rela�cn��ch syst�em�u
(t�reba u topologi�� jsou projektivn�e konstruovan�e nejmen�s�� a injektivn�e z��skan�e
nejv�et�s��).

2. Mo�zn�a je na m��st�e vysv�etlen��, pro�c jsme sumy odbyli v pozn�amce
a pro�c tak�e v dal�s��m budeme tento jev zanedb�avat. U struktur z b�e�zn�eho
matematick�eho �zivota je to bu�d konstrukce velmi jednoduch�a (prost�e polo�zen��
objekt�u vedle sebe, podobn�e jako zde je to t�reba u obecn�ych prostor�u) nebo
naopak konstrukce dost slo�zit�a (typicky u algeber, nebo i u speci�aln��ch pros-
tor�u). Jednoduch�y spole�cn�y mno�zinov�y podklad zde nen��. V��ce k tomu bude
�re�ceno v (zat��m teprve p�ripravovan�e) kapitole o kategori��ch.
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Kapitola II

(�C�aste�cn�a) uspo�r�ad�an��

1. P�reduspo�r�ad�an�� a uspo�r�ad�an��
1.1. P�reduspo�r�ad�an�� na mno�zin�e M je relace R ⊆ X ×X kter�a je

• reexivn��, t.j., pro v�sechna x ∈ X plat�� xRx,
• a transitivn��, t.j., xRy a yRz implikuje xRz.

Plat��-li nav��c
xRy & yRx ⇒ x = y, (antisym)

mluv��me o uspo�r�ad�an�� nebo o �c�aste�cn�em uspo�r�ad�an��, to druh�e chceme-li zd�u-
raznit, �ze nepo�zadujeme aby nutn�e v�zdy platilo, �ze

pro v�sechna x, y je bu�d xRy nebo yRx. (lin)
Jestli�ze ale je po�zadavek (lin) spln�en, �rekneme, �ze uspo�r�ad�an�� R je line�arn��;
t�e�z se u�z��v�a term��nu �ret�ez.

O objektu (X,R) s takovou relac�� mluv��me jako o p�reduspo�r�adan�e (uspo-
�r�adan�e, atd.) mno�zin�e.

1.2. Z p�reduspo�r�ad�an�e mno�ziny (X,R) snadno dostaneme uspo�r�adanou
t��m, �ze zavedeme ekvivalenci

x ∼ y ≡ xRy & yRx

a uva�zujeme m��sto X mno�zinu t�r��d ekvivalence X/∼. Na t�e se pak dan�a
relace jev�� jako uspo�r�ad�an��. Pokud na rozd��lu mezi takto ekvivalentn��mi
prvky p�r��li�s nez�ale�z�� (co�z je �cast�y p�r��pad), zjednodu�s��me si t��m situaci. V
dal�s��m budeme zpravidla pracovat s uspo�r�ad�an��mi.
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1.3. (a) Nespeci�kovan�e uspo�r�ad�an�� budeme obvykle ozna�covat ≤; sa-
moz�rejm�e v konkretn��ch p�r��padech u�z��v�ame zna�cky podle pot�reby (t�reba ≤1,
≤′, �, v a pod., viz ostatn�e p�r��klady v dal�s��m paragrafu).

(b) Bu�d (X,≤) (p�red)uspo�r�adan�a mno�zina. Pro prvky x ∈ X a podmno-
�ziny M ⊆ X budeme ps�at

↓x = {y |y ≤ x}, ↑x = {y |y ≥ x}, ↓M = ⋃
x∈M

↓x a ↑M = ⋃
x∈M

↑x.

1.4. P�r��klady. (a) B�e�zn�a uspo�r�ad�an�� p�rirozen�ych, cel�ych, racion�aln��ch
�ci re�aln�ych �c��sel jsou p�r��klady line�arn��ch uspo�r�ad�an��.

(b) D�elitelnost cel�ych �c��sel (relace a|b, \a d�el�� b") je p�reduspo�r�ad�an��.
(c) Inkluse je (�c�aste�cn�e) uspo�r�ad�an�� na mno�zin�e P(X) v�sech podmno�zin

mno�ziny X.
(V�simn�ete si, �ze inkluse je v jist�em smyslu univers�aln��m uspo�r�ad�an��m.
Ka�zd�e �c�aste�cn�e uspo�r�ad�an�� je toti�z mo�zno representovat jako syst�em
(n�ekter�ych) podmno�zin vhodn�e mno�ziny uspo�r�adan�y inklus��: m�ame
toti�z

x ≤ y pr�av�e kdy�z ↓x ⊆↓y,
tak�ze (X,R) je representov�ana �c�ast�� uspo�r�adan�e mno�ziny (P(X),⊆).

1.5.1 Je li relace R (p�red)uspo�r�ad�an��, je i relace R−1 (p�red)uspo�r�ad�an��.
M��sto o inversn��m (p�red)uspo�r�ad�an�� se �casto mluv�� o (p�red)uspo�r�ad�an�� opa�c-
n�em nebo du�aln��m k R. P���se se t�e�z

(X,R)op m��sto (X,Rop).

1.6. Jsou-li (X,≤), (Y,≤) �c�aste�cn�e uspo�r�adan�e mno�ziny (prvn�� ≤ samo-
z�rejm�e nemus�� b�yt tot�e�z co druh�e) a f : X → Y zobrazen��, �r��k�ame, �ze je f
isotonn�� (�casto se t�e�z �r��k�a monotonn�� 1) plat��-li implikace

x ≤ y ⇒ f(x) ≤ f(y).
Plat��-li implikace x ≤ y ⇒ f(x) ≥ f(y), �r��k�ame, �ze f je antitonn�� (pak
je ov�sem f isotonn�� jako zobrazen�� (X,≤)→ (Y,≤)op).

1Je to dokonce b�e�zn�ej�s��, legitimn�� n�amitka proti tomuto v�yrazu je ale jeho pou�zit�� jako
spole�cn�eho term��nu pro nerostouc�� a neklesaj��c�� funkce v analyse.
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Jako u obecn�ych relac�� �ci rela�cn��ch syst�em�u �r��k�ame, �ze f je isomor�smus
a �ze (X,≤) a (Y,≤) jsou isomorfn�� existuje-li isotonn�� g : (Y,≤) → (X,≤)
takov�e, �ze f · g = id a g · f = id, Snadno vid��me, �ze f je isomor�smus pr�av�e
kdy�z

• je to zobrazen�� na, a
• x ≤ y ⇔ f(x) ≤ f(y).

2. Suprema a in�ma
2.1. Bu�d (X,≤) �c�aste�cn�e uspo�r�adan�a mno�zina. �Rekneme, �ze prvek x ∈ X
je horn�� (resp. doln��) mez podmno�ziny M ⊆ X, plat��-li

M ⊆↓x (resp. M ⊆↑x).
Nejmen�s�� takov�a horn�� mez (pokud existuje, co�z samoz�rejm�e nemus��) se
naz�yv�a supremum a ozna�cuje se

supM
(pozd�eji budeme u�z��vat tak�e jin�e symboly). Nejv�et�s�� doln�� mez mno�ziny M
(existuje-li) se naz�yv�a jej��m in�mem a ozna�cuje

infM.

2.1.1. Tedy, supremum mno�zinyM je prvek s takov�y, �ze plat�� (1)M ⊆↓s
a (2) M ⊆↓x ⇒ s ≤ x. Z kursu matematick�e analysy zn�ate m��sto (2) jinou
podm��nku:

x < s ⇒ ∃y ∈M,x < y. (2')
Uv�edomte si, �ze v p�r��pad�e line�arn��ho uspo�r�ad�an�� tak dost�av�ame ekvivalentn��
de�nici, obecn�e by to v�sak ekvivalentn�� nebylo.

2.1.2. Bu�d (X,≤) uspo�r�adan�a mno�zina, M ⊆ N ⊆ X. �Rekneme, �ze M
je nahoru resp. dolu ko�n�aln�� s N jestli�ze pro ka�zd�y prvek n ∈ N existuje
prvek m ∈M takov�y, �ze m ≥ n resp. m ≤ n. Je-li z kontextu jasno, o kter�y
sm�er se jedn�a, �r��k�a se prost�e ko�n�aln��.
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�Casto se u�z��v�a n�asleduj��c��
Pozorov�an��. Je-li M nahoru (resp. dolu) ko�n�aln�� s N a existuje-li

supN (resp. inf N) pak supM (resp. infM) tak�e existuje a plat�� supM =
supN (resp. infM = inf N).

2.2. Tvrzen��. Plat�� formule

sup{supMj |j ∈ J} = sup(⋃
j∈J

Mj),

inf{infMj |j ∈ J} = inf(⋃
j∈J

Mj)

kdykoli maj�� lev�e strany smysl.
D�ukaz provedeme pro suprema. Polo�zme

sj = supMj, s = sup{sj |j ∈ J}.
Potom je s z�rejm�e horn�� mez�� mno�ziny ⋃

j∈JMj. Je-li ⋃
j∈JMj ⊆↓x je pro

ka�zd�e j, Mj ⊆↓x a tedy sj ≤ x. Z toho {sj |j ∈ J} ⊆↓x a kone�cn�e s ≤ x. �

2.3. Proto�ze ∅ ⊆↓x pro ka�zd�e x, je sup ∅ nejmen�s�� prvek dan�e uspo�r�adan�e
mno�ziny X (pokud existuje). B�e�zn�e se ozna�cuje

⊥ nebo t�e�z 0.
Podobn�e jeliko�z v�zdy ∅ ⊆↑x je inf ∅ nejv�et�s�� prvek, obykle ozna�covan�y

> nebo t�e�z 1.
Z�arove�n samoz�rejm�e plati, pokud nejmen�s�� resp. nejv�et�s�� prvek existuje,

infX = ⊥ (= sup ∅) resp. supX = > (= inf ∅).

2.4. P�r��klady. (a) Suprema a in�ma podmno�zin re�aln�ych �c��sel R jak
je zn�ate z kursu matematick�e analysy. Uv�edomte si, �ze −∞ resp. +∞ je
p�ridan�y nejmen�s�� resp. nejv�et�s�� prvek k mno�zin�e R, kter�a sama nejv�et�s�� ani
nejmen�s�� prvek nem�a. Odtud formulky inf ∅ = +∞, sup ∅ = −∞, kter�e
studenty prvn��ch ro�cn��k�u n�ekdy p�rekvapuj��.
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(b) V (P(X),⊆) m�ame
sup{Aj |j ∈ J} =

⋃
j∈J

Aj, inf{Aj |j ∈ J} =
⋂
j∈J

Aj.

(c) V mno�zin�e p�rirozen�ych �c��sel s uspo�r�ad�an��m \a d�el�� b" je sup{a, b}
nejmen�s�� spole�cn�y n�asobek �c��sel a, b a inf{a, b} nejv�et�s�� spole�cn�y d�elitel �c��sel
a, b.

2.5. Je-li f : (X ≤)→ (Y,≤) isotonn�� zobrazen��, m�ame trivi�aln�e
f [↓x] ⊆↓f(x) a f [↑x] ⊆↑f(x),

tak�ze je-li x horn�� (doln��) mez mno�zinyM , je f(x) horn�� (doln��) mez mno�ziny
f [M ]. Tedy speci�aln�e

sup f [M ] ≤ f(supM), inf f [M ] ≥ f(infM) (∗)
(maj��-li ty v�yrazy smysl). V��c obecn�e neplat��. Zachov�av�an�� (n�ekter�ych,
nebo v�sech) suprem �ci in�m je d�ule�zit�a vlastnost n�ekter�ych speci�aln��ch typ�u
zobrazen��. Zapamatujte si, �ze nerovnosti (∗) plat�� obecn�e; p�ri ov�e�rov�an��
p�r��padn�ych rovnost�� se mus��me starat jen o p�r��slu�snou opa�cnou nerovnost.

Snadno ale vid��me, �ze isomor�smy suprema i in�ma zachov�avaj��.

3. N�ekter�a speci�aln�� uspo�r�ad�an��
P�ri u�zit�� (�c�aste�cn�ych) uspo�r�ad�an�� v r�uzn�ych oborech matematiky a infor-
matiky se setk�av�ame se speci�aln��mi po�zadavky. V tomto odd��le n�ekolik z
nich uvedeme.

3.1. Polosvazy. �Rekneme, �ze uspo�r�adan�a mno�zina (X,≤) je doln�� (resp
horn��) polosvaz jestli�ze pro libovoln�e dva prvky x, y ∈ X existuje inf{x, y}
(resp. sup{x, y}). �Casto u�z��van�e ozna�cen�� je

x ∧ y pro inf{x, y} a x ∨ y pro sup{x, y}
(jin�e u�z��van�e zna�cky jsou t�reba x ∩ y, x u y a pod.).

Podle 2.2 v doln��m polosvazu existuj�� in�ma v�sech nepr�azdn�ych kone�c-
n�ych podmno�zin. Pro existenci in�m v�sech kone�cn�ych podmno�zin mus��me
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nav��c po�zadovat nejv�et�s�� prvek; potom se obvykle mluv�� o doln��m polosvazu
s jednotkou.

Podobn�e v horn��ch polosvazech s nulou m�ame suprema v�sech kone�cn�ych
mno�zin.�Casto je z kontextu patrno jde-li o suprema �ci in�ma, potom mluv��me
prost�e o polosvazu.

3.2. Svazy. Je-li uspo�r�adan�a mno�zina z�arove�n doln�� a horn�� polosvaz,
�rekneme, �ze je to svaz. Op�et p�ri tom nen�� automaticky po�zadov�ana existence
extr�emn��ch prvk�u. Pokud je m�ame, mluv��me obvykle o svazu s nulou a
jednotkou, n�ekdy se t�e�z �r��k�a omezen�y svaz.

3.3. �Upln�e svazy. �Upln�y svaz je uspo�r�adan�a mno�zina v n���z ka�zd�a
podmno�zina m�a supremum a in�mum.

V�eta. Uspo�r�adan�a mno�zina je �upln�y svaz pr�av�e kdy�z v n�� m�a ka�zd�a
podmno�zina supremum. Podobn�e s in�my.

D�ukaz. Hledejme in�mum mno�ziny M za p�redpokladu existence suprem.
Polo�zme

N = {x |M ⊆↑x}, i = supN.
Pro ka�zd�e y ∈ M m�ame N ⊆↓y, proto i ≤ y, a i je tedy doln�� mez mno�ziny
M . Je-li M ⊆↑x, je x ∈ N a tedy x ≤ i, tak�ze i = infM . �

Na polosvazy nem�u�zeme stejn�y postup pou�z��t, proto�ze i kdy�z M je ko-
ne�cn�a, mno�zina N z d�ukazu m�u�ze b�yt nekone�cn�a. V kone�cn�em p�r��pad�e s t��m
ale probl�em nen�� a dost�av�ame, �ze

ka�zd�y kone�cn�y horn�� polosvaz s nulou je svaz s nulou a jednotkou.

3.4. Usm�ern�en�e (pod)mno�ziny. Podmno�zinu D uspo�r�adan�e mno�ziny
nazveme usm�ern�enou, m�a-li ka�zd�a kone�cn�a K ⊆ D horn�� mez v D. Jin�ymi
slovy, D je usm�ern�en�a jestli�ze je nepr�azdn�a a jestli�ze pro ka�zd�e x, y ∈ D
existuje z ∈ D takov�e, �ze x, y ≤ z. Uv�edomte si, �ze p�redpoklad nepr�azdnosti
je podstatn�y.

P�resn�eji bychom m�eli mluvit o nahoru usm�ern�en�e mno�zin�e. V b�e�zn�ych
aplikac��ch v�sak daleko �cast�eji pracujeme s t��mto ne�z s du�aln��m pojmem a je
proto zvykem tuto speci�kaci vynech�avat.

Pozorov�an��. Horn�� polosvaz kter�y m�a suprema v�sech usm�ern�en�ych pod-
mno�zin m�a suprema v�sech nepr�azdn�ych podmno�zin.
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(M�ame supM = sup{supK |K kone�cn�a ⊆M}, a mno�zina
{supK |K kone�cn�a ⊆M} je z�rejm�e usm�ern�en�a.)

3.5. DCPO. V teoretick�e informatice hraj�� velmi d�ule�zitou roli uspo�r�a-
dan�a mno�ziny takov�e, �ze v nich ka�zd�a usm�ern�en�a podmno�zina m�a supremum.
P�res svou d�ule�zitost se nedo�ckaly speci�aln��ho n�azvu - i v anglick�e literatu�re
se pro n�e pou�z��v�a prost�e zkratka DCPO (directed-complete partial order).
Nebudeme se pokou�set o �cesk�y term��n a taky budeme t�eto zkratky u�z��vat.

Poznamenejme je�st�e, �ze v �rad�e aplikac�� sta�c�� po�zadovat m�en�e, toti�z jen
existenci suprem neklesaj��c��ch posloupnost��

x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xn ≤ · · · .

3.6. Pozn�amka o ozna�cen��. V �upln�ych svazech se pro suprema resp.
in�ma b�e�zn�e u�z��v�a symbol�u ∨ resp. ∧ (tak�e p�r��padn�e jin�ych zna�cek, ⊔, ⋃
a pod.), tedy t�reba ∨

{x |x ∈M},
∨
j∈J

xj, atd.

Na ∨
,
∧ a pododobn�e zna�cky se nahl���z�� jako na funk�cn�� nebo opera�cn�� sym-

boly, podobn�e jako na a ∨ b, a ∧ b v 3.1 (viz t�e�z n�asleduj��c�� kapitolu).
Symbol�u sup a inf se u�z��v�a sp���se v p�r��padech kdy to supremum nebo

in�mum nemus�� nutn�e existovat; tato konvence nen�� v�zdy dodr�zov�ana, ale je
celkem b�e�zn�a.

Rovn�e�z suprema usm�ern�en�ych mno�zin za p�redpokladu jejich povinn�e ex-
istence se n�ekdy ozna�cuj�� \funk�cn��mi" symboly jako t�reba ∨↑ �ci ⋃↑. Takto
modi�kovan�y symbol samoz�rejm�e jen p�ripom��n�a, �ze do \operace" vstupuje
usm�ern�en�a mno�zina, ne �ze by se snad m�elo jednat o nov�y typ suprema.

4. Dedekindovo-MacNeilleovo z�upln�en��
4.1. V obecn�e �c�aste�cn�e uspo�r�adan�e mno�zin�e suprema �ci in�ma podmno�zin
�casto sch�az��. Je p�rirozen�a ot�azka, zda je m�u�zeme n�ejak vhodn�e p�ridat, t.j.
zda m�u�zeme na�s�� uspo�r�adanou mno�zinu (X ≤) roz�s���rit tak, aby vznikl �upln�y
svaz. Pokud by n�am ne�slo o nic v��c, odpov�e�d je jednoduch�a: p�ri representaci
prvku x ∈ X jako ↓x ∈ P(X) m�ame na�s�� mno�zinu vlo�zenu do �upln�eho svazu
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P(X). Plat�� p�ri tom i v��c: m�a-li M ⊆ X in�mum i, je ↓i = ⋂
{↓x |x ∈ M},

co�z je in�mum mno�ziny {↓x |x ∈ M} v (P(X),⊆). Toto roz�s���ren�� tedy
zachov�a v�sechna existuj��c�� in�ma.

Jenom�ze se supremy je to �spatn�e: jestli�ze t�reba a ∨ b exisuje, je ↓(a ∨ b)
z�r��dka tot�e�z co ↓a∪ ↓b. Ot�azku o dopln�en�� uspo�r�adan�e mno�ziny bychom si
m�eli spr�avn�e polo�zit takto:

Je mo�zno ka�zdou (�c�aste�cn�e) uspo�r�adanou mno�zinu X roz�s���rit na �upln�y
svaz L tak, aby p�ri tom v�sechna ji�z v X existuj��c�� in�ma resp. suprema
byla in�my resp. supremy i v L?

Odpov�e�d je kladn�a a budeme se j�� v�enovat v tomto odd��le.
4.2. Konstrukce. Pro podmno�zinu M uspo�r�adan�e mno�ziny X polo�zme

ub(M) = {y |y je horn�� mez M},
lb(M) = {y |y je doln�� mez M},
ν(M) = lb(ub(M)).

Kone�cn�e de�nujme
DMN(X,≤) = ({M ⊆ X |ν(M) =M},⊆).

4.3. Lemma.(1) Je-li M ⊆ N , je ub(M) ⊇ ub(N) a lb(M) ⊇ lb(N).
(2) M ⊆ ν(M) = lb(ub(M)) a M ⊆ ub(lb(M)).
(3) ub(↓a) =↑a a lb(↑a) =↓a.
(4) ν je monotonn��.
(5) νν(M) = ν(M).
D�ukaz. (1) a�z (4) jsou bezprost�redn�� pozorov�an��. Podle (1) a (2) d�ale

m�ame lb(M) ⊆ lb(ub(lb(M))) ⊆ lb(M) a ub(M) ⊆ ub(lb(ub(M))) ⊆ ub(M),
tak�ze lb(M) = lb(ub(lb(M))) a ub(M) = ub(lb(ub(M))) a kone�cn�e lb(ub(M))
= lb(ub(lb(ub(M)))). �

4.4. V�eta. (1) L = DMN(X) je �upln�y svaz. Suprema v L jsou d�ana
formul��

∨
j∈JMj = ν(⋃j∈JMj).

(2) Zobrazen�� a 7→↓a je vlo�zen�� (t.j., prost�e zobrazen�� takov�e, �ze a ≤ b
pr�av�e kdy�z ↓a ⊆↓b) zachov�avaj��c�� v�sechna v X existuj��c�� suprema a in�ma.

D�ukaz. (1): Je-li ν(M) =M a plat��-li M ⊇Mj pro v�sechna j ∈ J m�ame
M ⊇

⋃
Mj a tedy M = ν(M) ⊇ ν(⋃Mj).
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(2): Podle 4.3, ν(↓a) = lb(ub(↓a)) = lb(↑a) =↓a tak�ze skute�cn�e ↓a ∈
MacN(X); z�rejm�e a ≤ b pr�av�e kdy�z ↓ a ⊆↓ b a nav��c pro a = inf aj je
↓a = ⋂

↓aj, t.j. in�mum ji�z v P(X) a t��m sp���s v DMN(X). Kone�cn�e m�ame∨
j

↓aj = ν(⋃
j

↓aj) = lb(ub(⋃ ↓aj)) =
= lb{x |∀j, x ≥ aj} = lb(↑a) =↓a. �

4.5. Pozn�amka. Speci�aln�� p�r��pad tohoto roz�s���ren�� je Dedekindova kon-
strukce re�aln�ych �c��sel z racion�aln��ch pomoc�� t.zv. \metody �rez�u".

5. Slo�zit�ej�s�� z jednodu�s�s��ch
5.1. P�ripome�nte si konstrukce z I.6.

Snadno vid��me, �ze podobjekt uspo�r�adan�e mno�ziny (X,≤) z��skan�y z li-
bovoln�e podmno�ziny Y ⊆ X je op�et uspo�r�adan�a mno�zina. O uspo�r�ad�an�� ≤
∩(Y ×Y ) =≤ |Y se �casto mluv�� jako o uspo�r�ad�an�� indukovan�em uspo�r�ad�an��m
na v�et�s�� mno�zin�e. U�z��v�a se pro n�ej obvykle stejn�eho symbolu, co�z sotva m�u�ze
v�est k nedorozum�en��.

Tak�e produkt ∏(Xi, Ri) v n�em�z v�sechny objekty (Xi, Ri) jsou uspo�r�adan�e
mno�ziny je uspo�r�adan�a mno�zina, co�z op�et vid��me bez jak�ychkoli probl�em�u.

Jinak je tomu s kvocienty: ztoto�zn��me-li t�reba v �ret�ezu {1 < 2 < · · · < n}
kde n ≥ 4 prvn�� a posledn�� prvek, nedostaneme ani p�reduspo�r�ad�an��. Na
druh�e stran�e sumy uspo�r�adan�ych mno�zin (jako v I.7.3) uspo�r�adan�e jsou.

5.2. Co se v sou�cinech nezachov�av�a je ale linearita. V�simn�ete si, �ze
pomoc�� produkt�u a podobjekt�u dostaneme libovolnou �c�aste�cn�e uspo�r�adanou
mno�zinu ji�z z dvoubodov�eho �ret�ezce

2 = ({0, 1},≤).
Skute�cn�e, pro libovolnou mno�zinu M je mocnina (produkt stejn�ych objekt�u,
viz I.6.3)

2M isomorfn�� s (P(M),⊆)
(k (xm)m∈M p�ri�ra�dte podmno�zinu {m |xm = 1}) a p�ripome�nte si 1.4).
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5.3. Na vlo�zen�� obecn�e uspo�r�adan�e mno�ziny (X,≤) do 2X se m�u�zeme
d��vat jako na vytv�a�ren�� (libovoln�e) slo�zit�eho objektu dan�eho typu z objektu
velmi jednoduch�eho. Teoreticky je i tato trivi�aln�� konstrukce v�yznamn�a,
prakticky si ale moc nepom�u�zeme: sou�cin je zde p�r��li�s velk�y.

Zaj��mav�ej�s�� je vkl�ad�an�� kone�cn�ych uspo�r�adan�ych mno�zin do sou�cinu obec-
n�ej�s��ch line�arn��ch uspo�r�ad�an��, kter�e i probereme nyn��.

5.3.1. Lemma. Bu�d (X,≤) linovoln�a kone�cn�a uspo�r�adan�a mno�zina.
Potom pro libovoln�e dva nesrovnateln�e body a, b z X existuje homomor�smus

φab : (X,<)→ (N, <)
takov�y, �ze φab(a) < φab(b).

(Pozor: Jde o homomor�smus vzhledem k relac��m ostr�eho uspo�r�ad�an��,
tedy o v��c ne�z isotonii.)

D�ukaz. Z technick�ych d�uvod�u p�ridejme k (X,≤) je�st�e nov�y nejmen�s��
prvek⊥, tedy⊥ < x pro v�sechna x ∈ X. Ozna�cme je�st�e≺ relaci bezprost�red-
n��ho n�asledov�an�� (t.j., x ≺ y jestli�ze x < y a kdykoli x < z ≤ y pak z = y).

Pro zobrazen�� α : {(x, y) |x ≺ y} → N \ {0} de�nujme
φα(x) = max{∑α(xi, xi+1) |x0 = ⊥ ≺ x1 ≺ · · · ≺ xn = x}.

Z�rejm�e plat��
x < y ⇒ φα(x) < φα(y).

Jeliko�z a, b jsou nesrovnateln�e, existuje dvojice c ≺ b, kter�a se nevyskytuje v
�z�adn�em �ret�ezci x0 = ⊥ ≺ x1 ≺ · · · ≺ xn = a. Zvol��me-li α(c, b) dost velik�e,
a v�sechny ostatn�� hodnoty α(x, y) = 1, bude φα(x) < φα(b). �

5.3.2. Tvrzen�� Pro ka�zdou kone�cnou uspo�r�adanou mno�zinu (X ≤) je
mo�zno (X,<) vlo�zit do mocniny (N, <)k s kone�cn�ym k.

D�ukaz. Je-li (X,≤) line�arn��, nen�� co dokazovat.
Jinak, ke ka�zd�e dvojici (a, b) nesrovnateln�ych element�u zvolme φab podle

lemmatu a ozna�cme � mno�zinu takto zvolen�ych zobrazen��. Vezm�eme
(N, <)�

a de�nujme ι : (X,<) → (N, <)� po�zadavkem pφι = φ (podle 6.3.2 je t��m ι
jednozna�cn�e de�nov�ano; nenechte se vylekat t��m, �ze φ vystupuje jako index
i jako homomor�smus, proti tomu nic nemluv��). Potom je ι vlo�zen�� podob-
jektu: relaci < samoz�rejm�e zachov�av�a a nen��-li x = y ani x < y ani y < x
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nemohou b�yt ι(x) a ι(y) srovnateln�a, proto�ze pφxyι(x) = φxy(x) < pφxyι(y)zat��mco pφyxι(x > pφyxι(y), a projekce by relaci zachovala. �

Pozn�amky. 1. V�simn�ete si podstatn�eho faktu, �ze je-li zde x represen-
tov�ano posloupnost�� �c��sel (x1, . . . , xk), a v�et�s�� y pomoc�� (y1, . . . , yn), je xi < yi
pro v�sechna i. To sehraje roli v dal�s��m bod�e.

2. �Cten�a�r m�a pravd�epodobn�e dojem, �ze jsme si op�et moc nepomohli.
Po�cet nesrovnateln�ych dvojic (a tedy exponent z d�ukazu) je st�ale je�st�e dost
velk�y. Jenom�ze zat��m co v representaci pomoc�� 2M je velikost exponentu
nutn�a, zde �slo jen o technick�y postup a ve skute�cnosti sta�c�� �casto exponent
velmi mal�y.

5.4. Lemma 5.3.1 umo�z�nuje t�e�z n�asleduj��c�� representaci obecn�eho uspo-
�r�ad�an�� pomoc�� line�arn��ch (jedn�a se ale v podstat�e o tot�e�z jako v p�redchoz��
v�et�e)

Tvrzen��. Ka�zd�e kone�cn�e uspo�r�ad�an�� je pr�unik line�arn��ch uspo�r�ad�an��.
D�ukaz. Pro φ ∈ � v d�ukazu p�redchoz�� v�ety de�nujme line�arn�� uspo�r�ad�an��

≤φ takto: prvky z ka�zd�e φ−1[{i}] se�ra�dme libovoln�e a je-li φ(x) < φ(y)
polo�zme x <φ y. Potom je

≤ = ⋂
φ∈�

≤φ .

Skute�cn�e, je-li x < y, je φ(x) < φ(y), a tedy x <φ y, pro ka�zd�e φ. Jsou-li x
a y nesrovnateln�e, m�ame x <φxy y a y <φyx x, tak�ze (x, y) v pr�uniku nen��.
�

D��v�ame-li se na line�arn�� uspo�r�ad�an�� jako na uspo�r�ad�an�� v jist�em smyslu
jednoduch�a, vyjad�ruje nejmen�s�� pot�rebn�y po�cet line�arn��ch uspo�r�ad�an�� v rep-
resentaci z tohoto tvrzen�� jakousi m��ru slo�zitosti dan�eho uspo�r�ad�an�� ≤. Na-
z�yv�a se

Dushnik-Millerova dimense uspo�r�ad�an�� ≤.
Jako cvi�cen�� doka�zte, �ze minim�aln�� exponent z 5.3 je tot�e�z �c��slo.

6. Adjunkce (Galoisova konexe)
6.1. Isotonn�� zobrazen�� f : X → Y , g : Y → X jsou adjungov�ana (Ga-
loisovsky adjungov�ana, jsou v Galoisov�e konexi), f nalevo a g napravo (f je
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lev�y adjunkt zobrazen�� g, g je prav�y adjunkt zobrazen�� f) jestli�ze plat��
∀x ∈ X, y ∈ Y, f(x) ≤ y ⇔ x ≤ g(y).

6.2. Prav�y (resp. lev�y) Galois�uv adjunkt nemus�� k dan�emu zobrazen��
existovat (brzy se k tomu dozv��me nutnou, a do jist�e m��ry i posta�cuj��c��
podm��nku). Existuje-li v�sak,

je ur�cen jednozna�cn�e.

(Je-li fi(x) ≤ y ⇔ x ≤ g(y), i = 1, 2, je f1(x) ≤ y ⇔ f2(x) ≤ y.)
6.3. P�r��klady. (a) Vz�ajemn�e inversn�� isomor�smy jsou adjungov�any, a

to zprava i zleva.
(b) \T�em�e�r inversn�� celo�c��seln�e funkce": Nech�t se zobrazen�� f : N → N

(kde N je zde mno�zina kladn�ych cel�ych �c��sel) d�a roz�s���rit na re�alnou rostouc��
funkci f̃ na intervalu 〈1,+∞) kter�a m�a inversn�� funkci φ. Potom, ozna�c��me-li
bxc resp. dxe doln�� resp. horn�� celou �c�ast re�aln�eho �c��sla x, je

dφ(−)e lev�y adjunkt zobrazen�� f, a
bφ(−)c prav�y adjunkt zobrazen�� f

(co�z okam�zit�e vid��me z toho, �ze dφ(m)e ≤ n pr�av�e kdy�z φ(m) ≤ n, a
bφ(m)c ≥ n pr�av�e kdy�z φ(m) ≥ n).

Tak nap�r��klad jsou dlog2e a blog2c lev�y a prav�y adjunkt k mocn�en�� 2n.
(c) Bu�dte X, Y libovoln�e mno�ziny a f : X → Y zobrazen�� mezi nimi.

M�ame
f [A] ⊆ B pr�av�e kdy�z A ⊆ f−1[B].

Tedy jsou zobrazen�� f [−] : P(X) → P(Y ), f−1[−] : P(Y ) → P(X) adjun-
gov�any, f [−] nalevo a f−1[−] napravo.

(d) f−1[−] m�e t�e�z prav�y adjunkt: je toti�z
f−1[B] ⊆ A pr�av�e kdy�z B ⊆ Y \ f [X \ A].

Zobrazen�� f [−] ale lev�y adjunkt nem�a.
(e) Bu�dM mno�zina (\abeceda"),M+ pologrupa slov vM aX = P(M+).

Ozna�c��me-li pro A,B,C ∈ X

A ·B = {ab |a ∈ A, b ∈ B},
C/B = {w |∀b ∈ B, wb ∈ C},
A\C = {w |∀a ∈ A, aw ∈ C},
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plat��
A ·B ⊆ C pr�av�e kdy�z A ⊆ C/B pr�av�e kdy�z B ⊆ A\C.

Zobrazen�� (A 7→ A ·B) : X → X resp. (B 7→ A ·B) : X → X jsou tedy lev�e
adjunkty k C 7→ C/B resp. C 7→ A\C.

6.4. V�yhodn�y popis adjunkc�� dost�av�ame z n�asleduj��c��ho tvrzen��.
V�eta. Isotonn�� zobrazen�� f : X → Y a g : Y → X jsou adjungov�ana (f

nalevo, g napravo) pr�av�e kdy�z plat��

f(g(y)) ≤ y a x ≤ g(f(x) (symbolicky fg ≤ id a gf ≥ id).
D�ukaz. Jsou-li f, g v adjunkci, plynou nov�e nerovnosti z toho, �ze g(y) ≤

g(y) a f(x) ≤ f(x). Nech�t naopak nov�e nerovnosti plat��; je-li f(x) ≤ y m�ame
x ≤ g(f(x)) ≤ g(y), je-li x ≤ g(y) je f(x) ≤ f(g(y)) ≤ y. �

6.5. D�usledek. Jsou-li isotonn�� zobrazen�� f, g adjungov�ana, plat��

fgf = f a gfg = g.

(Jeliko�z gf(x) ≥ x je f(gf(x)) ≥ f(x); na druh�e stran�e je fg(f(x)) ≤ f(x).
�)

6.6. V�eta. Lev�e Galoisovy adjunkty zachov�avaj�� suprema, a prav�e za-
chov�avaj�� in�ma.

D�ukaz provedeme pro suprema. Nech�t s = supM existuje. Potom je (viz
2.5) p�redev�s��m f(s) horn�� mez�� mno�ziny f [M ]. Je-li x horn�� mez mno�ziny
f [M ] m�ame, pro v�sechna m ∈ M , f(m) ≤ x a tedy m ≤ g(x). Je tedy g(x)
horn�� mez mno�ziny M , odtud s ≤ g(x) a kone�cn�e f(s) ≤ x. �

6.7. V�etu 6.6 nelze beze v�seho obr�atit. Nen�� divu, kdyby uspo�r�adan�e
mno�ziny X, Y m�ely suprema �ci in�ma jen pro m�alo podmno�zin, byla by
podm��nka jejich zachov�an�� slab�a. Plat�� v�sak

V�eta. Jsou-li X,Y �upln�e svazy, je isotonn�� zobrazen�� f : X → Y lev�y
(resp. prav�y) adjunkt pr�av�e kdy�z zachov�av�a v�sechna suprema (resp. in�ma).

D�ukaz. Nech�t f zachov�av�a suprema. De�nujme zobrazen�� g : Y → X
p�redpisem

g(y) = sup{x |f(x) ≤ y}.
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Trivi�aln�e f(x) ≤ y implikuje x ≤ g(y). Ale t�e�z naopak, je-li x ≤ g(y) =
sup{z |f(z) ≤ y}, dost�av�ame

f(x) ≤ sup{f(z) |f(z) ≤ y} ≤ y. �

6.8. Pozn�amka. P�uvodn�� Galoisova konexe, tak jak se objevila v Ga-
loisov�e teorii �re�sitelnosti algebraick�ych rovnic, byla konexe mezi antitonn��mi
zobrazen��mi,

f(x) ≤ y pr�av�e kdy�z g(y) ≤ x.

S touto variantou v literatu�re dosud �casto setk�av�ame. Krom�e p�uvodnosti pro
ni ale mnoho nemluv��: isotonn�� de�nice je pr�uhledn�ej�s��, a antitonn�� varianta
s z n�� snadno naformuluje (isotonn�� varianta naformulovan�a p�res antitonn��
mi naopak p�ripad�a dost k�re�covit�a).

7. Dv�e v�ety o pevn�ych bodech
7.1. V�eta. (Bourbakiho v�eta o pevn�em bod�e.) Nech�t v (X,≤) existuje
nejmen�s�� prvek a nech�t tam m�a ka�zd�y �ret�ezec

x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xn ≤ · · ·

supremum. Nech�t f : X → X zachov�av�a suprema takov�ychto �ret�ezc�u. Potom
f m�a pevn�y bod (t.j., existuje y ∈ X takov�e, �ze f(y) = y), a mezi pevn�ymi
body existuje nejmen�s��.

D�ukaz. Polo�zme x0 = ⊥ a de�nujme xn p�redpisem xn+1 = f(xn). Jeliko�z
x0 = ⊥ ≤ x1 dost�av�ame indukc�� xn+1 = f(xn) ≤ f(xn+1) = xn+2 a tedy plat��
x0 ≤ x1 ≤ · · · ≤ xn ≤ · · · . Ozna�cme y = supxn. Potom f(y) = sup f(xn) =
supxn+1 = y a y je pevn�y bod.

Bu�d t�e�z f(z) = z. M�ame ⊥ ≤ z a tedy indukc�� xn+1 = f(xn) ≤ f(z) = z,
tak�ze z je horn�� mez �ret�ezce x0, x1, x2, . . . , a tedy y ≤ z. �

7.2. T�reba�ze je to v�eta velmi jednoduch�a, m�a d�ule�zit�e d�usledky. Jedn��m
z nich je zn�am�a Prvn�� Kleeneova v�eta o rekursi.

Uva�zujme mno�zinu X = {f |f : A ⇀ B} parci�aln��ch zobrazen�� z mno�ziny
A do mno�ziny B uspo�r�adanou relac�� roz�s���ren��, t.j.,

f v g pr�av�e kdy�z de�ni�cn�� obor D(f) funkce f je obsa�zen
v de�ni�cn��m oboru D(g) funkce g a na D(f) je f(x) = g(x).
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Spojit�y funkcion�al f : X → X je isotonn�� zobrazen�� takov�e,�ze
je-li F (f)(a) = b, existuje kone�cn�a g v f takov�a, �ze F (g)(a) = b.

(Nap�r��klad: A = B je mno�zina p�rirozen�ych �c��sel a F je rekursn�� pravidlo.)
Plat��

V�eta. (Kleene) Pro ka�zd�y spojit�y funkcion�al F existuje nejmen�s�� f tako-
v�e, �ze F (f) = f .

D�ukaz. Pot�rebujeme dok�azat, �ze F zachov�av�a suprema �ret�ezc�u. Pro
�ret�ezec f1 v f2 v · · · v fn v · · · je z�rejm�e supremem zobrazen�� f de�novan�e
na ⋃

D(fn) p�redpisem f(x) = fn(x) na D(fn).
Trivi�aln�e plat��, �ze supF (fn) v F (f). Na druh�e stran�e, je-li F (f)(a) = b,

je f(g)(a) = b pro n�ejak�e kone�cn�e g v f . Z kone�cnosti vid��me, �ze g v fk pro
dostate�cn�e velk�e k; tedy F (fk)(a) = b. Tedy je i (supF (fn))(a) = b. �

7.3. V�eta. (Tarsk�eho-Knasterova v�eta o pevn�em bod�e) Ka�zd�e isotonn��
zobrazen�� �upln�eho svazu do sebe m�a pevn�y bod.

D�ukaz. Bu�d L �upln�y svaz a f : L → L isotonn��. Polo�zme M = {x |x ≤
f(x)} a s = supM . Pro x ∈ M je x ≤ s a tedy x ≤ f(x) ≤ f(s) tak�ze f(s)
je horn�� mez mno�ziny M a m�ame

s ≤ f(s),
a z isotonie f(s) ≤ f(f(s)), tak�ze f(s) ∈M . Proto t�e�z

f(s) ≤ s,

a kone�cn�e tedy f(s) = s. �

Pozn�amka. Dok�azali jsme vlastn�e, �ze existuje nejv�et�s�� pevn�y bod zob-
razen�� f . Obdobnou �uvahou o inf{x |x ≥ f(x)} dostaneme existenci nej-
men�s��ho pevn�eho bodu.

7.4. D�ukaz t�eto v�ety o pevn�em bod�e byl op�et velmi jednoduch�y. V�eta
v�sak m�a mnoho velmi d�ule�zit�ych a netrivi�aln��ch d�usledk�u. Dva z nich p�red-
vedeme.

7.4.1. Cantor-Bernsteinova v�eta. Bu�dte f : X → Y a g : Y → X
prost�a zobrazen��. Potom existuje vz�ajemn�e jednozna�cn�e zobrazen�� h mno�ziny
X na mno�zinu Y . Toto zobrazen�� je mo�zno nal�ezt takov�e, �ze v ka�zd�em bod�e
je h(x) de�nov�ano bu�d ve shod�e s f , nebo inversn�e s g.
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D�ukaz. De�nujme F : P(X)→ P(X) p�redpisem F (M) = X \g[Y \f [M ]]
a vezm�eme A n�ekter�y jeho pevn�y bod. M�ame tedy

A = X \ g[Y \ f [A]], to jest X \ A = g[Y \ f [A]]. (∗)
Polo�zme

h(x) =
{

f(x) pro x ∈ A
g−1(x) pro x /∈ A

(podle (∗) m�a takov�e g−1(x) pro x /∈ A smysl, samoz�rejm�e jednozna�cn�y).
Jeliko�z g je prost�e, m�ame podle (∗), g−1[X\A] = g−1g[Y \f [A]] = Y \f [A]

tak�ze pro x ∈ A a y ∈ X \ A je h(x) 6= h(y); pro x 6= y a x, y ∈ A nebo
x, y /∈ A je h(x) 6= h(y) trivi�aln�e. Tedy je h prost�e.

Pro y ∈ Y je bu�d y ∈ f [A] a pak je h-obrazem prvku z A, nebo je
y ∈ Y \ f [A] a potom je y = h(g(y)). Zobrazen�� h je tedy na. �

7.4.2. Stabilita her dvou osob s �uplnou informac��. Hru dvou
osob s �uplnou informac�� m�u�zeme popsat takto: je d�ana mno�zina X (mno�zina
mo�zn�ych stav�u hry), relace A ⊆ X ×X (pravidla pro prvn��ho hr�a�ce), relace
B ⊆ X ×X (pravidla pro druh�eho hr�a�ce), a prvek x0 ∈ X (po�c�ate�cn�� stav).
Partie v takov�e h�re je posloupnost

x0Ax1Bx2Ax3 · · · (kone�cn�a nebo nekone�cn�a) .

Hr�a�c prohr�av�a je-li na tahu, ale pravidla u�z mu hr�at nedovol��, v t�e situaci
pak jeho protihr�a�c vyhr�av�a. Nekone�cnou partii vyhodnocujeme jako remisu.

Strategie pro prvn��ho resp. druh�eho hr�a�ce je podmno�zina S ⊆ A resp.
S ⊆ B. Strategie je vytrval�a, umo�z�nuje-li z�ustat ve h�re pokud u�z se do n��
hr�a�c dostal, t.j., dejme tomu pro prvn��ho hr�a�ce,

kdykoli xSy a yBz existuje u takov�e, �ze zSu.

Vytrval�a strategie S je�st�e nezaru�cuje, �ze hr�a�c neprohraje; k tomu se mus��
je�st�e dostat do stavu v n�em�z S m�u�ze pou�z��t. Tedy, neprohr�avaj��c�� strategie
prvn��ho hr�a�ce je takov�a vytrval�a strategie S pro kterou x0S 6= ∅, a pro
druh�eho hr�a�ce mus�� b�yt takov�a, �ze yS 6= ∅ pro ka�zd�e y takov�e, �ze x0Ay.

Variantu n�asleduj��c�� v�ety dok�azal Kalm�ar v roce 1928.
V�eta. Aspo�n jeden z hr�a�c�u m�a neprohr�avaj��c�� strategii. N�asledkem toho,

nedovoluje-li hra nekone�cn�e partie, jeden z hr�a�c�u m�a vyhr�avaj��c�� strategii.
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D�ukaz. Pro P ⊆ X × X polo�zme r(P ) = {(x, y) |yP = ∅} a pro pevn�a
A,B ⊆ X ×X de�nujme zobrazen�� φAB : P(X ×X) → P(X ×X), z�rejm�e
isotonn��, p�redpisem

φAB(P ) = A ∩ r(B ∩ r(P )).
Vezm�eme A,B relace z de�nice hry, zvolme SII n�ejak�y pevn�y bod zobrazen��
φBA (tak�ze

SII = B ∩ r(A ∩ r(SII)) )
a polo�zme SI = A ∩ r(SII). Potom je SI pevn�y bod φAB (m�ame φAB(SI) =
A ∩ r(B ∩ r(A ∩ r(SII))) = A ∩ r(SII) = SI).

Fakt. SI resp. SII je vytrval�a strategie prvn��ho resp. druh�eho hr�a�ce.

(T�reba pro SII : Bu�d xSIIy a yAz. Kdyby zSII = ∅, bylo by (y, z) ∈
A ∩ r(SII). Jenom�ze (x, y) ∈ SII ⊆ r(A ∩ r(SII)) a tedy by mno�zina
y(A ∩ r(SII)) m�ela b�yt pr�azdn�a. �)

P�redpokl�adejme nyn��, �ze druh�y hr�a�c prohraje. Tedy se nemohl dostat k tahu
ve strategii SII co�z znamen�a, �ze prvn�� hr�a�c mohl zvolit prvn�� tah x0Ax1 tak,
�ze xSII = ∅. Tedy (x0, x1) ∈ A∩ r(SII) = SI a SI je neprohr�avaj��c�� strategie
prvn��ho hr�a�ce. �

8. Relace \hluboko pod"
V tomto odd��le se jen kr�atce zm��n��me o jist�e relaci odvozen�e z �c�aste�cn�eho
uspo�r�ad�an��, kter�a sehr�ala v�yznamnou roli v n�ekter�ych parti��ch teoretick�e
informatiky.

8.1. �Rekneme, �ze x je hluboko pod y v uspo�r�adan�e mno�zin�e (X,≤), a
p���seme

x� y,

jestli�ze pro ka�zdou usm�ern�enou podmno�zinu D ⊆ X (viz 3.4) plat�� implikace
y ≤ supD ⇒ ∃d ∈ D, x ≤ d.

P�r��klady. (a) V line�arn�e uspo�r�adan�ych mno�zin�ach je x� y pr�av�e kdy�z
x < y (viz (2') v 2.1.1). To je nezaj��mav�y p�r��pad a v aplikac��ch roli nehraje.
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(b) Ve svazu (P(X) ⊆) je A� B pr�av�e kdy�z A je kone�cn�a (s t��m souvis��
v�yraz \A ⊂⊂ B" n�ekdy v litreatu�re u�z��van�y pro \A je kone�cn�a podmno�zina
B").

(c) Abychom mohli uv�est skute�cn�e podstatn�y p�r��klad, trochu p�redb�ehne-
me. M�u�zeme snad ale p�redpokl�adat, �ze se �cten�a�r u�z d�r��ve n�eco dozv�ed�el o
metrick�ych prostorech a �ze v��, �ze z ka�zd��ho pokryt�� kompaktn��ho prostoru
otev�ren�ymi mno�zinami lze vybrat kone�cn�e podpokryt��.

Vezm�eme svaz otev�ren�ych mno�zin n�ejak�eho metrick�eho prostoru (uspo-
�r�adan�y inklus��). Bu�dte U, V otev�ren�e mno�ziny takov�e, �ze existuje kompaktn��
K takov�e, �ze U ⊆ K ⊆ V . Potom je U � V : je-li V ≤

⋃
D kde D je syst�em

otev�ren�ych mno�zin, existuj�� V1, . . . , Vn ∈ D takov�e, �ze K ⊆ V1∪· · ·∪Vn. Je-li
D usm�ern�en�y, existuje W ∈ D takov�a, �ze pro v�sechna i je Vi ⊆ W , tak�ze
U ⊆ K ⊆ W .

Z�rejm�e plat��
8.1.1. Pozorov�an��. 1. Je-li x� y, je x ≤ y.
2. Je-li x ≤ x′ � y′ ≤ y, je x� y.

8.2. �Rekneme, �ze uspo�r�adan�a mno�zina je spojit�a, je-li
∀x, x = ∨

{y |y � x},

a jsou-li v�sechny mno�ziny {y |y � x} usm�ern�en�e.
(P�ripome�nte si p�r��klad (c) v 8.1. Jednalo-li se o lok�aln�e kompaktn�� pros-

tor, byl svaz otev�ren�ych mno�zin spojit�y.)
8.3. Tvrzen��. Ve spojit�e uspo�r�adan�e mno�zin�e je relace � interpola-

tivn��. Nav��c plat��, �ze je-li a1, a2 � b, existuje prvek c takov�y, �ze (simult�ann�e)
a1, a2 � c� b.

D�ukaz. Bu�d a � b. M�ame b = ∨
{x |x � b}, a ka�zd�y prvek x � b

m�u�zeme vyj�ad�rit podobn�e, tak�ze je
b = ∨

{x |∃y, x� y � b}, (∗)
co�z je op�et usm�ern�en�a mno�zina (je-li xi � yi � b je pro vhodn�e y � b,
y1, y2 ≤ y a tedy x1, x2 � y �; z usm�ern�enosti mno�ziny {x |x � y} pak
dostaneme x takov�e, �ze xi � x � y � b). Jestli�ze jsou ai � b, existuj�� xi
a yi takov�e, �ze ai ≤ xi � yi � b. Op�et zvolme c � b tak, aby yi ≤ c a
dostaneme ai � c� b. �
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�Cten�a�r si jist�e v�siml, �ze jednu �uvahu jsme jakoby d�elali dvakr�at. Poprv�e
jsme se pot�rebovali ujistit, �ze mno�zina v (∗) je v�ubec usm�ern�en�a, abychom
mohli pou�z��t de�nici relace � : ta toti�z o obecn�ych supremech ne�r��k�a nic.

8.3.1. D�usledek. Je-li ve spojit�e usp�r�adan�e mno�zin�e (X,≤) pro n�ejak�e
prvky a � b, je-li D ⊆ X usm�ern�en�a, a je-li b ≤ supD, existuje d ∈ D
takov�e, �ze a� d.

8.4. V aplikac��ch �casto m��sto spojit�ych uspo�r�adan�ych mno�zin vystupuj��
uspo�r�adan�e mno�ziny s n�aasleduj��c�� o trochu siln�ej�s�� vlastnost��.

Prvek a ∈ (X,≤) nazveme kompaktn��m je-li a� a. Uspo�r�adan�a mno�zina
je algebraick�a, je-li jej�� ka�zd�y prvek usm�ern�en�ym supremem kompaktn��ch
y ≤ x. Jinak �re�ceno, v de�nici 8.2 je v�yraz x = ∨

{y |y � x} nahrazen
v�yrazem x = ∨

{y |y � y ≤ x}.
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Kapitola III

Svazy jako algebry

Na suprema a∨ b �ci in�ma a∧ b v polosvazech a svazech se m�u�zeme d��vat
jako na bin�arn�� operace a v t�eto kapitole budeme tomuto pohledu d�avat
p�rednost. Co se t�y�ce vnit�rn�� struktury polosvaz�u a svaz�u dostaneme ekviva-
lentn�� popisy, kter�e nav��c otev��raj�� �radu d�ule�zit�ych ot�azek. Je ov�sem t�reba
si uv�edomit, �ze p�ri algebraick�em pohledu se m�en�� preference zobrazen��: u
uspo�r�adan�ych mno�zin bylo p�rirozen�e d�avat p�rednost isotonn��m zobrazen��m,
u algeber n�as v��c zaj��maj�� homomor�smy, t.j. zobrazen��, kter�a respektuj�� op-
erace (nap�r., spl�nuj�� rovnice f(a ∧ b) = f(a) ∧ f(b) a pod.). Homomor�sm�u
je samoz�rejm�e m�en�e.

1. a ∧ b a a ∨ b jako bin�arn�� operace
1.1. Z II.2.2 okam�zit�e vid��me, �ze plat��

a ∧ (b ∧ c) = (a ∧ b) ∧ c,
a ∧ b = b ∧ a, (∧-eq)
a ∧ a = a.

M�a-li polosvaz nejv�et�s�� prvek 1, plat�� d�ale
1 ∧ a = a. (1-eq)

1.2. Rovnice (∧-eq) popisuj�� strukturu polosvazu. Plat�� toti�z
V�eta. Nech�t je na mno�zin�e X d�ana bin�arn�� operace ∧ spl�nuj��c�� rovnice

(∧-eq). Potom existuje pr�av�e jedno uspo�r�ad�an�� v n�em�z je a ∧ b = inf{a, b}.
Takto uspo�r�adan�a mno�zina X je polosvaz s jednotkou pr�av�e kdy�z v n�em

existuje prvek 1 spl�nuj��c�� rovnici (1-eq).
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D�ukaz. Takov�e uspo�r�ad�an�� je nejv�y�s jedno, proto�ze mus�� b�yt x ≤ y pr�av�e
kdy�z x = inf{x, y}. De�nujme tedy

x ≤ y ≡df x ∧ y = x.

Tato relace je uspo�r�ad�an��: x ≤ x proto�ze x ∧ x = x; je-li x ≤ y ≤ z m�ame
x ∧ y = x a y ∧ z = y a tedy x ∧ z = (x ∧ y) ∧ z = x ∧ (y ∧ z) = x ∧ y = x a
tedy x ≤ z; kone�cn�e je-li x ≤ y ≤ x je x = x ∧ y = y ∧ x = y.

V tomto uspo�r�ad�an�� je x ∧ y = inf{x, y}: p�redev�s��m je to doln�� mez
mno�ziny {x, y}, proto�ze (x∧y)∧x=(x∧x)∧y = x∧y a je�st�e bezprost�redn�eji
(x∧ y)∧ y = x∧ y; je z doln��ch mez�� nejv�et�s��, proto�ze je-li z ∧ x = z = z ∧ y
m�ame z ∧ (x ∧ y) = (z ∧ x) ∧ y = z ∧ y = z a tedy z ≤ x ∧ y.

Je-li 1 ∧ a = a je v na�s�� de�nici a ≤ 1. �

1.3. Je-li X svaz, m�ame krom�e operace ∧ dal�s�� operaci ∨ spl�nuj��c�� rovnice
a ∨ (b ∨ c) = (a ∨ b) ∨ c,
a ∨ b = b ∨ a, (∨-eq)
a ∨ a = a

a operace ∧ a ∨ jsou sv�az�any rovnicemi
a ∧ (a ∨ b) = a, a ∨ (a ∧ b) = a. (∧∨-eq)

Plat��
V�eta. Nech�t jsou na mno�zin�e X d�any bin�arn�� operace spl�nuj��c�� rovnice

(∧-eq), (∨-eq) a (∧∨-eq). Potom na X existuje pr�av�e jedno uspo�r�ad�an�� ≤
takov�e, �ze a ∧ b = inf{a, b} a a ∨ b = sup{a, b}.

X je svaz s nulou a jednotkou pr�av�e kdy�z v n�em existuj�� prvky 0 a 1
spl�nuj��c��

0 ∨ a = 1 ∧ a = a pro v�sechna a.

D�ukaz. Jako v za�c�atku p�redchoz��ho d�ukazu p�redev�s��m vid��me, �ze uspo�r�a-
d�an�� mus�� b�yt ur�ceno po�zadavkem x ≤ y pr�av�e kdy�z x = inf{x, y}. Aplikac��
t�eho�z na Xop vid��me, �ze ale t�e�z mus�� b�yt x ≤ y pr�av�e kdy�z y = sup{x, y}.
Cel�a z�ale�zitost se tedy redukuje na ot�azku, zda tyto po�zadavky je mo�zno
sladit (potom u�z tvrzen�� plyne z p�redchoz�� v�ety aplikovan�e na X a Xop). Jde
tedy o to, zda de�nice

x ≤1 y pr�av�e kdy�z x ∧ y = x,

x ≤2 y pr�av�e kdy�z x ∨ y = y
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d�avaj�� tot�e�z uspo�r�ad�an��. M�ame-li v�sak x∧ y = x, je y = y ∨ (x∧ y) = y ∨ x,
a je-li y = y ∨ x je x = x ∧ (y ∨ x) = x ∧ y. �

1.4. Budeme-li d�ale mluvit o podsvazech nebo podpolosvazech, m�ame na
mysli podalgebry. To jest, nesta�c�� aby to byla podmno�zina v n���z je zachov�ano
uspo�r�ad�an��: mus�� b�yt nav��c tak�e uzav�rena na p�r��slu�sn�a suprema a in�ma.

Pozn�amka. V II.5.1 jsme se setkali s t��m, �ze ne ka�zd�e zobrazen�� na
dovolovalo (injektivn��) vytvo�ren�� (spr�avn�eho) kvocientu; zde ani ka�zd�e vlo-
�zen�� (obecn�eji, prost�e zobrazen��) nedovol�� projektivn�� vytv�a�ren�� (spr�avn�eho
podobjektu). Tak je tomu u algeber b�e�zn�e.

Na druh�e stran�e, sou�ciny svaz�u, polosvaz�u, atd., jsou algebry stejn�eho
typu. I to je u algeber jev b�e�zn�y, a dozv��me se o n�em v��c v p�r���st�� kapitole.

2. Modul�arn�� a distributivn�� svazy
2.1. �Rekneme, �ze svaz L je modul�arn��, plat��-li v n�em implikace

a ≤ c ⇒ a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ c.
2.1.1. Pozn�amka. Uv�edomte si, �ze implikace

a ≤ c ⇒ a ∨ (b ∧ c) ≤ (a ∨ b) ∧ c.
plat�� v�zdy. V modularit�e jde tedy o opa�cnou nerovnost.

2.2. Modul�arn�� svazy hraj�� v�yznamnou roli v algeb�re i jinde, pro n�as
zde ale tento pojem hraje roli sp���s pomocnou. Proto z mnoha zaj��mav�ych
vlastnost�� zde dok�a�zeme jen n�asleduj��c�� charakteristiku.

V�eta. Svaz L je modul�arn�� pr�av�e kdy�z neobsahuje podsvaz isomorfn�� se
svazem C5 z obr�azku 1.
(Na obr�azku jsou prvky uspo�r�ad�any zdola nahoru po vyzna�cen�ych cest�ach.
Podobn�e v dal�s��m.)

D�ukaz. I. Nech�t L obsahuje C5. Potom (u�z��v�ame zna�cen�� z obr�azku) je
x ∨ (a ∧ y) = x ∨ b = x < y = c ∧ y = (x ∨ a) ∧ y

t�reba�ze x ≤ y. Tedy L nen�� modul�arn��.
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Obr. 1: C5, kon�gurace zak�azan�a v modul�arn��m svazu.

II. Nech�t L nen�� modul�arn��. Tedy existuj�� u, v, w tak, �ze u ≤ w a u ∨
(v ∧ w) < (u ∨ v) ∧ w. Potom v nem�u�ze b�yt srovnateln�e s u ∨ (v ∧ w) ani
s (u ∨ v) ∧ w (kdyby bylo v ≤ (u ∨ v) ∧ w bylo by v ≤ w a u ∨ (v ∧ w) =
(u ∨ v) ∧ w = u ∨ v; kdyby bylo v ≥ u ∨ (v ∧ w), bylo by v ≥ u a tedy
u ∨ (v ∧ w) = (u ∨ v) ∧ w = v ∧ w).

M�ame v ∨ u ∨ (v ∧ w) = v ∨ u a jeliko�z je�st�e (u ∨ v) ∧ w ≤ v ∨ u, je t�e�z
v∨u ≥ v∨ ((u∨ v)∧w). Podobn�e v∧ (u∨ (v∧w) = v∧ (u∨ v)∧w = v∧w.
V L tedy dostaneme kopii C5 polo�z��me-li a = v, b = v ∧ w, c = v ∨ w,
x = u ∨ (v ∧ w) a y = (u ∨ v) ∧ w. �

2.3. Svaz je distributivn�� plat�� li v n�em rovnice
a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c). (distr)

To velmi p�ripom��n�a vztah mezi s�c��t�an��m a n�asoben��m jak ho zn�ate z arit-
metiky. Analogie v�sak nejde p�r��li�s daleko. Trochu p�rekvapiv�e zde automatic-
ky m�ame t�e�z distributivitu v opa�cn�em po�rad�� operac��. Plat�� toti�z

2.3.1. V�eta. Svaz L je distributivn�� pr�av�e kdy�z v n�em plat�� rovnice

a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c). (distr')
Jin�ymi slovy, L je distributivn�� pr�av�e kdy�z Lop je distributivn��.

D�ukaz. Plat��-li (distr), m�ame (a∨b)∧(a∨c) = ((a∧(a∨c))∨(b∧(a∨c))) =
a ∨ (b ∧ a) ∨ (b ∧ c) = a ∨ (b ∧ c). Stejn�e dostaneme opa�cnou implikaci. �

2.4. Jeliko�z p�ri a ≤ c je a ∨ c = c vid��me okam�zit�e, �ze
ka�zd�y distributivn�� svaz je modul�arn��.

2.5. Lemma. Modul�arn�� svaz je distributivn�� pr�av�e kdy�z v n�em plat��
rovnost

(a ∧ b) ∨ (a ∧ c) ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c) ∧ (b ∨ c).
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Pozn�amka. Nerovnost (a∧b)∨ (a∧c)∨ (b∧c) ≤ (a∨b)∧ (a∨c)∧ (b∨c).
z�rejm�e plat�� v�zdy, jde tedy jen o opa�cnou nerovnost.

D�ukaz. I. Je-li svaz distributivn��, je (a∨b)∧(a∨c)∧(b∨c) = (a∨(b∧(a∨
c)))∧ (b∨ c) = (a∧ (b∨ c))∨ (b∧ (a∨ c)) = (a∧ b)∨ (a∧ c)∨ (b∧ a)∨ (b∧ c).

II. Nech�t rovnice plat��. Potom m�ame
(a ∨ b) ∧ c = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c) ∧ (b ∨ c) ∧ c = ((a ∧ b) ∨ ((a ∧ c) ∨ (b ∧ c)) ∧ c.
Je-li svaz nav��c modul�arn�� m�ame d�ale, proto�ze (a ∧ c) ∨ (b ∧ c) ≤ c,

· · · = (a ∧ c) ∨ (b ∧ c) ∨ (a ∧ b ∧ c) = (a ∧ c) ∨ (b ∧ c). �

2.6. V�eta. Svaz L je distributivn�� pr�av�e kdy�z neobsahuje podsvaz iso-
morfn�� se svazem C5 z obr�azku 1 ani podsvaz isomorfn�� se svazem D3 z
obr�azku 2.
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Obr. 2: D3, dal�s�� kon�gurace zak�azan�a v distributivn��m svazu.
D�ukaz. I. Obsahuje-li L kon�guraci C5 nen�� ani modul�arn��. Obsahuje-li

D3 je distributivita poru�sena nerovnost�� (a ∧ x) ∨ (a ∧ y) = b 6= a = a ∧ c =
a ∧ (x ∨ y).

II. Nech�t svaz nen�� distributivn��. Nen��-li modul�arn��, obsahuje C5. Bu�d
tedy L modul�arn��. Podle 2.5 existuj�� a, b, c ∈ L takov�e, �ze

d = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c) ∨ (b ∧ c) < h = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c) ∧ (b ∨ c).
Polo�zme

u = (a ∨ (b ∧ c)) ∧ (b ∨ c),
v = (b ∨ (a ∧ c)) ∧ (a ∨ c),
w = (c ∨ (a ∧ b)) ∧ (a ∨ b).
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Dok�a�zeme, �ze
u ∧ v = u ∧ w = v ∧ w = d a u ∨ v = u ∨ w = v ∨ w = h. (∗)

K tomu sta�c�� dok�azat jen to, �ze u ∧ v = d (zbytek dostaneme permutac��
prvk�u a, b, c a z�am�enou ∧ a ∨ kterou m�u�zeme ud�elat proto, �ze z de�nice
prvk�u u, v, w dostaneme pomoc�� modularity

u = (a ∧ (b ∨ c)) ∨ (b ∧ c),
v = (b ∧ (a ∨ c)) ∨ (a ∧ c),
w = (c ∧ (a ∨ b)) ∨ (a ∧ b). )

Skute�cn�e m�ame (u�z��v�ame op�et modularity)
u ∧ v = (a ∨ (b ∧ c)) ∧ (b ∨ c) ∧ (b ∨ (a ∧ c)) ∧ (a ∨ c) =

= (a ∨ (b ∧ c)) ∧ (b ∨ (a ∧ c)) = (a ∧ (b ∨ (a ∧ c))) ∨ (b ∧ c) =
= (a ∧ b) ∨ (a ∧ c) ∨ (b ∧ c).

Podle (∗), jeliko�z d 6= h, m�ame nyn�� D3 representov�ano nesrovnateln�ymi
prvky u, v, w, spole�cn�ym in�mem dvojic d a spole�cn�ym supremem dvojic h.
�

2.7. V�eta. Svaz L je distributivn�� pr�av�e kdy�z ka�zd�a soustava rovnic
tvaru

a ∧ x = b

a ∨ x = c

m�a nejv�y�s jedno �re�sen��.
D�ukaz. I. Nech�t je L distributivn�� a nech�t

a ∧ x = b, a ∨ x = c, a ∧ y = b a a ∨ y = c.

Potom x = x∧ (a∨ x) = x∧ (a∨ y) = (x∧ a)∨ (x∧ y) = (y ∧ a)∨ (x∧ y) =
y ∧ (a ∨ x) = y ∧ (a ∨ y) = y.

II. Nech�t L nen�� distributivn��. Potom v kter�ekoli z kon�gurac�� C5 nebo
D3 jsou x i y �re�sen�� na�s�� soustavy rovnic. �
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3. Ide�aly a �ltry v distributivn��ch svazech
3.1. Analogicky s de�nic��, kterou asi zn�ate z teorie okruh�u (d��vejme se na
chv��li na operaci ∨ jako na \s�c��t�an��" a na ∧ jako na \n�asoben��") de�nujeme
ide�al v distributivn��m svazu L s nulou a jednotkou jako podmno�zinu J ⊆ L
takovou, �ze

0 ∈ J,
a, b ∈ J ⇒ a ∨ b ∈ J, (idl)
b ≤ a & a ∈ J ⇒ b ∈ J.

V analogii s de�nic�� ide�al�u v okruz��ch �cten�a�r asi o�cek�aval m��sto t�ret��ho
po�zadavku po�zadavek

b ∈ L & a ∈ J ⇒ a ∧ b ∈ J ;
formule v (idl) je s t��m ale ekvivalentn�� (b ≤ a jsou p�resn�e ty prvky, kter�e se
daj�� napsat jako b′ ∧ a pro b′ ∈ L) a snadn�eji se s n�� pracuje.

V��me ji�z tak�e, �ze na rozd��l od okruh�u je situace mezi operacemi ∨ a
∧ symetrick�a. To ale nen�� jedin�y d�uvod pro zaveden�� n�asleduj��c��ho pojmu;
motivace je bohat�s��, t�reba okol�� bod�u v topologii (viz jednu z dal�s��ch kapitol)
se chovaj�� takov�ymto zp�usobem. Filtr v L je de�nov�an jako podmno�zina
F ⊆ L takov�a, �ze

1 ∈ F,
a, b ∈ F ⇒ a ∧ b ∈ F, (tr)
b ≥ a & a ∈ F ⇒ b ∈ F.

�Rekneme, �ze ide�al resp. �ltr je vlastn��, jestli�ze to nen�� cel�y svaz L, tedy
v p�r��pad�e ide�alu jestli�ze 1 /∈ J , v p�r��pad�e �ltru jestli�ze 0 /∈ F . �Casto se
automaticky p�redpokl�ad�a, �ze ide�al resp. �ltr vlastn�� je.

3.2. Prvoide�al resp. prvo�ltr je vlastn�� ide�al J resp. �ltr F takov�y, �ze
kdykoli a ∧ b ∈ J, m�ame a ∈ J nebo b ∈ J
resp. kdykoli a ∨ b ∈ F, m�ame a ∈ F nebo b ∈ F

(srovnejte s odpov��daj��c�� de�nic�� v okruz��ch).
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Maxim�aln�� ide�al resp. �ltr je vlastn�� ide�al resp. �ltr, kter�y nen�� obsa�zen v
�z�adn�em v�et�s��m ide�alu resp. �ltru. �Casto pot�rebujeme maximalitu vzhledem
k n�ejak�e speci�aln�ej�s�� podm��nce { viz t�reba Birkho�ova v�eta d�ale.

3.3. Prvo�ltry na L jsou v p�rirozen�em vz�ajemn�e jednozna�cn�em vztahu s
homomor�smy (zachov�avaj��c��mi 0 a 1)

h : L→ 2,

kde 2 je dvouprvkov�y svaz {0 < 1}.
Skute�cn�e: k prvo�ltru F ⊆ L p�ri�ra�dme zobrazen��

hF : L→ 2 de�novan�e p�redpisem hF (x) =
{ 0 jestli�ze x /∈ F,

1 jestli�ze x ∈ F.
Potom m�ame hF (a ∧ b) = 1 pr�av�e kdy�z a ∧ b ∈ F pr�av�e kdy�z a ∈ F a b ∈ F
pr�av�e kdy�z hF (a) ∧ hF (b) = 1, a hF (a ∨ b) = 1 pr�av�e kdy�z a ∨ b ∈ F pr�av�e
kdy�z a ∈ F nebo b ∈ F pr�av�e kdy�z hF (a) ∨ hF (b) = 1; hF (0) = 0 proto�ze F
je vlastn�� �ltr, a hF (1) = 1 proto�ze 1 ∈ F .

Na druh�e stran�e k homomor�smu h : L→ 2 de�nujme Fh ⊆ L p�redpisem
a ∈ Fh pr�av�e kdy�z h(a) = 1.

Potom 0 /∈ Fh 3 1 a kdykoli a, b ∈ Fh je h(a ∧ b) = h(a) ∧ h(b) = 1 a tedy
a ∧ b ∈ Fh; je-li a ∨ b ∈ Fh, t.j., h(a ∨ b) = h(a) ∨ h(b) = 1, nem�u�ze b�yt
h(a) = h(b) = 0.

Kone�cn�e m�ame a ∈ FhF pr�av�e kdy�z hF (a) = 1 pr�av�e kdy�z a ∈ F , a
hFh(a) = 1 pr�av�e kdy�z a ∈ Fh pr�av�e kdy�z h(a) = 1.

Prvo�ltry a p�r��slu�sn�e homomor�smy do svazu 2 jsou v konstrukc��ch �casto
vz�ajemn�e nahrazov�any, podle toho, co je pr�av�e technicky v�yhodn�ej�s��.

3.4. Lemma. Nech�t J je ide�al a F �ltr v L a nech�t plat�� J ∩ F = ∅.
Potom existuje �ltr F ⊇ F maxim�aln�� vzhledem k podm��nce F ∩ J = ∅, a
tento F je prvo�ltr.

D�ukaz. Bu�d F n�ejak�a soustava �ltr�u obsahuj��c��ch F a disjunktn��ch s J ,
takov�a, �ze pro kter�ekoli dva F1, F2 ∈ F je bu�d F1 ⊆ F2 nebo F2 ⊆ F1. Potom
je z�rejm�e ⋃

F �ltr, st�ale je�st�e disjunktn�� s J . Podle Zornova lemmatu (ve
variant�e principu maximality, viz I.4.6) tedy maxim�aln�� �ltr F z prvn�� �c�asti
tvrzen�� existuje. Jde o to, dok�azat, �ze je to prvo�ltr.
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Bu�d a /∈ F , b /∈ F a a ∨ b ∈ F . De�nujme
G = {x |x ∨ b ∈ F}.

Jsou-li x, y ∈ G m�ame (x ∧ y) ∨ b = (x ∨ b) ∧ (y ∨ b) ∈ F a tedy x ∧ y ∈ G,
je-li z ≥ x je z ∨ b ≥ x∨ b ∈ F a tedy z ∈ G. Tedy je G �ltr a jeliko�z z�rejm�e
G ⊇ F a G 3 a /∈ F , je to �ltr ost�re v�et�s�� ne�z F a tedy ji�z nem�u�ze b�yt
disjunktn�� s J . Zvolme c1 ∈ G ∩ J (tedy speci�aln�e c1 ∨ b ∈ F ) a de�nujme

H = {x |x ∨ c1 ∈ F}.

Stejn�e jako naho�re, H je �ltr a je ost�re v�et�s�� ne�z F , obsahuje toti�z b. Mus��
tedy ji�z obsahovat n�ejak�y c2 ∈ J . To je ale spor, m�eli bychom c1∨c2 ∈ J∩F .
�

3.5. V�eta. (Birkho�ova v�eta) Nech�t J je ide�al a F �ltr v L a nech�t plat��
J ∩ F = ∅. Potom existuj�� prvo�ltr F ⊇ F a prvoide�al J ⊇ J takov�e, �ze
J ∩ F = ∅.

D�ukaz. Z lemmatu vezm�eme F a J a pou�zijme podruh�e toto lemma
v du�aln�� podob�e (t.j., z�am�enou ide�al�u a �ltr�u, a operac�� ∨ a ∧) na tuto
disjunktn�� dvojici). �

3.5.1. Pozn�amky. 1. Existenci maxim�aln��ch �ltr�u z de�nice 3.2
(a prvo�ltr�u) obsahuj��c��ch dan�y (vlastn��) �ltr dostaneme samoz�rejm�e u�zit��m
ide�alu ↓0, podobn�e pro ide�aly.

2. �casto se u�z��v�a n�asleduj��c�� d�usledek v�ety 3.5:
Nech�t (v distributivn��m svazu s nulou a jednotkou) a � b. Potom existuje

prvo�ltr F takov�y, �ze b /∈ F 3 a.
3. Pou�zit�� Zornova lemmatu (ekvivalentn��ho s axiomem v�yb�eru) bylo

podstatn�e. Bez v�yb�erov�eho principu by v�eta neplatila.

4. Pseudokomplementy a komplementy
4.1. Bu�d L svaz s nulou, a ∈ L. Nejv�et�s�� element x takov�y, �ze x ∧ a = 0,
pokud existuje (co�z samoz�rejm�e nemus��), naz�yv�ame pseudokomplementem
prvku a a obvykle ozna�cujeme

a∗.
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Pseudokomplement je tedy ur�cen (z�rejm�e jednozna�cn�e) formul��
x ≤ a∗ pr�av�e kdy�z x ∧ a = 0. (psc)

Pseudokomplement�arn�� svaz je svaz (s nulou) jeho�z ka�zd�y element m�a pseu-
dokomplement.

Speci�aln�e m�ame v pseudokomplement�arn��m svazu
a ≤ 0∗ pr�av�e kdy�z a ∧ 0 = 0 t.j. v�zdy.

Tedy pseokomplement�arn�� svaz m�a v�zdy nulu i jednotku a plat�� 0∗ = 1, a
z�rejm�e t�e�z 1∗ = 0.

4.2. Z formule (psc) okam�zit�e dost�av�ame
Pozorov�an��. Zobrazen��

a 7→ a∗

pseudokomplement�arn��ho svazu do sebe je antitonn��.

4.3. V�eta. 1. a ≤ a∗∗.
2. a∗ = a∗∗∗.
3. a ∧ b = 0 pr�av�e kdy�z a∗∗ ∧ b = 0.
4. (a ∨ a∗)∗ = 0.
D�ukaz. 1. Proto�ze a ∧ a∗ = 0 m�ame a ≤ (a∗)∗.
2. Z 1 okam�zit�e a∗ ≤ (a∗)∗∗, z 1 a antitonie a∗ ≥ (a∗∗)∗.
3. Z 2: a ∧ b = 0 pr�av�e kdy�z b ≤ a∗ pr�av�e kdy�z b ≤ (a∗∗)∗ prav�e kdy�z

a∗∗ ∧ b = 0.
4. x ∧ (a ∨ a∗) = 0 pr�av�e kdy�z x ∧ a = 0 a x ∧ a∗ = 0, t.j. x ≤ a∗ a

x ≤ a∗∗, tedy x ≤ a∗ ∧ a∗∗ = 0. �

4.4. V�eta. V psudokomplement�arn��m svazu plat�� formule

(a ∧ b)∗∗ = a∗∗ ∧ b∗∗.

D�ukaz. Trivi�aln�e (a∧ b)∗∗ ≤ a∗∗∧ b∗∗. Na druh�e stran�e m�ame podle 4.3.1,
a∧ b ≤ (a∧ b)∗∗, tedy a∧ b∧ (a∧ b)∗ = 0 a podle 4.3.3 a∗∗ ∧ b∧ (a∧ b)∗ = 0
a znovu podle 4.3.3 a∗∗ ∧ b∗∗ ∧ (a ∧ b)∗ = 0, a kone�cn�e a∗∗ ∧ b∗∗ ≤ (a ∧ b)∗∗.
�
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4.5. V�eta. (DeMorganova formule) Nech�t v pseudokomplement�arn��m
svazu L existuje supj∈J aj. Potom existuje infj∈J a∗j a plat��

(sup
j∈J

aj)∗ = inf
j∈J

a∗j .

D�ukaz. y ≤ (supxj)∗ pr�av�e kdy�z y ∧ (supxj) = 0 pr�av�e kdy�z supxj ≤ y∗

pr�av�e kdy�z pro v�sechna j, xj ≤ y∗ pr�av�e kdy�z pro v�sechna j, xj ∧ y = 0
pr�av�e kdy�z pro v�sechna j, y ≤ x∗j . �

4.6. Pozn�amky. 1. Pseudokomplement v pseudokomplement�arn��m
svazu je p�r��pad Galoisovy (samo)adjunkce: z ekvivalenc�� y ≤ x∗ ⇔ x∧ y =
0 ⇔ x ≤ y∗ dostaneme

x∗ ≤op y pr�av�e kdy�z x ≤ y∗;
tedy je (x 7→ x∗) : (X,≤)→ (X,≤)op lev�y adjunkt k (x 7→ x∗) : (X,≤)op →
(X,≤). Odtud V�eta 4.5 okam�zit�e plyne (vzpome�nte si na II.6). Srovnejte
t�e�z 4.3.1 s II.6.4.

2. Pseudokomplement�arn�� svaz nemus�� b�yt distributivni. V�etu 4.5 v�sak
m�u�zeme ch�apat jako jakousi \slabou distributivitu". M�u�zeme ji p�repsat do
tvaru

(∨xj) ∧ y = 0 pr�av�e kdy�z ∨(xj ∧ y) = 0.

4.7. Prvek b nazveme komplementem prvku a ve svazu L, plat��-li
a ∧ b = 0 a a ∨ b = 1.

Komplement samoz�rejm�e nemus�� existovat. A ani nemus�� b�yt jednozna�cn�e
ur�cen: viz prvky x, y, komplementy a v (dokonce modul�arn��m) svazu D3 z
2.6. Podle v�ety 2.7 ale m�ame

4.7.1. Pozorov�an��. V distributivn��m svazu m�a ka�zd�y prvek nejv�y�s jeden
komplement.

4.8. Pseudokomplementy nemus�� b�yt komplementy. Plat�� ale aspo�n
V�eta. 1. V pseudokomplement�arn��m svazu je (a ∨ a∗)∗∗ = 1.
2. V distributivn��m svazu je ka�zd�y komplement pseudokomplement.
D�ukaz. 1 Plyne okam�zit�e z 4.3.4.
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2. Je-li b komplement a a x∧a = 0 m�ame x = x∧(a∨b) = (x∧a)∨(x∧b) =
x ∧ b a tedy x ≤ b. �

4.9. Z v�ety 2.7 tak�e okam�zit�e dost�av�ame
Pozorov�an��. Nech�t L,M jsou svazy s nulou a jednotkou, a nech�t h : L→

M je homomor�smus zachov�avaj��c�� 0 a 1. Nech�t svaz M je distributivn��.
Potom h zachov�av�a komplementy.

Homomor�smy mezi pseudokomplement�arn��mi svazy ale nemus�� zacho-
v�avat pseudokomplementy. Plat�� jen z�rejm�a nerovnost

f(a∗) ≤ f(a)∗.

5. Heytingovy algebry
5.1. Heytingova operace ve svazu L je bin�arn�� operace a→ b spl�nuj��c�� po�za-
davek

a ∧ b ≤ c pr�av�e kdy�z a ≤ b→c. (Hey)
Svazu s nulou a jednotkou a Heytingovou operac�� (to, �ze m�a jednotku je ale
automatick�e: jeliko�z x∧a ≤ a je v�zdy x ≤ a→a) �r��k�ame Heytingova algebra.

Z formule (Hey) okam�zit�e vid��me, �ze

c1 ≤ c2 ⇒

{
b→c1 ≤ b→c2,
c1→b ≥ c2→b.

(1.1)

5.2. Pro ka�zd�e pevn�e b d�av�a formule (1.1) adjunkci x∧b ≤ y ≡ x ≤ b→y
mezi zobrazen��mi (x 7→ x ∧ b) a (x 7→ b→y) svazu L do sebe. Jeliko�z prvn��
z t�echto zobrazen�� je d�ano svazovou strukturou, je j��m ur�ceno i druh�e, a t��m
m�ame ur�cenu i operaci→. Tedy:

5.2.1. Strukturu svazu m�u�zeme roz�s���rit na Heytingovskou nejv�y�se jedn��m zp�u-
sobem.

5.2.2. Z II.6.6 dostaneme okam�zit�e tuto nutnou podm��nku:
P�ripou�st��-li svaz Heytingovu operaci, plat�� v n�em

(supM) ∧ x = sup{m ∧ x |m ∈M}
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kdykoli supM existuje.

Speci�aln�e:
Heytingova algebra je v�zdy distributivn��.

5.2.3. V p�r��pad�e �upln�eho svazu dost�av�ame dokonce nutnou a posta�cuj��c�� pod-
m��nku:
�Upln�y svaz L p�ripou�st�� Heytingovu operaci pr�av�e kdy�z v n�em plat�� ze-
s��len�a rovnice distributivity

(∨
j∈J

aj) ∧ b =
∨
j∈J

(aj ∧ b) (frm)

pro ka�zd�y syst�em {aj |j ∈ J} ⊆ L a ka�zd�e b ∈ L.

5.2.4. Heytingova algebra je v�zdy pseudokomplement�arn��. M�ame toti�z a∗ =
a→0.
O tom trochu v��ce d�ale v 5.9.

5.3. Pozn�amka. Vzhledem k jednozna�cnosti Heytingovy operace jsou
tedy �upln�e Heytingovy algebry tot�e�z jako svazy spl�nuj��c�� distributivn�� pravid-
lo (frm) z 5.2.3. Pohled na v�ec se v�sak zm�en��, pt�ame-li se na privilegovan�a
zobrazen��. U svaz�u to budou ta, kter�a zachov�avaj�� 0, 1,∧ a ∨, u Heytin-
gov�ych algeber budeme nav��c po�zadovat aby h(a→ b) = h(a)→h(b). Dal�s��,
a zvl�a�s�t v�yznamn�y, je v�yb�er zobrazen�� zachov�avaj��c��ch v�sechna suprema a
kone�cn�a in�ma. Takov�e homomor�smy jsou z�akladn��m pojmem t.zv. bez-
bodov�e topologie; zm��n��me se o nich pozd�eji.

Pro obecn�y svazov�y homomor�smus mezi Heytingov�ymi algebrami plat��
h(a→b) ≤ h(a)→h(b)

(proto�ze ze z�rejm�e nerovnosti (a→ b) ∧ a ≤ b dostaneme h(a→ b) ∧ h(a) ≤
h(b)).

5.4. Dal�s�� pozorov�an�� kolem adjunkce. P�redev�s��m, jeliko�z x 7→ (a→
x) je prav�y adjunkt, m�ame

a→ inf
j∈J

bj = inf
j∈J

(a→bj) (5.4.1)
kdykoli in�mum na lev�e stran�e existuje.
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V�simn�eme si d�ale, �ze �ze z formule (Hey) dost�av�ame t�e�z
a ≤ b→c ≡ a ∧ b ≤ c ≡ b ≤ a→c,

tak�ze zde je�st�e m�ame adjunkce
x→c ≤op y pr�av�e kdy�z x ≤ y→c. (5.4.2)

Tedy,
pro ka�zd�e c je zobrazen�� (x 7→ (x→c)) : L→ Lop lev�y adjunkt k zobrazen��

(x 7→ (x→c)) : Lop → L
a m�ame

(sup
j∈J

aj)→c = inf
j∈J

(aj→c). (5.4.3)

5.5. Z v�ety II.6.4 (a samoz�rejm�e t�e�z snadno p�r��mo) dost�av�ame t�e�z ne-
rovnosti

a ∧ (a→b) ≤ b, (5.5.1)
a ≤ b→(a ∧ b) (5.5.2)

a v��me, �ze tato dvojice nerovnost�� je ekvivalentn�� s (Hey).
5.6. N�ekolik dal�s��ch bezprost�redn��ch formul��.

Z a ∧ b ≤ a dost�av�ame
a ≤ b→a. (5.6.1)

Jeliko�z 1 = a→b pr�av�e kdy�z 1 ≤ a→b m�ame
a ≤ b pr�av�e kdy�z a→b = 1. (5.6.2)

D�ale, 1→a ≤ 1→a a tedy 1→a = (1→a) ∧ 1 ≤ a, co�z spolu s (5.6.1) d�av�a
1→a = a. (5.6.3)

Operace ∧ je asociativn�� a tedy x ≤ (a ∧ b)→ c pr�av�e kdy�z x ∧ a ∧ b ≤ c
pr�av�e kdy�z x ∧ a ≤ b→c pr�av�e kdy�z x ≤ a→(b→c). Odtud

(a ∧ b)→c = a→(b→c) = b→(a→c). (5.6.4)

5.7. T�ri jednoduch�e d�usledky.
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Podle (5.5.1) a (5.6.1) m�ame a ∧ (a→b) ≤ a ∧ b ≤ a ∧ (a→b) tak�ze
a ∧ (a→b) = a ∧ b. (5.7.1)

Z toho d�ale a→b ≤ a→(a ∧ b) co�z spolu s (1.1) d�av�a
a→b = a→(a ∧ b). (5.7.2)

Z (5.7.1) a (5.7.2) pak okam�zit�e usoud��me, �ze
a ∧ b = a ∧ c pr�av�e kdy�z a→b = a→c. (5.7.3)

5.8. Jen o m�alo slo�zit�ej�s�� je formule
x = (x ∨ a) ∧ (a→x) (5.8.1)

(podle (5.6.1), x ≤ (x ∨ a) ∧ (a→ x); podle (5.5.2) je (x ∨ a) ∧ (a→ x) =
(x ∧ (a→x)) ∨ (a ∧ (a→x) ≤ x).)

5.9. Pozn�amka o logice. Heytingova algebra je v podobn�em vzta-
hu k t.zv. intuicionistick�e (Brouwerovsk�e) logice (zhruba �re�ceno, logice bez
\pravidla o vylou�cen�em t�ret��m") jako je Booleova algebra (o t�e bude budeme
mluvit v p�r���st��m odstavci, ale de�nici �cten�a�r ji�z jist�e n�ekde vid�el) k logice
klasick�e. Pod��vejme se nyn�� na to, jak m�alo mus��me p�redpokl�adat, abychom
ji�z m�eli logiku, kter�a se jen trochu (i kdy�z p�rece jen v�yznamn�e) li�s�� od klasick�e.

Mezi v�yroky v n�ejak�e teorii uva�zujme relaci A ` B (\z A plyne B").
To je sice jen p�reduspo�r�ad�an��, ne uspo�r�ad�an��, ale v��me ji�z, �ze na tom p�r��li�s
nez�ale�z��. Konjunkce A&B je in�mum v `, a disjunkce je supremum.

M�ejme nyn�� spojku A ⇒ B o kter�e po�zadujeme vyvozovac�� pravidlo
(t.zv.\modus ponens")

A&(A⇒ B) ` B,
(plat��-li A a implikace A⇒ B, plat�� B) a nav��c

A ` B→(A&B)
(\plat��-li A plat�� pro ka�zd�e B implikace A⇒ (A&B)" { o implikaci m�u�zeme
t�e�zko po�zadovat m�en�e) dost�av�ame podle 5.5 Heytingovskou strukturu, tak�ze
nap�r. konjunkce distribuuje p�res libovoln�e disjunkce. Zejm�ena ale m�ame
pseudokomplement A∗, kter�y sice nemus�� spl�novat rovnici A = A∗∗, ale
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aspo�n A∗ = A∗∗∗, to jest B je rovna sv�e dvoj�� negaci jakmile je v�ubec negac��
n�ejak�eho v�yroku. Podobn�e konjunkce A∨A∗ nemus�� v�zdy b�yt 1, ale v r�amci
t�ech v�yrok�u, kter�e jsou negacemi jin�ych, supremum A a A∗ u�z jednotka je.
O tom v��ce d�ale v 6.6.

5.10. Heytingova operace jako relativn�� pseudokomplement. Z
x ∧ (x→a) ≤ a (viz (5.1)) dost�av�ame

x ≤ (x→a)→a (5.10.1)
a z (5.6.1) pak

(x→a) ∧ ((x→a)→a) = a. (5.10.2)
Z (5.10.1) a antitonie podobn�e jako v 4.3 dostaneme

((x→a)→a)→a) = x→a. (5.10.3)
Je-li x ∨ (x→ a) ≤ (y→ a) je x→ a ≤ y→ a a tedy y ∧ (x→ a) ≤ a a na
druh�e stran�e x ≤ y→a a tedy y ≤ x→a a kone�cn�e y = y ∧ y ≤ a. Tedy

je-li x ∨ (x→a) ≤ y→a je y ≤ a a proto y→a = 1. (5.10.4)

Bu�d nyn�� S ⊆ L takov�a podmno�zina, �ze je Heytingovou algebrou se
stejnou operac��→ jako L sama, a bu�d a jej�� nejmen�s�� prvek. Potom formule
x∗a = x→a d�av�a pseudokomplement v S a formule naho�re d�avaj�� standardn��
x ≤ x∗a∗a a x∗a = x∗a∗a∗a. Formule (5.10.4) pak �r��k�a, �ze jedin�y \negovan�y"
prvek nad x ∨ x∗a je 1.

6. Booleovy algebry
6.1. Booleova algebra je distributivn�� svaz takov�y, �ze ka�zd�y prvek v n�em m�a
komplement. Komplement prvku a budeme ozna�covat

ac.

V de�nici komplementu je symetrick�a role nuly a jednotky, a operac�� ∨ a ∧.
M�ame tedy

6.1.1. Pozorov�an��. Je-li L Booleova algebra, je i Lop Booleova algebra.
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6.2. V�eta. Ka�zd�a Booleova algebra L je Heytingova algebra. Formule

b→c = bc ∨ c

toti�z d�av�a Heytingovu operaci v L.
D�ukaz. Je-li a ≤ bc ∨ c je a∧ b = (bc ∨ c)∧ b = 0∨ c∧ b ≤ c; je-li a∧ b ≤ c

je a = a ∧ (bc ∨ b) ≤ (a ∧ bc) ∨ c ≤ bc ∨ c. �

Pozn�amka. Takov�a formule d�av�a ze v�sech pseudokomplement�arn��ch
svaz�u Heytingovu operaci jen v Booleov�ych algebr�ach. Kdyby toti�z bylo
obecn�e a→ b = a∗ ∨ b, bylo by speci�aln�e 1 = a→ a = a∗ ∨ a a a∗ by byl
komplement. Ale z �uvahy v d�ukazu vid��me, �ze

v ka�zd�em distributivn��m svazu, m�a-li b komplement bc m�ame adjunkci

x ∧ b ≤ y pr�av�e kdy�z x ≤ bc ∨ y,

tak�ze jakmile m�a v Heytingov�e algeb�re n�ejak�y element b komplement,
je pro n�ej, a pro libovoln�e c, v�zdy b→c = bc ∨ c.

Obecn�e pak plat��
b∗ ∨ c ≤ b→c,

proto�ze (b∗ ∨ c) ∧ b ≤ b ∧ c ≤ c.
6.3. D�usledek. V Booleov�e algeb�re L plat��

(supA) ∧ b = sup{a ∧ b |a ∈ A}
kdykoli m�a pro A ⊆ L lev�a strana smysl. Speci�aln�e tedy v �upln�e Booleov�e
algeb�re plat�� zes��len�a distributivita (frm) z 5.2.3

(∨
j∈J

aj) ∧ b =
∨
j∈J

(aj ∧ b)

a jeliko�z je pak i Lop �upln�a Booleova algebra, tak�e

(∧
j∈J

aj) ∨ b =
∧
j∈J

(aj ∨ b).
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6.4. De Morganovy formule. Zobrazen�� h = (a 7→ ac) : L → L je
antitonn�� a plat�� h(h(a)) = a, tak�ze je to isomor�smus mezi L a Lop. Podle
II.6.6 tedy m�ame

(∨
j∈J

aj)c =
∧
j∈J

acj i (∧
j∈J

aj)c =
∨
j∈J

acj.

V�simn�ete si, �ze jsme k tomu nepot�rebovali distributivitu.
6.5. Ultra�ltry. V Booleov�ych algebr�ach jsou v�sechny prvo�ltry a

prvoide�aly maxim�aln��. Plat��
V�eta. Bu�d F vlastn�� �ltr v Booleov�e algeb�re L. Potom jsou n�asleduj��c��

tvrzen�� ekvivalentni.

1. F je maxim�aln�� �ltr,

2. F je prvo�ltr,

3. pro ka�zd�e a ∈ L je bu�d a ∈ F nebo ac ∈ F .

D�ukaz. (1)⇒(2) je ji�z implicite v 3.4, ale doka�zme to p�r��mo. Je-li F
maxim�aln�� vlastn�� �ltr, a ∨ b ∈ F a a /∈ F , de�nujme G = {x |x ∨ b ∈ F}.
Potom je G �ltr a je z�rejm�e ost�re v�et�s�� ne�z F (nebo�t a ∈ G \ F ); tedy nen��
vlastn��, tedy 0 ∈ G a kone�cn�e b = 0 ∨ b ∈ G.

(2)⇒(3) plyne z toho, �ze a ∨ ac = 1 ∈ F .
(3)⇒(1): Bu�d F ( G pro n�ejak�y �ltr G. Zvolme a ∈ G \ F . Jeliko�z

a /∈ F mus�� b�yt ac ∈ F ⊆ G, tedy a, ac ∈ G a kone�cn�e 0 = a ∧ ac ∈ G. Filtr
G tedy nen�� vlastn��. �

Pro prvo�ltry (≡ maxim�aln�� �ltry) v Booleov�ych algebr�ach se u�z��v�a ter-
m��n ultra�ltry.

6.6. Booleanizace. Bu�d L Heytingova algebra. Polo�zme
BL = {a ∈ L |a = a∗∗}

a de�nujme zobrazen��
b : L→ BL

p�redpisem b(a) = a∗∗.
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V�eta. BL je Booleova algebra. Kone�cn�a in�ma v BL se shoduj�� s
kone�cn�ymi in�my v L, a pro suprema plat�� formule

supBLM = (sup LM)∗∗

kdykoli m�a prav�a strana smysl. Je-li tedy L �upln�y svaz, je i svaz BL �upln�y.
Zobrazen�� b zachov�av�a kone�cn�a in�ma a v�sechna existuj��c�� suprema. Na-

v��c o n�em plat�� implikace b(a) = 0 ⇒ a = 0.
(Posledn�� implikace je ov�sem trivi�aln��. Hraje ale v�yznamnou �ulohu {

jedn�a se o t.zv. hustotu homomor�smu mezi distributivn��mi svazy.)
D�ukaz. Nech�t M ⊆ L m�a supremum s. Potom je s∗∗ v BL a kdykoli

a ∈ BL je takov�y, �ze pro v�sechna m ∈ M je a ≥ m, je a ≥ s a tedy a =
a∗∗ ≥ s∗∗. M�ame 1 ≤ 1∗∗. Pro a, b ∈ BL, a∧ b = a∗∗∧ b∗∗ ≥ (a∧ b)∗∗ ≥ a∧ b.

Pro zobrazen�� b m�ame b(1) = 1 a podle 4.4 b(a∧ b) = b(a)∧ b(b).Tedy b

zachov�av�a kone�cn�a in�ma.
Je-li b ∈ BL je a ≤ b pr�av�e kdy�z a∗∗ ≤ b. Tedy, ozna�c��me-li ι : BL ⊆ L

zobrazen�� vlo�zen��, vid��me, �ze m�ame adjunkci
b(a) ≤ b pr�av�e kdy�z a ≤ ι(b)

a proto b jako lev�y adjunkt zachov�av�a v�sechna existuj��c�� suprema.
O BL jsme dosud nedok�azali, �ze je distributivn��. To m�u�zeme ud�elat te�d.

Jsou-li a, b, c ∈ BL je a = b(a), b = b(b) a c = b(c) a tedy
(a∨BLb) ∧BL c = (b(a) ∨BL b(b)) ∧BL b(c)) =

= b((a ∨ b) ∧ c) = b((a ∧ c) ∨ (b ∧ c)) =
= (b(a) ∧BL b(c)) ∨BL (b(b) ∧BL b(c))) = (a ∧BL c) ∨BL (b ∧BL c)

(�ze homomor�smy na zachov�avaj�� obecn�e platn�e rovnice je ov�sem zn�am�y
fakt z obecn�e algebry; proto�ze jsme o tom ale je�st�e nemluvili, provedli jsme
v�ypo�cet podrobn�e).

Kone�cn�e podle 4.3.4 m�ame
a ∨BL a

∗ = (a ∨ a∗)∗∗ = 1,
tak�ze jsou a∗ v BL komplementy. �

Konstrukci b : L → BL, n�ekdy prost�e jen Boolov�e algeb�re BL, se �r��k�a
Booleanisace Heytingovy algebry L.
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6.7. Pozn�amky. 1. Distributivitu v Booleov�ych algebr�ach pot�rebujeme
nap�r. kv�uli jednozna�cnosti komplementu (viz 2.7). Byla t�e�z nezbytn�a pro
ov�e�ren��, �ze bc ∨ c byla Heytingovsk�a operace. V�simn�ete si, �ze z tohoto faktu
dost�av�ame v Booleovsk�ych algebr�ach siln�ej�s�� distributivitu (frm) jako v 5.2.3,
a distributivitu k n�� du�aln��.

2. �Cten�a�r se jist�e ji�z setkal se svazy, kter�e m�ely cosi jako kanonick�y
komplement, a nebyly distributivn��. Tak nap�r��klad ve svazu vektorov�ych
podprostor�u vektorov�eho prostoru V kone�cn�e dimense takovou roli hraje or-
thogon�aln�� dopln�ek, pro kter�y plat�� W ∩W⊥ = {0} i W ∨W⊥ = V (p�ritom,
samoz�rejm�e, W ∩W ′ = {0} i W ∨W ′ = V m�u�ze platit pro mnoho dal�s��ch
podprostor�u W ′ ⊆ V ). { De Morganovy formule ov�sem plat�� i v takov�ych
p�r��padech.

3. Booleanizaci lze t��mto zp�usobem konstruovat ji�z na polosvazu s 0 a
pseudokomplementem spl�nuj��c��m podm��nku x ∧ a = 0 ⇔ x ≤ a∗. Pravidla
a ≤ a∗∗, a∗ = a∗∗∗ a (a ∧ b)∗∗ = a∗∗ ∧ b∗∗ se odvod�� stejn�e jako d�r��ve, stejn�e
se de�nuje i BL. Snadno se zjist��, �ze a t b = (a∗ ∧ b∗)∗ je supremum v BL,
a �ze a→ b = (a ∧ b∗)∗ je tam Heytingovskou operac��, tak�ze je z��skan�y svaz
distributivn��. Zbytek je u�z z�rejm�y.

7. �Upln�a distributivita
7.1. Z 2.3.1 si pamatujeme, �ze podm��nky distributivity

(a ∨ b) ∧ c = (a ∧ c) ∨ (b ∧ c) a (a ∧ b) ∨ c = (a ∨ c) ∧ (b ∨ c)
jsou ve svazech ekvivalentn��.

V �upln�ych Booleov�ych algebr�ach plat�� siln�ej�s��
(∨ aj) ∧ b =

∨(aj ∧ b) a z�arove�n (∧ aj) ∨ b =
∧(aj ∨ b).

Tyto dv�e podm��nky obecn�e ekvivalentn�� nejsou. Vezm�eme t�reba za L svaz
v�sech otev�ren�ych podmno�zin na re�aln�e p�r��mce. Proto�ze suprema jsou zde
sjednocen�� a kone�cn�a in�ma pr�uniky, je zde z�rejm�e spln�ena prvn�� z podm��nek.
Vezmeme-li ale za an otev�ren�e intervaly (− 1

n
, 1
n
) a b = R\{0}, m�ame ∧

an = ∅
a tedy (∧ aj) ∨ b = b zat��m co ∧(aj ∨ b) = R.
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7.2. �Rekneme, �ze svaz je �upln�e distributivn�� plat��-li v n�em pro ka�zd�y
syst�em aij, i ∈ I, j ∈ Ji rovnice∨

i∈I

(∧
j∈Ji

aij) =
∧

φ∈
∏
Ji

(∨
i∈I

ai,φ(i)), (cdistr)

kde prvky produktu ∏
Ji p���seme jako (φ(i))i. To je spln�eno nap�r ve svazu

P(X) v�sech podmno�zin mno�ziny X. Uk�a�zeme, �ze na rozd��l od (frm) je tato
rovnost ekvivalentn�� s rovnost�� v n���z nahrad��me suprema in�my a naopak.

7.3. Lemma. Polo�zme � = ∏
Ji. Bu�d ψ : � → I libovoln�e zobrazen��.

Potom existuje i = iψ takov�e, �ze pro ka�zd�e j ∈ Ji existuje φ ∈ � pro kter�e je
ψ(φ) = i a φ(i) = j.

D�ukaz. Kdyby ne, existovalo by pro ka�zd�e i ∈ I n�ejak�e α(i) ∈ Ji takov�e,
�ze pro φ ∈ � pro kter�e ψ(φ) = i je φ(i) 6= α(i). Potom by ale pro φ = α a
i0 = ψ(α) bylo α(i0) 6= α(i0). �

7.4. V�eta. Rovnice (cdistr) plat�� v �upln�em svazu pr�av�e kdy�z plat��∧
i∈I

(∨
j∈Ji

aij) =
∨

φ∈
∏
Ji

(∧
i∈I

ai,φ(i)).

D�ukaz. Dok�a�zeme, �ze tato rovnost plyne z (cdistr), druh�a implikace se
odvod�� podobn�e.

Nerovnost ∧
i∈I(

∨
j∈Ji aij) ≥

∨
φ∈

∏
Ji
(∧i∈I ai,φ(i)) je z�rejm�a, proto�ze pro

ka�zd�e φ m�ame ∧
i∈I(

∨
j∈Ji aij) ≥ (∧i∈I ai,φ(i)).Jde tedy o opa�cnou nerovnost. Polo�zme nejprve pro φ ∈ � a i ∈ I,

bφi = aiφ(i). Potom podle (cdistr)∨
φ∈

∏
Ji

(∧
i∈I

ai,φ(i)) =
∨

φ∈
∏
Ji

(∧
i∈I

bφ,i) =
∧
ψ∈I�

(∨
φ∈�

bφ,ψ(φ)).

Podle lemmatu m�ame pro ka�zd�e ψ : �→ I index i = iψ takov�y, �ze pro ka�zd�e
j ∈ Ji je bφ,ψ(φ) = bφ,i = aiφ(i) = aij pro n�ejak�e φ, tak�ze je ∨

j∈Jiψ
aiψj ≤∨

φ∈� bφ,ψ(φ); tedy tak�e ∧
ψ∈I�(

∨
φ∈� bφ,ψ(φ)) ≥

∧
i∈J(

∨
j∈Ji aij).
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Kapitola IV

Z�akladn�� pojmy

univers�aln�� algebry

1. Algebraick�e operace
1.1. n-�arn�� operac�� na mno�zin�e X rozum��me zobrazen��

α : Xn =
n kr�at︷ ︸︸ ︷

X × · · · ×X → X.

Obecn�eji, je-li M pevn�a mno�zina, M-�arn�� operace na X je zobrazen��
α : XM → X.

Ve speci�aln��ch p�r��padech n = 0, 1, 2, 3 mluv��me o nul�arn��ch, un�arn��ch, bin�ar-
n��ch a tern�arn��ch operac��ch.

Jeliko�z X0 = {∅} je jednoprvkov�a mno�zina, nul�arn�� operace je d�ana hod-
notou α(∅). Jako takov�e pevn�e dan�e hodnoty je obvykle nahl���z��me, a �casto
o nich mluv��me jako o konstant�ach.

Pozn�amka. �Cten�a�r se asi zat��m v praxi setk�aval nej�cast�eji s operacemi
bin�arn��mi (s�c��t�an�� �ci n�asoben�� �c��sel, s�c��t�an�� vektor�u, pr�uniky nebo sjednocen��
{ obecn�eji pr�useky a spojen�� ve svazech), un�arn��mi (p�ri�razen�� �c��sla −x k x,
prvku x−1 k x v grup�e, n�asoben�� pevn�ym re�aln�ym �c��slem ve vektorov�em pro-
storu, komplement v Boolov�e algeb�re) a nul�arn��mi (r�uzn�e \neutr�aln�� prvky"
p�ri jin�ych operac��ch { nula, jednotka, nulov�y vektor).

S operacemi do kter�ych vstupuje v��ce prvk�u se v praxi �casto setk�av�ame
jako s operacemi slo�zen�ymi z jin�ych: aritmetick�y pr�um�er n �c��sel, barycentr
troj�uheln��ka jako funkce jeho vrchol�u, atd. To ale nen�� jedin�y ani hlavn��
d�uvod uva�zov�an�� obecn�ych arit.

1.2. Velmi d�ule�zit�e, i kdy�z trivi�aln��, operace jsou projekce

pj = ((x1, . . . , xn) 7→ xj) : Xn → X.
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Krom�e jin�eho hraj�� velmi podstanou roli p�ri vytv�a�ren�� odvozen�ych operac��.
1.3. Zobrazen�� f : X → Y naz�yv�ame homomor�smem vzhledem k ope-

rac��m α : XM → X, β : Y M → Y , plat��-li pro ka�zd�e ξ :M → X

f(α(ξ)) = β(f · ξ), (hom)
co�z mo�zn�a nen�� �upln�e pr�uzra�cn�a formule. Pod��vejme se ale co �r��k�a ve �nit�ar-
n��m p�r��pad�e:

f(α(x1, . . . , xn)) = β(f(x1), . . . , f(xn)),
co�z je jist�e jasn�ej�s��. A jestli�ze u�z��v�ame t�reba pro bin�arn�� operace b�e�zn�e psan��
�(x, y) = x�y, m�ame n�azornou formuli f(x�y) = f(x)�f(y).

Pro nul�arn�� operace (pevn�e a ∈ X a b ∈ Y dost�av�ame po�zadavek, aby
f(a) = b.

Pozn�amka. U�zit�� term��nu \homomor�smus" je ve shod�e s jeho u�zit��m
d�r��ve { viz 1.4 d�ale).

Podobn�e jako u jin�ych de�nic speci�aln��ch zobrazen�� �rekneme, �ze homomor-
�smus f vzhledem k α, β je isomor�smus, existuje-li homomor�smus g vzh-
ledem k β, α takov�y, �ze fg = idY a gf = idX ; homomor�smus f : X → X
vzhledem k α, α se naz�yv�a endomor�smus, a je-li to isomor�smus, mluv��me
o automor�smu.

Zcela z�rejm�e je to, �ze
identick�e zobrazen�� je automor�smus vzhledem k jak�ekoli operaci; je-li
f homomor�smus vzhledem k α, β a g homomor�smus vzhledem k β, γ,
je slo�zen�� gf homomor�smus vzhledem k α, γ.

I n�asleduj��c�� dv�e tvrzen�� jsou velmi jednoduch�a:
1.3.1. Tvrzen��. Bu�dte α, β, γ po �rad�e M-�arn�� operace na mno�zin�ach

X, Y, Z. Bu�d f : X → Y prost�e zobrazen��, g : Z → Y libovoln�e zobrazen�� a
h : Z → X zobrazen�� takov�e, �ze f · h = g. Jsou-li f a g homomor�smy, je i
h homomor�smus.

D�ukaz. M�ame f(h(γ(ξ))) = g(γ(ξ)) = γ(g · ξ) = γ(f ·h · ξ) a f(α(h · ξ)) =
γ(f · h · ξ). Jeliko�z f je prost�e, h(γ(ξ)) = α(h · ξ). �

1.3.2. Tvrzen��. Bu�dte α, β, γ po �rad�e M-�arn�� operace na mno�zin�ach
X, Y, Z. Bu�d f : X → Y zobrazen�� na, g : X → Z libovoln�e zobrazen�� a
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h : Y → Z zobrazen�� takov�e, �ze h · f = g. Jsou-li f a g homomor�smy, je i
h homomor�smus.

D�ukaz. Zvolme v : Y → X takov�e, �ze fv = id (t.j., pro ka�zd�e y ∈ Y
zvolme x = v(y) tak, aby f(x) = y). Pro ξ :M → Y m�ame

h(β(ξ)) = h(β(f · v · ξ)) = h(f(α(v · ξ)))
= g(α(v · ξ)) = γ(g · v · ξ) = γ(h · f · v · ξ) = γ(h · ξ). �

Pozn�amka. Zjednodu�sili jsme si pr�aci u�zit��m axiomu v�yb�eru (zobrazen��
v { p�ripome�nte si I.4.3). V p�r��pad�e in�nit�arn��ch operac�� se bez toho neobe-
jdeme, u n-�arn��ch operac�� s kone�cn�ym n ale axiom v�yb�eru nepot�rebujeme.
Pro y1, . . . , yn v Y zvol��me jednotliv�e xi ∈ X tak, aby f(xi) = yi a dostaneme

h(β(y1, . . . , yn)) = h(β(f(x1), . . . , f(xn))) = hf(α(x1, . . . , xn))
= g(α(x1, . . . , xn)) = γ(g(x1), . . . , g(xn))
= γ(h(f(x1)), . . . , h(f(xn))) = γ(h(y1), . . . , h(yn)).

1.3.3. V�simn�ete si, �ze ka�zd�e zobrazen�� je homomor�smus vzhledem k
projekc��m se stejn�ym indexem.

1.4. Na operaci α : Xn → X se m�u�zeme d��vat jako na (n+1)-�arn�� relaci
α̃ = {(x1, . . . , xn, α(x1, . . . , xn)) |(x1, . . . , xn) ∈ Xn}

(to je ostatn�e zp�usob, jak se v teorii mno�zin tak jako tak hled�� na zobrazen��,
i kdy�z my tomuto pohledu zrovna p�rednost ned�av�ame). Potom je zobrazen��
f : X → Y homomor�smus vzhledem k operac��m α, β ve smyslu z 1.3 pr�av�e
kdy�z je homomor�smem vzhledem k α̃, β̃ ve smyslu I.5. Ov�e�rte si to jako
(velmi) jednoduch�e cvi�cen��.

Pro homomor�smy vzhledem k relac��m neplat�� tvrzen�� jako 1.3.1 �ci 1.3.2.
Uv�edomte si, �ze zde, pro homomor�smy algeber, to plat�� z toho d�uvodu, �ze
relace vznikl�e z algebraick�ych operac�� jsou velmi speci�aln��, ne proto, �ze by se
snad jednalo o homomor�smy speci�aln��ho charakteru.

2. Algebraick�e struktury, algebry
2.1. P�ripome�nte si pojem typu z I.5.3.
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Algebraick�a struktura typu � = (�t)t∈T na mno�zin�e X je soubor α =
(αi)i∈J tvo�ren�y �i-�arn��mi operacemi αi; o dvojici A = (X,α) potom mluv��me
jako o algeb�re typu �.

(Pokud representujeme algebraickou strukturu jako strukturu rela�cn�� ve
smyslu 1.4, typ se modi�kuje p�ri�cten��m jedni�cky ke ka�zd�emu �t.)

2.2. P�r��klady. (a) Aritmetika p�rirozen�ych �c��sel, prvn�� algebraick�a
struktura se kterou jste se asi setkali, tvo�r�� algebru typu (2, 2, 0, 0) (s�c��t�an��,
n�asoben��, 0 a 1). Podobn�e je tomu s aritmetikou na jin�ych �c��seln�ych sousta-
v�ach.

(b) Svaz ve smyslu z III.1 je algebra typu (2, 2). P�redpokl�ad�ame-li exis-
tenci minim�aln��ho prvku ⊥ a maxim�aln��ho prvku >, a pova�zujeme-li je za
nul�arn�� operace, dostaneme algebru typu (2, 2, 0, 0).

(c) Grupa je algebra typu (2, 0, 1) (n�asoben��, neutr�aln�� prvek, inverse).
(d) Vektorov�y prostor nad t�elesem re�aln�ych �c��sel, jedna z prvn��ch struk-

tur se kterou se student setk�a na vysok�e �skole, je algebra nekone�cn�eho, ale
�nit�arn��ho typu, dost objemn�eho, (2, 0,

R kr�at︷ ︸︸ ︷1, 1, 1, . . .) : s�c��t�an��, nulov�y vektor, a
za ka�zd�e re�aln�e �c��slo r un�arn�� operace (x 7→ rx).

2.3. Bu�dte A = (X,α), B = (Y, β) algebry stejn�eho typu � = (�t)t∈T .
Zobrazen�� f : X → Y je homomor�smus A→ B je-li pro ka�zd�e i ∈ J homo-
mor�smem vzhledem k αi, βi. Ve z�rejm�em smyslu mluv��me o isomor�smu,
endomor�smu nebo automor�smu.

Syst�em v�sech algeber typu � a v�sech jejich homomor�sm�u budeme ozna-
�covat

Alg(�).

2.4. Je velmi d�ule�zit�e uv�edomit si, �ze vlastnost \b�yti homomor�smem"
z�avis�� na tom, kter�e operace jsou explicite zad�any. Nap�r��klad, vezmeme-
li t�reba svazy A,B jako algebry typu (2, 2) potom, i kdy�z t�reba oba maj��
nejmen�s�� a nejv�et�s�� prvky, jsou v�sechna konstantn�� zobrazen�� homomor�smy;
pova�zujeme-li takov�e svazy za algebry typu (2, 2, 0, 0) s minim�aln��mi resp.
maxim�aln��mi prvky jako nul�arn��mi operacemi, konstantn�� zobrazen�� (a�z na
p�r��pad trivi�aln��ho B) homomor�smy nejsou. Podobn�a z�avislost na typu se
projev�� t�e�z pozd�eji u pojmu podalgebry.

N�ekdy se ale m�u�ze st�at, �ze operace p�r��tomn�a implicitn�e je automaticky
respektov�ana homomor�smem vzhledem k jin�e operaci. Nap�r��klad jsou-li dv�e
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pologrupy A,B (typ (2), explicite d�ano pouze n�asoben��) n�ahodou grupy (v
tom smyslu, �ze existuj�� prvky eA, eB takov�e, �ze v�zdy xe = ex = x a �ze ke
ka�zd�emu x existuje y takov�e, �ze xy = e) potom ka�zd�y pologrupov�y homo-
mor�smus automaticky zachov�av�a jednotku a inversi. To je ov�sem speci�aln��
fakt dan�y speci�aln��mi vlastnostmi grup.

A je�st�e jedna pozn�amka. V p�r��kladech naho�re mo�zn�a �cten�a�ri p�ri�slo divn�e,
�ze ve vektorov�em prostoru byla n�asoben�� re�aln�ymi �c��sly br�ana jako jednotliv�e
un�arn�� operace m��sto (zd�anliv�e) p�rirozen�ej�s�� p�redstavy o bin�arn�� operaci, do
kter�e vstupuj�� prvky r�uzn�eho charakteru. Ale de�nice line�arn��ho zobrazen��,
ve kter�e se krom�e zachov�an�� sou�ctu po�zaduje aby pro ka�zd�e re�aln�e r platilo
h(rx) = rh(x), t.j. respektov�an�� jednotliv�ych un�arn��ch operac�� (x 7→ rx)
d�av�a tomuto pohledu za pravdu.

2.5. Tvrzen��. Bu�dte A = (X,α), B = (Y, β) a C = (Z, γ) algebry
stejn�eho typu.

1. Bu�d f : A → B prost�y homomor�smus a g : A → C libovoln�y homo-
mor�smus. Potom existuje homomor�smus h : C → A takov�y, �ze f · h = g
pr�av�e kdy�z g[X] ⊆ f [X].

2. Bu�d f : A → B homomor�smus na a g : C → B libovoln�y homomor-
�smus. Potom existuje homomor�smus h : B → C takov�y, �ze h ·f = g pr�av�e
kdy�z

f(x) = f(y) ⇒ g(x) = g(y).
D�ukaz. Uveden�e podm��nky zaru�cuj�� existenci zobrazen�� h takov�eho, �ze

fh = g resp. hf = g. U�zijte 1.3.1 a 1.3.2. �

2.5.1. D�usledek. Ka�zd�y homomor�smus kter�y je prost�y a na je isomor-
�smus.

(K takov�emu homomor�smu f vezm�eme g = id a u�zijme kter�ehokoli z
p�redchoz��ch tvrzen��.)

Uv�edomte si, �ze nic takov�eho neplat�� pro homomor�smy vzhledem k
relac��m!
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3. Podalgebry

3.1. Bu�d A = (X,α), α = (αt)t∈T , algebra typu � = (�t)t∈T . Bu�d Y
podmno�zina mno�ziny X a j : Y ⊆ X zobrazen�� vlo�zen��.
Je-li Y uzav�ren�a na v�sechny operace αt, t.j.,

plat��-li pro ka�zd�e t ∈ T a ξ : �t → Y �ze αt(jξ) je v Y ,
opat�r��me ji operacemi (αt|Y )(ξ) = αt(jξ) a o takto z��skan�e algeb�re mluv��me
jako o podalgeb�re algebry A.

3.1.1. Pozorov�an�� a �umluva. Je-li na Y algebraick�a struktura β typu
� takov�a, �ze j : Y → X je homomor�smus, je nutn�e β = α|Y : z podm��nky
(hom) v 1.3 dost�av�ame βt(ξ) = j(βt(ξ)) = αt(jξ). Algebraick�a struktura β je
tedy jednozna�cn�e ur�cena mno�zinou Y a budeme-li d�ale mluvit o podalgeb�re
jako o p�r��slu�sn�e podmno�zin�e, nem�u�ze doj��t k nedorozum�en��.

3.1.2. Pozn�amky. 1. Ve �nit�arn��m p�r��pad�e podm��nka uzav�renosti
podmno�ziny na operace nab�yv�a n�azorn�eho tvaru

∀t ∈ T, ∀y1, . . . , ynt ∈ Y αt(y1, . . . , ynt) ∈ Y.
2. Zda podmno�zina tvo�r�� podalgebru z�avis�� na explicite uva�zovan�ych o-

perac��ch. Nap�r��klad v pologrup�e (Z,+) cel�ych �c��sel se s�c��t�an��m je ka�zd�a z
podmno�zin

{x |x ≥ k}, k > 0,
podalgebrou. V monoidu (Z,+, 0) u�z ne, je tam v�sak podalgebrou t�reba
monoid (N,+, 0), ten ale zase nen�� podalgebrou grupy (Z,+, 0, (x 7→ −x)).

3.2. Tvrzen��. 1. Je-li B = (Y, α|Y ) podalgebra algebry A = (X,α) je
zobrazen�� vlo�zen�� j : B ⊆ A homomor�smus.

2. Je-li f : B → A libovoln�y homomor�smus je f [B] podalgebra algebry
A.

3. Je-li f : B → A prost�y homomor�smus je jeho restrikce f ′ : B → f [B]
isomor�smus.

D�ukaz m�u�ze b�yt ponech�an �cten�a�ri jako jednoduch�e cvi�cen��. Pro 3 u�zijte
2.5: h z��skan�e k f a homomor�smu vlo�zen�� g : f [B] ⊆ A je inversn�� homo-
mor�smus k f ′. �

3.3. Tvrzen��. Pr�unik libovoln�eho syst�emu podalgeber je podalgebra.
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D�ukaz. Bu�dte Yi, i ∈ J podalgebry algebry A; ozna�cme j : Y = ⋂
Yi →

X, ji : Yi ⊆ X a ki : Y ⊆ Yi. Pro ξ : �t → Y je αt(jξ) = αt(ji(kiξ)) ∈ Yi pro
ka�zd�e i a tedy αt(jξ) ∈ ⋂

Yi.
Pr�unik pr�azdn�e soustavy je samoz�rejm�e cel�a algebra A (in�mum pr�azdn�e

mno�ziny je nejv�et�s�� prvek). �

3.4. Podle 3.3 existuje pro ka�zdou podmno�zinu M ⊆ X algebry A =
(Xα) nejmen�s�� podalgebra algebry A kter�a mno�zinuM obsahuje, toti�z pr�unik
v�sech podalgeber Y takov�ych, �ze M ⊆ Y . Budeme o n�� mluvit jako o podal-
geb�re generovan�e mno�zinou M a ozna�covat

Gen(M).
�R��k�ame, �ze M je soustava gener�ator�u algebry A je-li

Gen(M) = A.

3.4.1. V p�r��pad�e �nit�arn��ho typu m�u�zeme generovanou podalgebru po-
psat takto. Polo�zme

M0 =M,

Mk+1 = {αt(ξ) |t ∈ T, ξ : nt → X takov�e, �ze ξ[{1, . . . , nt}] ∈Mk},

M∞ =
∞⋃
k=1

Mk.

Potom
Gen(M) =M∞.

Skute�cn�e: Z�rejm�e mus�� ka�zd�a podalgebra obsahuj��c�� Mk obsahovat Mk+1, a
tedy postupn�e celou M∞. Na druh�e stran�e M∞ je podalgebra, proto�ze je-li
ξ[{1, . . . , nt}] ∈ M∞ mus�� b�yt ka�zd�e ξ(j) v n�ekter�e Mkj a α(ξ) ∈ Mk+1 kde
k = max kj.

Z toho d�ale okam�zit�e dost�av�ame
Pozorov�an��. V p�r��pad�e �nit�arn��ho typu plat�� pro mohutnost generovan�e

podalgebry
|Gen(M)| ≤ max(|M |, |T |, ω0).
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3.4.2. D�usledek. V p�r��pad�e �nit�arn��ho typu je a�z na isomor�smus jen
mno�zina r�uzn�ych algeber generovan�ych mno�zinami mohutnost�� men�s��ch ne�z
pevn�e p�redepsan�e kardin�aln�� �c��slo.

3.5. Tvrzen��. Bu�dte f, g : A→ B homomor�smy. Potom je mno�zina

Z = {x |f(x) = g(x)}
podalgebra algebry A.

N�asledkem toho, je-li M soustava gener�ator�u algebry A a shoduj��-li se
homomor�smy f, g : A→ B na mno�zin�e M , plat�� f = g.

D�ukaz. Bu�dte A = (X,α) a B = (Y, β), a ozna�cme j vlo�zen�� Z do X.
Bu�d ξ : �t → Z libovoln�e zobrazen��. Jeliko�z je fj = gj m�ame f(αt(jξ)) =
βt(fjξ) = βt(gjξ) = g(αt(jξ)) a tedy αt(jξ) ∈ Z. �

4. Sou�ciny (produkty) algeber
4.1. Bu�dte Ai = (Xi, α

i), i ∈ J algebry t�eho�z typu � = (�t)t∈T . Vezm�eme
kart�ezsk�y sou�cin X = ∏

i∈J Xi a projekce pj = ((xi)i∈J 7→ xj) : X → Xj. Na
kart�ezsk�em sou�cinu X = ∏

i∈J Xi de�nujme operace αt, t ∈ T p�redpisy
αt(ξ) = (αit(piξ))i∈J . (∗)

Z��skanou algebruA = (∏i∈J Xi, (αt)t∈T ) naz�yv�ame sou�cinem nebo produktem
soustavy algeber Ai, i ∈ J a ozna�cujeme∏

i∈J

Ai.

V p�r��pad�e kone�cn�ych soustav u�z��v�ame zna�cen��
A×B, A1 × · · · × An

a podobn�e.
Uv�edomte si, �ze sou�cin algeber nen�� nic jin�eho ne�z kart�ezsk�y sou�cin na

kter�em jsou operace de�nov�any z p�uvodn�e dan�ych \po sou�radnic��ch". To je
zvl�a�s�t jasn�e patrno u �nit�arn��ch operac��, kde formule (∗) dostane tvar

αt((x1i)i∈J , . . . , (xnti)i∈J) = (αit(x1i . . . , xnti))i∈J .
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Pozn�amka. Pokud bychom representovali algebraick�e struktury jako re-
la�cn�� ve smyslu 1.4, dostali bychom pr�av�e zaveden�y produkt z ji�z zn�am�eho
produktu rela�cn��ch objekt�u. Nen�� to tedy nic nov�eho, a n�asleduj��c�� v�etu
bychom vlastn�e ani nemuseli dokazovat. Jde sp���s o to zvyknout si na p�r��m�y
popis algebraick�e struktury s operacemi \po sou�radnic��ch".

4.2. V�eta. 1. Projekce pj = ((xi)i∈J 7→ xj) : ∏
iAi → Aj jsou homo-

mor�smy.
2. Pro ka�zdou soustavu homomor�sm�u

fi : B = (Y, (βt)t∈T )→ Ai, i ∈ J,

existuje pr�av�e jeden homomor�smus f : B →
∏

iAi takov�y, �ze pif = fi pro
v�sechna i ∈ J .

D�ukaz. 1. Formule (∗) d�av�a okam�zit�e
pi(αt(ξ)) = αit(pi(ξ)).

2. V��me (viz I.3.6) �ze existuje pr�av�e jedno zobrazen�� f : Y →
∏
Xi takov�e,

�ze pif = fi, toti�z zobrazen�� dan�e p�redpisem f(y) = (fi(y))i∈J . Mus��me tedy
dok�azat, �ze toto f je homomor�smus. Podle (∗) m�ame

f(βt(ξ)) = (fi(βt(ξ)))i∈J = (αit(fiξ))i∈J
= (αit(pifξ))i∈J = αt(fξ). �

4.3. Tvrzen��. Sou�cin podalgeber je podalgebra sou�cinu. To jest, jsou-li
ji : Bi → Ai vlo�zen�� podalgeber je homomor�smus

j : ∏
i

Bi →
∏
i

Ai

ur�cen�y podm��nkami pAi j = jip
B
i , i ∈ J , vlo�zen�� podalgebry.

D�ukaz. P�redev�s��m, rovnice pAi j = jip
B
i , i ∈ J , ur�cuj�� podle 4.2 (jed-

nozna�cn�e) homomor�smus. Vzhledem k 3.1.1 tedy sta�c�� dok�azat, �ze tento
homomor�smus je prost�y. Je-li (bi)i 6= (b′i)i je pro n�ejak�e k bk 6= b′k a tedy
pkj((bi)i) = jk(bk) 6= jk(b′k) = pkj((b′i)i) a j((bi)i) 6= j((b′i)i). �
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5. Kongruence
5.1. Bu�d A = (X,α = (αt)t∈T ) algebra typu � = (�t)t∈T . Relace ekviva-
lence E na mno�zin�e X se naz�yv�a kongruenc�� na A jestli�ze

pro ka�zd�e t ∈ T , jsou-li ξ, η : �t → X takov�e, �ze pro ka�zd�e d ∈ �t je
ξ(d)Eη(d), plat�� t�e�z αt(ξ)Eαt(η).

Mo�zn�a trochu pr�uhledn�eji pro �nit�arn�� operace:
plat��-li xjEyj pro v�sechna j, je αt(x1, . . . , xnj)Eαt(y1, . . . , ynj).

5.2. Pozorov�an��. E ⊆ X je kongruence na A = (X,α) pr�av�e kdy�z je to
ekvivalence na X a podalgebra A × A. N�asledkem toho (p�ripome�nte si 3.3),
mno�zina v�sech kongruenc�� na algeb�re A je �upln�y svaz, ve kter�em in�ma jsou
pr�uniky.

5.3. Bu�d E kongruence na algeb�re A = (X,α). Ozna�cme
q = (x 7→ xE) : X → X/E

a na mno�zin�e X/E de�nujme operace αt p�redpisem
αt(ξ) = q(αt(η)) kde qη = ξ.

Tato de�nice je korektn��:
• p�redev�s��m, takov�e η z�rejm�e existuje (p�ri simult�ann��m vyb��r�an�� η(d) v
q−1[ξ(d)] v p�r��pad�e nekone�cn�eho �t si ov�sem mus��me vypomoci u�zit��m
axiomu v�yb�eru),

• a jestli�ze qη1 = qη2, t.j., pro ka�zd�e d ∈ �t je η1(d)Eη2(d), plat��
αt(η1)Eαt(η2) a tedy q(αt(η1)) = q(αt(η2)).

Z��skanou algebru ozna�c��me
A/E

a n�ekdy o n�� mluv��me jako o faktorov�e algeb�re nebo faktoralgeb�re, nebo t�e�z
jako o kvocientu.

Pozn�amka. T�reba�ze nul�arn�� operace nehraj�� roli v ot�azce zda dan�a ek-
vivalence je kongruence nebo ne, algebra A/E samoz�rejm�e d�ed�� v�sechny p�r��-
padn�e nul�arn�� operace algebry A: konstanta a se objev�� jako konstanta aE.
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5.4. Tvrzen��. 1. q je homomor�smus A na A/E.
2. Kongruence na algeb�re A jsou pr�av�e relace tvaru

Eh = {(x, y) |h(x) = h(y)},
kde h : A→ B je homomor�smus do libovoln�e algebry B.

3. Je-li h homomor�smus A na B existuje isomor�smus f : B → A/Eh
takov�y, �ze fh = q.

D�ukaz. 1. P�r��mo z de�nice αt dost�av�ame q(αt(η)) = αt(qη).
2. Eq = E, a to �ze ka�zd�a Eh je kongruence je v�ec snadn�eho v�ypo�ctu.
3. M�ame h(x) = h(y) pr�av�e kdy�z qh(x) = qh(y). Pou�zijte 2.5 (v obou

sm�erech). �

5.5. Pozorov�an��. Jsou-li hi : Ai → Bi, i ∈ J , homomor�smy na, je
homomor�smus h : ∏

Ai →
∏
Bi dan�y podm��nkou pBi h = hip

A
i op�et na.

Produkt
∏
Ai/Ei faktorov�ych algeber je tedy isomorfn�� s faktorovou algebrou

produktu
∏
Ai.

(Homomor�smus h je d�an p�redpisem h((xi)i∈J) = (hi(xi))i∈J .)
5.6. Tvrzen��. Bu�dte Ei, i ∈ J kongruence na algeb�re A. Ozna�cme

E = ⋂
i∈J Ei. Potom je A/E isomorfn�� s podalgebrou sou�cinu

∏
i∈J A/Ei.

D�ukaz. Podle 2.5.2 m�ame homomor�smy hi : A/E → A/Ei spl�nuj��c��
hi(xE) = xEi. Vezm�eme nyn�� homomor�smus h : X/E →

∏
A/Ei ur�cen�y

podm��nkou pih = hi. Je-li h(xE) = h(yE) je hi(xE) = hi(yE) pro ka�zd�e i
a tedy xEi = yEi pro ka�zd�e i, tak�ze (x, y) ∈ E = ⋂

Ei a kone�cn�e xE = yE.
�

5.7. Tvrzen��. Bu�d h : (X,α)→ (Y, β) homomor�smus na, bu�d j : C ⊆
B vlo�zen�� podalgebry. Potom A′ = h−1[C] je podalgebra algebry A a restrikce
h′ : A′ → C homomor�smu h je homomor�smus na.

N�asledkem toho je podalgebra faktorov�e algebry v�zdy isomorfn�� s faktoro-
vou algebrou podalgebry.

D�ukaz. Bu�d ι : h−1[C] ⊆ A vlo�zen�� podmno�ziny, t ∈ T a ξ : �t → h−1[C]
zobrazen��. Pro jh′ξ m�ame βt(jh′ξ) ∈ C. Podle de�nice homomor�smu je
h(αt(ιξ)) = βt(hιξ) = βt(jh′ξ) a tedy αt(ιξ) ∈ h−1[C]. �
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6. Voln�e algebry
P�ri zaveden�� pojmu generuj��c�� soustavy v 3.4 si �cten�a�r asi vzpom�el na gene-
ruj��c�� soustavy ve vektorov�ych prostorech, kter�e zn�a ji�z z prvn��ho ro�cn��ku.
Asi si tak�e vzpom�el na pojem base, jak�esi lep�s�� soustavy gener�ator�u, kter�a
je nav��c nez�avisl�a. Jist�e si nyn�� klade ot�azku, m�ame-li n�eco podobn�eho tak�e
v obecn�em p�r��pad�e. Obecn�e ne; syst�em vektorov�ych prostor�u se v tomto
ohledu chov�a v�yjime�cn�e. V obecn�ej�s��ch t�r��d�ach algeber ale p�rece jen n�ekter�e
speci�aln�� algebry, t.zv. voln�e algebry (jejich�z v�yznam nen�� jen v tom, �ze
jsou generov�any speci�aln��m zp�usobem) n�eco jako basi maj��. Budeme se jim
v�enovat v tomto odd��lu.

6.1. V dal�s��m bude symbol A ozna�covat podt�r��du t�r��dy algeber Alg(�),
zpravidla netrivi�aln�� v tom smyslu, �ze existuje A ∈ A kter�a m�a aspo�n dva
prvky.

Bu�d M mno�zina. Voln�a algebra nad M vzhledem k t�r��d�e algeber A je
algebra F (M) ∈ A spolu se zobrazen��m

φM :M → F (M)
takov�ym, �ze

pro ka�zdou algebru A ∈ A a pro ka�zd�e zobrazen�� f : M → A existuje
pr�av�e jeden homomor�smus h : F (M)→ A takov�y, �ze h · φM = f .

6.1.1. Pro voln�e algebry φM : M → F (M) a φN : N → F (N) d�av�a
podm��nka pro ka�zd�e zobrazen�� ξ : M → N jednozna�cn�e ur�cen�y homomor�s-
mus F (ξ) : F (M)→ F (N) takov�y, �ze

F (ξ) · φM = φN · ξ.

Z jednozna�cnosti d�ale okam�zit�e dost�av�ame, �ze
F (id) = id a F (ξ · η) = F (ξ) · F (η).

6.2. Tvrzen��. 1. Je-li A netrivi�aln�� t�r��da algeber, je zobrazen�� φM do
voln�e algebry v�zdy prost�e.

2. Mno�zina φM [M ] generuje algebru F (M).
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3. Pokud voln�a algebra nad M existuje, je a�z na isomor�smus jednozna�c-
n�e ur�cena. P�resn�eji, je-li φ′ : M → F ′ jin�e zobrazen�� do algebry F ′ ∈ A
spl�nuj��c�� podm��nku z 6.1, existuje isomor�smus h : F (M) → F ′ takov�y, �ze
hφM = φ′.

D�ukaz. 1. Bu�d A ∈ A algebra s aspo�n dv�ema prvky. Pro x 6= y v
M zvolme zobrazen�� f : M → A takov�e, �ze f(x) 6= f(y). Pro p�r��slu�sn�y
homomor�smus pak m�ame h(φM(x)) 6= h(φM(x)) a tedy φM(x) 6= φM(x).

2. Ozna�cme k : M ⊆ Gen(φM [M ]), j : Gen(φM [M ]) ⊆ F (M) zobrazen��
vlo�zen��; tedy je φM = jk. Je-li h : F (M)→ Gen(φM [M ]) homomor�smus pro
kter�y hφM = k, je jhφM = jk = φM a tedy jh = id (podle jednozna�cnosti),
tak�ze j mus�� b�yt homomor�smus na, a Gen(φM [M ]) = F (M).

3. M�ame homomor�smy h : F (M) → F ′ a h′ : F ′ → F (M) takov�e, �ze
hφM = φ′ a h′φ′ = φM . Proto je h′hφM = φM a hh′φ′ = φ′ a jeliko�z t�e�z
id · φM = φM a id · φ′ = φ′ je podle po�zadavku jednozna�cnosti hh′ = id a
h′h = id. �

6.3. Tvrzen��. Bu�d q : A → B homomor�smus na. Potom pro ka�zd�y
homomor�smus h : F (M) → B existuje homomor�smus f : F (M) → A
takov�y, �ze h = qf .

D�ukaz. Zvolme (s u�zit��m axiomu v�yb�eru) zobrazen�� ξ : B → A takov�e,
�ze qξ = id. K zobrazen�� ξhφM : M → A pak vezm�eme homomr�smus
f : F (M)→ A takov�y, �ze fφM = ξhφM . Potom je qfφM = qξhφM = hφM a
z jednozna�cnosti (qf i h jsou homomor�smy) kone�cn�e qf = h. �

Ve zbytku tohoto odd��lu se omez��me na �nit�arn�� typy. Ne �ze by neplatilo
v��ce (jev \voln�eho roz�s���ren��" jde i daleko za r�amec algebry). Technicky to
v�sak zvl�adneme snadn�eji a fakta tak�e budou n�azorn�ej�s��.

6.4. V�eta. Bu�d � = (nt)t∈T �nit�arn�� typ a bu�d A ⊆ Alg(�) netrivi�aln��
t�r��da algeber uzav�ren�a na tvo�ren�� sou�cin�u, podalgebry a isomor�smy. Potom
pro ka�zdou mno�zinu M existuje voln�a algebra nad M vzhledem k A.

D�ukaz. Zvolme R mno�zinu algeber z A takovou, �ze pro ka�zdou algebru
z A kter�a m�a generuj��c�� mno�zinu mohutnosti ≤ |M | existuje v R algebra
isomorfn�� (to jde podle 3.4.2). D�ale ozna�cme

U = {u |u :M → Bu ∈ R libovoln�e zobrazen��},
Uva�zujme sou�cin

pv :
∏
u∈U

Bu → Bv
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a zobrazen�� ψ : M →
∏
Bu dan�e podm��nkou puψ = u pro ka�zd�e u (tady jde

o vlastnost kart�ezsk�eho sou�cinu nosn�ych mno�zin algeber Bu podle I.3.6, ne
o vlastnost sou�cinu algeber). Vzhledem k tomu, �ze syst�em A je netrivi�aln��
existuje pro ka�zd�e x 6= y zobrazen�� u takov�e, �ze u(x) 6= u(y) tak�ze ψ mus��
b�yt prost�e.

Kone�cn�e de�nujme
φ :M → F (M) = Gen(ψ[m])

p�redpisem φ(x) = ψ(x). Tedy, ozna�c��me-li ι homomor�smus vlo�zen�� F (M) =
Gen(ψ[m]) do ∏

Bu, m�ame ιφ = ψ.
Bu�d nyn�� A ∈ A libovoln�a, a f : M → A libovoln�e zobrazen��. Ozna�cme

B = Gen(f [M ]) a rozlo�zme f na zobrazen��
M

g−−−→ B
j=⊆−−−→ A.

Podle volby mno�ziny R existuje isomor�smus ε : B → B′ ∈ R. Polo�zme
u = εg a h = jε−1puι.

Potom m�ame
hφ = jε−1puιφ = jε−1puψ = jε−1u = jε−1εg = jg = f.

Jednozna�cnost h takov�eho, �ze hφ = f plyne z 3.5. �

6.5. V�eta. Bu�d � = (nt)t∈T �nit�arn�� typ a bu�d A ⊆ Alg(�) netrivi�aln��
t�r��da algeber uzav�ren�a na tvo�ren�� sou�cin�u, podalgebry a isomor�smy. Potom
ka�zd�a algebra z A je isomorfn�� s faktoralgebrou voln�e algebry podle vhodn�e
kongruence. K tomu je mo�zno vz��t volnou algebru nad nosnou mno�zinou
algebry A.

D�ukaz. Bu�d A = (X,α). Vezm�eme f : X → A identick�e zobrazen�� a k
n�emu homomor�smus h : F (X)→ A takov�y, �ze hφ = f . Potom je h z�rejm�e
homomor�smus na. Pou�zijte 2.5. �

6.6. Voln�e algebry v Alg((nt)t∈T ). V tomto odstavci pop���seme explicite
voln�e algebry vzhledem k cel�e t�r��d�e Alg((nt)t∈T ). Nejde ani tak o to, m��t
n�eco konstruktivn�ej�s��ho ne�z tvrzen�� v 6.4 { s voln�ymi algebrami se obvykle
pracuje p�r��mo podle de�nice, a existence sta�c��. Umo�zn�� n�am to ale lehk�y
d�ukaz jednoho u�zite�cn�eho lemmatu (6.6.1 dole).

80



Dal�s�� v�yhoda bude v tom, �ze si na z�aklad�e tohoto explicitn��ho popisu
bude �cten�a�r moci l�epe p�redstavit rovnosti v de�nici variet v dal�s��m odd��le.

Bu�d tedy � = (nt)t∈T �nit�arn�� typ a bu�d M libovoln�a mno�zina. Pro
t ∈ T zvolme r�uzn�e symboly σt, a je�st�e jeden, λ, nav��c.
De�nujme nyn�� termy w a jejich stupn�e |w| takto:

• λ je term a |λ| = 1,
• jsou-li w1, . . . , wnt termy je w = σt·w1w2 . . . wnt term a |w| = ∑nt

j=1 |wj|;je-li nt = 0 je σt term a |σt| = 0.
Voln�e v�yrazy (p�resn�eji, voln�e M-v�yrazy) jsou

w[x1x2 . . . xn]
kde w je term a x1 . . . xn je slovo v prvc��ch z M d�elky |w|; v p�r��pad�e d�elky 0
je samoz�rejm�e pr�azdn�e. Na mno�zin�e v�sech voln�ych v�yraz�u de�nujme operace
ωt, t ∈ T , p�redpisem
ωt(w1[x11 . . . ], . . . , wnt [xnt1 . . . ]) = σt · w1 . . . wnt [x11 . . . x1|w1|x21 . . . . . . xnt1 . . . ]

a z��skanou algebru typu � ozna�c��me F (M) a uva�zujeme ji spolu se zobra-
zen��m

φ = (x 7→ λ[x]) :M → F (M).
Bu�d nyn�� A = (X, (αt)t) algebra z Alg((nt)t∈T ). Interpretacemi term�u w v A
rozum��me zobrazen�� w de�novan�a takto:

λ = id,
σt.w1 . . . wnt = αt ◦ (w1 × · · · × wnt)

(kde ◦ je skl�ad�an�� zobrazen�� a (f × g)(x, y) = (f(x), f(y))).
Je-li f :M → A zobrazen�� de�nujme

h : F (M)→ A

p�redpisem
h(w[x1 . . . xm]) = w(f(x1), . . . , f(xm)).

81



Uk�a�zeme, �ze je to homomor�smus:
h(ωt(w1[x11 . . . ], w2[x21 . . . ], . . . )) = h(σt · w1 . . . wnt [x11 . . . x21 . . . . . . xnt1 . . . ])

= σt · w1 . . . wnt(f(x11), . . . , f(x21), . . . . . . , f(xnt1 ) . . . )
= αt(w1(f(x11), . . . ), w2(f(x21), . . . ), . . . , wnt(f(xnt1 ), . . . ))
= αt(h(w1[x11 . . . ]), h(w2[x21, . . . ]), . . . , h(wnt [xnt1 . . . ])).

M�ame h(λ[x]) = f(x); algebra F (M) je generov�ana syst�emem {λ[x] |x ∈M}
a tedy je takov�y homomor�smus ur�cen jednozna�cn�e.

Pozn�amka. Na termy se m�u�zete d��vat jako na odvozen�e operace v nich�z
v�sechny prom�enn�e jsou r�uzn�e, [x1, . . . , xn] vyzna�cuj��, zhruba �re�ceno, jak a s
jak�ym opakov�an��m tam prom�enn�e vstupuj��. V 7.3 tomu bude d�an p�resn�ej�s��
smysl.

6.6.1. Lemma. Bu�d F (M) voln�a algebra v Alg((nt)t∈T ). Bu�d X kone�cn�a
podmno�zina F (M). Potom existuje kone�cn�a K ⊆M takov�a, �ze X ⊆ F (K).

D�ukaz. Sta�c�� vz��t mno�zinu v�sech prvk�u x, kter�e se vyskytnou mezi xj v
w[x1, . . . xn] ∈ X. �

7. T�r��dy algeber uzav�ren�e na z�akladn��
operace. Variety
V�sechny t�r��dy algeber A v tomto a dal�s��m odd��lu budou automaticky pova�zo-
v�any za uzav�ren�e na isomor�smy, t.j., je-li A ∈ A a je-li B algebra isomorfn��
s A, je B ∈ A. D�ale, typ bude �nit�arn��, i kdy�z to v n�ekter�ych tvrzen��ch nen��
nutn�e.

7.1. T�r��dy S, P a H. Pro t�r��du algeber A ⊆ Alg(�) de�nujeme
SA = {B |∃ prost�y homomor�smus j : B → A ∈ A},

PA = {
∏
i∈J

Ai |(Ai)i∈J libovoln�y soubor algeber z A},
HA = {B |∃ homomor�smus na h : A→ B, A ∈ A}.

Voln�eji �re�ceno, SA je t�r��da A roz�s���ren�a o v�sechny podalgebry, PA o v�sechny
sou�ciny, a HA o v�sechny faktorov�e algebry.
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Pozn�amka. Jedn�a se o ust�alen�e zna�cen��, kter�e vych�az�� z term��n�u sub-
algebra, produkt a homomorfn�� obraz. V �ce�stin�e m�u�ze trochu m�ast inverse
S pro podalgebry a P pro sou�ciny. Nebudeme kv�uli tomu terminologii ani
zna�cen�� m�enit, jen snad, abychom trochu zmaten�� ulevili, budeme zde (ze
dvou alternativ z 4.1) u�z��vat v�yraz produkt m��sto sou�cin.

7.2. Tvrzen��. HSPA je nejmen�s�� t�r��da algeber dan�eho typu obsahuj��c��
A a uzav�ren�a na podalgebry, produkty a faktorov�e algebry.

D�ukaz. Trivi�aln�e plat��
SSA = SA, PPA = PA a HHA = HA.

Po �rad�e podle 5.7, 5.5 a 4.3 m�ame
SHA ⊆ HSA, PHA ⊆ HPA a PSA ⊆ SPA.

Tedy je
S(HSPA) ⊆ HSSPA = HSPA,
P(HSPA) ⊆ HPSPA ⊆ HSPPA = HSPA a
H(HSPA) = HSPA.

Na druh�e stran�e, je-li B ⊇ A uzav�ren�a na podalgebry, produkty a faktoral-
gebry, je z�rejm�e B ⊇ HSPA. �

7.3. Velmi �casto b�yv�a t�r��da algeber pops�ana po�zadavkem na spln�en��
rovnost��, jako t�reba

(∀xy) x+ y = y + x (\komutativita sou�ctu")
nebo

(∀xyz) x · (y · z) = (x · y) · z (\asociativita sou�cinu"),
nebo

(∀xyz) x · (y + z) = (x · y) + (x · z) (\distributivita").
U polosvaz�u popisovan�ych jako algebry ve t�ret�� kapitole jsme se d�ale setkali
t�reba s rovnic��

x ∧ x = x.
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Co maj�� takov�e po�zadavky spole�cn�eho: Jsou d�any dvojice v�yraz�u (ty v�yrazy
pak jsou odvozen�e operace spolu se speci�kac�� toho, jak do nich vstupuj��
prom�enn�e) a jde o to, �ze maj�� d�at pro ka�zd�e (speci�kovan�e) dosazen�� stejnou
hodnotu.

Snadno a ve velk�e obecnosti to m�u�zeme popsat pomoc�� voln�ych algeber.
Vezm�em�e jednou pro v�zdy spo�cetnou mno�zinu


 = {a1, a2, a3, . . .}.

P�ripome�nte si 6.6. V�yrazy w[x1 · · ·xm] ∈ F (
) obsahuj��
1. w, zakodov�an�� odvozen�e operace (popisem toho jak vznikla slo�zen��m

ze z�akladn��ch operac�� { ty v tom vystupuj�� sv�ymi \jm�eny" σt {, a z
identit),

2. x1 · · ·xm speci�kaci toho, v jak�em po�rad�� a s jak�ym opakov�an��m do
nich prom�enn�e vstupuj��.

Po�zadavek spln�en�� ur�cit�e rovnice je pak d�an v�yb�erem dvojice prvk�u u, v ∈
F (
) a stanoven��m, �ze

pro v�sechny homomor�smy h : F (
)→ A je h(u) = h(v).
P�r��klad. T�reba pro distributivitu naho�re m�u�zeme vz��t

u = (sou�cin)(λ((sou�cet)λλ))[a1a2a3],
v = (sou�cet)((sou�cin)λλ)(sou�cin)λλ))[a1a2a1a3].

(Symboly λ p�redstavuj�� \vlo�zen�� basick�ych prvk�u", ale i identickou ope-
raci.)

To vede k n�asleduj��c�� de�nici:
Bu�dM mno�zina a E libovoln�a podmno�zina produktu F (M)×F (M). De�n-
ujme
MM(E) = {A |∀ homomor�smus h : F (M)→ A, ∀(u, v) ∈ E, h(u) = h(v)}.
MM(E) je tedy t�r��da v�sech algeber dan�eho typu spl�nuj��c�� v�sechny rovnice
zakodovan�e v E; n�ekdy se o n�� mluv�� jako o t�r��d�e model�u (teorie) E.
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Pozn�amka. M��sto 
 zde m�ame obecnou mno�zinu M . D�uvody jsou
technick�e { nakonec uvid��me, �ze s F (
) vysta�c��me.

Prot�ej�skem k t�eto operaci bude n�asleduj��c��: pro libovolnou t�r��du algeber
A ⊆ Alg(�) polo�z��me
EM(A) = {(u, v) ∈ F (M)×F (M) |∀ homom. h : F (M)→ A ∈ A, h(u) = h(v)}.
N�asleduj��c�� formule se ov�e�r�� zcela besprost�redn�e.

A ⊆ B ⇒ EM(A) ⊇ Em(B),
E1 ⊆ E2 ⇒ MM(E1) ⊇MM(E2),
A ⊆MM(EM(A)),
E ⊆ EM(MM(E)).

Tedy jsou oper�atory MM a EM ve vztahu \kontravariantn�� Galoisovy ad-
junkce". Opatrn�e uvozovky p���seme proto, �ze oper�ator EM nem�u�zeme dost
dob�re ch�apat jako zobrazen�� (de�ni�cn�� obor by byl syst�em vlastn��ch t�r��d, a
m�eli bychom pot���ze s teori�� mno�zin). Nicm�en�e z formul�� snadno odvod��me
t�reba �ze

EMMMEMA = EMA a MMEMMME =MME.

7.4. T�r��dy algeber tvaru
MM(E)

naz�yv�ame varietami algeber nebo primitivn��mi t�r��dami algeber (typu �).
N�ekte�r�� auto�ri prosazuj�� m��sto t�echto m�alo v�ymluvn�ych v�yraz�u v�ysti�zn�ej�s��
term��n \rovnicov�a t�r��da" (equational class). Taky bych to v��tal, ale v �ce�stin�e
to n�ejak moc dob�re nezn��.

7.5. Lemma. Ka�zd�a varieta algeber je uzav�ren�a na podalgebry, produkty
a faktorov�e algebry.

D�ukaz. Bu�d A =MM(E), A ∈ A a (u, v) ∈ E.
Je-li j : B → A prost�y homomor�smus a h : F (M)→ B homomor�smus,

je jh homomor�smus do A, tedy jh(u) = jh(v) a kone�cn�e h(u) = h(v).
Je-li q : A→ B homomor�smus na a je-li h : F (M)→ B homomor�smus,

vezmeme podle 6.3 homomor�smus f : F (M) → A takov�y, �ze qf = h a
dostaneme h(u) = qf(u) = qf(v) = h(v).

Kone�cn�e bu�dte Ai ∈ A a h : F (M) → ∏
J Ai. Potom pro ka�zd�e i je

pih(u) = pih(v) a tedy h(u) = (pih(u))i∈J = (pih(v))i∈J = h(v). �
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8. Birkho�ova v�eta o variet�ach
8.1. Lemma. Bu�d A t�r��da algeber uzav�ren�a na podalgebry (t.j., A = SA).
Potom je EMA pr�unik v�sech kongruenc�� � na F (M) takov�ych, �ze F (M)/�
je v A.

D�ukaz. Podle de�nice je (u, v) ∈ EM(A) pr�av�e kdy�z (p�ripome�nte si
ozna�cen�� z 5.4)

∀ h : F (X)→ A ∈ A, (u, v) ∈ Eh.
Jeliko�z Eh = Eg kde g : F (M) → h[F (M)] je de�nov�ano p�redpisem g(x) =
h(x), m�u�zeme se p�ri tom omezit na homomor�smy na (algebra h[F (M)] je v
SA a tedy op�et v A) a tedy

EM(A) =
⋂
{Eh |h : F (M)→ A ∈ A homomor�smus na}. �

8.2. Z tvrzen�� 8.1 a 5.6 okam�zit�e dost�av�ame
D�usledek. Bu�d A t�r��da algeber uzav�ren�a na podalgebry a produkty. Po-

tom je F (M)/EMA v A.

8.3. Lemma. Pro libovolnou mno�zinu M je

M
E
A =MMEMA.

D�ukaz. Pro (u, v) ∈ EM(A) m�u�zeme podle 6.5.1 zvolit kone�cnou pod-
mno�zinu K ⊆ M takovou, �ze u, v ∈ F (K). Zvolme K0 ⊆ 
 a zobrazen��
γ : 
 → M , γ : M → 
 jejich�z restrikce na K0 a K jsou vz�ajemn�e inversn��.
P�ripome�nme si 6.1.1 a polo�zme

f = F (γ) : F (
)→ F (M) a f = F (γ) : F (M)→ F (
).
Pro x ∈ F (K0) a y ∈ F (K) m�ame

ff(x) = x a ff(y) = y

(z de�nice F (ξ) a formul�� v 6.1.1 snadno zjist��me, �ze restrikce f a f na F (K0)
a F (K) jsou obrazy restrikc�� γ, γ na K0, K v korespondenci ξ 7→ F (ξ)). Tedy
pro u0 = f(u) a v0 = f(v) a libovoln�y homomor�smus h : F (
) → B ∈ A
m�ame h(u0) = hg(u) = hf(v) = h(v0), tak�ze (u0, v0) ∈ E
A.
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Bu�d nyn�� A libovoln�a algebra z M
E
A a h : F (M) → A libovoln�y
homomor�smus. Pro (u, v) ∈ EMA vezm�eme u0, v0 a f zvolen�e v p�redchoz��m
odstavci. Tedy je (u0, v0) ∈ E
A a tedy hf(u0) = hf(v0). To ale znamen�a, �ze
h(u) = hff(u) = hf(u0) = hf(v0) = hff(v) = h(v). Tedy je A ∈MMEMA.
�

8.4. V�eta. (Birkho�ova v�eta o variet�ach.) T�r��da algeber A ⊆ Alg(�)
je varieta pr�av�e kdy�z je uzav�ren�a na isomor�smy, podalgebry, produkty a
faktorov�e algebry.

D�ukaz. Je-li A varieta, je A = HSPA podle 7.5.
Bu�d nyn�� A = HSPA. Dok�a�zeme, �ze A =M
E, kde E = E
A. Bu�d A =

(X,α) ∈M
E
A. Podle 6.4 existuje homomor�smus h zobrazuj��c�� F (X) na
A. Podle 8.3 je A ∈ MXEXA a tedy podle 8.1 m�ame EXA ⊆ Eh. Podle
2.5.2 existuje homomor�smus g : F (X)/EXA → A takov�y, �ze gq = h, kde
q : F (X)→ F (X)/EXA zobrazuje x na xEXA. Podle 8.2 je F (X)/EXA ∈ A.
Jeliko�z h je na, mus�� b�yt i g na a tedy kone�cn�e A ∈ HA = A.

Dok�azali jsme, �ze M
E
A ⊆ A; opa�cn�a inkluse plat�� v�zdy. �

8.5. Z 7.2 dostaneme okam�zit�e
D�usledek. Bu�d A ⊆ Alg(�) libovoln�a t�r��da algeber. Potom HSPA je

nejmen�s�� varieta obsahuj��c�� A.

9. Pozn�amky o n�ekter�ych
speci�aln��ch algebr�ach
Tento odd��l nen�� nijak systematick�y. Jeho �u�celem je p�ripomenout n�ekolik
jednoduch�ych fakt, kter�a pat�r�� k v�seobecn�emu matematick�emu vzd�el�an��.

P�ripomeneme pojmy pologrupy a monoidu; zejm�ena uk�a�zeme, �ze asocia-
tivn�� operaci je v�zdy mo�zno representovat jako operaci skl�ad�an�� zobrazen��, a
k tomu je�st�e n�eco v��ce. Podobn�y fakt uk�a�zeme o grup�ach. U grup pak je�st�e
na chv��li z�ustaneme a zm��n��me se o zvl�a�stn��m chov�an�� kongruenc��. Podobn�e
speci�aln�� chov�an�� kongruenc�� uvid��me potom t�e�z u okruh�u. S t��m souvis��
pojem ide�alu; dal�s��mi aspekty tohoto pojmu kapitolu uzav�reme.

9.1. Pologrupa je algebra typu (2) jej���z jedin�a bin�arn�� operace (ozna�cme
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ji t�reba ·) je asociativn��, t.j. spl�nuje rovnici
∀x, y, z x · (y · z) = (x · y) · z.

Monoid je algebra (X, ·, e) typu (2, 0) takov�a, �ze (X, ·) je pologrupa a kon-
stanta e spl�nuje rovnici

∀x x · e = e · x = x. (∗)
Plat��-li je�st�e

∀x, y x · y = y · x

mluv��me o komutativn�� pologrup�e resp. komutativn��m monoidu.
9.1.1. Pozorov�an��. Ka�zdou pologrupu je mo�zno roz�s���rit na monoid.
Sta�c�� toti�z p�ridat nov�y prvek e a de�novat pro n�ej n�asoben�� pravidlem

(∗). Uv�edomte si, �ze pokud ji�z v na�s�� pologrup�e prvek e′ chovaj��c�� se jako
jednotka byl, v roz�s���ren�em monoidu ji�z jednotkou nen�� { m�ame e′e = e′,
nikoli e′e = e.

9.1.2. Skl�ad�an�� zobrazen�� je asociativn�� a tedy ka�zd�a mno�zina S zob-
razen�� X → X uzav�ren�a na skl�ad�an�� pologrupa; je-li v S identick�e zobrazen��
a pova�zujeme-li je za nul�arn�� operaci, m�ame monoid. Ve skute�cnosti, a�z na
isomor�smus, jin�e pologrupy a monoidy nejsou, toti�z

ka�zd�a pologrupa m�u�ze b�yt representov�ana jako pologrupa zobrazen�� n�e-
jak�e mno�ziny do sebe, se skl�ad�an��m jako operac��.

Dok�a�zeme siln�ej�s�� tvrzen��. Pro algebru A ozna�cme symbolem
End(A)

monoid v�sech endomor�sm�u h : A→ A. Plat��
Tvrzen�� (Cayleyova representace). Ka�zd�y monoid M je isomorfn�� s

monoidem End(A) pro n�ejakou algebru A s dostate�cn�e mnoha un�arn��mi ope-
racemi. Je mo�zno volit takovou, �ze |A| ≤ |M |.

D�ukaz. Pro monoid S = (X, ·, e) (n�asoben�� v n�em d�ale budeme ozna�covat
pouze juxtaposic��) vezm�eme algebru

A = (X, (ρs)s∈X)
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kde un�arn�� operace ρs jsou d�any p�redpisy (x 7→ xs) (�r��k�a se jim prav�e transla-
ce). Pro s ∈ X d�ale de�nujme lev�e translace

λ(s) = (x 7→ sx) : X → X.

Uk�a�zeme, �ze
λ : S → End(A)

je isomor�smus monoid�u.
I. Ka�zd�e zobrazen�� λ(s) je homomor�smus A → A: pro ka�zd�e t ∈ X

m�ame
λ(s)(ρtx) = s(xt) = (sx)t = ρt(λ(s)(x)).

II. λ(e)(x) = ex = x, tedy λ(e) je identick�y isomor�smus, a d�ale m�ame
(λ(s) · λ(t))(x) = λ(s)(λ(t)(x)) = s(tx) = (st)x = λ(st)(x). Tedy je λ
homomor�smus.

III. Je-li s 6= t m�ame λ(s)(e) = s 6= t = λ(t)(e), tedy je λ prost�e.
IV. Kone�cn�e, ka�zd�y endomor�smus h : A→ A je lev�a translace: m�ame

h(x) = h(ex) = h(ρxe) = ρx(h(e)) = h(e)x = λh(e)(x). �

Pozn�amka. Monoidy je mo�zno representovat jako End(A) s mnohem
speci�aln�ej�s��mi typy algeber, na p�r��klad s pouze dv�ema un�arn��mi operacemi,
nebo s jednou bin�arn�� operac�� (dokonce asociativn��). Takov�e representace
jsou ov�sem mnohem obt���zn�ej�s��.

9.2. Grupa je algebra (X; ·, e, ( )−1) typu (2, 0, 1) kde (X; ·, e) je monoid,
a pro zb�yvaj��c�� un�arn�� operaci nav��c plat��

∀x, x · x−1 = x−1 · x = e.

N�ekdy se setk�av�ame, zvl�a�s�t ve star�s�� literatu�re, s trochu jin�ym zaveden��m
pojmu grupy, toti�z jako algebry G s asociativn�� operac�� (tedy pologrupy) v
n���z

• existuje prvek e ∈ G takov�y, �ze pro v�sechna x ∈ G je xe = ex = x (a
o tom se vz�ap�et�� dok�a�ze, �ze je jen jeden),

• a ke ka�zd�emu x ∈ G existuje y ∈ G takov�e, �ze xy = yx = e (a op�et se
hned dok�a�ze, �ze prvek y je jednozna�cn�e ur�cen prvkem x).
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P�ri tomto p�r��stupu (na rozd��l od prvn��ho, kdy dostaneme varietu algeber)
podalgebra grupy nemus�� b�yt grupa { k tomu je nutn�e explicite �z�adat, aby
p�r��slu�sn�a podmno�zina byla uzav�ren�a na zb�yvaj��c�� operace. Homomor�smy
ale vyjdou na stejno (doka�zte to jako jednoduch�e cvi�cen��).

Abelova grupa je grupa, v n���z nav��c plat��
∀xy xy = yx.

Poznamenejme, �ze je zvykem nazna�covat, �ze se jedn�a o Abelovu grupu t��m,
�ze operace se p���se jako sou�cet (a i pro p�r��slu�snou un�arn�� operaci se u�z��v�a
sugestivn��ho zna�cen�� −x, a tak�e x− y pro x+ (−y) a podobn�e.

9.2.1. V�etu o Cayleyov�e representaci m�u�zeme snadno z�u�zit na grupy.
Pro algebru A ozna�cme symbolem

Aut(A)
grupu v�sech automor�sm�u h : A→ A. Obdobn�e jako v 9.1.2 dostaneme

Tvrzen��. Pro ka�zdou grupu G existuje algebra A s dostate�cn�e mnoha
un�arn��mi operacemi takov�a, �ze G ∼= Aut(A) ∼= End(A), a �ze |A| ≤ |S|.

Trivi�aln��m d�usledkem je zn�am�y fakt, �ze ka�zd�a kone�cn�a grupa je a�z na
isomor�smus grupa permutac�� n�ejak�e kone�cn�e mno�ziny (ne nutn�e v�sech, sa-
moz�rejm�e).

9.3. Ve variet�e grup maj�� kongruence zaj��mav�e chov�an��. Ne�z k n�emu
dojdeme, zavedeme si n�asleduj��c�� zna�cen�� (kter�e budeme u�z��vat i u podobn�e
z�ale�zitosti t�ykaj��c�� se okruh�u v dal�s��ch odstavc��ch). Pro libovoln�e dv�e pod-
mno�ziny X, Y ⊆ G pi�sme

XY = {xy |x ∈ X, y ∈ Y }, a zjednodu�sujeme {a}X na aX.
Okam�zit�e vid��me, �ze

(XY )Z = X(Y Z) (= {xyz |x ∈ X, y ∈ Y, z ∈ Z})
a �ze

je-li A podgrupa, je AA = A.

�Rekneme, �ze podgrupa N ⊆ G je norm�aln��, plat��-li
∀a ∈ G, aN = Na.
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9.3.1. Pozorov�an��. Je-li N ⊆ G norm�aln�� podgrupa, jsou aN a bN bu�d
toto�zn�e nebo disjunktn��. Jeliko�z aNbN = abNN = abN a aNa−1N = eN =
N , mno�zina {aN |a ∈ G} tvo�r�� grupu (s jednotkou N). Ozna�c��me ji

G/N.

(Je-li ax = by a x, y ∈ N je a = bxy−1 a tedy aN ⊆ bN .)
9.3.2. Tvrzen��. 1. Pro ka�zd�y homomor�smus grup h : G→ H je h−1[e]

norm�aln�� podgrupa grupy G.
2. Korespondence E 7→ {x |xEe} a N 7→ {(x, y) |x−1y ∈ N} popisuj��

vz�ajemn�e jednozna�cn�y vztah mezi kongruencemi na G a norm�aln��mi podgru-
pami.

D�ukaz. 1. Pro x ∈ h−1[e] a libovoln�e a m�ame axa−1 ∈ h−1[e] a ax =
(axa−1)a.

2. A = {x |xEe} je z�rejm�e podgrupa; pro x ∈ A a libovoln�e a ∈ G je
axEa a tedy axa−1Ee a ax = (axa−1)a. Tedy je A norm�aln��.

Pro grupu G/N z 9.3.1 vezm�eme homomor�smus h = (a 7→ aN) : G →
G/N ; potom je Eh = {(a, b) |aN = bN} = {(a, b) |a−1b ∈ N} (je-li a = bx,
x ∈ N , je b−1a = x ∈ N) a tedy je ekvivalence {(a, b) |a−1b ∈ N} kongruence.
To, �ze p�ri�rad��me-li podle formul�� E 7→ N 7→ E ′ a N 7→ E 7→ N ′ dostaneme
E ′ = E a N ′ = N se snadno ov�e�r�� a m�u�ze b�yt ponech�ano �cten�a�ri. �

9.4. Komutativn�� okruh s jednotkou (d�ale jen okruh, o obecn�ej�s��ch okru-
z��ch mluvit nebudeme) je algebra R = (X; +,−( ), 0, ·, 1) typu (2, 1, 0, 1, 0)
kde

• (X; +,−( ), 0) je Abelova grupa,
• (X; ·, 1) je komutativn�� monoid,
• a krom�e toho plat�� rovnice

x(y + z) = xy + xz.

(N�asoben�� x · y ji�z p���seme xy.) Okruhy tedy tvo�r�� varietu. �Cten�a�r se jist�e
ji�z na za�c�atku studia sezn�amil se dv�ema speci�aln��mi p�r��pady okruh�u: s obory
integrity, kde se nav��c po�zaduje

xy = 0 ⇒ x = 0 nebo y = 0,
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a t�elesy, kde
ke ka�zd�emu x 6= 0 existuje y takov�e, �ze xy = 1.

Ani obory integrity ani t�eles ji�z variety netvo�r�� (vid��me to hned nap�r. z toho,
�ze nejsou uzav�ren�e na produkty).

9.4.1. Ide�alem v okruhu R rozum��me podmno�zinu J ⊆ R takovou, �ze
• J je podgrupa grupy (X; +,−( ), 0) a
• je-li x ∈ J a y ∈ R obecn�y prvek, je xy ∈ J .

(Srovnejte s ide�aly v distributivn��ch svazech, III.3.) Budou n�as zaj��mat
vlastn�� ide�aly J 6= R (co�z je tot�e�z jako po�zadavek 1 /∈ J).

Tvrzen��. Vlastn�� ide�aly jsou korespondencemi

J 7→ E = {(x, y) |x− y ∈ J}, E 7→ J = {x |xE0}
d�any do vz�ajemn�e jednozna�cn�eho vztahu s netrivi�aln��mi kongruencemi (t.j.,
takov�ymi, �ze 0 nen�� kongruentn�� s 1).

D�ukaz. E = {(x, y) |x− y ∈ J} je kongruence: Bu�d xEx′ a yEy′. Potom
je (x+ y)− (x′+ y′) = (x−x′)+ (y− y′) ∈ J , (−x)− (−x′) = −(x−x′) ∈ J ,
tak�ze (x+y)E(x′+y′) a (−x)E(−x′); d�ale, xy−x′y = xy−x′y+x′y−x′y′ =
(x− x′)y + x′(y − y′) ∈ J a tedy i (xy)E(x′y′).

J = {x |xE0} je ide�al: Je-li x, yE0 je (x± y)E(0± 0) = 0 a pro z obecn�e
je (xz)E(0z) = 0.

P�ri�rad��me-li podle formul�� J 7→ E 7→ J ′ a E 7→ J 7→ E ′ dostaneme x ∈ J ′
pr�av�e kdy�z xE0 pr�av�e kdy�z x = x − 0 ∈ J , a xE ′y pr�av�e kdy�z x − y ∈ J
pr�av�e kdy�z (x− y)E0 pr�av�e kdy�z xEy. �

9.5. Podobn�e jako v III.3 hraj�� zaj��mavou roli maxim�aln�� ide�aly, t.j.
takov�e vlastn�� ide�aly J , pro kter�e je jedin�y ost�re v�et�s�� ide�al u�z jen cel�y okruh
R, a prvoide�aly, vlastn�� ide�aly J pro kter�e plat��

xy ∈ J ⇒ bu�d x ∈ J nebo y ∈ J.

Tvrzen��. 1. Ka�zd�y vlastn�� ide�al je mo�zno roz�s���rit na maxim�aln�� ide�al.
2. Ka�zd�y maxim�aln�� ide�al je prvoide�al.
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D�ukaz. 1. Dostaneme standardn��m pou�zit��m Zornova lemmatu (sjedno-
cen�� syst�em vlastn��ch ide�al�u line�arn�e uspo�r�adan�ych inklus�� je vlastn�� ide�al {
jednotka nebyla v �z�adn�em s�c��tanci).

2. Bu�d J maxim�aln�� a ab ∈ J . P�redpokl�adejme, �ze a /∈ J . De�nujme
K = {x |xb ∈ J}. K je z�rejm�e ide�al a J ( K, tak�ze mus�� b�yt 1 ∈ K a tedy
b = 1b ∈ J . �

V n�asleduj��c��m snadn�em tvrzen�� ozna�c��me R/J faktorov�y okruh z��skan�y
podle p�r��slu�sn�e kongruence.

Tvrzen��. J je maxim�aln�� ide�al pr�av�e kdy�z R/J je t�eleso.
J je prvoide�al pr�av�e kdy�z R/J je obor integrity.
Ponech�ame je jako cvi�cen��, s t��mto n�avodem: V prvn��m p�r��pad�e pro

(x, 0) /∈ E, t.j. x /∈ J zkoumejte mno�zinu (ide�al) {yx+ j |y obecn�e, j ∈ J}.
V druh�em p�r��pad�e je to je�st�e snaz�s��: jestli�ze xyE0 je xy ∈ J , tak�ze x ∈ J (a
tedy xE0) nebo y ∈ J (a tedy yE0).
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Kapitola V

Topologie

P�r��stup�u k zachycen�� p�redstavy prostoru a spojitosti je mnoho. Studenti
se obvykle nejd�r��ve setk�avaj�� s pojmem metrick�eho prostoru.

Je d�ana mno�zina bod�u X a na sou�cinu X ×X nez�aporn�a re�aln�a funkce
ρ spl�nuj��c�� podm��nky

ρ(x, y) = 0 pr�av�e kdy�z x = y,

ρ(x, y) = ρ(y, x),
ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z) (troj�uheln��kov�a nerovnost).

Zobrazen�� f : (X, ρ)→ (Y, σ) mezi metrick�ymi prostory je spojit�e jestli�ze
∀x ∈ X ∀ε > 0 ∃δ > 0 takov�e, �ze ρ(x, y) < δ ⇒ σ(f(x), f(y)) < ε.

Student se tak�e brzy dozv��, �ze pro mnoh�e �u�cely (t�reba pro �u�cely matematick�e
analysy) na konkretn�� metrice ani tak moc nez�ale�z�� { nap�r��klad v euklidovsk�e
rovin�e m�u�zeme m��sto geometricky n�azorn�e vzd�alenosti ρ((x1, x2), ρ(y1, y2)) =√(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 vz��t pohodln�ej�s�� max(|x1 − y1|, |x2 − y2|) a v�se co
se t�yk�a spojitosti z�ustane stejn�e.

V roce 1914 navrhl Felix Hausdor� popis struktury spojitosti pomoc��
okol��. Ten se ve sv�ych variant�ach �usp�e�sn�e ujal (my budeme d�avat p�rednost
variant�e v n���z z�akladn��m pojmem jsou otev�ren�e mno�ziny). Je to p�r��stup
velmi n�azorn�y: pojem okol�� zachycuje intuici obklopen�� (nap�r. bod a takov�y,
�ze ρ(a, (0, 0)) < 1 je kruhem M = {x |ρ(x, (0, 0)) ≤ 1} obklopen a bod b
takov�y, �ze ρ(b, (0, 0)) = 1 ne, i kdy�z je t�e�z b ∈ M). Spojitost zobrazen�� se
pak de�nuje po�zadavkem aby

ke ka�zd�emu x ∈ X a ke ka�zd�emu okol�� V bodu f(x) existovalo okol�� U
bodu x takov�e, �ze f [U ] ⊆ V .

P�r��klad. Na mno�zin�e re�aln�ych �c��sel pova�zujme M za okol�� bodu x, ex-
istuj��-li �c��sla a, b, a < x < b takov�a, �ze otev�ren�y interval (a, b) je �c�ast�� M .
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Ujasn�ete si, �ze spojit�a zobrazen�� v pr�av�e uveden�em smyslu jsou p�resn�e ta,
kter�a byla spojit�a v b�e�zn�e εδ-de�nici.

Pomoc�� okol�� m�u�zeme leccos zjednodu�sit. Vezm�eme t�reba roz�s���renou
p�r��mku R ∪ {−∞,+∞}, pro body z R de�nujme okol�� jako d�r��ve, a pro
+∞ (resp. −∞) vezm�eme takov�a M pro kter�a existuje �c��slo K tak, �ze
{x |x > K} ⊆M (resp. {x |x < K} ⊆M). Potom formule

pro ka�zd�e okol�� U bodu b existuje okol�� V bodu a tak, �ze f [V \ {a}] ⊆ U

de�nuje limitu funkce f v bod�e a jako b, a�t u�z je kter�ekoli z �c��sel a, b vlastn��
nebo nevlastn��.

1. Z�akladn�� topologick�e pojmy
1.1. �Rekneme, �ze na mno�zin�e X je de�nov�ana topologie pomoc�� okol�� je-li
pro ka�zd�y prvek x ∈ X ur�cena nepr�azdn�a mno�zina U(x) ⊆ expX takov�a, �ze
(ok1) pro ka�zdou U ∈ U(x), x ∈ U ,
(ok2) U, V ∈ U(x) ⇒ U ∩ V ∈ U(x),
(ok3) U ∈ U(x) & U ⊆ V ⇒ V ∈ U(x),
(ok4) pro ka�zdou U ∈ U(x) existuje W ∈ U(x), W ⊆ U , takov�e,�ze pro ka�zd�e

y ∈ W je U ∈ U(y).
1.1.1. Fakt. Plat��-li (ok1) a�z (ok4), plat�� t�e�z form�aln�e siln�ej�s��

(ok4') pro ka�zdou U ∈ U(x) existuje W ∈ U(x), W ⊆ U takov�e, �ze pro ka�zd�e
y ∈ W je W ∈ U(y).

D�ukaz. Mno�zina W = {y |U ∈ U(y)} obsahuje x a je obsa�zena v U .
Pro y ∈ W existuje podle (ok4) okol�� V ⊆ U takov�e, �ze pro ka�zd�e z ∈ V je
U ∈ U(z). Tedy je V ⊆ W a podle (ok3) je W ∈ U(y). �

1.2. Pop���seme te�d jin�y p�r��stup (brzy se uk�a�ze, �ze je s p�redchoz��m ek-
vivalentn��). �Rekneme, �ze na mno�zin�e X je de�nov�ana topologie pomoc��
otev�ren�ych mno�zin je-li d�ana mno�zina τ ⊆ expX takov�a, �ze
(ot1) ∅, X ∈ τ ,
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(ot2) U, V ∈ τ ⇒ U ∩ V ∈ τ ,
(ot3) Ui ∈ τ, i ∈ J ⇒

⋃
i∈J ∈ τ .

Prvk�um U ∈ τ �r��k�ame otev�ren�e mno�ziny.
Pozn�amka. Pojem otev�ren�e mno�ziny nen�� tak n�azorn�y jako pojem okol��,

zato se s n��m mnohem snadn�eji pracuje. V�simn�ete si t�e�z, �ze zde nen�� nic jako
trochu nepr�uhledn�y po�zadavek (ok4).

1.3. Uveden�e dva p�r��stupy (a dal�s��, o kter�ych bude je�st�e �re�c) jsou ekvi-
valentn�� v n�asleduj��c��m smyslu: dopln��me-li z�akladn�� pojem vhodnou de�nic��
druh�eho (jako odvozen�eho), dostaneme tot�e�z, t.j., stejnou soustavu dvou
pojm�u. To si nyn�� ujasn��me podrobn�eji.

M�ame-li topologii U ve smyslu 1.1 de�nujme τ formul��
U ∈ τ je-li U ∈ U(x) pro v�sechna x ∈ U (∗)

(U je otev�ren�a je-li okol��m ka�zd�eho sv�eho bodu). �Cten�a�r snadno ov�e�r��, �ze τ
spl�nuje po�zadavky (ot1) a�z (ot3).

M�ame-li topologii τ ve smyslu 1.2 de�nujme U takto:
U ∈ U(x) existuje-li V ∈ τ tak,�ze x ∈ V ⊆ U. (∗∗)

Op�et snadno vid��me, �ze takov�y syst�em spl�nuje po�zadavky (ok1) a�z (ok4).
Za�cn�eme syst�emem U a vytvo�rme τ podle (∗); pova�zujme nyn�� τ za z�aklad

a de�nujme U ′ podle (∗∗). Je-li U ∈ U(x) zvolme V podle 1.1.1; potom V ∈ τ
a tedy U ∈ U ′(x). Je-li U ∈ U ′(x), vezm�eme V z (∗∗). To je v U(x) a tedy
tak�e U ∈ U(x). Je tedy U ′ = U .

Vezm�eme τ , de�nujme U podle (∗∗) a z toho τ ′ podle (∗). Je-li U ∈ τ
je U ∈ U(x) pro ka�zd�e x ∈ U (za V vezmeme U samo) a tedy U ∈ τ ′. Je-li
U ∈ τ ′ zvolme pro x ∈ U mno�zinu Vx ∈ τ tak aby x ∈ Vx ⊆ U a m�ame
U = ⋃

x∈U Vx ∈ τ podle (ot3).
1.4. Uzav�ren�e mno�ziny. M�ejme topologii na X d�anu jako soustavu

otev�ren�ych mno�zin. �Rekneme, �ze podmno�zina A ⊆ X je uzav�ren�a, je-li X \A
otev�ren�a. Z DeMorganov�ych pravidel okam�zit�e dost�av�ame, �ze

sjednocen�� kone�cn�eho po�ctu a pr�unik libovoln�eho syst�emu uzav�ren�ych
mno�zin je uzav�ren�a mno�zina.
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M�u�zeme t�e�z za�c��t soustavou uzav�ren�ych mno�zin (spl�nuj��c��ch tento po�zada-
vek) a otev�ren�e mno�ziny de�novat jako dopl�nky uzav�ren�ych.

1.5. Uz�av�er. Je-li M ⊆ (X, τ) de�nujeme uz�av�er mno�ziny M jako
M = ⋂

{A |A uzav�ren�a, M ⊆ A}.

Jeliko�z pr�unik libovoln�eho syst�emu uzav�ren�ych mno�zin je uzav�ren�a mno�zina
m�ame okam�zit�e

1.5.1. Pozorov�an��. M je nejmen�s�� uzav�ren�a mno�zina obsahuj��c�� M .

Odtud bezprost�redn�e plyne
1.5.2. (1) M ⊆M a ∅ = ∅.
(2) M ⊆ N ⇒ M ⊆ N .
(3) M ∪N =M ∪N .
(4) M =M .
1.5.3. Pokud bychom cht�eli de�novat uz�av�er z okol��, bude se n�am hodit

n�asleduj��c�� formule:
M = {x | pro ka�zd�e okol�� U bodu x, U ∩M 6= ∅}.

(je-li x ∈ M a U ∩M = ∅ je M ⊆ X \ U , tedy M ⊆ X \ U a x /∈ U . Je-li
x /∈M m�ame x ∈ U = X \M a U ∩M = ∅.)

1.5.4. Topologii m�u�zeme de�novat tak�e tak, �ze za z�akladn�� pojem vez-
meme uz�av�er, to jest zobrazen�� u = (M 7→ M) : expM → expM spl�nuj��c��
formule z 1.5.2. De�nujeme pak otev�ren�e mno�ziny jako takov�e, pro kter�e je
u(X \ U) = X \ U , a M je okol�� bodu x jestli�ze x /∈ u(X \M). Je u�zite�cn�e
cvi�cen�� p�resv�ed�cit se o ekvivalenci podobn�e jako v 1.3 naho�re.

A je�st�e jeden pojem: vnit�rkem mno�ziny M rozum��me nejv�et�s�� otev�renou
mno�zinu v M obsa�zenou. Operace vnit�rku m�a vlastnosti obdobn�e vlastnos-
tem uz�av�eru (jak�e p�resn�e?) a d�a se vz��t za z�aklad de�nice topologie na dan�e
mno�zin�e.

Shrnut�� a de�nice. Topologick�ym prostorem rozum��me mno�zinu na
kter�e je de�nov�ana topologie n�ekter�ym ze zm��n�en�ych zp�usob�u. Je jedno
se kter�ym z pojm�u (okol��, otev�ren�e �ci uzav�ren�e mno�ziny, uz�av�er, vnit�rek)
za�cneme, stejn�e potom pracujeme se v�semi. V t�eto kapitole budeme topologii
obvykle zad�avat otev�ren�ymi mno�zinami, kv�uli technick�e jednoduchosti.
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2. P�r��klady
2.1. Metrick�e prostory. V metrick�em prostoru (X, ρ) de�nujme


(x, ε) = {x |ρ(x, y) < ε}.

Za okol�� bodu x pova�zujeme ka�zdou M ⊆ X takovou, �ze pro dost mal�e ε
je 
(x, ε) ⊆ M . Otev�ren�a mno�zina je (samoz�rejm�e) takov�a, kter�a je okol��m
ka�zd�eho sv�eho bodu.

Pro bod x ∈ X a mno�zinu A ⊆ X polo�zme ρ(x,A) = inf{ρ(x, a) |a ∈ A}.
De�nujeme

A = {x |ρ(x,A) = 0}
a �rekneme, �ze A je uzav�ren�a jestli�ze A = A.

P�resv�ed�cte se, �ze vztahy mezi takto de�novan�ymi pojmy odpov��daj�� de-
�nic��m z p�redchoz��ho odd��lu.

O topologick�em prostoru, kter�y takto m�u�zeme z��skat z metrick�eho pro-
storu �r��k�ame, �ze je metrisovateln�y.

2.2. Diskretn�� prostor. Na mno�zin�e X vezm�eme za topologii τ celou
expX. Tedy, v�sechny mno�ziny M ⊆ X jsou otev�ren�e i uzav�ren�e, okol��m
bodu je ka�zd�a mno�zina, kter�a ho obsahuje, M = M pro ka�zdou M ⊆ X. V
tomto p�r��pad�e mluv��me o diskretn�� topologii na X.

2.3. Indiskretn�� prostor. To je opa�cn�y extr�em: za otev�ren�e (a tedy i
uzav�ren�e) mno�ziny vezmeme jen ∅ a X. Potom je jedin�ym okol��m kter�ehokoli
bodu cel�y prostor, a rovn�e�z tak uz�av�er nepr�azdn�e mno�ziny je cel�y prostor.

2.4. Ko�n�aln�� topologie. Jen o trochu m�en�e primitivn�� p�r��pad: o-
tev�ren�e mno�ziny jsou ∅ a dopl�nky kone�cn�ych mno�zin. Uzav�ren�e mno�ziny
jsou pr�av�e mno�ziny kone�cn�e a cel�y prostor a tedy uz�av�er ka�zd�e nekone�cn�e
mno�ziny je cel�y prostor.

2.5. Alexandrovova (kvasidiskretn��) topologie. Bu�d (X ≤) p�red-
uspo�r�adan�a mno�zina (obvykle se n�asleduj��c�� de�nice pou�z��v�a pro uspo�r�adan�e
mno�ziny, ale p�reduspo�r�ad�an�� sta�c��). P�ripome�nme ozna�cen�� ↓M = {x |∃y ∈
M, x ≤ y} a ↑M = {x |∃y ∈M, x ≥ y}. V Alexandrovov�e topologii bereme
za otev�ren�e v�sechny rostouc�� mno�ziny (t.j. takov�e U ⊆ X, �ze ↑U = U).
Uzav�ren�e jsou pak v�sechny klesaj��c�� mno�ziny (t.j. takov�e U ⊆ X, �ze ↓U = U ,
a uz�av�er je d�an p�redpisem M =↓M .

V�simn�ete si, �ze v t�eto topologii
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(qd) v�sechny pr�uniky otev�ren�ych mno�zin jsou otev�ren�e, v�sechna sjednocen��
uzav�ren�ych mno�zin jsou uzav�ren�a, a

⋃
i∈JMi = ⋃

i∈JM i pro ka�zd�y
syst�em podmno�zin.

Proto se o Alexandrovov�ych prostorech tak�e hovo�r�� jako o prostorech kva-
sidiskretn��ch. Jako jednoduch�e cvi�cen�� si doka�zte, �ze ka�zd�y prostor spl�nuj��c��
(qd) vznikne pr�av�e popsan�ym zp�usobem z p�reduspo�r�ad�an�� (de�nujte x ≤ y
jako {y} ⊆ {x}).

2.6. Scottova topologie. Vyjdeme op�et z uspo�r�adan�e mno�ziny (X,≤).
Za otev�ren�e mno�ziny nyn�� vezmeme
(Sc) ty rostouc�� podmno�ziny U ⊆ X pro kter�e plat��, �ze kdykoli D je usm�ern�en�a

a supD ∈ U potom U ∩D 6= ∅.

Tato topologie sehr�ala v teoretick�e informatice v�yznamnou �ulohu.
2.7. Base a subbase topologie. Base topologie τ (zadan�e jako sou-

stava otev�ren�ych mno�zin) je libovoln�a B ⊆ τ takov�a, �ze
pro ka�zdou U ∈ τ, U = ⋃

{B ∈ B |B ⊆ U}.

Uv�edomte si, �ze base m�u�ze b�yt mnohem jednodu�s�s�� a p�rehledn�ej�s�� ne�z cel�a
topologie: tak nap�r. bas�� topologie p�r��mky je mno�zina v�sech otev�ren�ych
interval�u (a sta�cily by 〉a, b〈 s racion�aln��mi a, b), nebo basi roviny tvo�r�� (nap�r.)
otev�ren�e �ctverce.

Subbase topologie τ je libovoln�a S ⊆ τ takov�a, �ze mno�zina v�sech kone�c-
n�ych pr�unik�u prvk�u S je bas�� τ . Subbase mohou b�yt samoz�rejm�e je�st�e
mnohem jednodu�s�s�� ne�z base (pro topologii p�r��mky u�z sta�c�� vz��t t�reba jen
{{x |x < a}, {x |x > a} | a racion�aln��}.

Pozorov�an��. Ka�zd�a podmno�zina S ⊆ expX je subbase n�ejak�e topologie,
toti�z t�e nejmen�s�� topologie v n���z jsou v�sechny U ∈ S otev�ren�e. O t�eto topologii
pak mluv��me jako o topologii generovan�e mno�zinou S.

(Polo�zme τ = {
⋃
C |C ⊆ {

⋂
F |F kone�cn�a ⊆ S}}. Tento syst�em

je u�z uzav�ren na kone�cn�e pr�uniky (za pr�azdn�y pr�unik bereme celou X) a
libovoln�a sjednocen��, a na druh�e stran�e ka�zd�a topologie obsahuj��c�� S z�rejm�e
mus�� obsahovat v�sechny prvky z τ .)

2.8. Intervalov�a topologie. Bu�d (X,≤) line�arn�e uspo�r�adan�a mno�zina.
Mno�zina v�sech interval�u 〉a, b〈= {x |a < x < b} tvo�r�� basi t.zv. intervalov�e
topologie na (X,≤).
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Pozor, nezam�e�nujte s kvasidiskretn�� topologi���� uspo�r�ad�an�� ≤ !
2.9. Sorgenfreyova p�r��mka. A je�st�e jedna, trochu kuriosn�� topologie

na re�aln�e p�r��mce (hod�� se nap�r. na ilustrov�an�� n�ekter�ych jev�u). Sorgenfreyova
topologie je generov�ana polouzav�ren�ymi intervaly; p�resn�eji, m�a basi {〈a, b〈=
{x |a ≤ x < b} | a, b ∈ R}.

3. Spojit�a zobrazen��
3.1. Zobrazen�� f : X → Y je spojit�e zobrazen�� (X, τ) → (Y, θ) jestli�ze ke
ka�zd�emu x ∈ X a ka�zd�emu okol�� V bodu f(x) v topologii θ existuje okol�� U
bodu x v topologii τ takov�e, �ze f [U ] ⊆ V .

Snadno vid��me, �ze
3.1.1. Jsou-li f : (X, τ) → (Y, θ) a g : (Y, θ) → (Z, κ) spojit�a zobrazen��,

je i slo�zen�e zobrazen�� gf : (X, τ)→ (Z, κ) spojit�e.
3.2. Trivi�aln�� pozorov�an��. Je-li na X diskretn�� topologie, nebo na Y

indiskretn�� topologie, je ka�zd�e zobrazen�� f : X → Y spojit�e.

3.3. N�asleduj��c�� v�etu zn�ate z metrick�ych prostor�u. Plat�� obecn�e.
V�eta. Bu�d f zobrazen�� X = (X, τ) do Y = (Y, θ). Potom n�asleduj��c��

tvrzen�� jsou ekvivalentn��.

(1) f je spojit�e.

(2) Pro ka�zdou U otev�renou v Y je f−1[U ] otev�ren�a v X.

(3) Pro ka�zdou A uzav�renou v Y je f−1[A] uzav�ren�a v X.

(4) Pro ka�zdou M ⊆ X je f [M ] ⊆ f [M ].
(5) Pro ka�zdou M ⊆ Y je f−1[M ] ⊆ f−1[M ].
D�ukaz. (1)⇒(2): Je-li x ∈ f−1[U ] je f(x) ∈ U a U je jeho okol��, tak�ze

pro n�ejak�e okol�� V bodu x je f [V ] ⊆ U a m�ame x ∈ V ⊆ f−1f [V ] ⊆ f−1[U ]
a f−1[U ] je okol�� x.

(2)⇔(3) proto�ze vzorov�a funkce (M 7→ f−1[M ]) zachov�av�a dopl�nky.
(3)⇒(4): M ⊆ f−1f [M ] ⊆ f−1[f [M ]] a jeliko�z posledn�� mno�zina je

uzav�ren�a, M ⊆ f−1[f [M ]] a kone�cn�e f [M ] ⊆ f [M ].
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(4)⇒(5) Plyne okam�zit�e z toho, �re f [f−1[M ]] ⊆ ff−1[M ] ⊆M .
(5)⇒(1) Je-li f(x) /∈ Y \ V je x /∈ f−1[Y \ V ] a tedy x /∈ f−1[Y \ V ] =

X \ f−1[V ]. Polo�zme U = f−1[V ]. �

3.4. Z bodu (3) p�rechoz�� v�ety a z toho, �ze vzorov�a funkce zachov�av�a
sjednocen�� i pr�uniky okam�zit�e dostaneme u�zite�cn�y

D�usledek. Bu�d S libovoln�a subbase topologie θ. Potom f : (X, τ) →
(Y, θ) je spojit�e pr�av�e kdy�z pro ka�zdou U ∈ S je f−1[U ] ∈ τ .

3.5. Lemma. Bu�d D podmno�zina intervalu I = 〈0, 1〉 (ten p�redpo-
kl�ad�ame opat�ren topologi�� danou b�e�znou metrikou) takov�a, �ze pro ka�zd�e dva
a < b ∈ I existuje d ∈ D takov�e, �ze a < d < b. Bu�dte Ud, d ∈ D otev�ren�e
mno�ziny v topologick�em prostoru X takov�e, �ze

d < e ⇒ Ud ⊆ Ue.

Potom zobrazen�� f : X → I de�novan�e p�redpisem

f(x) = inf{d |x ∈ Ud}
je spojit�e.

D�ukaz. M�ame
f(x) > a pr�av�e kdy�z x /∈

⋂
{Ud |a < d} t.j. x ∈ I \

⋂
{Ud |a < d},

f(x) < a pr�av�e kdy�z x ∈
⋃
{Ud |a > d}

tak�ze f−1[〉a, 1〉] a f−1[〈0, a〈] jsou v�zdy otev�ren�e. P�ritom {〉a, 1〉, 〈0, a〈 |a ∈ I}
tvo�r�� subbasi prostoru I. �

3.6. Homeomor�smus. Existuje-li k spojit�emu zobrazen�� f : (X, τ)→
(Y, θ) inversn�� zobrazen�� g : (Y, θ) → (X, τ), kter�e je t�e�z spojit�e, �r��k�ame, �ze
f je homeomor�smus a �ze prostory (X, τ) a (Y, θ) jsou homeomorfn��.

Tedy,
zobrazen�� f : X → Y kter�e je spojit�e, prost�e a na je homeomor�smus

pr�av�e kdy�z plat�� kter�ekoli z n�asleduj��c��ch tvrzen��:
(1) pro ka�zdou U otev�renou v X je f [U ] otev�ren�a v Y ,
(2) pro ka�zdou A uzav�renou v X je f [U ] uzav�ren�a v Y ,
(3) pro ka�zdou M ⊆ X je f [U ] = f [U ].
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3.7. Pozn�amka a cvi�cen��. Bu�dte (X,≤), (Y,≤) uspo�r�adan�e mno�ziny.
Ov�e�rte, �ze zobrazen�� f : X → Y je spojit�e vzhledem k Alexandrovov�ym
topologi��m pr�av�e kdy�z je monotonn��, a je spojit�e vzhledem ke Scottov�ym
topologi��m pr�av�e kdy�z zachov�av�a suprema usm�ern�en�ych mno�zin.

4. Z�akladn�� konstrukce.
4.1. Podprostor. Bu�d (X, τ) topologick�y prostor a Y ⊆ X. Snadno
ov�e�r��me, �ze

τ |Y = {U ∩ Y |U ∈ τ}
tvo�r�� topologii na Y . O t�e se mluv�� jako o topologii podprostoru, nebo topologii
indukovan�e na podmno�zin�e.

Pro zobrazen�� vlo�zen�� j : Y ⊆ X m�ame Y ∩ U = j−1[U ]. Tedy je j :
(Y, τ |Y ) → (X, τ) spojit�e. Nadto je topologie podprostoru volena \�uspor-
n�e": jsou zde jen ty nejnutn�ej�s�� otev�ren�e mno�ziny pot�rebn�e k tomu, aby toto
zobrazen�� spojit�e bylo. To m�a d�ule�zit�y d�usledek.

Tvrzen��. Bu�d Y podprostor prostoru X a bu�d j : Y ⊆ X zobrazen��
vlo�zen��. Je-li f = jg : Z → X spojit�e zobrazen��, je g : Z → Y spojit�e.

(g−1[j−1[U ]] = f−1[U ] pro otev�ren�e U jsou otev�ren�e mno�ziny, a v Y jin�e
otev�ren�e mno�ziny ne�z j−1[U ] nejsou.)

4.1.1. Pozorov�an��. V prostoru (Y, τ |Y ) jsou uzav�ren�e mno�ziny pr�av�e
mno�ziny tvaru A∩ Y kde A je uzav�ren�a v X, uz�av�er mno�ziny M dostaneme
z p�uvodn��ho jako M ∩Y , a okol�� jsou pr�uniky p�uvodn��ch okol�� s na�s�� podmno-
�zinou.

4.1.2. Vlo�zen�� podprostoru. Trochu obecn�eji, jsou-li (X, τ), (Y, θ)
topologick�e prostory a j : Y → X prost�e zobrazen��, a je-li

θ = {j−1[U ] |U ∈ τ}

hovo�r��me o j jako o vlo�zen�� podprostoru. Uv�edomte si, �ze jde p�resn�e o to, �ze
restrikce (x 7→ j(x)) : X → j[X] zobrazen�� j je homeomor�smus.

4.2. Sou�ciny (produkty). M�ejme d�an syst�em (Xi, τi), i ∈ J , topo-
logick�ych prostor�u. Na kart�ezsk�em sou�cinu ∏

i∈J Xi de�nujme topologii τ
subbas��

{p−1j [U ] |j ∈ J, U ∈ τj},
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kde pj : ∏
i∈J Xi → Xj jsou projekce (xi)i∈J 7→ xj. O kar�ezsk�em sou�cinu∏

i∈J Xi opat�ren�em touto topologi�� mluv��me jako o sou�cinu nebo produktu
syst�emu (Xi, τi), a chceme-li zd�uraznit, �ze se jedn�a o tento prostor a ne jen
o jeho nosnou mno�zinu, p���seme ∏

i∈J(Xi, τi).
Pro kone�cn�e syst�emy p���seme

(X1, τ1)× (X2, τ2), X × Y × Z, X1 × · · · ×Xn

a podobn�e.
4.2.1. Pozn�amky. 1. P�ripome�nte si I.7 a uv�edomte si, �ze i zde

jsou podprostory a sou�ciny projektivn�e vytvo�reny. Topologie je zde ur�cena
po�zadavkem, aby v�yzna�cn�a zobrazen�� (v prvn��m p�r��pad�e vlo�zen��, ve druh�em
projekce) byla spojit�a p�ri co nejmen�s��m syst�emu otev�ren�ych mno�zin.

Podobn�e u faktorov�eho prostoru a u sumy (d�ale v 4.3 a 4.4) p�ujde o
injektivn�� vytv�a�ren��.

2. V�simn�ete si, �ze pro kone�cn�e syst�emy metrick�ych prostor�u se topologie
shoduje s topologii sou�cinu danou metrikou (nebo n�ekterou z metrik) jak to
zn�ate z kurs�u analysy.

4.2.2. Podobn�e jako u sou�cin�u v p�redchoz��ch kapitol�ach plat��
V�eta. M�ejme d�an syst�em spojit�ych zobrazen�� fi : Y = (Y, θ) → (Xi, τi),

i ∈ J . Potom existuje pr�av�e jedno spojit�e zobrazen�� f : Y →
∏

i∈J(Xi, τi)
takov�e, �ze pro v�sechna i ∈ J je pif = fi.

D�ukaz. Zobrazen�� z I.3.6 spl�nuj��c�� pif = fi pro v�sechna i ∈ J (toti�z
f(y) = (fi(y))i∈J) je spojit�e podle 3.4: m�ame f−1[p−1i [U ]] = f−1i [U ]. �

4.3. Faktorov�y prostor (kvocient). Bu�d (X, τ) topologick�y prostor
a q : X → Y zobrazen�� na (zejm�ena m�ame na mysli situace, kdy na mno�zin�e
X je d�ana ekvivalence E a q je projekce (x 7→ Ex) : X → X/E). Na Y
de�nujme topologii

θ = {U |q−1[U ] ∈ τ}.
Je to tedy zase extr�emn�� (tentokr�at nejv�et�s��) topologie takov�a, �ze q : X →
Y je spojit�e. Mluv��me o faktorov�e nebo kvocientov�e topologii, p�r��padn�e o
faktorov�em nebo kvocientov�em prostoru �ci faktorprostoru nbo kvocientu.

Analogicky s tvrzen��m v 4.1 snadno dok�a�zeme
Tvrzen��. Bu�d Y kvocient prostoru X p�ri zobrazen�� q : X → Y . Je-li

f = gq : X → Z spojit�e je g : Y → Z spojit�e.
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4.4. Sumy. M�ejme d�an syst�em (Xi, τi), i ∈ J , topologick�ych prostor�u.
Na disjunktn��m sjednocen�� ∐

i∈J Xi = ⋃
i∈J Xi × {i} de�nujme topologii τ

bas��
{ιi[U ] |i ∈ J, U ∈ τi},

kde ιj : Xj →
∐

i∈J Xi jsou injekce (x 7→ (x, i)). O z��skan�em prostoru
mluv��me jako o sum�e syst�emu (Xi, τi). Byly-li mno�ziny Xi ji�z p�redem dis-
junktn��, pou�zijeme za nosnou mno�zinu samoz�rejm�e jednodu�s�seji ⋃

i∈J Xi.
4.4.1. Analogicky jako v I.7.3 snadno zjist��me, �ze plat��
V�eta. M�ejme d�an syst�em spojit�ych zobrazen�� fi : (Xi, τi)→ (Y, θ), i ∈ J .

Potom existuje pr�av�e jedno spojit�e zobrazen��
∐

i∈J(Xi, τi)→ (Y, θ) takov�e, �ze
pro v�sechna i ∈ J je fιi = fi.

(Jedn�a se samoz�rejm�e o f(x, i) = fi(x).)
4.5. A je�st�e trochu terminologie: jsou-li τ a θ topologie na t�e�ze mno�zin�e

a je-li τ ⊆ θ, �r��k�ame o τ �ze je slab�s�� resp. hrub�s�� a o θ �ze je siln�ej�s�� resp.
jemn�ej�s��.

5. N�ekolik speci�aln��ch po�zadavk�u
5.1. �Rekneme, �ze prostor (X, τ) spl�nuje axiom T0 (nebo �ze to je T0-prostor)
jestli�ze
pro ka�zd�e x 6= y v X existuje U ∈ τ tak, �ze x /∈ U 3 y nebo y /∈ U 3 x. (T0)
Snadno vid��me, �ze plat��

5.1.1. Fakt. X spl�nuje T0 pr�av�e kdy�z {x} = {y} ⇒ x = y.

5.2. �Rekneme, �ze prostor (X, τ) spl�nuje axiom T1 (nebo �ze to je T1-
prostor) jestli�ze

pro ka�zd�e x 6= y v X existuje U ∈ τ tak, �ze x /∈ U 3 y. (T1)
Snadno vid��me, �ze plat��

5.2.1. Fakt. X spl�nuje T0 pr�av�e kdy�z v�sechny kone�cn�e mno�ziny jsou
uzav�ren�e.

(Podm��nka T1 �r��k�a p�resn�e to, �ze ka�zd�a jednobodov�a mno�zina je uzav�ren�a.)
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5.3. �Rekneme, �ze (X, τ) je Hausdor��uv prostor (nebo, �ze spl�nuje axiom
T2) jestli�ze

pro ka�zd�e x 6= y v X existuj�� U, V ∈ τ tak, �ze x ∈ U, y ∈ V a
U ∩ V = ∅. (T2)

5.3.1. V�eta. Bu�dte f, g : X → Y spojit�a zobrazen�� a bu�d Y Hausdor��uv
prostor. Potom mno�zina {x |f(x) = g(x)} je uzav�ren�a.

D�ukaz. Dok�a�zeme, �ze {x |f(x) 6= g(x)} je otev�ren�a. Pro f(x) 6= g(x)
zvolme otev�ren�e disjunktn�� U 3 f(x) a V 3 g(x). Potom f−1[U ] ∩ f−1[V ]
le�z�� v {x |f(x) 6= g(x)}, je otev�ren�a, a obsahuje x. �

5.3.2. �Rekneme, �ze M je hust�a podmno�zina topologick�eho prostoru X,
je-li M = X. Z 5.3.1 okam�zit�e dostaneme

D�usledek. Bu�dte f, g : X → Y spojit�a zobrazen��, bu�d Y Hausdor��uv
prostor a nech�t pro n�ejakou M hustou v X je f |M = g|M . Potom je f = g.

5.3.3. Pozn�amky a p�r��klady. Kvasidiskretn�� topologie (viz 2.5) je
T0 pokud je mno�zina (X,≤) uspo�r�adan�a a ne jen p�reduspo�r�adan�a. Krom�e
diskretn��ho p�r��padu, podobn�e jako Scottova topologie, nen�� T1. Ko�n�aln��
topologie (2.4) je T1, ale na nekone�cn�e mno�zin�e nen�� Hausdor�ova. Met-
rick�e prostory (a tak�e Sorgenfreyova p�r��mka) jsou Hausdor�ovy; maj�� ale t�e�z
mnohem siln�ej�s�� vlastnosti, o kter�ych budeme mluvit v dal�s��ch odstavc��ch.

5.4. Regularita. �Rekneme, �ze (X, τ) je regul�arn�� (nebo �ze spl�nuje axiom
T3) jestli�ze

pro ka�zd�y bod x a pro ka�zdou uzav�renou A takovou, �ze x /∈ A
existuj�� U, V ∈ τ tak, �ze x ∈ U, A ⊆ V a U ∩ V = ∅. (T3)

5.4.1. V�eta. N�asleduj��c�� tvrzen�� o topologick�em prostoru X = (X, τ)
jsou ekvivalentn��

(1) X je regul�arn��.

(2) Pro ka�zd�y bod x ∈ X a ka�zd�e jeho okol�� M existuje uzav�ren�e okol�� N
takov�e, �ze x ∈ N ⊆M .

(3) Pro ka�zdou U ∈ τ ,

U = ⋃
{V |V ∈ τ, V ⊆ U}.
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D�ukaz. (1)⇒(2): Bu�d W ∈ τ takov�a, �ze x ∈ W ⊆ M . M�ame x /∈ A =
X \W a tedy existuj�� U, V ∈ τ takov�e, �ze x ∈ U , X \W ⊆ V a U ∩ V = ∅.
Polo�zme N = U .

(2)⇒(3): Pro ka�zd�y bod x ∈ U zvolme uzav�ren�e okol��Nx ⊆ U a otev�renou
Vx takovou, �ze x ∈ Vx ⊆ Nx. Potom V x ⊆ U a m�ame U = ⋃

x∈X Vx.(3)⇒(1): Jestli�ze x /∈ A a A je uzav�ren�a zvolme U 3 x tak, aby V ⊆ X\A.
Polo�zme V = X \ U : potom N ⊆ X \ U ⊆ W ⊆M . �

5.5. �Upln�a regularita. �Rekneme, �ze (X, τ) je �upln�e regul�arn�� (nebo �ze
spl�nuje axiom T3 12 ) jestli�ze

pro ka�zd�y bod x a pro ka�zdou uzav�renou A takovou, �ze x /∈ A
existuje spojit�e φ : X → I takov�e, �ze φ(x) = 0 a φ[A] ⊆ {1} (T3 12 )

(I je uzav�ren�y interval 〈0, 1〉).
5.5.1. Relace ≺≺. Snadno vid��me, �ze podmno�zina D intervalu I = 〈0, 1〉

je hust�a jestli�ze pro ka�zd�a dv�e a < b v I existuje d ∈ D takov�e, �ze a < d < b
(stejn�e je tomu v ka�zd�e intervalov�e topologii). Pro otev�ren�e mno�ziny U, V
p���seme U≺≺V jestli�ze pro n�ejakou hustou D ⊆ I existuj�� otev�ren�e Ud, d ∈ D
takov�e, �ze

U0 = U, U1 = V a d < e ⇒ Ud ⊆ Ue.

V�simn�ete si, �ze
≺≺ je nejv�et�s�� interpolativn�� relace obsa�zen�a v relaci

≺ = {(U, V ) |U, V ∈ τ, U ⊆ V }.

5.5.2. V�eta. N�asleduj��c�� tvrzen�� o topologick�em prostoru X = (X, τ)
jsou ekvivalentn��

(1) X je �upln�e regul�arn��.

(2) Pro ka�zd�y bod x ∈ X a ka�zdou otev�renou U 3 x exituje otev�ren�a V 3 x
takov�a, �ze V≺≺U .

(3) Pro ka�zdou U ∈ τ ,

U = ⋃
{V |V ∈ τ, V≺≺U}.
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D�ukaz. (1)⇒(2): Bu�d φ zobrazen�� z de�nice pro x a A = X \ U . Za D
m�u�zeme vz��t cel�y interval a polo�zit Ua = φ−1[〈0, 12(1 + a)〈], U1 = U (je-li
a < c < b je Ua ⊆ φ−1[〈0, 12(1 + c)〈] ⊆ Ub).

(2)⇒(3) je z�rejm�e.
(3)⇒(1) plyne z Lemmatu 3.5. �

5.6. Normalita. �Rekneme, �ze (X, τ) je norm�aln�� (nebo �ze spl�nuje axiom
T4) jestli�ze

pro ka�zd�e dv�e disjunktn�� uzav�ren�e A,B existuj�� disjunktn��
otev�ren�e U, V ∈ τ takov�e, �ze A ⊆ U a B ⊆ V. (T4)

V�eta (Urysohnovo lemma). Prostor X je norm�aln�� pr�av�e kdy�z pro ka�zd�e
dv�e disjunktn�� uzav�ren�e A,B existuje spojit�e zobrazen�� φ : X → I takov�e, �ze
φ[A] ⊆ {0} a φ[B] ⊆ {1}.

D�ukaz. ⇒: Odd�elme A,B otev�ren�ymi mno�zinami U, V a polo�zme U(0) =
U a U(1) = X \B. M�ejme ji�z nalezeny U(d) pro d = k

2m , m ≤ n, 0 ≤ k ≤ 2m
tak, �ze U(d) ⊆ U(e) kdykoli d < e. Vezm�eme nyn�� uzav�ren�e disjunktn�� U( k2n ),
X \U(k+12n ), odd�elme je otev�ren�ymi disjunktn��mi U ⊇ U( k2n ), V ⊇ X \U(k+12n )
a polo�zme U( k+12n+1 ) = U . Tak pro diadicky racion�aln�� d induktivn�e dostaneme
otev�ren�e U(d) spl�nuj��c�� p�redpoklady lemmatu 3.5, a odtud �z�adanou funkci.

⇐: Sta�c�� vz��t φ−1[〈0, 12〈] a φ−1[〉12 , 1〉]. �

5.6.1. Pozorov�an�� a cvi�cen��. Ka�zd�y metrisovateln�y prostor je norm�aln��.
(M�u�zeme p�r��mo popsat funkci φ odd�eluj��c�� dan�e mno�ziny tak jak je to ve

v�et�e naho�re. P�ripome�nme si 2.1 a pro disjunktn�� uzav�ren�e A,B polo�zme

φ(x) = ρ(x,A)
ρ(x,A) + ρ(x,B) .

Z disjunktosti a uzav�renosti vid��me, �ze ρ(x,A) + ρ(x,B) 6= 0 pro v�sechna x.
Jako cvi�cen�� doka�zte podrobn�e, �ze toto zobrazen�� φ je spojit�e.)

5.7. O po�zadavc��ch Ti se obvykle mluv�� jako o odd�elovac��ch axiomech.
Posloupnost

T0 ⇐ T1 ⇐ T2 ⇐ T3&T1 ⇐ T3 12&T1 ⇐ T4&T1
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sm�e�ruje od naprost�e obecnosti k prostor�um st�ale v��ce \geometrick�ym" (brzy
uvid��me, �ze prostory s vlastnost�� T3 12&T1 se od podprostor�u Euklidovsk�ych
prostor�u li�s�� jen mo�znou \nekone�cnou dimens��".�Z�adn�a z t�echto implikac�� se ned�a obr�atit. U prvn��ch dvou je to patrn�e z ji�z
uveden�ych p�r��klad�u, uk�azat, �ze Hausdor�ova vlastnost neimplikuje regularitu
je t�e�z snadn�e, a to, �ze �upln�a regularita neimplikuje normalitu tak�e nen�� p�r��li�z
t�e�zk�e. Vztah mezi regularitou a �uplnou regularitou v�sak byl dlouho probl�em.

Je�st�e si v�simn�ete p�ridan�ych po�zadavk�u T1; bez vhodn�ych po�zadavk�u
nav��c by \vy�s�s��" odd�elovac�� axiomy ty \ni�z�s��" neimplikovaly. K tomu aby-
chom z (�upln�e) regularity dok�azali T1 ve skute�cnosti sta�c�� u�z T0; normalita
a T0 ale T1 neimplikuje.

5.8. Odd�elov�an�� a z�akladn�� konstrukce. �Z�adn�a z od�elovac��ch vlast-
nost�� se nezachov�av�a p�ri faktorisaci (trivi�aln�� p�r��klad: zobrazme R na {0, 1}
tak, �ze racion�aln��m �c��sl�um p�ri�rad��me 0 a iracion�aln��m 1. Potom kvocien-
tov�a topologie nem�a ani vlastnost T0). Naopak sumy, z trivi�aln��ch d�uvod�u,
zachov�avaj�� ka�zdou Ti. Zaj��mav�ej�s�� jsou p�r��pady podprostor�u a produkt�u.

5.8.1. V�eta. Vlastnosti Ti, i = 0, 1, 2, 3 a 312 se zachov�avaj�� v podpros-
torech a produktech.

D�ukaz. P�r��pady i = 0, 1, 2 jsou trivi�aln�� (je-li v produktu (xi)i 6= (yi)i
je pro n�ejak�e k xk 6= yk v Xk; tam odd�el��me pomoc�� U p�r��padn�e U a V a
pou�zijeme p−1k [U ] a p−1k [V ]).

Regularita a �upln�a regularita: Je-li X (�upln�e) regul�arn��, Y ⊆ X, A
uzav�ren�a v Y a y ∈ Y takov�y, �ze y /∈ A zvolme B uzav�renou v X takovou,
aby A = B ∩ Y . Potom y /∈ B a odd�el��me-li y od B v X (a�t u�z mno�zinami
U, V nebo re�alnou funkc�� φ), odd�el�� U∩Y, V ∩Y , resp. φ|Y , bod y od mno�ziny
A �z�adan�ym zp�usobem.

Bu�dte nyn�� Xi, i ∈ J , regul�arn�� (rep. �upln�e regul�arn��), A ⊆ X = ∏
Xi

uzav�ren�a a X /∈ A. Potom x ∈ U = X \ A a jeliko�z U je otev�ren�a v X,
existuj�� i1, . . . , in ∈ J tak,�ze x ∈ ⋂n

j=1 p
−1
ij
(Uj) pro n�ejak�e Uj otev�ren�e v Xij .

V regul�arn��m p�r��pad�e zvolme otev�ren�e Vj tak, aby xij ∈ Vj ⊆ V j ⊆ Uj.
Polo�zme V = ⋂

p−1ij [Vj] a W = X \
⋂
p−1ij [V j]. Potom x ∈ V ; je-li y ∈ A

je y /∈
⋂
p−1ij [Uj] a tedy pro n�ejak�e k je yik /∈ Uk, tedy yik /∈ V k a y ∈ W .

Z�rejm�e V ∩W = ∅.
V �upln�e regul�arn��m p�r��pad�e zvolme spojit�a zobrazen�� φj : Xij → I takov�a,

�ze φj(xij) = 0 a φj[Xij \ Uj] ⊆ {1}. De�nujme φ : X → I p�redpisem
φ(y) = max(φ1(yij), . . . , φn(yij)). Z�rejm�e φ(x) = 0 a je-li y ∈ A existuje j
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tak, �ze yij /∈ Uj a tedy φ(y) = 1. Ov�e�ren��, �ze φ je spojit�a funkce je snadn�e a
mohu je ponechat �cten�a�ri. �

5.8.2. Pozn�amka. Normalita se ale obecn�e nezachov�av�a ani v pod-
prostorech ani v sou�cinech. Na p�redveden�� p�r��klad�u nem�ame v t�eto chv��li
p�ripraveno dost fakt, p�r��li�s obt���zn�e ale nejsou.

5.9. Vlastnost T3 12&T1 ji�z topologick�e prostory velmi p�ribli�zuje met-
rick�ym. V n�asleduj��c�� v�et�e uvid��me, �ze se na n�e m�u�zeme d��vat jako na
podprostory \zobecn�en�ych Euklidovsk�ych prostor�u" Rn (nebo krychl�� In) {
p�ripust��me-li nekone�cn�e mocniny, dostaneme je u�z v�sechny.

P�ripome�nme, �ze mocninou XM rozum��me produkt ∏
m∈M Xm kde Xm =

X pro v�sechna m ∈M . Plat��
V�eta. (Tichonovova v�eta o vlo�zen��) Prostor je �upln�e regul�arn�� a T1 pr�av�e

kdy�z je homeomorfn�� s n�ejak�ym podprostorem krychle IM pro dost velkou
mno�zinu M .

D�ukaz. Podle p�redchoz�� v�ety jsou podprostory krychl�� �upln�e regul�arn�� a
T1.

Nech�t naopak X je �upln�e regul�arn�� a T1. Polo�zme
M = {φ : X → I | φ spojit�e}.

Podle 4.2.1 existuje (pr�av�e jedno, ale to zde nepou�zijeme) spojit�e zobrazen��
µ : X → IM

takov�e, �ze
pro v�sechna φ : X → I, pφµ = φ

(m�u�ze v�as m�ast, �ze φ zde vystupuj�� jako indexy i jako spojit�a zobrazen��;
uv�edomte si, �ze proti tomu nic nemluv��).

Zobrazen�� µ je prost�e: Je-li x 6= y vX zvolme φ ∈M tak aby φ(x) 6= φ(y).
Potom pφ(µ(x)) 6= pφ(µ(y)) a tedy mus�� b�yt µ(x) 6= µ(y) .

Zb�yv�a tedy dok�azat, �ze t�e�z zobrazen�� f : φ[X] → X inversn�� k µ je
spojit�e. Pro podmno�zinu A ⊆ X je f−1[A] = µ[A] a tedy m�ame dok�azat, �ze
pro ka�zdou A uzav�renou v X je µ[A] uzav�ren�a v µ[X]. Pro y ∈ µ[X] \ µ[A],
tedy y = µ(x), x /∈ A, zvolme φ : X → I tak, aby φ(x) = 0 a φ[A] ⊆ {1}
a polo�zme U = p−1φ [〈0, 12〈]. M�ame pφ(y) = pφµ(x) = φ(x) = 0, tedy y ∈ U ,
zat��mco pro ka�zd�e a ∈ A je pφµ(a) = φ(a) = 1, tak�ze U ∩µ[A] = ∅ a mno�zina
µ[A] = µ[X] ∩ µ[A] je uzav�ren�a v µ[X]. �
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Pozn�amka. V�simn�ete si podobnosti s konstrukc�� v II.5.3.2. Tato podob-
nost v�ubec nen�� n�ahodn�a.

5.10. Na prvn�� pohled se nezd�a, �ze by mohl b�yt n�ejak�y rozumn�y odd�elo-
vac�� axiom mezi T0 a T1, ale je, a v teoretick�e informatice sehr�al jistou roli.�Rekneme, �ze X spl�nuje podm��nku TD (to se p���se m��sto trochu nepohodln�eho
T 12 ) jestli�ze

pro ka�zd�y x ∈ X existuje U ∈ τ, tak, �ze x ∈ U a U ∩ {x} = {x}. (TD)
Nap�r��klad kvasidiskretn�� prostory jsou v�zdy TD t�reba�ze krom�e trivi�aln��ch
p�r��pad�u nejsou T1.

5.11. St�r��zliv�e prostory. D��vejme se na okam�zik na operaci pr�uniku
otev�ren�ych mno�zin jako na jak�esi n�asoben��. Potom se mno�ziny typu X \ {x}
chovaj�� jako \prvo�c��sla", to jest, je-li

X \ {x} = U ∩ V,

mus�� b�yt bu�d U = X \ {x} nebo V = X \ {x} (x nesm�� b�yt v obou U i V ,
jinak by bylo i v pr�uniku, a je-li u�z dejme tomu x ∈ X \ U , je {x} ⊆ X \ U
a U ⊆ X \ {x}). St�r��zliv�e prostory jsou T0-prostory, v nich�z jin�a \prvo�c��sla"
nejsou.

V korektn�ej�s�� terminologii: �Rekneme, �ze W ∈ τ je ireducibiln��, jestli�ze
W 6= X a

W = U ∩ V, U, V ∈ τ ⇒ W = U nebo W = V.

Prostor je st�r��zliv�y jesli�ze pro ka�zdou ireducibiln��W existuje pr�av�e jeden bod
x takov�y, �ze X = X \ {x}.

5.11.1. V�eta. Ka�zd�y Hausdor��uv prostor je st�r��zliv�y.
D�ukaz. Nech�t W ∈ τ neobsahuje aspo�n dva r�uzn�e body x, y. Zvolme

U, V ∈ τ disjunktn�� tak, aby x ∈ U a y ∈ V . Potom W = (W ∪U)∩ (W ∪V )
a W ∪ U 6= W 6= W ∪ V . �

5.11.2. Pozn�amka. St�r��zliv�y prostor nemus�� b�yt T1 (a ani T1 neimp-
likuje st�r��zlivost). Nap�r��klad kone�cn�e kvasidiskretn�� prostory jsou st�r��zliv�e.
Scottovy (i nekone�cn�e) prostory jsou �casto st�r��zliv�e { p�r��klad opaku byl
v�yznamn�y v�ysledek.
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6. Kompaktnost
6.1. Pokryt�� (p�resn�eji, otev�ren�e pokryt��, ale o jin�ych zde mluvit nebudeme)
topologick�eho prostoru (X, τ) je podmno�zina U ⊆ τ takov�a, �ze ⋃

U = X.�Casto mluv��me o pokryt�� U podmno�ziny Y ⊆ X jestli�ze ⋃
U ⊇ X. Je-li U

pokryt�� X a V ⊆ U podsyst�em takov�y, �ze st�ale je�st�e ⋃
V = X, mluv��me o

podpokryt��, nebo o pokryt�� vybran�em z U (je to jen slovn�� obrat, nejde o �z�adn�y
v�yb�erov�y princip).

6.2. �Rekneme, �ze prostor X je kompaktn��, d�a-li se z ka�zd�eho jeho pokryt��
vybrat kone�cn�e podpokryt��. Mluv��me o kompaktn�� podmno�zin�e Y (obecn�eho)
prostoru (X, τ) je-li podprostor (Y, τ |Y ) kompaktn��; v�simn�ete si, �ze to zna-
men�a p�resn�e to, �ze z ka�zd�eho pokryt�� U podmno�ziny Y lze vybrat kone�cn�e
(je-li toti�z U ⊆ τ takov�e, �ze ⋃

U ⊇ Y , m�ame pokryt�� {U ∩ Y |U ∈ U}
prostoru Y ).

6.3. V�eta. 1. Ka�zd�a uzav�ren�a podmno�zina kompaktn��ho prostoru je
kompaktn��.

2. Obraz kompaktn�� podmno�ziny p�ri spojit�em zobrazen�� je kompaktn��
podmno�zina.

D�ukaz. 1. Je-li X kompaktn�� a A ⊆ X uzav�ren�a, je pro ka�zd�e pokryt�� U
podmno�ziny A syst�em U ∪ {X \ A} pokryt�� prostoru X. Z toho vybereme
kone�cn�e V , a V \ {X \ A} pokryje A.

2. Bu�d f : X → Y spojit�e, A kompaktn�� podmno�zina X a U pokryt��
mno�ziny f [A]. Potom {f−1[U ] |U ∈ U} pokr�yv�a A. Vyberme U1, . . . , Un ∈ U
tak, aby ⋃n

i=1 f
−1[Ui] = f−1[⋃n

i=1 Ui] ⊇ A a m�ame ⋃n
i=1 Ui ⊇ f [A]. �

6.4. V�sechna pokryt�� tvo�r�� zna�cn�e nep�rehlednou mno�zinu. N�asleduj��c��
v�eta umo�z�nuje dok�azat, �ze prostor je kompaktn�� na z�aklad�e mnohem men�s��ho
syst�emu.

V�eta. (Alexanderovo lemma) Nech�t pro n�ejakou subbasi S prostoru X =
(X, τ) plat��, �ze z ka�zd�eho pokryt�� U ⊆ S lze vybrat kone�cn�e podpokryt��. Potom
X je kompaktn��.

(Pozn�amka. V d�ukazu budeme pou�z��vat Zornovo lemma. Jednodu�seji
to nejde: tvrzen�� je ekvivalentni s axiomem v�yb�eru.)

D�ukaz provedeme sporem.�Rekneme, �ze pokryt�� je velk�e, nelze-li z n�ej vybrat kone�cn�e podpokryt��.
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Fakt. Existuje-li velk�e pokryt��, existuje i maxim�aln�� velk�e pokryt��, t.j.,
takov�e velk�e pokryt�� A, �ze kdykoli U /∈ A, d�a se ji�z z A∪ {U} kone�cn�e
podpokryt�� vybrat.

(Skute�cn�e, u�zijme Zornova lemmatu: Je-li A soustava v�sech velk�ych
pokryt�� line�arn�e uspo�r�adan�a inklus��, mus�� b�yt ⋃

A tak�e velk�e pokryt��,
proto�ze kdybychom z n�ej vybrali kone�cn�e V = {U1, . . . , Un} a Ui ∈
Ai ∈ A, bylo by V �c�ast�� nejv�et�s��ho z Ai.)

Polo�zme B = τ \ A. Potom plat��:
U ∈ B pr�av�e kdy�z pro n�ejak�e U1, . . . , Un ∈ A je U ∪U1 ∪ · · · ∪Un = X.

(⇒ z maximality A, ⇐ z toho, �ze A je st�ale je�st�e velk�e). N�asledkem toho,
V ⊇ U ∈ B ⇒ V ∈ B (∗)

(je-li U ∪ U1 ∪ · · · ∪ Un = X je t�e�z V ∪ U1 ∪ · · · ∪ Un = X) a
U, V ∈ B ⇒ U ∩ V ∈ B (∗∗)

(je-li U ∪U1∪· · ·∪Un = X a V ∪V1∪· · ·∪Vn = X, je (U ∩V )∪⋃
Ui∪

⋃
Vi =

(U ∪⋃
Ui ∪

⋃
Vi) ∩ (V ∪

⋃
Ui ∪

⋃
Vi) = X).

Vezm�eme nyn�� libovoln�y bod x ∈ X. Jeliko�z A je pokryt��, existuje U ∈ A
takov�e, �ze x ∈ U ; jeliko�z je S subbase, existuj�� S1, . . . , Sn ∈ S takov�e, �ze
x ∈

⋂n
i=1 Si ⊆ U . Nyn�� ale nemohou b�yt v�sechny Si v B, proto�ze v takov�em

p�r��pad�e by podle (∗∗) bylo ⋂n
i=1 Si a podle (∗) tak�e U v B. Tedy n�ekter�e z

Si je v A, co�z je spor, proto�ze to vzhledem k tomu, �ze bod x byl libovoln�y
znamen�a �ze ji�z A ∩ S je pokryt��; z toho by se muselo d�at vybrat kone�cn�e.
�

6.4.1. P�r��klad. Takto t�reba snadno vid��me, �ze I je kompaktn��. Vez-
m�eme S = {〈0, a〈 |a ∈ I} ∪ {〉a, 1〉 |a ∈ I} a pokryt�� U ⊆ S. Polo�zme
s = sup{a |〈0, a〈∈ U}. Z�rejm�e s nen�� v �z�adn�em 〈0, a〈∈ U a tedy pro n�ejak�e b
je s ∈〉b, 1〉 ∈ U . Z de�nice suprema a toho, �ze s > b m�eme 〈0, a〈∈ U takov�e,
�ze a > b. Potom I = 〈0, a〈∪〉b, 1〉.

6.5. V�eta (Tichonovova v�eta o sou�cinu). Sou�cin libovoln�eho syst�emu
kompaktn��ch prostor�u je kompaktn��.

D�ukaz. Bu�dte Xi = (Xi, τi), i ∈ J , kompaktn��. Vezm�eme pokryt�� U
prostoru X = ∏

Xi kter�e je podmno�zinou subbase S = {p−1i (U) |U ∈ τi} a
ozna�cme Ui = {U ∈ τi |p−1i (U) ∈ U}. Potom
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existuje k ∈ J takov�e, �ze Uk pokr�yv�a Xk.
(kdyby ne, m�eli bychom pro ka�zd�e i bod xi /∈

⋃
Ui; jenom�ze (xi)i le�z�� v

n�ekter�e p−1j (U) ∈ U a tedy xj ∈ U ∈ Uj). Vybereme-li nyn�� z Uk kone�cn�e
pokryt�� V , m�ame kone�cn�e podpokryt�� {p−1k (V ) |V ∈ V}. �

6.5.1. Zejm�ena pak libovoln�y sou�cin kone�cn�ych prostor�u je kompaktn��.
Tento fakt m�a u�zite�cn�e d�usledky v kombinatorice a v logice.

6.6. V�eta. V Hausdor�ov�e prostoru X je ka�zd�a kompaktn�� podmno�zina
uzav�ren�a.

D�ukaz. Bu�d A ⊆ X kompaktn�� podmno�zina. Pro x /∈ A a a ∈ A zvolme
Ua, Va otev�ren�e disjunktn�� takov�e, �ze x ∈ Ua a a ∈ Va. Potom {Va |a ∈ A} je
pokryt�� mno�ziny A a m�u�zeme z n�eho vybrat kone�cn�e Va1 , . . . , Van . Polo�zme
U = ⋂n

i=1 Uai . U je okol�� bodu x a neprot��n�a A, tak�ze x /∈ A. Tedy A ⊆ A.
�

6.6.1. D�usledky. Bu�d f : X → Y spojit�e zobrazen��, X kompaktn�� a Y
Hausdor��uv. Potom

(1) pro ka�zdou uzav�renou A ⊆ X je f [A] uzav�ren�a,
(2) je-li f prost�e, je to vlo�zen�� podprostoru,
(3) je-li f na, je to kvocient, a
(4) je-li f vz�ajemn�e jednozna�cn�e, je to homeomor�smus.

6.7. V�eta. Ka�zd�y Hausdor��uv kompaktn�� prostor je norm�aln��.
D�ukaz. Nejprve dok�a�zeme, �ze je regul�arn��. Bu�d x /∈ A, A uzav�ren�a a

tedy kompaktn��. Pro a ∈ A zvolme Ua, Va otev�ren�e disjunktn�� takov�e, �ze
x ∈ Ua a a ∈ Va. Potom {Va |a ∈ A} je pokryt�� kompaktn�� mno�ziny A
a m�u�zeme z n�eho vybrat kone�cn�e Va1 , . . . , Van tak, �ze A ⊆ V = ⋃n

i=1 Vai .Polo�zme U = ⋂n
i=1 Uai a m�ame x ∈ U a U ∩ V = ∅.

Pro normalitu nyn�� proceduru zopakujeme: Pro b ∈ B zvol��me disjunktn��
Vb 3 b a Ub ⊇ A, vybereme Vb1 , . . . , Vbn pokryt�� B, a polo�z��me U = ⋂n

i=1 Ubia V = ⋃n
i=1 Vbi . �

6.8. �Cechova-Stoneova kompakti�kace. Bu�d X �upln�e regul�arn�� T1-
prostor. Vezm�eme

µX : X → IM(X)

z 5.9 s mno�zinouM(X) = {φ : X → I |φ spojit�e}. Podle 6.5 je IM kompaktn��
a tedy je i β(X) = µX [X] kompaktn��. Pro f : X → Y de�nujme f̃ : IM(X) →
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IM(Y ) p�redpisem pφf̃ = pφf . M�ame
f̃µx = µY f

(st�ale u�z��v�ame 4.2.2, v�cetn�e jednozna�cnosti: pφf̃µx = pφfµx = φf = pφµY f)
a tedy podle 3.3 f̃ [β(X)] ⊆ [̃µX [X]] ⊆ µY f [X] ⊆ β(Y ). M�u�zeme tedy
de�novat spojit�e β(f) : β(X)→ β(Y ) p�redpisem β(f)(x) = f(x) a ozna�c��me-
li νX restrikci µX na X → β(X), m�ame

β(f)νx = νY f.

Podle 6.6.1,
pro kompaktn�� prostor X je νx homeomor�smus.

Odtud dost�av�ame (p�ripome�nte si t�e�z 5.3.2)
V�etu (o �Cechov�e-Stoneov�e kompakti�kaci) Pro ka�zd�y �upln�e regul�arn�� T1-

prostor X existuje kompaktn�� Hausdor��uv prostor β(X) a hust�e vlo�zen�� νx :
X → β(X) takov�e, �ze pro ka�zd�e spojit�e zobrazen�� f : X → Y do kompaktn��ho
Hausdor�ova prostoru existuje (pr�av�e jedno) spojit�e zobrazen�� f : β(X)→ Y
takov�e, �ze fνX = f .

(Toti�z, f = ν−1Y β(f).)
Pozn�amka. Prostory β(X) jsou dost slo�zit�e a nep�r��li�s snadno p�redsta-

viteln�e. Nap�r��klad pro nekompaktn�� metrick�y X nen�� β(X) nikdy metriso-
vateln�y.

6.9. Lok�aln�e kompaktn�� prostory. �Rekneme, �ze prostor X je lok�aln�e
kompaktn�� jestli�ze pro ka�zd�y bod x ∈ X a pro ka�zd�e jeho okol�� U existuje
kompaktn�� okol�� K ⊆ U .

Lok�aln�e kompaktn�� prostory hraj�� velmi podstatnou roli v matematice i
v informatice. Zde pouze upozorn��me na to, �ze

kompaktn�� prostor nemus�� b�yt lok�aln�e kompaktn��,
�ze ale na druh�e stran�e

ka�zd�y Hausdor��uv kompaktn�� prostor lok�aln�e kompaktn�� je
(doka�zte to jako jednoduch�e cvi�cen��).

6.10. Lindel�ofovy prostory. A je�st�e jeden pojem p�r��buzn�y kompakt-
nosti. �Rekneme, �ze prostor je Lindel�of�uv, d�a-li se z ka�zd�eho jeho pokryt�� vy-
brat podpokryt�� nejv�y�s spo�cetn�e. N�eco v��ce se o takov�ych prostorech dozv��me
v p�r���st�� kapitole, nyn�� uvedeme jen jednu v�etu o odd�elov�an��.
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V�eta. Regul�arn�� Lindel�of�uv prostor je norm�aln��.
D�ukaz. Bu�dte A,B disjunktn�� uzav�ren�e podmno�ziny regul�arn��ho Lin-

del�ofova prostoru X. Pro x ∈ A zvolme otev�renou U(x) tak, aby x ∈ U(x) ⊆
U(x) ⊆ X \ B. Uzav�ren�y podprostor Lindel�ofova prostoru je Lindel�of�uv (ze
stejn�eho d�uvodu jako v obdobn�em tvrzen�� o kompaktn��ch prostorech) a tedy
z pokryt�� {U(x) |x ∈ A} m�u�zeme vybrat spo�cetn�e podpokryt�� U1, U2, . . .
mno�ziny A. Bez �ujmy obecnosti m�u�zeme p�redpokl�adat, �ze U1 ⊆ U2 ⊆ · · ·
(p�uvodn�� U1, U2, U3, . . . m�u�zeme nahradit U1, U1∪U2, U1∪U2∪U3, . . . ), tak�ze
dost�av�ame syst�em otev�ren�ych mno�zin

U1 ⊆ U2 ⊆ U3 ⊆ · · · takov�y, �ze A ⊆
∞⋃
i=1

Ui a U i ∩B = ∅.

Podobn�e zvol��me otev�ren�e
V1 ⊆ V2 ⊆ V3 ⊆ · · · takov�e, �ze B ⊆

∞⋃
i=1

Vi a V i ∩ A = ∅.

Polo�zme U ′
i = Ui∩ (X \V i) a V ′

i = Vi∩ (X \U i). Potom st�ale je�st�e A ⊆ U =⋃∞
i=1 U

′
i a B ⊆ V = ⋃∞

i=1 V
′
i , U a V jsou otev�ren�e, a U ∩ V = ∅ proto�ze pro

v�sechny dvojice i, j je U ′
i ∩ V ′

j = ∅ (je bu�d i ≤ j a potom Ui ∩ (X \ U j) = ∅
nebo je j ≤ i a potom Vj ∩ (X \ V i) = ∅). �

Pozn�amky. 1. Zjistit, �ze prostor je regul�arn�� je �casto velmi snadn�e, a
Lindel�ofova vlastnost tak�e nemus�� b�yt nepr�uhledn�a. Z v�ety tak nap�r. snadno
plyne, �ze Sorgenfreyova p�r��mka je norm�aln��; p�r��m�y d�ukaz by tak snadn�y
nebyl.

2. Krom�e jin�eho d�av�a tato v�eta tu�sit, pro�c bylo tak obt���zn�e naj��t p�r��klad
prostoru, kter�y byl regul�arn�� ale ne �upln�e regul�arn��.

7. Souvislost
V tomto odstavci se budeme kr�atce zab�yvat geometricky velmi n�azorn�ym po-
jmem souvislosti prostoru. Zhruba �re�ceno, p�ujde o zachycen�� dvou p�redstav:

(1) o ot�azku zda prostor \dr�z�� pohromad�e" nebo se rozpad�a na v��cem�en�e
nez�avisl�e �c�asti (\souvislost" { viz 7.1), a

(2) o ot�azku, zda se m�u�zeme \dostat z libovol�eho m��sta na libovoln�e jin�e
bez skok�u" (\k�rivkov�a souvislost" { viz 7.7.).
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7.1. �Rekneme, �ze podmno�zina A topologick�eho prostoru X je obojetn�a,
je-li z�arove�n otev�ren�a i uzav�ren�a. V ka�zd�em prostoru X m�ame trivi�aln��
obojetn�e mno�ziny X a ∅. P�ujde o to, zda tam jsou tak�e jin�e.

Nepr�azdn�y prostor je souvisl�y, neobsahuje-li krom�e trivi�aln��ch �z�adn�e jin�e
obojetn�e mno�ziny; jinak �r��k�ame, �ze je nesouvisl�y. Jin�ymi slovy, nepr�azdn�y
prostor X je nesouvisl�y

existuj��-li v n�em dv�e nepr�azdn�e disjunktn�� otev�ren�e mno�ziny A,B ta-
kov�e, �ze X = A ∪B,

nebo
existuj��-li v n�em dv�e nepr�azdn�e disjunktn�� uzav�ren�e mno�ziny A,B ta-
kov�e, �ze X = A ∪B.

Podmno�zina Y prostoru (X, τ) je souvisl�a resp. nesouvisl�a je-li prostor
(Y, τ |Y ) souvisl�y resp. nesouvisl�y.

7.2. D�ule�zit�y p�r��klad. Interval I je souvisl�y:
Nech�t I = A∪B a nech�tA,B jsou nepr�azdn�e disjunktn�� uzav�ren�e mno�ziny.

Nech�t dejme tomu 1 ∈ B. Polo�zme s = supA. Z�rejm�e je s ∈ A = A (proto�ze
v ka�zd�em intervalu 〉s − ε, s + ε〈 je bod z A) a tedy s < 1. Jenom�ze potom
ka�zd�y interval 〉s− ε, s+ ε〈 obsahuje tak�e bod z B a s ∈ B = B, co�z je spor.
�

7.3. V�eta. Spojit�y obraz souvisl�e mno�ziny je souvisl�a mno�zina.
D�ukaz. Bu�d f : X → Y spojit�e zobrazen�� a bu�d M ⊆ X souvisl�a

mno�zina. Nech�t f [M ] = A∪B kde A,B jsou disjunktn�� nepr�azdn�e uzav�ren�e
podmno�ziny f [M ]. Ozna�cme g : M → f [M ] restrikci zobrazen�� f . Potom je
g spojit�e zobrazen�� (viz 4.1) a m�ame tedyM = g−1[A]∪g−1[B] s disjunktn��mi
nepr�azdn�ymi uzav�ren�ymi g−1[A], g−1[B]. �

7.4. V�eta. Uz�av�er souvisl�e podmno�ziny je souvisl�a podmno�zina.
D�ukaz. Bu�d M souvisl�a podmno�zina prostoru X, bu�d M = A ∪ B s

disjunktn��mi uzav�ren�ymi A,B (uzav�renost v M je tot�e�z jako uzav�renost v
X). Potom m�ame M = (A ∩M) ∪ (B ∩M) s A ∩M, B ∩M disjunktn��mi
uzav�ren�ymi v M . Jedna z t�echto mno�zin mus�� b�yt pr�azdn�a, dejme tomu
M ∩ A = ∅. Potom je M ⊆ B a n�asledkem toho M ⊆ B a A mus�� b�yt
pr�azdn�a. �
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7.5. V�eta. Nech�t je X = ⋃
i∈J Xi, nech�t v�sechny podmno�ziny Xi ⊆ X

jsou souvisl�e a nech�t pro ka�zd�e dva indexy i, j ∈ J existuj�� i1, . . . , in takov�e,
�ze

i = i1, j = in a pro k = 1, . . . , n− 1 je v�zdy Xik ∩Xik+1 6= ∅. (∗)
Potom je X souvisl�y prostor.

D�ukaz. Nech�t je X = A∪B s disjunktn��mi otev�ren�ymi A,B. Potom pro
ka�zd�y index i ∈ J je Xi = (Xi∩A)∪ (Xi∩B) s Xi∩A, Xi∩B disjunktn��mi
otev�ren�ymi vXi. Tedy mus�� b�yt v�zdy jedna z t�echto mno�zin pr�azdn�a, tak�ze je
v�zdy bu�dXi ⊆ A neboXi ⊆ B. V prvn��m p�r��pad�e za�rad��me i do podmno�ziny
JA ⊆ J , v druh�em p�r��pad�e do JB ⊆ J . Je-li i ∈ JA a j ∈ JB m�ame z�rejm�e
Xi∩Xj = ∅. Podle (∗) jsou tedy v�sechny indexy v jedn�e skupin�e, dejme tomu
v JA. Je tedy Xi ⊆ A pro v�sechna i, tedy X = ⋃

Xi ⊆ A, a B = ∅. �

7.6. D�usledek. Sou�cin dvou souvisl�ych prostor�u je souvisl�y.
D�ukaz. Vyberme x0 ∈ X. M�ame X × Y = (⋃{X × {y} |y ∈ Y }) ∪

({x0}×Y ), v�sechny s�c��tance souvisl�e (homeomorfn�� s X nebo Y ), a soustava
spl�nuje p�redpoklady p�redchoz�� v�ety. �

Ve skute�cnosti plat�� obecn�ej�s��
7.6.1. V�eta. Sou�cin libovoln�eho syst�emu souvisl�ych prostor�u je souvisl�y.
D�ukaz. Podle 7.6 je p�redev�s��m sou�cin ka�zd�eho takov�eho kone�cn�eho sys-

t�emu souvisl�y. Bu�d nyn�� Xi, i ∈ J libovoln�a soustava souvisl�ych prostor�u.
Vyberme pro ka�zd�e i ∈ J bod ai ∈ Xi a uva�zujme pro kone�cn�e podmno�ziny
K ⊆ J podprostory

XK = {(xi)i∈J |pro v�sechna i /∈ K, xi = ai}.

Prostor XK je homeomorfn�� s ∏
i∈K Xi (doka�zte) a tedy souvisl�y. Pro li-

bovoln�e kone�cn�e K,L ⊆ J je XK , XL ⊆ XK∪L a tedy podle 7.5 je M =⋃
{XK |K kone�cn�a ⊆ J} souvisl�a podmno�zina. Pro libovolnou nepr�azdnou

otev�renou basickou mno�zinu U = ⋂
i∈K p

−1[Ui] je U ∩ XK 6= ∅, tedy je∏
J Xi =M souvisl�y podle 7.4. �

Pozn�amka. V�eta se d�a obr�atit:
Je-li

∏
J Xi souvisl�y, jsou v�sechny jednotliv�e Xi souvisl�e.

O to se postar�a v�eta 7.3 a spojit�e projekce.
V�simn�ete si, �ze v tom hr�alo podstatnou roli to, �ze jednou z podm��nek

souvislosti bylo, aby prostor byl nepr�azdn�y.
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7.7. K�rivkov�a (obloukov�a) souvislost. Cestou (nebo k�rivkou) spo-
juj��c�� body x a y v prostoru X rozum��me spojit�e zobrazen�� φ : I → X takov�e,
�ze φ(0) = x a φ(1) = y.

�Rekneme, �ze nepr�azdn�y prostor je k�rivkov�e (nebo t�e�z obloukov�e) souvisl�y,
daj��-li se v n�em libovoln�e dva body spojit k�rivkou.

7.7.1. V�eta. K�rivkov�e souvisl�y prostor je souvisl�y.
D�ukaz. To je op�et d�usledek v�ety 7.5 (a ov�sem t�e�z 7.2 a 7.3). Zvolme

pevn�e bod x0 ∈ X a potom ke ka�zd�emu bodu x ∈ X k�rivku φx : I → X
spojuj��c�� x0 s x. Potom m�ame X = ⋃

{φx[I] |x ∈ X} a syst�em {φx[I] |x ∈ X}
spl�nuje p�redpoklady v�ety 7.5. �

D�usledky. Tedy na p�r��klad v�sechny euklidovsk�e prostory jsou souvisl�e,
a obecn�eji v�sechny jejich konvexn�� podmno�ziny. Ale je�st�e obecn�eji, v�sechny
podprostory u nich�z um��me popsat spojen�� k�rivkami, t�reba sf�ery
{x |ρ((0, . . . , 0), x) = 1} a podobn�e.

7.8. P�r��klad. V euklidovsk�e rovin�e R× R vezm�eme podprostor
X = {(0, y) | − 1 ≤ y ≤ 1} ∪ {(x, sin 1

x
) |0 < x ≤ 1}.

Mno�zina M = {(x, sin 1
x
) |0 < x ≤ 1} jako obraz souvisl�eho intervalu 〉0, 1〉

p�ri spojit�em zobrazen�� x 7→ (x, sin 1
x
) je souvisl�a a M = X, tak�ze podle 7.3

je cel�y X souvisl�y. Nen�� v�sak k�rivkov�e souvisl�y: body tvaru (0, y) s body
mno�ziny M se k�rivkami spojit nedaj��.

7.9. Lok�aln�� souvislost. �Rekneme, �ze prostor X je lok�aln�e souvisl�y
jestli�ze pro ka�zd�y bod x ∈ X a pro ka�zd�e jeho okol�� U existuje souvisl�e okol��
V ⊆ U .

P�r��klad 7.8 ukazuje, �ze souvisl�y prostor nemus�� b�yt lok�aln�e souvisl�y: mal�a
okol�� bod�u tvaru (0, y) souvisl�a okol�� neobsahuj��. Poznamenejme, �ze intuici
souvislosti odpov��daj�� sp���s prostory, kter�e jsou z�arove�n souvisl�e a lok�aln�e
souvisl�e ne�z prostory pouze souvisl�e. �Cten�a�ri mo�zn�a bude tak�e p�ripadat, �ze
v p�r��kladu 7.8 �c�asti {(0, y) | − 1 ≤ y ≤ 1} a {(x, sin 1

x
) |0 < x ≤ 1} nedr�z�� v

geometrick�em n�azoru p�r��li�s kr�asn�e pohromad�e.
7.10. Tot�aln�� a extrem�aln�� nesouvislost. Je�st�e dva pojmy t�ykaj��c�� se

nesouvislosti. Bude se jednat o prostory geometricky ne zrovna nejzaj��mav�ej-
�s��, ale hraj��c�� (zejm�ena prvn�� z nich) v�yznamnou roli.
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Prostor X je tot�aln�e nesouvisl�y jestli�ze pro ka�zd�y bod x ∈ X a pro ka�zd�e
jeho okol�� U existuje obojetn�e okol�� V ⊆ U . Prostor X je extrem�aln�e nesou-
visl�y jestli�ze uz�av�er libovoln�e otev�ren�e mno�ziny je otev�ren�a (a tedy obojetn�a)
mno�zina.

Tot�aln�e nesouvisl�e prostory si snadno p�redstav��me. Nap�r��klad prostor
racion�aln��ch �c��sel, nebo zn�am�e Cantorovo discontinuum jsou tot�aln�e nesou-
visl�e. Netrivi�aln�� p�r��klady extrem�aln�e nesouvisl�ych prostor�u jsou ji�z m�en�e
n�azorn�e. Abychom n�ejak�y uvedli: snadno se uk�a�ze, �ze �Cechova-Stoneova
kompakti�kace extrem�aln�e nesouvisl�eho prostoru je op�et prostor extrem�aln�e
nesouvisl�y, tedy je extrem�aln�e nesouvisl�y ka�zd�y β(X) s diskretn��m X.
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Kapitola VI

Metrick�e a uniformn�� prostory

1. Zopakov�an�� n�ekolika pojm�u.
1.1. V prvn�� �c�asti t�eto kapitoly se budeme zab�yvat n�ekolika speci�aln��mi
vlastnostmi metrick�ych prostor�u. N�ekter�e z pojm�u, kter�e uvedeme (separa-
bilita, hromadn�y bod a j.) maj�� obecnou topologickou platnost; za�razujeme
je sem proto, �ze n�as budou zv�a�s�t zaj��mat n�ekter�e jejich aspekty v merick�em
kontextu.

Budeme se ale tak�e zab�yvat pojmy, kter�e jsou s metrikou sv�az�any v��ce, a
nezachov�avaj�� se obecn�e p�ri homeomor�smech. O takov�ych pojmech �r��k�ame,
�ze nejsou topologick�e.

1.2. P�ripome�nme, �ze se v metrick�em prostoru (X, ρ) zav�ad�� vzd�alenost
bodu x od mno�ziny A ⊆ X p�redpisem

ρ(x,A) = inf{ρ(x, a) | a ∈ A}
a �ze pro uz�av�er plat��

A = {x | ρ(x,A) = 0}.
N�asledkem toho,

1.2.1 podmno�zina A ⊆ X je hust�a pr�av�e kdy�z ke ka�zd�emu x ∈ X a
ka�zd�emu ε > 0 existuje a ∈ A takov�e, �ze ρ(x, a) < ε.

1.3. Diametr mno�ziny A je de�nov�an p�redpisem
diamA = sup{ρ(x, y) | x, y ∈ A}.

�Rekneme, �ze metrick�y prostor (X, ρ) je omezen�y jestli�ze diamX < +∞.
Plat��
Tvrzen��: diamA = diamA.
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D�ukaz. Nech�t diamA > diamA. Zvolme x, y ∈ A tak aby ρ(x, y) >
diamA + 2ε. Kdy�z nyn�� zvol��me x′, y′ ∈ A tak aby ρ(x, x′), ρ(y, y′) < ε,
dostaneme spor ρ(x, y) ≤ ρ(x, x′) + ρ(x′, y′) + ρ(y′, y) < ε+ diamA+ ε. �

1.4. P�ripome�nme je�st�e kulov�a okol�� bod�u

(x, ε) = {y | ρ(x, y) < ε}.

Plat��
Tvrzen��: 1. diam
(x, ε) ≤ 2ε.
2. Je-li α < β je 
(x, α) ⊆ 
(x, β).
D�ukaz. Prvn�� tvrzen�� je trivi�aln��. Bu�d nyn�� y ∈ 
(x, α). Zvolme z ∈


(x, α) tak aby ρ(z, z) < β − α. Potom ρ(x, y) ≤ ρ(x, z) + ρ(z, y) < β. �

1.5. D�ale p�ripom��n�ame, �ze posloupnost (xn)n konverguje k bodu x jestli�ze
ke ka�zd�emu ε > 0 existuje n0 takov�e, �ze pro n ≥ n0 je ρ(xn, x) < ε. �R��k�ame
pak, �ze posloupnost (xn)n je konvergentn��, �ze x je jej�� limita, a p���seme x =
limxn.

1.5.1. Pozorov�an��. Konverguje-li posloupnost (xn)n k x, konverguje k
t�emu�z bodu i po libovoln�em p�rerovn�an��. To jest, pro libovoln�e vz�ajemn�e jed-
nozna�cn�e zobrazen�� φ mno�ziny p�rirozen�ych �c��sel N na sebe je op�et limxφ(n) =
x.

(Skute�cn�e, sta�c�� v�zdy nahradit �c��slo n0 z de�nice �c��slem n1 dostate�cn�e
velk�ym tak aby {1, 2, . . . , n0} ⊆ φ[{1, 2, . . . , n1}].)

1.6. Cauchyovsk�e posloupnosti. Posloupnost xn, n = 1, 2, . . . v
metrick�em prostoru (X, ρ) je Cauchyovsk�a jestli�ze

∀ε > 0 ∃n0 takov�e, �ze m,n ≥ n0 ⇒ ρ(xn, xm) < ε.

Z�rejm�e
ka�zd�a konvergentn�� posloupnost je Cauchyovsk�a.
�Rekneme, �ze metrick�y prostor (X, ρ) je �upln�y jestli�ze je v n�em ka�zd�a

Cauchyovsk�a posloupnost konvergentn��.
1.7. Metriky ρ, σ na mno�zin�e X jsou siln�e ekvivalentn��, existuj��-li kladn�a

�c��sla α, β takov�a, �ze pro v�sechna x, y ∈ X je
α · σ(x, y) ≤ ρ(x, y) ≤ β · σ(x, y).
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D�ule�zit�y p�r��klad. Bu�dte (X1, ρ1), (X2, ρ2) metrick�e prostory. Na mno-
�zin�e X = X1 ×X2 de�nujme

ρ((x1, x2), (y1, y2)) =
√
ρ1(x1, y1)2 + ρ2(x2, y2)2, (1.7.ρ)

σ((x1, x2), (y1, y2)) = ρ1(x1, y1) + ρ2(x2, y2), (1.7.σ)
µ((x1, x2), (y1, y2)) = max(ρ1(x1, y1), ρ2(x2, y2)). (1.7.µ)

Je snadno vid�et, �ze v�sechny t�ri formule de�nuj�� metriky na X, a �ze kter�ekoli
dv�e z nich jsou siln�e ekvivalentni. Tak dost�av�ame (ve t�rech variant�ach)
sou�cin (nebo produkt) dan�ych metrick�ych prostor�u. P�resv�ed�cte se, �ze je to
v souladu s topologiemi: v p�r��slu�sn�ych topologi��ch podle V.5.4 dostaneme
sou�cin topologick�ych prostor�u.

1.7.1. Euklidovsk�e prostory. Sou�cin R × · · · × R n-kr�at budeme
ozna�covat

En

a budeme o n�em mluvit jako o n-rozm�ern�em Euklidovsk�em prostoru. B�e�zn�e
euklidovsk�e geometrii odpov��d�a metrika typu z formule (1.7.ρ); pro na�se
�uvahy bude obvykle pohodln�ej�s�� metrika z formule (1.7.µ).

1.8. Jednoduch�y p�r��klad na kter�em je vid�et kde co. Zobrazen��
φ = (x 7→ 2x− 1

1− |2x− 1|) : I0 =〉0, 1〈= {t |0 < t < 1} → R,

ψ = (x 7→ 1 + x+ |x|
2(1 + |x|) ) : R → I0

jsou spojit�a a vz�ajemn�e inversn��. Tedy jsou I0 a R homeomorfn��.
Vid��me tedy, �ze
• omezenost nen�� topologick�y pojem: I0 omezen�y je a R omezen�y nen��;
• vlastnost \b�yti Cauchyovsk�a posloupnost" nen�� topologick�y pojem: po-
sloupnost ( 1

n
)n je v I0 Cauchyovsk�a, ale jej�� homeomorfn�� obraz (φ( 1

n
) =

1− n
2 )n nen�� Cauchyovsk�a v R;

• �uplnost nen�� topologick�y pojem: I0 �upln�y nen�� a R �upln�y je (viz p�r���st��
odd��l).

Snadno ale vid��me, �ze v�sechny tyto pojmy se zachov�avaj�� p�ri siln�e ekvi-
valentn��ch metrik�ach. Zejm�ena tedy budeme-li o nich mluvit u sou�cin�u, je
jedno, kterou z naho�re uveden�ych metrik vezmeme.
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2. Separabilita a tot�aln�� omezenost
2.1. Topologick�y prostor je separabiln��, existuje-li v n�em (nejv�y�s) spo�cetn�a
hust�a podmno�zina.

2.2. V�eta. N�asleduj��c�� tvrzen�� o metrick�em prostoru X = (X, ρ) jsou
ekvivalentn��.

(1) X je separabiln��.

(2) X m�a spo�cetnou basi otev�ren�ych mno�zin.

(3) X je Lindel�of�uv.

D�ukaz. (1)⇒(2): Bu�d M spo�cetn�a hust�a podmno�zina. Polo�zme
B = {
(m, r) |m ∈M, r racion�aln��}.

Dok�a�zeme, �ze B je base. Vezm�eme otev�renou U , x ∈ U a ε > 0 takov�e,
�ze 
(x, ε) ⊆ U . Nyn�� zvolme m ∈ M tak, aby ρ(x,m) < 1

3ε a racion�aln�� r
takov�e, �ze 1

3ε < r < 2
3ε. Potom x ∈ 
(m, r) ⊆ 
(x, ε) ⊆ U : skute�cn�e, je-li

ρ(m, y) < r, je ρ(x, y) ≤ ρ(x,m) + ρ(m, y) < (13 + 2
3)ε = ε.

(2)⇒(3): Bu�d B spo�cetn�a base a U libovoln�e otev�ren�e pokryt��. Ozna�cme
B′ = {B ∈ B |∃U ∈ U , B ⊆ U}. Potom je B′ spo�cetn�e pokryt��, a vybereme-
li pro ka�zd�e B ∈ B′ n�ejakou UB ∈ U tak, aby B ⊆ UB, je tak�e {UB |B ∈ B′}
spo�cetn�e pokryt��.

(3)⇒(1): Pro ka�zd�e kladn�e p�rirozen�e n vyberme z pokryt�� {
(x, 1
n
) |x ∈

X} spo�cetn�e podpokryt��

(xn1, 1

n
), . . . ,
(xnk, 1

n
), . . . .

Potom je mno�zina {xnk | n, k = 1, 2, . . . } hust�a v X. �

Pozn�amka. V obecn�em topologick�em kontextu plat�� jen (velmi snadn�e)
implikace (2)⇒(3) a (2)⇒(1), nic v��c.

2.2.1. Vlastnost (2) z v�ety 2.2 se z�rejm�e p�ren�a�s�� na libovoln�e podprostory.
M�ame tedy t�e�z

D�usledek. Podprostor metrick�eho separabiln��ho prostoru je separabiln��.
Podprostor metrick�eho Lindel�ofova prostoru je Lindel�of�uv prostor.
(Prvn�� z t�echto tvrzen�� nijak nep�rekvap��, a ostatn�e se d�a snadno dok�azat

p�r��mo. Druh�e tvrzen�� ale mo�zn�a trochu p�rekvapuj��c�� je: Lindel�ofova vlastnost
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je velmi p�r��buzn�a kompaktnosti a ta se v podprostorech obecn�e nezachov�av�a.
V obecn�em topologick�em kontextu neplat�� ani jedno.)

2.3. �Rekneme, �ze metrick�y prostor je tot�aln�e omezen�y, existuje-li pro
ka�zd�e ε > 0 kone�cn�a podmno�zina M(ε) takov�a, �ze

pro ka�zd�e x ∈ X je ρ(x,M(ε)) < ε. (TO)

2.3.1. Pozorov�an��. Ka�zd�y tot�aln�e omezen�y metrick�y prostor je omeze-
n�y, ale omezen�y prostor nemus�� b�yt tot�aln�e omezen�y.

(M�ame diamX ≤ diamM(1) + 2. Na druh�e stran�e, de�nujeme-li na
nekone�cn�e mno�zin�e X vzd�alenost ρ(x, y) = 1 pro v�sechny dvojice x 6= y,
je z��skan�y prostor omezen�y; kone�cn�a M(12) v�sak neexistuje.)

2.3.2. V�eta. Podprostory a sou�ciny tot�aln�e omezen�ych prostor�u jsou
tot�aln�e omezen�e.

D�ukaz. I. Podprostory: Bu�dte M(ε) mno�ziny z (TO) pro prostor X, bu�d
Y ⊆ X podprostor. Pro x ∈ M(12ε) zvolme y(x) ∈ Y takov�e, �ze ρ(x, y) <
1
2ε pokud takov�e y existuje, jinak k x nevolme nic. Podle troj�uheln��kov�e
nerovnosti potom spl�nuj��

M ′(ε) = {y(x) |x ∈M(12ε)}
po�zadavek (TO) pro podprostor Y .

II. Sou�ciny: V sou�cinu X = (X1, ρ1) × (X2, ρ2) vezm�eme metriku µ z
1.7 a zvolme v (Xi, ρi) mno�ziny Mi(ε) podle (TO). Potom v X sta�c�� vz��t
M(ε) =M1(ε)×M2(ε). �

2.3.3. V�eta. Podprostor Euklidovsk�eho prostoru En je tot�aln�e omezen�y
pr�av�e kdy�z je omezen�y.

D�ukaz. Proto�ze ka�zd�y omezen�y podprostor En se vejde do sou�cinu ome-
zen�ych interval�u, sta�c�� podle 2.3.2 dok�azat, �ze ka�zd�y omezen�y interval J je
tot�aln�e omezen�y. Pro ε > 0 zvolme n tak aby 1

n
< ε a polo�zme

M(ε) = {k
n
| k = . . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . . } ∩ J. �

2.4. V�eta. Metrick�y prostor X je tot�aln�e omezen�y pr�av�e kdy�z z ka�zd�e
posloupnosti v X lze vybrat Cauchyovskou podposloupnost.
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D�ukaz. I. Je-li X tot�aln�e omezen�y zvolme mno�ziny M( 1
n
) podle de�nice.

Je-li mno�zina P = {xi | i = 1, 2, . . . } kone�cn�a, obsahuje na�se posloupnost
konstantn�� podposloupnost, a ta je samoz�rejm�e Cauchyovsk�a. Jinak zvolme
nejprve m1 ∈ M(1) tak aby P1 = P ∩ 
(m1, 1) byla nekone�cn�a, a potom k1
tak, aby xk1 ∈ P1. Jsou-li ji�z zvoleny

mj ∈M(1
j
), j = 1, . . . , n− 1, takov�e, �ze Pj = Pj−1 ∩ 
(mj,

1
j
)

jsou nekone�cn�e, a k1 < k2 < · · · < kn−1 takov�e, �ze xkj ∈ Pj,
zvolmemn ∈M( 1

n
) tak aby Pn = Pn−1∩
(m1, 1) byla nekone�cn�a, a kn > kn−1

tak, aby xkn ∈ Pn. Potom je posloupnost xk1 , xk2 , xk3 , . . . z�rejm�e Cauchy-
ovsk�a.

II. Nech�t X nen�� tot�aln�e omezen�y. Potom existuje ε > 0 takov�e, �ze
pro ka�zdou kone�cnou M ⊆ X existuje x ∈ X tak, �ze ρ(x,M) > ε. Zvolme
libovoln�e bod x1 a m�ame-li ji�z body x1, . . . , xn nalezeny zvolme xn+1 tak, aby
ρ(xn+1, {x1, . . . , xn}) > ε. Z takto z��skan�e posloupnosti z�rejm�e Cauchyovskou
vybrat nelze. �

2.5. V�eta. Ka�zd�y tot�aln�e omezen�y prostor je separabiln��.
D�ukaz. Sta�c�� vz��t M = ⋃∞

n=1M( 1
n
) �

2.5.1. V jednom s dal�s��ch odd��l�u se n�am bude hodit jednoduch�y d�usledek
tohoto faktu a v�et 2.2 a 2.4:

D�usledek. Je-li z ka�zd�e posloupnosti v prostoru X mo�zno vybrat kon-
vergentn�� podposloupnost, je X Lindel�of�uv.

3. �Upln�e metrick�e prostory.
P�ripome�nme si de�nice z 1.6. Plat��

3.1.1. Lemma. Posloupnost (x11, x21), (x12, x22), (x13, x23), . . . v sou�ci-
nu X1 ×X2 je Cauchyovsk�a pr�av�e kdy�z ka�zd�a s posloupnost�� xi1, xi2, xi3, . . .
je Cauchyovsk�a v Xi.

D�ukaz. Pou�zijeme metriku z (1.7.µ). Nech�t je
(x11, x21), (x12, x22), (x13, x23), . . .

Cauchyovsk�a. Pro ε > 0 zvolme n0 tak, aby pro m,n > n0 bylo
µ((x1m, x2m), (x1n, x2n)) < ε.
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Potom pro m,n > n0 je ρi(xim, xin) < ε.
Bu�dte naopak ob�e posloupnosti xi1, xi2, xi3, . . . Cauchyovsk�e. Zvolme ni

tak, aby pro m,n > ni bylo ρi(xim, xin) < ε. Potom pro n0 = max(n1, n2) a
m,n > n0 je µ((x1m, x2m), (x1n, x2n)) < ε. �

3.1.2. D�usledek. Sou�cin dvou �upln�ych metrick�ych prostor�u je �upln�y
prostor.

3.2. V�eta. Podprostor Y ⊆ X �upln�eho prostoru je �upln�y pr�av�e kdy�z Y
je uzav�ren�a podmno�zina v X.

D�ukaz. Bu�d Y uzav�ren�a podmno�zina v X a bu�d y1, y2, . . . Cauchyovsk�a
v Y a tedy i v X. Tam m�a limitu y; vzhledem k uzav�renosti Y je y ∈ Y .

Nech�t Y nen�� uzav�ren�a. Potom v n�� existuje posloupnost y1, y2, . . . kter�a
m�a limitu v X \ Y . Jeliko�z je y1, y2, . . . konvergentn�� v X, je Cauchyovsk�a,
a takov�a je i v Y , proto�ze tam jsou stejn�e vzd�alenosti; v Y ale limitu nem�a.
�

3.3.1. Pozorov�an��. Ka�zd�a Cauchyovsk�a posloupnost tvo�r�� omezenou
mno�zinu.

(Zvolme n0 tak aby pro m,n ≥ n0 bylo ρ(xm, xn) < 1 a polo�zme d =
max{ρ(xm, xn) |m,n ≤ n0}. Potom je pro libovoln�a m,n, ρ(xm, xn) < d+2.)

3.3.2. Lemma. Z ka�zd�e omezen�e posloupnosti re�aln�ych �c��sel je mo�zno
vybrat konvergentn�� podposloupnost.

D�ukaz. Je-li x1, xn, . . . omezen�a posloupnost, je mno�zina
M = {r ∈ R | xm > r pro nekone�cn�e mnoho index�u m}

omezen�a a nepr�azdn�a a m�a tedy kone�cn�e supremum s. Pro ka�zd�e k podle
de�nice mno�ziny M existuje nekone�cn�e mnoho index�u n takov�ych, �ze

s− 1
k
< xn < s+ 1

k
.

Zvolme n1 tak aby s−1 < xn1 < s+1 a pak induktivn�e nk tak aby nk+1 > nk
a s− 1

k
< xnk < s+ 1

k
. Z��skan�a posloupnost xn1 , xn2 , xn3 , . . . potom konverguje

k s. �

3.3.3. V�eta. Re�aln�a p�r��mka R je �upln�y prostor. N�asledkem toho jsou
v�sechny uzav�ren�e podprostory euklidovsk�ych prostor�u �upln�e.

(Prvn�� z tvrzen�� je slavn�a v�eta Bolzano-Cauchyova.)
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D�ukaz. Prvn�� tvrzen�� dostaneme bezprost�redn�e z 3.3.1 a 3.3.2, druh�e je
pak d�usledkem v�et 3.1 a 3.2. �

3.4. �R��dk�e mno�ziny a mno�ziny prvn�� kategorie. P�ripome�nte si
de�nici hust�e podmno�ziny, t.j. takov�e M ⊆ X, �ze M = X (viz V.3.2).
Podobn�e n�azorn�y je pojem �r��dk�e podmno�ziny: jedn�a se o takovou podmno-
�zinu M ⊆ X, �ze dopln�ek jej��ho uz�av�eru je hust�a mno�zina, t.j., �ze

X \M = X

(uv�edomte si d�ule�zitost toho, �ze mno�zinu M nejprve uzav�reme; pouh�a vlast-
nost \b�yt dopln�ek hust�e mno�ziny" nem�a valn�y smysl).

Mno�zina prvn�� kategorie je sjednocen�� spo�cetn�e mnoha �r��dk�ych mno�zin.
Ta m�u�ze, na rozd��l od �r��dk�ych mno�zin, zapl�novat velkou �c�ast prostoru {
t�reba racion�aln�� p�r��mka je cel�a prvn�� kategorie. U �upln�ych prostor�u se to
v�sak nikdy nestane. Plat�� velmi v�yznamn�a

V�eta. (Baireova v�eta) �Z�adn�y �upln�y prostor nen�� prvn�� kategorie v sob�e.
D�ukaz. Bu�dte An, n = 1, 2, . . . �r��dk�e v X. Tedy jsou X \ An hust�e.

Mno�zina X \ A1 je hust�a otev�ren�a; m�u�zeme proto zvolit
otev�renou U1 6= ∅ tak, aby B1 = U1 ⊆ X \ A1 a diamB1 < 1 (∗)

(t�reba U1 = 
(x, ε) pro n�ejak�e x ∈ X \ A1 a dost mal�e ε { viz 1.3 a 1.4).
M�ejme nyn�� nalezeny nepr�azdn�e otev�ren�e U1, . . . , Un takov�e, �ze Uk+1 ⊇ Uk =
Bk a diamBk <

1
k
. Potom je (X \An+1)∩Un nepr�azdn�a otev�ren�a mno�zina a

m�u�zeme zvolit
otev�renou Un+1 6= ∅ tak aby Bn+1 = Un+1 ⊆ X \ An+1 a diamBn+1 <

1
n+ 1

(t�reba zase 
(x, ε) pro n�ejak�e x ∈ (X \An+1)∩Un a dost mal�e ε). Dost�av�ame
posloupnost nepr�azdn�ych uzav�ren�ych mno�zin B1 ⊇ B2 ⊇ · · · takov�ych, �ze

• diamBn <
1
n
, a

• Bn ⊆ X \ An.
V Bn zvolme bod bn. Potom pro k ≥ n je bk ∈ Bn a tedy je posloupnost
b1, b2, b3, . . . Cauchyovsk�a a m�a limitu b. Jeliko�z {bn, bn+1, bn+2, . . .} ⊆ Bn a
Bn je uzav�ren�a, je b ∈ Bn a tedy

b ∈
⋂

Bn ⊆
⋂(X \ An) = X \

⋃
An.
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Tedy ⋃
An 6= X. �

3.5. Z�upln�en�� metrick�eho prostoru. Ozna�cme C(X, ρ) mno�zinu v�sech
Cauchyovsk�ych posloupnost�� v prostoru (X, ρ). Pro (xn)n, (yn)n ∈ C(X, ρ)
polo�zme

ρ′((xn)n, (yn)n) = lim
n→∞

ρ(xn, yn).
(Tato limita existuje: Zvol��me-li pro ε > 0 �c��slo n0 tak aby prom,n ≥ n0 bylo
ρ(xn, xm) < ε

2 a ρ(yn, ym) < ε
2 , m�ame ρ(xn, yn) ≤ ρ(xn, xm) + ρ(xm, ym) +

ρ(yn, ym) < ε + ρ(xm, ym) tak�ze |ρ(xn, yn)− ρ(xm, ym)| < ε { absolutn�� hod-
nota proto�ze po�rad�� m,n m�u�zeme obr�atit. Posloupnost (ρ(xn, yn))n je tedy
Cauchyovsk�a.) Bezprost�redn�e vid��me, �ze

• ρ′(p, q) ≥ 0 a ρ′(p, p) = 0,
• ρ′(p, q) = ρ′(q, p), a
• ρ′(p, r) ≤ ρ′(p, q) + ρ′(q, r).

(Funkc��m s t�emito vlastnostmi se �r��k�a pseudometriky; od metrik se li�s�� jen
t��m, �ze ρ′(p, q) m�u�ze b�yt nula i kdy�z p 6= q.)

De�nujme nyn��
(xn)n ∼ (yn)n jestli�ze ρ′((xn)n, (yn)n)

a na mno�zin�e X̃ t�r��d ekvivalence (tu, kter�a obsahuje (xn)n budeme ozna�covat
[(xn)n]) zave�dme

ρ̃([(xn)n], [(yn)n]) = ρ′((xn)n, (yn)n)
(tato de�nice nez�avis�� na v�yb�eru representant�u: je-li p ∼ p′ a q ∼ q′ je
ρ′(p′, q′) ≤ ρ′(p′, p) + ρ′(p, q) + ρ′(q, q′) = ρ′(p, q)).

T��m jsme dostali metrick�y prostor
(X̃, ρ̃).

3.5.1. Lemma. Zobrazen�� ι = (x 7→ x̃ = [(x, x, x, . . . )] je (isometrick�e)
vlo�zen�� prostoru (X, ρ) do prostoru (X̃, ρ̃). Obraz ι[X] je v (X̃, ρ̃) hust�y.

D�ukaz. Prvn�� tvrzen�� je trivi�aln��: z de�nice dostaneme okam�zit�e ρ̃(x̃, ỹ) =
ρ(x, y).
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Bu�d nyn�� [(xn)n] ∈ X̃ a ε > 0. Zvolme n0 takov�e, �ze pro m,n ≥ n0 je
ρ(xn, xm) < ε. Potom je ρ̃([(xn)n], x̃n0) = limm→∞ ρ(xm, xn0) ≤ ε. �

3.5.2. Lemma. (X̃, ρ̃) je �upln�y metrick�y prostor.
D�ukaz. Bu�d ([pn])n Cauchyovsk�a posloupnost v (X̃, ρ̃). Podle 3.5.1

m�u�zeme zvolit xn ∈ X takov�e, �ze ρ̃([pn], x̃n) < 1
n
. Z troj�uheln��kov�e nerovnosti

snadno zjist��me, �ze p = (xn)n je Cauchyovsk�a posloupnost. Representujme
[pn] posloupnostmi (ynk)k, tak�ze m�ame

ρ̃([pn], [p]) = lim
k→∞

ρ(ynk, xk).

V��me, �ze ρ̃([pn], x̃n) = limk→∞ ρ(ynk, xn) < 1
n
. Tedy m�ame

ρ(ynk, xk) ≤ ρ(ynk, xn) + ρ(xn, xk) < 1
n
+ ρ(xn, xk)

a vol��me-li n0 tak, aby bylo 1
n0 ≤

ε
2 a aby pro k, n ≥ n0 bylo ρ(xk, xn) < ε

2 ,vid��me, �ze ρ(ynk, xk) < ε a tedy ρ̃([pn], [p]) ≤ ε. �

Shrnut��m t�echto dvou lemmat je
3.5.3. V�eta. Ka�zd�y metrick�y prostor se d�a vlo�zit jako hust�y podprostor

do �upln�eho metrick�eho prostoru.

4. Kompaktn�� metrick�e prostory.
�Cten�a�r si mo�zn�a z kursu matematick�e analysy pamatuje trochu jinou de�nici
kompaktnosti ne�z tu, se kterou se zde setkal v p�at�e kapitole, toti�z �ze metrick�y
prostor je kompaktn��, jestli�ze se z ka�zd�e posloupnosti d�a vybrat konvergentn��
podposloupnost. V prvn�� �c�asti tohoto odd��lu uk�a�zeme, �ze tato vlastnost je
v metrick�ych prostorech opravdu ekvivalentn�� vlastnosti z de�nice obecn�e.
Bude to slavn�a Heine-Borelova v�eta; dok�a�zeme ji v trochu obecn�ej�s�� podob�e
(4.3 dole).

4.1. Bu�dM nekone�cn�a podmno�zina obecn�eho topologick�eho prostoru X.�Rekneme, �ze bod x ∈ X je
• hromadn�y bod mno�zinyM jestli�ze pro ka�zd�e okol�� U bodu x je mno�zina
M ∩ U nekone�cn�a, a
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• bod kondensace mno�ziny M jestli�ze pro ka�zd�e okol�� U bodu x m�a
mno�zina M ∩ U stejnou mohutnost jako M .

4.1.1. Lemma. Bu�d M nekone�cn�a podmno�zina T1-prostoru X. Potom
n�asleduj��c�� tvrzen�� jsou ekvivalentn��:

(1) x je hromadn�y bod mno�ziny M ,

(2) x ∈M \ {x},

(3) pro ka�zd�e okol�� U bodu x je mno�zina M ∩ (U \ {x}) nepr�azdn�a.
D�ukaz. Trivi�aln�e (1)⇒(3)⇔(2).
(3)⇒(1): Vyberme x1 ∈ U ∩ (M \ {x}) a pak indukc�� xn+1 ∈ U ∩ (X \

{x1, . . . , xn}) ∩ (M \ {x}). �

4.1.2. Lemma. V metrick�em prostoru je x hromadn�ym bodem mno�ziny
M pr�av�e kdy�z v M \ {x} existuje posloupnost (xn)n takov�a, �ze limxn = x.

D�ukaz. ⇒: Vyberme x1 libovoln�e a jsou-li ji�z x1, . . . , xn vybr�any zvolme
xn+1 ∈ 
(x, 1

n
) ∩ (X \ {x1, . . . , xn}) ∩ (M \ {x}). Z��skan�a posloupnost kon-

verguje k x.
⇐: Existuje-li takov�a posloupnost, je z�rejm�e x ∈M \ {x}. �

4.2. Lemma. V metrick�em prostoru m�a ka�zd�a nekone�cn�a mno�zina
hromadn�y bod pr�av�e kdy�z lze z ka�zd�e posloupnosti vybrat posloupnost konver-
gentn��.

D�ukaz. ⇒: Pokud je mno�zina M = {xn |n = 1, 2, . . . } kone�cn�a, d�a
se z (xn)n vybrat konstantn�� posloupnost. Je-li nekone�cn�a, m�a hromadn�y
bod x a k n�emu konverguje n�ejak�a posloupnost bod�u z M . Podle 1.5.1
tato posloupnost konverguje k x i v po�rad�� shodn�em s po�rad��m p�uvodn��
posloupnosti.

⇐: Je-li M nekone�cn�a, d�a se v n�� naj��t prost�a posloupnost, a tedy i
konvergentn�� prost�a posloupnost. �

4.3. V�eta. ((Roz�s���ren�a) v�eta Heine-Borelova) Bu�d X topologick�y pros-
tor. Potom jsou ekvivalentn�� n�asleduj��c�� tvrzen��:

(1) X je kompaktn��.

(2) Ka�zd�a nekone�cn�a mno�zina v X m�a bod kondensace.
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Je-li X metrick�y, jsou tato tvrzen�� d�ale ekvivalentn�� s tvrzen��mi:

(3) Ka�zd�a nekone�cn�a mno�zina v X m�a hromadn�y bod.

(4) Z ka�zd�e posloupnosti v X lze vybrat posloupnost konvergentn��.

Pozn�amka. V n�asleduj��c��m d�ukazu budeme pou�z��vat fakta z teorie
mno�zin (viz I.4): to, �ze sjednocen�� kone�cn�e mnoha nekone�cn�ych mno�zin m�a
mohutnost nejv�et�s�� z nich, a Zermelovu v�etu podle kter�e je ka�zdou mno�zinu
mo�zno (dob�re) uspo�r�adat podle vhodn�eho kardin�alu. Bez toho to nejde,
ekvivalence de�nic kompaktnosti jsou z�avisl�e na v�yb�erov�ych principech.

D�ukaz. (1)⇒(2): D�ukaz provedeme sporem. Nech�t je X kompaktn�� a
nech�t nekone�cn�a mno�zina M ⊆ X nem�a v X bod kondensace. Pro ka�zd�y
bod x ∈ X tedy existuje otev�ren�a Ux 3 x takov�a, �ze mohutnost |Ux ∩M | je
men�s�� ne�z |M |. Z pokryt�� {Ux |x ∈ X} vyberme kone�cn�e Ux1 , Ux2 , . . . , Uxn .Dost�av�ame spor

|M | = |M ∩
n⋃
j=1

Uxj | = |
n⋃
j=1

(M ∩ Uxj)| = max |M ∩ Uxj | < |M |.

(2)⇒(3) trivi�aln�e a (3)⇔(4) podle 4.2.
(2)resp.(3)⇒(1): Nech�t ka�zd�a nekone�cn�a mno�zina m�a bod kondensace,

nebo nech�t X je metrick�y a ka�zd�a nekone�cn�a mno�zina m�a hromadn�y bod (o
tomto druh�em p�r��pad�e budeme mluvit jako o metrick�e variant�e).

Pokra�covat budeme op�et sporem. Nech�t X nen�� kompaktn��. Bu�d κ nej-
men�s�� kardin�aln�� �c��slo takov�e, �ze existuje pokryt�� U mohutnosti κ takov�e, �ze
z n�ej nelze vybrat podpokryt�� mohutnosti men�s��.

(D�ule�zit�a pozn�amka: V metrick�e variant�e je κ = ω = {0, 1, 2, . . .},
nejmen�s�� nekone�cn�y kardin�al, proto�ze podle 2.5.1 je X Lindel�of�uv.)

Se�ra�dme U do trans�nitn�� posloupnosti (Uα)α<κ (v metrick�e variant�e do
posloupnosti U0, U1, U2, . . . ). Z t�eto posloupnosti nyn�� vylou�c��me mno�ziny,
kter�e jsou v dan�em po�rad�� zbyte�cn�e. Ozna�c��me jako V0 prvn�� nepr�azdnou Uα
a jsou-li ji�z Vα nalezeny pro α < β < κ ozna�cme za Vβ prvn�� Uγ kter�a nen��
obsa�zena v ⋃

α<β Vα. �Ceho jsme dos�ahli:
• Vα tvo�r�� op�et pokryt�� (vylu�covali jsme jen mno�ziny, kter�e ji�z byly po-
kryty jin�ymi, nevylou�cen�ymi);
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• proces se p�red κ nezastav��, jinak bychom m�eli podpokryt�� men�s�� mo-
hutnosti,

• a pro ka�zd�e α < κ m�u�zeme zvolit xα ∈ Vα \⋃
β<α Vβ

Vezm�eme nyn�� mno�zinu M = {xα |α < κ} (v metrick�em p�r��pad�e M =
{x0, x1, x2, . . .}). Proto�ze pro α < β nem�u�ze b�yt xβ ∈ Vα jsou v�sechny
xα r�uzn�e a m�ame |M | = κ. Bu�d x bod kondensace (v metrick�em p�r��pad�e
hromadn�y bod) mno�ziny M . Mus�� le�zet v n�ekter�e (otev�ren�e) Vα a tedy by
m�elo b�yt |Vα ∩M | = κ. Jenom�ze mno�zina Vα obsahuje jen xβ s β ≤ α a t�ech
je m�en�e (v metrick�em p�r��pad�e jen kone�cn�e mnoho). �

4.4. V�eta. Metrick�y prostor je kompaktn�� pr�av�e kdy�z je �upln�y a tot�aln�e
omezen�y.

D�ukaz. Je-li X kompaktn��, je tot�aln�e omezen�y podle 2.4: konvergentn��
posloupnost je Cauchyovsk�a. Bu�d nyn�� (xn)n Cauchyovsk�a posloupnost v
X. Vyberme z n�� podposloupnost (xnk)k konverguj��c�� k n�ejak�emu x. Z
troj�uheln��kov�e nerovnosti snadno vid��me, �ze potom k x konverguje cel�a (xn)n.

Je-li X tot�aln�e omezen�y a �upln�y a je-li (xn)n posloupnost v X, m�u�zeme
z n�� vybrat Cauchyovskou podle 2.4, a ta podle �uplnosti konverguje. �

Z 2.3.3, 3.2 a 3.3.3 okam�zit�e z��sk�ame
4.4.1. D�usledek. Podprostor euklidovsk�eho prostoru je kompaktn�� pr�av�e

kdy�z je uzav�ren�y a omezen�y.

4.4.2. Pozn�amka. V�simn�ete si toho, �ze ve v�et�e 4.4 m�ame topologickou
vlastnost, kompaktnost, jako konjunkci dvou vlastnost��, kter�e topologick�e
nejsou.

5. Uniformita, stejnom�ern�a spojitost
V tomto odstavci p�redvedeme, ve dvou ekvivalentn��ch podob�ach, strukturu,
kter�a dovoluje zachytit v obecn�ej�s��m kontextu pojem stejnom�ern�e spojitosti
jak ji zn�ate jist�e u re�aln�ych funkc��, a pravd�epodobn�e i ze z�aklad�u metrick�ych
prostor�u.

P�ujde zde zat��m jen o popis struktury. Co je uniformn�� prostor si pov��me
v dal�s��m odstavci. Na pozd�ej�s�� dobu nech�av�ame t�e�z vztah metrik a uniformit,
t�reba�ze motivace od metrick�ych prostor�u za�c��n�a.
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5.1. Uniformita I. Diagon�alu v kart�ezsk�em sou�cinu X × X budeme
ozna�covat (jako ji�z d�r��ve) symbolem � (tedy, � = {(x, x) |x ∈ X}).

Uniformitou ve smyslu I na mno�zin�e X rozum��me nepr�azdnou soustavu
U podmno�zin U ⊆ X ×X takovou, �ze
(UI0) pr�unik v�sech U z U je �,
(UI1) je-li U ∈ U s U ⊆ V , je V ∈ V ,
(UI2) jsou-li U, V ∈ U je U ∩ V ∈ U ,
(UI3) je-li U ∈ U je U−1 = {(x, y) |(y, x) ∈ U} ∈ U ,
(UI4) ke ka�zd�emu U ∈ U existuje V ∈ U takov�e, �ze V ◦ V ⊆ V .
Jsou-li U resp. V uniformity na mno�zin�ach X resp. Y �rekneme, �ze zobrazen��
f : X → Y je stejnom�ern�e spojit�e vzhledem k U ,V jestli�ze

pro ka�zd�e V ∈ V existuje U ∈ U takov�e, �ze (f × f)[U ] ⊆ V.

M��sto s uniformitami je �casto pohodln�ej�s�� pracovat s basemi uniformit, kde
po�zadujeme (UI0),
(U′

I2) jsou-li U, V ∈ U existuje W ∈ U takov�e, �ze W ⊆ U ∩ V ,
(U′

I3) je-li U ∈ U existuje W ∈ U takov�e, �ze W ⊆ U−1 = {(x, y) |(y, x) ∈ U}
a (UI4) (toti�z, vynech�ame (UI1) a slev��me podle toho v dal�s��ch podm��nk�ach).
Z base samoz�rejm�e dostaneme uniformitu p�rid�an��m v�sech V ⊇ U ∈ U .
V�simn�ete si, �ze jsme v de�nici stejnom�ern�e spojitosti pr�aci s basemi p�redj��-
mali: u uniformit by ov�sem bylo mo�zno m��sto \. . . existuje U ∈ U takov�e, �ze
plat�� (f × f)[U ] ⊆ V " �z�adat jednodu�seji rovnou \. . . (f × f)−1[V ] ∈ U".

D�ule�zit�a base uniformity U je
Uσ = {U ∈ U |U−1 = U}

(co�z je {U ∩ U−1 |U ∈ U}; doka�zte jako jednoduch�e cvi�cen��, �ze v�sechny
po�zadavky jsou spln�eny). N�ekolikr�at ji pou�zijeme.

5.2. Uniformita II. Na rozd��l od p�redchoz��ho bude v tomto odstavci
pokryt�� mno�ziny X soustava A libovoln�ych (ne nutn�e otev�ren�ych) mno�zin
takov�a, �ze ⋃

A = X. �R��k�ame, �ze pokryt�� A zjem�nuje pokryt�� B a p���seme
A ≤ B
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jestli�ze ke ka�zd�emu A ∈ A existuje B ∈ B takov�e, �ze A ⊆ B. Ozna�cujeme
d�ale

A ∧ B = {A ∩B |A ∈ A, B ∈ B}
(uv�edomte si. �ze je to spole�cn�e zjemn�en�� pokryt�� A a B). Pro libovolnou
podmno�zinu M ⊆ X pi�sme

M ∗ A = ⋃
{A ∈ A |M ∩ A 6= ∅}

Polo�zme
A∗ = {x ∗ A |x ∈ X} kde x ∗ A = {x} ∗ A.

�Casto budeme pou�z��vat z�rejmou formuli
A∗ ≤ B ⇒ (x ∗ A) ∗ A ⊆ x ∗ B.

Je-li A∗ ≤ B mluv�� se o A �casto jako o hv�ezdovit�em zjemn�en�� pokryt�� B.
Uniformitou ve smyslu II na mno�zin�e X rozum��me nepr�azdn�y syst�em A

pokryt�� mno�ziny X takov�y, �ze
(UII0) je-li x 6= y existuje A ∈ A takov�e, �ze x /∈ y ∗ A,
(UII1) je-li A ∈ A s A ≤ B, je B ∈ A,
(UII2) jsou-li A,B ∈ A je A ∧ B ∈ A,
(UII3) ke ka�zd�emu A ∈ A existuje B ∈ A takov�e, �ze B∗ ≤ A.
Analogicky s p�redchoz��m mluv��me o basi uniformity u syst�em�u spl�nuj��c��ch
(UII0), (UII3) a

(U′
II2) ka�zd�e dv�e A,B ∈ A maj�� v A spole�cn�e zjemn�en��.
Snadno vid��me, �ze je-li Ai ≤ Bi je A1 ∧ A2 ≤ B1 ∧ B2, a je-li A ≤ B je
A∗ ≤ B∗. Dostaneme tedy uniformitu z base p�rid�an��m v�sech pokryt��, kter�e
v basi maj�� n�ejak�e zjemn�en��.

Jsou-li A resp. B uniformity na mno�zin�ach X resp. V �rekneme, �ze
zobrazen�� f : X → Y je stejnom�ern�e spojit�e vzhledem k A,B jestli�ze

pro ka�zd�e B ∈ B je {f−1[B] |B ∈ B} ∈ A.

V p�r��pad�e bas�� mus��me tuto podm��nku formulovat opatrn�eji:
pro ka�zd�e B ∈ B existuje A ∈ A takov�e, �ze A ≤ {f−1[B] |B ∈ B}.
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5.3. Pro uniformitu U ve smyslu I de�nujme uniformitu A ve smyslu II
bas��

A0 = {{xU |x ∈ X} |U ∈ U}

(xU je {y |xUy}). Uk�a�zeme, �ze se opravdu jedn�a o basi uniformity. (UII0)
plyne okam�zit�e z (UI0). Jsou-li U, V ∈ U m�ame U ∩ V ∈ U a pro x ∈ X je
x(U ∪ V ) = xU ∪ xV a tedy

{x(U ∩ V ) |x ∈ X} ≤ {xU |x ∈ X} ∧ {xV |x ∈ X}.

Zvol��me-li k U ∈ U takov�e V ∈ Uσ �ze V ◦ V ⊆ U m�ame pro ka�zd�e x
x ∗ {yV |y ∈ X} ⊆ x(V ◦ V )

a tedy {xV |x ∈ X}∗ ≤ {x(V ◦ V ) |x ∈ X} ≤ {xU |x ∈ X}.
Naopak pro pokryt�� A de�nujme

UA = {(x, y) |∃A ∈ A, x, y ∈ A}

a pro uniformitu A ve smyslu II de�nujme uniformitu U ve smyslu I bas��
U0 = {UA |A ∈ A}.

Op�et ov�sem mus��me uk�azat, �ze se skute�cn�e jedn�a o basi uniformity. Je-li
x 6= y vezm�eme A ∈ A takov�e, �ze y /∈ x ∗ A; potom (x, y) /∈ UA a tedy
(x, y) /∈ ⋂

U0. Jsou-li Ai ∈ Ai a x, y ∈ A1 ∩ A2, je x, y ∈ A1 i x, y ∈ A2 a
tedy

UA1∧A2 ⊆ UA1 ∩ UA2 .

Kone�cn�e zvolme pro A ∈ A pokryt�� B ∈ A takov�e, �ze B∗ ≤ A. Bu�dte
(x, y), (y, z) ∈ UB. M�ame tedy B1, B2 ∈ B takov�e, �ze x, y ∈ B1 a y, x ∈ B2,
tak�ze x, z ∈ y ∗ B ⊆ A pro vhodn�e A ∈ A. Je tedy UB ◦ UB ⊆ UA.

Tvrzen��. Pr�av�e popsan�e konstrukce d�avaj�� vz�ajemn�e jednozna�cn�y vztah
mezi uniformitami ve smyslu I a II.

D�ukaz. K uniformit�e U zkonstruujme A podle prvn��ho p�redpisu a k t�e
pak U ′ podle druh�eho. Je-li U ∈ U zvolme V ∈ Uσ tak, aby V ◦ V ⊆ U .
Potom je A = {xV |x ∈ X} ∈ A a

UA = {(x, y) |∃z, x, y ∈ zV } ⊆ V ◦ V ⊆ U,
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a tedy U ∈ U ′. Je-li U ∈ U ′ m�ame pro n�ejak�e V ∈ U

{(x, y) |∃z, x, y ∈ zV } ⊆ U.

Jeliko�z x ∈ xV je V ⊆ {(x, y) |∃z, x, y ∈ zV }, tedy V ⊆ U a kone�cn�e u ∈ U .
Nyn�� naopak k A, uniformit�e ve smyslu II, vytvo�rme U a k t�e pak A′.

Je-li A ∈ A zvolme B ∈ A takov�e, �ze B∗ ≤ A. Potom
zUB = {y |∃B ∈ B, z, y ∈ B} ⊆ z ∗ B

a tedy {zUB |z ∈ X} ≤ B∗ ≤ A a A je v A′. Je-li A ∈ A′ je {xUB |x ∈ X} ≤
A pro n�ejak�e B ∈ A. Zvol��me-li B ∈ B a libovoln�e x ∈ B m�ame B ⊆ xUB,
tak�ze B ⊆ {xUB |x ∈ X} ≤ A a A je v A. �

5.4. Struktury de�novan�e v 5.1 a 5.2 jsou tedy ve vz�ajemn�e jednozna�cn�em
vztahu. Nyn�� uvid��me, �ze jsou ekvivalentn�� v mnohem siln�ej�s��m smyslu.

V�eta. Bu�dte A a B uniformity ve smyslu II vytvo�ren�e k uniformit�am U
a V ve smyslu I podle p�redpisu z p�redchoz��ho odstavce. Potom je zobrazen��
f : X → Y stejnom�ern�e spojit�e vzhledem k A,B pr�av�e kdy�z je stejnom�ern�e
spojit�e vzhledem k U ,V.

D�ukaz. Bu�d f : X → Y stejnom�ern�e spojit�e vzhledem k U ,V . Bu�d
{yV |y ∈ V } ≤ B pro n�ejak�e V ∈ V . Nech�t pro U ∈ U plat�� (f × f)[U ] ⊆ V .
Polo�zme B = {xU |x ∈ X}. Jeliko�z pro xUy je f(x)V f(y) m�ame y ∈
f−1[f(x)V ] tak�ze xU ⊆ f−1[f(x)V ] a kone�cn�e B ≤ {f−1[A] |a ∈ A}.

Nech�t je f stejnom�ern�e spojit�e vzhledem k A,B. Pro V ∈ V zvolme
V ′ ∈ Vσ takov�e. �ze V ′ ◦ V ′ ⊆ V . Existuje U ∈ U takov�e, �ze {xU |x ∈ X} ≤
{f−1[yV ′] |y ∈ Y }. Je-li xUz je x, z ∈ xU ⊆ f−1[yV ′] pro n�ejak�e y; tedy
yV ′f(x) a yV ′f(z) a kone�cn�e f(x)V f(z). �

5.5. Pozn�amka. Uniformity prvn��ho typu poch�az�� od Weila, autorem
druh�eho p�r��stupu je Tukey. T�reba�ze se druh�y p�r��stup zd�a b�yt trochu nepo-
hodln�y (struktura je d�ana mno�zinou mno�zin podmno�zin), je dost n�azorn�y: na
jednotliv�a pokryt�� z takov�e uniformity se m�u�zeme d��vat jako na aproximace
bod�u, a to podobn�e p�resn�e a�t jsme v prostoru kdekoli (v metrick�em prostoru {
tady trochu p�redb��h�ame { si p�redstavujte pokryt�� {
(x, ε) |x ∈ X} pro r�uzn�a
ε, jak p�resn�e bychom zrovna cht�eli m��t body aproximov�any; Weil�uv p�r��stup
si p�redstavujte jako stanoven�� stejnom�ern�ych okol�� diagon�aly). V�sechny dal�s��
�uvahy ji�z budeme prov�ad�et v tomto kontextu.
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Nicm�en�e, Weil�uv p�r��stup m�a jednu velkou v�yhodu, kterou zde ale ne-
docen��me: dovoluje u�zite�cn�e zobecn�en�� vynech�an��m po�zadavku symetrie. V
dal�s��m odstavci uvid��me, �ze uniformity tak jak je zde uva�zujeme vedou k
�upln�e regularit�e. Je trochu p�rekvapuj��c�� fakt, �ze nesymetrickou Weilovu uni-
formitu je mo�zno zav�est na jak�emkoli topologick�em prostoru.

6. Uniformn�� prostory.
Uniformita a topologie
6.1. Uniformn��m prostorem budeme rozum�et dvojici (X,A) kde A je uni-
formita na mno�zin�e X. Ze zna�cen�� tu�s��te, �ze budeme d�avat p�rednost popisu
uniformity podle 5.2 (d�ale si to je�st�e trochu uprav��me).

6.1.1. Bu�d (X,A) uniformn�� prostor, Y ⊆ X. Podprostorem prostoru
(X,A) (nesen�ym podmno�zinou Y ) rozum��me

(Y,A|Y )
(ozna�cujeme A|Y = {A|Y |A ∈ A}A ∈ A kde A|Y = {A ∩ Y |A ∈ A}).
Ov�e�rit, �ze A|Y je opravdu uniformita je velmi snadn�e.

6.1.2. Jsou-li (Xi,Ai), i ∈ J , uniformn�� prostory de�nujeme na kar-
t�ezsk�em sou�cinu ∏

i∈J Xi (s projekcemi pi : ∏
j∈J Xj → Xi) uniformitu A

bas��
{{p−1i1 [A] |A ∈ Ai1} ∧ · · · ∧ {p−1in [A] |A ∈ Ain} |i1, . . . , in ∈ J, Aik ∈ Aik}.

Ov�e�rit, �ze se jedn�a o basi uniformity je op�et velmi snadn�e (jen je v��c pr�ace s
indexy); je to mo�zno ponechat �cten�a�ri jako cvi�cen��.

Z��skan�y uniformn�� prostor se naz�yv�a sou�cin nebo produkt dan�eho syst�emu
Bezprost�redn�e vid��me, �ze projekce jsou p�ri tom stejnom�ern�e spojit�e. Jako
cvi�cen�� m�u�ze �cten�a�r formulovat a dok�azat analogii v�ety V.4.2.2.

6.2. Topologie z uniformity. Bu�d (X,A) uniformn�� prostor. Podmno-
�zinu U ⊆ X prohl�as��me za otev�renou jestli�ze

∀x ∈ U ∃A ∈ A, x ∗ A ⊆ U.
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Snadno ov�e�r��me, �ze se tak z��sk�a topologie (k d�ukazu, �ze pr�uniky otev�ren�ych
mno�zin jsou otev�ren�e pou�zijte snadn�e formule (x ∗A1)∩ (x ∗A2) ⊆ x ∗ (A1∧
A2)). Ozna�c��me ji

τ(A).
�Rekneme, �ze topologick�y prostor (X, τ) je uniformisovateln�y existuje-li uni-
formita A takov�a, �ze τ = τ(A).

6.2.1. Tvrzen��. Stejnom�ern�e spojit�e zobrazen�� f : (X,A) → (Y,B) je
spojit�e vzhledem k τ(A), τ(B).

D�ukaz. Bu�d V ⊆ Y otev�ren�a, x ∈ f−1[V ]. Potom f(x) ∈ V a tedy je
f(x) ∗ B ⊆ V pro vhodn�e B ∈ B. Ze stejnom�ern�e spojitosti m�ame A ∈ A

takov�e, �ze A ≤ {f−1[B] |B ∈ B}. Bu�d A ∈ A, x ∈ A, bu�d A ⊆ f−1[B],
B ∈ B. Potom je f(x) ∈ B, tedy B ⊆ V a tedy A ⊆ f−1[V ]. M�ame tedy
x ∗ A ⊆ f−1[V ]. �

6.3. Base z otev�ren�ych pokryt��. Pro uniformitu A ozna�cme
Ao = {A ∈ A |A je otev�ren�e pokryt��}.

6.3.1. Lemma. Pro ka�zdou podmno�zinu M prostoru (X,A) je
M o = {x |∃A ∈ A, x ∗ A ⊆M}

otev�ren�a v τ(A).
D�ukaz. Bu�d x∗A ⊆M . Zvolme B takov�e, �ze B∗ ⊆ A. Potom (x∗B)∗B ⊆

A a tedy pro ka�zd�e y ∈ x ∗B je y ∗B ⊆ x ∗A ⊆M . Je tedy x ∗B ⊆M o. �

Tvrzen��. Ao tvo�r�� basi uniformity A.
D�ukaz. Bu�d A ∈ A libovoln�e. Zvolme B, C ∈ A tak, aby B∗ ≤ A a

C∗ ≤ B. Vezm�eme
Ao = {Ao |A ∈ A}.

Pro x ∈ X zvolme B ∈ B tak, aby x ∗ C ⊆ B. Pro y ∈ x ∗ C je y ∗ C ⊆
(x ∗ C) ∗ C ⊆ x ∗ B ⊆ A tak�ze m�ame x ∗ C ⊆ Ao. Je tedy C ≤ A0 ≤ A. �

Pozn�amka a �umluva. Base A m�a velmi speci�aln�� chov�an��. V�simn�ete
si, �ze pro ni plat�� p�r��mo podm��nky (UIIk), k = 0, 1, 2, 3 jen s tou drobnou
zm�enou, �ze v (UII1) mluv��me jen o otev�ren�ych B ≥ A. D�ale, podle tvrzen��
6.2.1 m�ame pro stejnom�ernou spojitost p�r��mo formuli

pro ka�zd�e B ∈ Bo je {f−1[B] |B ∈ B} ∈ Ao.
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Proto je b�e�zn�e mluvit o Ao jako o uniformit�e: Je to jako bychom m�eli p�re-
dev�s��m d�an uniformisovateln�y topologick�y prostor, a na v�sechno se d��v�ame z
hlediska jeho topologie; uniformita, jedna z mo�zn�ych, je pak obohacen�� t�eto
struktury.

Tato konvence jist�e nevede k nedorozum�en��, a budeme ji tak�e u�z��vat.
6.4. Tvrzen��. Topologie podprostoru Y v (X, τ(A)) se shoduje s topologi��

τ(A|Y ).
Stejn�e tak pro ka�zd�y syst�em (Xi,Ai), i ∈ J , a jeho produkt podle 6.1.2

plat��, �ze topologie τ(A) se shoduje s topologi�� produktu
∏(Xi, τ(Ai)).

D�ukaz. Tvrzen�� o podprostoru je trivi�aln��.
Bu�d nyn�� U otev�ren�a v τ(A). Z�rejm�e v de�nici produktu v 6.1 m�u�zeme

m��sto uniformit Ai vz��t base. Pro x = (xi)i ∈ U tedy existuj�� Aji ∈ Ao
jitakov�e, �ze

V = x ∗ ({p−1i1 [A] |A ∈ Ai1} ∧ · · · ∧ {p−1in [A] |A ∈ Ain}) ⊆ U

Jeliko�z jsme Aji volili v Ao
ji
, je V otev�ren�a v ∏(Xi, τ(Ai)) a tedy kone�cn�e je

tam U okol��m bodu x.
Naopak bu�d U otev�ren�a v ∏(Xi, τ(Ai)), x ∈ U . Tentokr�at m�ame pro

n�ejak�a j1, . . . , jn ∈ J mno�ziny Ui otev�ren�e v τ(Ai) takov�e, �ze xji ∈ Ui
a tedy Aji ∈ Aji pro kter�e xji ∗ Aji ⊆ Ui. Nyn�� ale snadno ov�e�r��me, �ze
x ∗ ({p−1i1 [A] |A ∈ Ai1} ∧ · · · ∧ {p−1in [A] |A ∈ Ain})⊆ U . Tedy je U otev�ren�a
v τ(A). �

6.4.1. D�usledek. Podprostory a sou�ciny uniformisovateln�ych prostor�u
jsou uniformisovateln�e.

6.5. Pro otev�ren�e mno�ziny U, V v τ(A) pi�sme U C V jestli�ze je U ∗A ≤ V
pro n�ejak�e A ∈ Ao.

6.5.1. Lemma. 1. Je-li U C V je U ⊆ V (tedy, U ≺ V , viz V.5.5).
2. Je-li U C V , existuje W takov�e, �ze U C W C V . Plat�� tedy implikace

(viz V.5.5.1)
U C V ⇒ U≺≺V.

D�ukaz. 1. Bu�d x ∈ U . Je u ∗ A ⊆ V pro n�ejak�e A ∈ Ao. Pro A ∈ A
takov�e, �ze x ∈ A je A ∩ U 6= ∅ a tedy x ∈ A ⊆ U ∗ A ⊆ V .

2. Je-li U ∗A ⊆ V , je pro B ∈ Ao takov�e, �ze B∗ ≤ A, (U ∗B)∗B ⊆ U ∗A.
Polo�zme tedy W = U ∗ B. �
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6.5.2. V�eta. Topologick�y prostor je uniformisovateln�y pr�av�e kdy�z je
�upln�e regul�arn�� a T1.

D�ukaz. Kompaktn�� interval I = 〈0, 1〉 je uniformisovateln�y: sta�c�� vz��t
uniformitu danou bas��

A = {Ak |k = 1, 2, . . . }
kde Ak je pokryt�� tvo�ren�e polootev�ren�ymi intervaly 〈0, 1

k
〈 a 〉1− 1

k
, 1〉, a v�semi

otev�ren�ymi intervaly d�elky 1
k
. Tedy podle 6.4.1 a V.5.9 je �upln�e regul�arn�� T1

prostor uniformisovateln�y.
Na druh�e stran�e, bu�d A uniformita na X a U otev�ren�a v τ(A). Pro x ∈ U

zvolme A,B ∈ Ao tak, aby x ∗ A ⊆ U a B∗ ≤ A. Potom pro V = x ∗ B je
V ∗ B ⊆ x ∗ A, tedy V C U a x ∈ V≺≺U . Podle V.5.5.2 je tedy X �upln�e
regul�arn��, a podle (UII) tak�e T1. �

6.6. V�eta. Na kompaktn��m Hausdor�ov�e prostoru X existuje pr�av�e
jedna uniformita, toti�z syst�em v�sech otev�ren�ych pokryt��.

D�ukaz. Podle 6.5.2 (a V.6.7) n�ejak�a uniformita A existuje. Sta�c�� tedy
dok�azat, �ze obsahuje v�sechna otev�ren�a pokryt��. Bu�d U libovoln�e otev�ren�e
pokryt�� X. Pro ka�zd�y bod x ∈ X zvolme Ax ∈ Ao takov�e, �ze x ∗Ax ⊆ U pro
n�ejak�e U ∈ U . Potom je {x ∗ Ax |x ∈ X} pokryt�� a je z n�eho mo�zno vybrat
kone�cn�e pokryt�� x1 ∗ Ax1 , x2 ∗ Ax2 , . . . , xn ∗ Axn . Nyn�� je ale

Ax1 ∧ Ax2 · · · Axn ≤ U
a tedy je U ∈ A. �

6.7. Pozn�amka a dva term��ny. Z�rejm�e je sjednocen�� libovoln�eho
syst�emu uniformit vytv�a�rej��c��ch danou topologii τ mo�zno roz�s���rit na unifor-
mitu vytv�a�rej��c�� op�et τ (nejprve vezmeme v�sechna spole�cn�a zjemn�en�� kone�c-
n�ych podsyst�em�u, a to u�z je base uniformity). Na ka�zd�em �upln�e regul�arn��m
T1 prostoru (X, τ) tedy existuje nejv�et�s�� uniformita. Naz�yv�a se jemn�a uni-
formita prostoru (X, τ).

Jemn�a uniformita v nekompaktn��m prostoru ale nemus�� sest�avat ze v�sech
otev�ren�ych pokryt��. Jin�ymi slovy, syst�em v�sech otev�ren�ych pokryt�� �upln�e
regul�arn��ho T1 prostoru X nemus�� b�yt nutn�e uniformita (pot���z je s hv�ez-
dovit�ym zjemn�en��m). Pokud je, �r��k�ame, �ze prostor X je parakompaktn��.
Na p�r��klad v�sechny metrick�e prostory jsou parakompaktn��, co�z v�ubec nen��
jednoduch�a z�ale�zitost (jemn�a uniformita tam samoz�rejm�e nem�a nic co d�elat
s p�rirozenou metrickou uniformitou, o kter�e budeme mluvit v n�asleduj��c��m
odd��le).
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7. Uniformita a metrika
7.1. P�ripome�nne si ozna�cen�� z 1.4. Pro metriku ρ na mno�zin�e X polo�zme

A(ρ, ε) = {
(x, ε) |x ∈ X}
a de�nujme uniformitu A(ρ) na X bas��

{A(ρ, ε) |ε > 0}
(�ze se jedn�a o basi uniformity je vid�et velmi snadno). O uniformit�e A(ρ) se
mluv�� jako ometrick�e uniformit�e a o uniformn��m prostoru (X,A) takov�em, �ze
A = A(ρ) pro vhodnou metriku �rekneme, �ze je to metrisovateln�y (uniformn��)
prostor.

Pozn�amka. Pokud d�av�ame p�rednost uniformit�am ve tvaru z de�nice
5.1, de�nujeme metrickou uniformitu U(ρ) bas��

{U(ρ, ε) |ε > 0} kde U(ρ, ε) = {(x, y) |ρ(x, y) < ε}.

7.2. Uniform�� struktury zav�ad��me k popisu stejnom�ern�e spojitosti. M�elo
by n�as tedy zaj��mat, zda se tento pojem nyn�� shoduje s t��m, jak ho zn�ame
z kursu matematick�e analysy, toti�z jako n�asleduj��c�� vlastnost zobrazen�� f
metrick�eho prostoru (X, ρ) do metrick�eho prostoru (Y, σ):

∀ε ∃δ takov�e, �ze ρ(x, y) < δ ⇒ σ(f(x), f(y)) < ε. (∗)
A je tomu tak. Plat��

Tvrzen��. Zobrazen�� f ;X → Y je stejnom�ern�e spojit�e zobrazen�� (X,A(ρ))
do (Y,A(σ)) pr�av�e kdy�z pro n�e plat�� formule (∗).

D�ukaz. Plat��-li formule (∗), m�ame f [
(x, δ)] ⊆ 
(f(x), ε) a tedy
A(ρ, δ) ≤ {f−1[B] |B ∈ A(σ, ε)}.

Naopak bu�d f : (X,A(ρ)) → (Y,A(σ)) stejnom�ern�e spojit�e. Pro ε > 0
zvolme δ tak, aby A(ρ, δ) ≤ {f−1[B] |B ∈ A(σ, ε2)}. Bu�d ρ(x, y) < δ. Pro
vhodn�e z ∈ Y je 
(x, δ) ⊆ f−1[
(z, ε2)], tedy f [
(x, δ)] ⊆ 
(z, ε2), tak�ze je-li
ρ(x, y) < δ je σ(f(x), z), σ(f(y), z) < ε

2 a kone�cn�e σ(f(x), f(y)) < ε. �
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7.3. Uniformita A(ρ) je de�nov�ana ji�z bas��
{A(ρ, 1

n
) |n = 1, 2, . . . }.

To je pro metrick�e uniformity charakteristick�e. Plat��
V�eta. Uniformn�� prostor (X,U) je metrisovateln�y pr�av�e kdy�z m�a unifor-

mita U spo�cetnou basi.
D�ukaz. Podle zna�cen�� spr�avn�e o�cek�av�ate, �ze budeme pou�z��vat popis uni-

formity z 5.1. To je v tomto p�r��pad�e pohodln�ej�s��. Ale uv�edomte si nejprve,
�ze opravdu p�reklady z 5.3 zachov�avaj�� vlastnost existence spo�cetn�e base.

Nech�t m�a uniformita U spo�cetnou basi
V1, V2, . . . , Vn, . . . .

M�u�zeme rovnou p�redpokl�adat, �ze Vn jsou symetrick�e. Polo�zme U1 = X ×X,
U2 = V1 a d�ale postupujme p�ri v�yb�eru Un = Vφ(n) indukc�� takto: je-li ji�z
Un nalezena, zvolme W ∈ U takov�e, �ze W ◦W ◦W ⊆ Un a potom zvolme
Un+1 = Vφ(n+1) tak, aby φ(n + 1) > φ(n) a Vφ(n+1) ⊆ W . T��m jsme dostali
basi

U1, U2, . . . , Un, . . .

takovou, �ze
U1 = X ×X, U−1

n = Un, a Un ◦ Un ◦ Un ⊆ Un−1.

Polo�zme
• d(x, x) = 0
• a pro x 6= y, kde (x, y) /∈ ⋂∞

n=1 Un, d(x, y) = 2−n, kde n je nejv�et�s��
takov�e, �ze je�st�e (x, y) ∈ Un.

Z�rejm�e d(x, y) ≥ 0, a d(x, y) = 0 je jen kdy�z x = y, a d(x, y) = d(y, x).
Nemus�� ale platit troj�uheln��kov�a nerovnost. To te�d naprav��me.

De�nujme

ρ(x, y) = inf{
m−1∑
i=0

d(xi, xi+1) | x0 = x, xm = y}.

Plat�� 1
2d(x, y) ≤ ρ(x, y) ≤ d(x, y). (∗)
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Druh�a nerovnost je trivi�aln��, pro prvn�� dok�a�zeme indukc�� podle m �ze

2
m−1∑
i=0

d(xi, xi+1) ≥ d(x0, xm).

Pro m = 1 je to z�rejm�e. Nech�t ji�z v��me, �ze nerovnost plat�� pro m a bu�d∑m
i=0 d(xi, xi+1) = a. M�u�zeme p�redpokl�adat, �ze a > 0, jinak by byly v�sechny

xi stejn�e a nerovnost by byla z�rejm�a. Bu�d k nejv�et�s�� takov�e, �ze
k−1∑
i=0

d(xi, xi+1) ≤ a

2 .

Potom tak�e
m∑

i=k+1
d(xi, xi+1) ≤ a

2
a podle induk�cn��ho p�redpokladu je d(x0, xk) ≤ a a d(xk+1, xm+1) ≤ a;
trivi�aln�e d(xk, xk+1) ≤ a. Je-li n nejmen�s�� takov�e, �ze 2−n ≤ a, m�ame
(x0, xk), (xk, xk+1), (xk+1, xm+1) ∈ Un a tedy (x0, xm+1) ∈ Un−1 a d(x0, xm+1)
≤ 2 · 2−n ≤ 2a (zanedban�y p�r��pad, kdy k = m a sou�cet ∑m

i=k+1 d(xi, xi+1)je pr�azdn�y { a tedy sta�c�� pou�z��t inkluse Un ◦ Un ⊆ Un−1 { mohu ponechat
�cten�a�ri).

P�redpis ρ je nyn�� ji�z z�rejm�e metrika a ve zna�cen�� z pozn�amky v 7.1 m�ame
podle (∗)

Un ⊆ U(ρ, 2−n) ⊆ Un−1.

Je tedy U = U(ρ). �

7.4. Pozn�amky. 1. Obecnou uniformitu U m�u�zeme popsat syst�emem
metrik. Pro ka�zd�e U ∈ U zvolme

U1, U2, . . . , Un, . . .

takovou, �ze
U1 = X ×X, U2 = U, U−1

n = Un, a Un ◦ Un ◦ Un ⊆ Un−1

a k t�eto posloupnosti zkonstruujme metriku ρU jako v d�ukazu v�ety 7.3. Po-
tom je uniformita pops�ana soustavou U(ρU), U ∈ U , toti�z tak, �ze vezmeme
ve sjednocen�� spole�cn�a zjemn�en�� a dostaneme basi uniformity U .
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Na pojem uniformity se m�u�zeme d��vat jako na roz�s���ren�� pojmu metriky;
v�simn�ete si, �ze po�zadavek (UI4) resp. (UII3) v jist�em smyslu simuluje
troj�uheln��kovou nerovnost.

2. Podobn�e jako u metrick�ych prostor�u m�u�zeme v obecn�ej�s��m uniformn��m
kontextu mluvit o �uplnosti a z�upln�en��. K tomu m�u�zeme p�ristupovat pomoc��
pr�av�e popsan�e representace uniformit metrikami, jde to ale t�e�z p�r��mo, a to
zp�usobem velmi n�azorn�ym (i kdy�z podrobn�e technick�e proveden�� by n�am
tuto kapitolu ne�um�ern�e roz�s���rilo).

D��vejme se na uniformitu A (ve smyslu de�nice 5.2 a 6.3, pro v�et�s��
n�azornost si tak�e vzpome�nte na pokryt�� epsilonov�ymi koulemi z 7.1) jako
na syst�em p�redepsan�ych p�resnost�� aproximac�� bod�u. Cauchyovsk�y bod je
�ltr F takov�y, �ze pro ka�zd�e pokryt�� A ∈ A je F ∩ A 6= ∅. Tedy je F n�eco
jako syst�em libovoln�e dobr�ych p�ribl���zen�� \bodu" men�s��mi a men�s��mi m��sty
(jako jednoduch�y p�r��klad vezm�eme t�reba syst�em libovoln�e mal�ych otev�ren�ych
interval�u kolem √2 { na re�aln�e p�r��mce to jsou okol�� √2, na racion�aln�� p�r��mce
\ve st�redu nic nen��", ale stejn�e jsou to nepr�azdn�e intervaly kter�e jako lep�s�� a
lep�s�� p�ribli�zov�an�� bodu vypadaj��). Z technick�ych d�uvod�u se je�st�e po�zaduje,
aby pro ka�zdou mno�zinu A ∈ F existovala B ∈ F takov�a, �ze B C A (to
proto, abychom na prvky �ltru mohli pohl���zet jako na okol�� j��m represento-
van�eho bodu). Uniformn�� prostor (X,A) je �upln�y jestli�ze ka�zd�y Cauchyovsk�y
bod je \skute�cn�y bod", t.j. bod z X representovan�y syst�emem v�sech okol��, a
z�upln�en�� se dos�ahne t��m, �ze se k bod�um p�ridaj�� tak�e ty Cauchyovsk�e body,
kter�e p�uvodn�e body nebyly.
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