
Kapitola 2

Hyperharmonické funkce

2.1 Polospojité funkce

V tomto paragrafu bude X Hausdor�ùv topologický prostor. Pro x 2 X oznaème V(x)
systém v¹ech otevøených okolí bodu x. Nech» D � X a u : D! R

� . Pro M � D a x 2M
de�nujeme

lim inf
y!x; y2M

u(y) = sup finf u(M \ V );V 2 V(x)g;

lim sup
y!x; y2M

u(y) = inffsup u(M \ V );V 2 V(x)g:

V pøípadì M = D pí¹eme pouze lim infy!x u(y), lim supy!x u(y).

Øíkáme, ¾e funkce u : D ! R
� je zdola polospojitá v bodì x 2 D, jestli¾e u(x) > �1

a u(x) = lim infy!x u(y). Øíkáme, ¾e funkce u : D! R
� je shora polospojitá v bodì x 2 D,

jestli¾e u(x) <1 a u(x) = lim supy!x u(y). Zøejmì tedy funkce u je zdola polospojitá
v bodì x 2 D, právì kdy¾ je funkce �u shora polospojitá v bodì x. Z de�nic okam¾itì
vyplývá, ¾e funkce u : D ! R

� je spojitá v bodì x, právì kdy¾ je v bodì x zdola polospojitá
i shora polospojitá.

Funkce u se nazývá zdola (resp. shora) polospojitá na D, je-li zdola (resp. shora) polo-
spojitá v ka¾dém bodì x 2 D. Snadno se ovìøí, ¾e funkce u : D! R

� je zdola polospojitá
na D, právì kdy¾ u > �1 na D a pro ka¾dé c 2 R je fx 2 D; u(x) > cg otevøená v D.

Mno¾ina v¹ech zdola polospojitých funkcí na D tvoøí zøejmì min-stabilní konvexní
ku¾el.

2.1.1. Vìta. Nech» X 6= ; je kompaktní topologický prostor a u : X ! R
� je zdola polo-

spojitá funkce. Potom existuje x 2 X tak, ¾e u(x) = inf u(X). Speciálnì je tedy funkce u
zdola omezená na X.

Dùkaz. Pro ka¾dé y 2 X zvolme c(y) 2 R a V (y) 2 V(y) tak, aby inf u(V (y)) > c(y). Pro-
to¾e prostorX je kompaktní, existuje koneèná mno¾ina F �X tak, ¾eX=[fV (y); y 2 Fg.
Oznaème c = minfc(y); y 2 Fg. Potom inf u(X) > c.

Oznaème d = inf u(X). Potom je pro ka¾dé " > 0 mno¾ina

C" = fy 2 X; u(y) � d+ "g

uzavøená a tudí¾ kompaktní. Je-li E � ]0;1[ koneèná mno¾ina, pak zøejmì
\
fC"; " 2 Eg 6= ;:

Proto¾e prostor X je kompaktní, existuje x 2 \fC"; " 2 ]0;1[g. Zøejmì je u(x) = d.
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Z de�nice snadno vyplývá toto tvrzení: Je-liF 6= ;mno¾ina zdola polospojitých funkcí,
pak supF je zdola polospojitá funkce.

Oznaème C(X) prostor v¹ech spojitých funkcí na X, C+(X) mno¾inu nezáporných
funkcí z C(X).

2.1.2. Vìta. Následující podmínky jsou ekvivalentní:

(i) prostor X je úplnì regulární,

(ii) pro ka¾dou zdola polospojitou nezápornou funkci u platí

u = sup ff ; f 2 C(X); f � ug:

Dùkaz. Nech» platí (i), u je zdola polospojitá nezáporná funkce a nech» x 2 X. Je-li
u(x) = 0, je rovnost

u = sup ff ; f 2 C(X); f � ug

zøejmá. Nech» u(x) > 0, c 2 ]0; u(x)[ a V 2 V(x) je okolí zvolené tak, ¾e u > c na V .
Proto¾e prostor X je úplnì regulární, existuje g 2 C(X) tak, ¾e 0 � g � c, g = 0 na X n V
a g(x) = c. Platí tedy

sup ff(x); f 2 C(X); f � ug � c:

Odtud plyne rovnost
u(x) = sup ff(x); f 2 C(X); f � ug:

Nech» platí (ii), x 2 X a F � X je uzavøená mno¾ina, x =2 F . Nech» u je charakteris-
tická funkce mno¾iny X n F . Proto¾e F je uzavøená, je u zdola polospojitá a podle (ii)
existuje g 2 C(X) tak, ¾e g � u a g(x) > 1=2. Polo¾me

f = max
�
0;min

� g

g(x)
; 1
��
:

Potom f 2 C(X), f(X) � [0; 1], f(F ) = f0g, f(x) = 1. Odtud plyne (i).

2.1.3. Korolár. Nech» X je kompaktní topologický prostor a u je zdola polospojitá funkce
na X. Potom

u = sup ff ; f 2 C(X); f � ug:

Dùkaz. Plyne z (2.1.1) a (2.1.2).

2.1.4. Tvrzení. Nech» X je kompaktní topologický prostor se spoèetnou bází a u je zdola
polospojitá funkce na X. Potom existují funkce fn 2 C(X), n 2 N , tak, ¾e fn % u.

Dùkaz. Nech» u je zdola polospojitá funkce na X. Lze pøedpokládat, ¾e u � 0. Proto¾e X
je metrizovatelný prostor, je prostor C(X) (se supremovou metrikou) separabilní a tedy
také podprostor

K = ff 2 C(X); f � ug

je separabilní. Nech» G je hustá spoèetná podmno¾ina v K. Tvrdíme, ¾e u = supG. Nech»
x 2 X a c < u(x). Podle (2.1.3) existuje f 2 K, f(x) > c, a proto¾e G je hustá podmno¾ina
v K, existuje g 2 G tak, ¾e

jf(x)� g(x)j < f(x)� c;

tak¾e g(x) > c, Odtud plyne u(x) = (supG)(x). Nech» G = fg1; g2; :::g a

fn = maxfgj; 1 � j � ng:

Potom fn 2 K a fn % u.
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2.1.5. Korolár. Nech» X je kompaktní prostor se spoèetnou bází, � Radonova míra na
X a u je zdola polospojitá funkce na X. PotomZ

u d� = sup
nZ

f d�; f 2 C(X); f � u
o
:

Dùkaz. Plyne ihned z (2.1.4) a z Leviho vìty.

2.1.6. Vìta. Nech» X je kompaktní prostor, f 2 C(X) a nech» F je nahoru �ltrující
mno¾ina zdola polospojitých funkcí na X, pro nì¾ f = supF. Potom pro ka¾dé " > 0
existuje u 2 F tak, ¾e u > f � ".

Dùkaz. Nech» " > 0 a G = ff � u; u 2 Fg. Potom je G dolù �ltrující mno¾ina shora po-
lospojitých funkcí na X, pro ni¾ inf G = 0. Je-li x 2 X, existuje gx 2 G tak, ¾e gx(x) < "
a tudí¾ existuje V (x) 2 V(x) tak, ¾e gx < " na V (x). Proto¾e prostorX je kompaktní, exis-
tuje koneèná mno¾ina F tak, ¾e X = [fV (x); x 2 Fg. Proto¾e G je dolù �ltrující, existuje
g 2 G tak, ¾e g � minfgx; x 2 Fg. Zøejmì g < " na X. Nyní staèí polo¾it u = f � g.

2.1.7. Vìta. Nech» X je kompaktní prostor se spoèetnou bází, F 6= ; je nahoru �ltrující
mno¾ina zdola polospojitých funkcí na X a � je Radonova míra na X. PotomZ

(supF) d� = sup
nZ

u d�; u 2 F
o
:

Dùkaz. Pøedpokládejme nejprve, ¾e supF = 0 na X. Nech» " > 0 a u 2 F taková funkce,
¾e u > �" na X; taková funkce existuje podle (2.1.6). Potom

Z
u d� � �"�(X);

tudí¾

sup
nZ

u d�; u 2 F
o
� �"�(X):

Odtud plyne, ¾e

sup
nZ

u d�; u 2 F
o
= 0:

V obecném pøípadì polo¾me f = supF . Potom f je zdola polospojitá (a tudí¾ zdola
omezená) funkce na X a zøejmì

Z
f d� � sup

nZ
u d�; u 2 F

o
:

Nech» c <
R
f d�. Podle (2.1.5) existuje g 2 C(X), g � f taková, ¾e

R
g d� > c. Potom

G = f(u� g)�; u 2 Fg

je nahoru �ltrující mno¾ina zdola polospojitých funkcí a sup G = 0. Podle první èásti
dùkazu je

sup
nZ

(u� g)� d�; u 2 F
o
= 0:

Proto¾e (u� g)� � (u� g), je

sup
nZ

(u� g) d�; u 2 F
o
� 0;
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tudí¾

c <

Z
g d� � sup

nZ
u d�; u 2 F

o
:

Odtud plyne nerovnost Z
f d� � sup

nZ
u d�; u 2 F

o
:

Platí tedy rovnost Z
(supF) d� = sup

nZ
u d�; u 2 F

o
:

2.1.8. Lemma. Nech» a 2 R
m , t > 0 a nech» u je zdola polospojitá funkce na Bt(a).

Potom Z
u d�a;t = m

Z 1

0

�Z
u d�a;�t

�
�m�1 d�:

Dùkaz. Nech» nejprve f 2 C(Bt(a)). Podle (1.5.1) je funkce % 7!
R
f d�a;% spojitá na ]0; t[

a Z
f d�a;t =

m

tm

Z t

0

�Z
f d�a;%

�
%m�1 d%:

Poslední integrál je roven

m

tm

Z t

0

1
!

�Z
S1(0)

f(a+ %s) d�(s)
�
%m�1 d% =

=
m

tm

Z 1

0

1
!

�Z
S1(0)

f(a+ �ts) d�(s)
�
(�t)m�1t d� = m

Z 1

0

�Z
f d�a;�t

�
�m�1 d�:

Je-li u zdola polospojitá na Bt(a), je podle (2.1.3) a (2.1.7)

Z
u d�a;t = m sup

nZ 1

0

�Z
f d�a;�t

�
�m�1 d�; f 2 C(Bt(a)); f � u

o
=

= m

Z 1

0

sup
n�Z

f d�a;�t

�
�m�1; f 2 C(Bt(a)); f � u

o
d� = m

Z 1

0

�Z
u d�a;�t

�
�m�1 d�:

Zavedeme následující de�nici. Nech» f : X ! R
� a M � X. Øekneme, ¾e f splòuje

na M ostrý princip minima, jestli¾e platí tato podmínka: je-li x 2M a f(x) = inf f(M),
pak f je na M konstantní. (Jinak øeèeno: f nenabývá na M minima, pokud není na M
konstantní.)

Øekneme, ¾e f splòuje na X lokálnì ostrý princip minima, jestli¾e pro ka¾dé x 2 X
existuje V 2 V(x) tak, ¾e f splòuje na V ostrý princip minima.

(Pøíklad: Nech» U � R
m je otevøená mno¾ina, h 2 H(U), pak h splòuje podle (1.5.3)

na U lokálnì ostrý princip minima.)

2.1.9. Vìta. Nech» X je souvislý prostor, u je zdola polospojitá funkce na X a nech» u
splòuje na X lokálnì ostrý princip minima. Potom u splòuje na X ostrý princip minima.
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Dùkaz. Oznaème c = inf u(X). Je-li c = �1, tvrzení platí, nebo» u > �1 na X. Nech»
c > �1,

U = fx 2 X; u(x) > cg; V = fx 2 X; u(x) = cg:

Potom U je otevøená, nebo» u je zdola polospojitá. Je-li x 2 V , je podle pøedpokladu
u = c na jistém okolí bodu x, tudí¾ V je otevøená. Proto¾e X = U [ V a prostor X je
souvislý, je buïto U = X nebo V = X.

2.1.10. Vìta. Nech» X je kompaktní prostor, U � X je oblast, @U 6= ;, u : U ! R
� je

zdola polospojitá funkce a nech» u splòuje na U lokálnì ostrý princip minima. Potom

inf u(U) = infflim inf
x!z

u(x); z 2 @Ug:

Pøitom existuje y 2 @U tak, ¾e

inf u(U) = lim inf
x!y

u(x):

Dùkaz. Oznaème b = inf u(U), c = infflim infx!z u(x); z 2 @Ug. Zøejmì platí b � c. Pøed-
pokládejme, ¾e b < c; odvodíme spor. De�nujme

v =

�
u na U;
c na X n U:

Zøejmì je funkce v zdola polospojitá v ka¾dém bodì mno¾iny U [ (X n U). Nech» z 2 @U ,
d < v(z). Proto¾e

v(z) = c � lim inf
x!z

u(x);

existuje V 2 V(z) tak, ¾e d < inf u(U \ V ). Na V n U je v = c = v(z) > d, na U \ V je
v = u � inf u(U \ V ) > d, tudí¾ funkce v je zdola polospojitá v bodì z. Proto¾e v je
zdola polospojitá na X, existuje x 2 X tak, ¾e v(x) = inf v(X). Proto¾e c > b = inf u(U),
je x 2 U . Podle (2.1.9) je u na U konstantní, tedy c = b, nebo» @U 6= ;. Odvodili jsme
spor. Platí proto c � b a tedy c = b.

Jestli¾e existuje y 2 @U tak, ¾e lim infx!y u(x) = �1, pak zøejmì inf u(U) = �1.
Jestli¾e lim infx!z u(x) > �1 pro ka¾dé z 2 @U , je funkce

z 7! lim inf
x!z

u(x); z 2 U;

na U zdola polospojitá. Proto¾e @U je kompaktní, existuje podle (2.1.1) y 2 @U tak, ¾e

lim inf
x!y

u(x) = infflim inf
x!z

u(x); z 2 @Ug = inf v(U):

Zavedeme je¹tì jednu de�nici. Pro funkci u : X ! R
� de�nujeme dolní regularizaci

û : x 7! lim inf
y!x

u(y):

Snadno se nahlédne, ¾e pokud û > �1, je funkce û zdola polospojitá, û � u a v � û,
kdykoli v je zdola polospojitá minoranta funkce u.
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2.2 Vlastnosti hyperharmonických funkcí

Stejnì jako v kapitole 1 budeme pøedpokládat, ¾e pro dimenzi prostoru R
m platí m > 1.

Nech» U � R
m je otevøená mno¾ina a u : U ! R

� . Budeme øíkat, ¾e funkce u je hy-
perharmonická (na U), jestli¾e je na U zdola polospojitá a

u(a) �
Z
u d�a;r;

kdykoli Br(a) � U . Funkce u : U ! R
� se nazývá hypoharmonická (na U), jestli¾e funkce

�u je hyperharmonická.
Mno¾inu v¹ech funkcí, které jsou hyperharmonické na U , budeme znaèit H�(U).

2.2.1. Vìta. Nech» U � R
m je otevøená mno¾ina. Potom H�(U) je min-stabilní konvexní

ku¾el,
H�(U) \ (�H�(U)) = H(U):

Je-li ; 6= F � H�(U) nahoru �ltrující, potom supF 2 H�(U).

Dùkaz. První dvì tvrzení vyplývají ihned z de�nice.
Je-li ; 6= F � H�(U), je supF zdola polospojitá. Nech» Br(a) � U . Podle (2.1.7) je
Z
(supF) d�a;r = sup

nZ
u d�a;r; u 2 F

o
� sup fu(a); u 2 Fg = (supF)(a):

2.2.2. Lemma. Nech» a 2 R
m , R > 0 a nech» funkce u : BR(a)! R

� má jednu z násle-
dujících vlastností:

(�) u je zdola polospojitá na BR(a) a pro ka¾dé x 2 BR(a) existuje posloupnost (r(n))
kladných èísel taková, ¾e r(n) + jx� aj < R, r(n)! 0 pro n!1 a pro ka¾dé n 2 N

je

u(x) �
Z
u d�x;r(n);

(��) u je zdola polospojitá na BR(a) a pro ka¾dé x 2 BR(a) existuje posloupnost (r(n))
kladných èísel taková, ¾e r(n) + jx� aj < R, r(n)! 0 pro n!1 a pro ka¾dé n 2 N

je

u(x) �
Z
u d�x;r(n):

Potom u splòuje na BR(a) ostrý princip minima.

Dùkaz. Pøedpokládejme, ¾e existuje b 2 BR(a) tak, ¾e u(b) = inf u(BR(a)). Oznaème

M = fx 2 BR(a); u(x) = u(b)g:

Doká¾eme, ¾e M = BR(a).
Proto¾e M = fx 2 BR(a); u(x) � u(b)g, je M 6= ; uzavøená podmno¾ina v BR(a).

Uká¾eme, ¾e pøedpoklad M 6= BR(a) vede ke sporu. Dùle¾ité pov¹imnutí pøitom bude, ¾e
pak existuje x 2 @M \ BR(a) takový, ¾e �x;r(Sr(x) nM) > 0 (resp. �x;r(Br(x) nM) > 0)
pro v¹echna dostateènì malá kladná r.
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Je-li M 6= BR(a), existuje z 2 @M \BR(a). Zvolme % > 0 tak, aby B3%(z) � BR(a)
a dále zvolme y 2 B%(z) nM . Proto¾eM je uzavøená neprázdná podmno¾ina Rm , existuje
x 2M tak, ¾e

Bjx�yj(y) \M = ;:

Platí jy � xj � jy � zj < %, tak¾e jx� zj � jx� yj+ jy � zj < 2%. Vidíme, ¾e

x 2 M \ B2%(z) �M \ BR(a) =M:

Je-li s 2 Bjx�yj(x), platí

js� zj � js� xj+ jx� zj < jx� yj+ jx� zj < 3%;

tedy Bjx�yj(x) � B3%(z) � BR(a). Zvolme n 2 N tak, aby r(n) z podmínky (�) (resp. (��))
splòovalo r(n) < jx� yj. Platí tedy na jedné stranì u(x) = u(b), nebo» x 2 M , na druhé
stranì

u(x) �
Z
u d�x;r(n) > u(b) (resp. u(x) �

Z
u d�x;r(n) > u(b));

nebo» u > u(b) na Sr(n)(x) \ Bjx�yj(y), co¾ je neprázdná otevøená mno¾ina v Sr(n)(x)
(resp. na Br(n)(x) \Bjx�yj(y), co¾ je neprázdná otevøená mno¾ina). Odvodili jsme spor,
tudí¾ M = BR(a).

2.2.3. Vìta. Nech» U � R
m je oblast, u 2 H�(U). Potom je buïto u = inf u(U) na U ,

nebo u > inf u(U) na U .

Dùkaz. Podle (2.2.2) splòuje u na U lokálnì ostrý princip minima. Tvrzení vyplývá
z (2.1.9).

2.2.4. Vìta. Nech» U � R
m je otevøená mno¾ina, u 2 H�(U) a nech» @�U znaèí hranici

mno¾iny U jako podmno¾iny jednobodové kompakti�kace prostoru R
m . Potom

inf u(U) = infflim inf
x!z

u(x); z 2 @�Ug:

Dùkaz. Budeme aplikovat (2.1.10), X bude jednobodová kompakti�kace prostoru R
m .

Oznaème
c = infflim inf

x!z
u(x); z 2 @�Ug:

Zøejmì inf u(U) � c. Pøedpokládejme, ¾e existuje y 2 U tak, ¾e u(y) < c. Nech» V je
komponenta mno¾iny U obsahující bod y. Poznamenejme, ¾e @�V 6= ;. Potom

u(y) < c � infflim inf
x!z

u(x); z 2 @�V g;

tak¾e
inf u(V ) < infflim inf

x!z
u(x); z 2 @�V g;

co¾ je ve sporu s (2.1.10). Platí tedy inf u(U) � c.

2.2.5. Vìta. Nech» U � R
m je otevøená mno¾ina a u : U ! R

� . Následující podmínky
jsou ekvivalentní.

(i) u 2 H�(U);

(ii) u je zdola polospojitá na U a u(a) �
R
u d�a;r, kdykoli Br(a) � U ;
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(iii) u je zdola polospojitá na U a pro ka¾dé x 2 U existuje posloupnost (r(n)) kladných
èísel taková, ¾e Br(n)(x) � U , r(n)! 0 pro n!1 a pro ka¾dé n 2 N je

u(x) �
Z
u d�x;r(n);

(iv) u je zdola polospojitá na U a pro ka¾dé x 2 U existuje posloupnost (r(n)) kladných
èísel taková, ¾e Br(n)(x) � U , r(n)! 0 pro n!1 a pro ka¾dé n 2 N je

u(x) �
Z
u d�x;r(n);

(v) u je zdola polospojitá na U a pro ka¾dou omezenou otevøenou mno¾inu V � V � U
a ka¾dou funkci f 2 C(V ), pro ni¾ f jV 2 H(V ) a f � u na @V , platí f � u na V ;

(vi) u je zdola polospojitá na U a pro ka¾dou kouli Br(a), pro ni¾ Br(a) � U , platí
Ha;r(ujSr(a)) � u.

Dùkaz. Nech» platí (i). Potom u je zdola polospojitá na U . Nech» Br(a) � U . Pro ka¾dé
� 2 ]0; 1[ platí Z

u d�a;�r � u(a):

Podle (2.1.8) dostáváme
Z
u d�a;r = m

Z 1

0

�Z
u d�a;�r

�
�m�1 d� � u(a) �m

Z 1

0

�m�1 d� = u(a):

Platí tedy (ii).
Zøejmì (ii))(iv). Pøedpokládejme (iv) a nech» u, V a f jsou jako v (v). Mù¾eme pøed-

pokládat, ¾e V je neprázdná a souvislá. Funkce v = u� f splòuje podle (1.5.3) a (2.2.2)
na V lokálnì ostrý princip minima a pro ka¾dé z 2 @V je

lim inf
x!z; x2V

v(x) � 0:

Podle (2.1.10) (za X volíme V ) je v � 0 na V a platí tudí¾ (v).
Nech» platí (v) a u a Br(a) jsou jako v (vi). Je-li f 2 C(Sr(a)), f � ujSr(a), pak podle

(v) je Ha;rf � u na Br(a). Odtud snadno plyne podle (2.1.5) nerovnost Ha;r(ujSr(a)) � u
na Br(a).

Zøejmá je implikace (vi))(i). Zatím jsme vynechali (iii).
Zøejmì (i))(iii) a implikace (iii))(v) se doká¾e na základì (2.2.2) podobnì, jako

(iv))(v).

2.2.6. Pøíklady. Pøedpokládejme, ¾e U � R
m je otevøená mno¾ina.

(a) Nech» h 2 H(U). Potom �jhj 2 H�(U), nebo» �jhj = min(h;�h).

(b) Pøípad m = 2. Nech» f je holomorfní funkce na oblasti U . Oznaème

M = fz 2 U ; f(z) = 0g

a pøedpokládejme, ¾e M 6= U . (Pak M je izolovaná podmno¾ina U .) De�nujme

u =

�
log(1=jf j) na U nM;
1 na M:

26



Potom u 2 H�(U). Snadno nahlédneme, ¾e u je zdola polospojitá na U , dále pro a 2M
je nerovnost

u(a) �
Z
u d�a;r

zøejmá pro v¹echna r, pro nì¾ Br(a) � U . Je-li a 2 U nM , existuje R > 0 tak, ¾e platí
M \BR(a) = ;. Na BR(a) je f 6= 0, tak¾e existuje holomorfní funkce g na BR(a), pro ni¾
f = exp g. Potom jf j = exp(Re g) a

u = log
1
jf j

= �Re g 2 H(BR(a))

podle (1.1.1 (c)). Pro ka¾dé % 2 ]0; R[ platí proto

u(a) =
Z
u d�a;%:

Podle (2.2.5) je u 2 H�(U).

(c) Pøipomeòme, ¾e jsme v (1.9) de�novali pro t > 0

p(t) =

8><
>:

1
!
log

1
t

v pøípadì m = 2;
1

!(m� 2)
1

tm�2
v pøípadì m > 2

a p(0) =1. Tvrdíme, ¾e funkce u : x 7! p(jxj) je na Rm hyperharmonická. Pro m = 2 to
plyne z (b). Nech» m > 2. Víme z (1.1.1 (d)), ¾e u je harmonická na Rm n f0g. Nerovnost

u(0) �
Z
u d�0;r

pro ka¾dé r > 0 je zøejmá. Je-li a 6= 0 a r 2 ] 0; jaj [, pak

u(a) =
Z
u d�a;r

podle (1.5.2). Proto¾e u je zdola polospojitá, je u hyperharmonická podle (2.2.5).

(d) Pøipomeòme je¹tì, ¾e v (1.9) jsme de�novali

N(x; y) = p(jx� yj); (x; y) 2 R
m � R

m :

Nech» � je Radonova míra v R
m , tj. nezáporná borelovská míra taková, ¾e �(K) < 1

pro ka¾dou kompaktní podmno¾inu K � R
m . V pøípadì m = 2 navíc pøedpokládejme, ¾e

nosiè spt (�) míry � je kompaktní. De�nujme

N� : x 7!
Z
N(x; y) d�(y); x 2 R

m :

(Funkce N� se v pøípadì m = 2 nazývá logaritmický potenciál míry � a v pøípadì m > 2
Newtonùv potenciál míry �.)

Tvrdíme: N� 2 H�(Rm). To lze dokázat napø. takto: nejprve pøedpokládejme, ¾e �
má kompaktní nosiè. Pro c 2 R de�nujme na R

m � R
m funkci N (c) = min(N; c), tak¾e

N (c) 2 C(Rm � R
m) Potom je ov¹em funkce

F (c) : x 7!
Z
N (c)(x; y) d�(y); x 2 R

m ;
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spojitá na Rm a
N� = sup fF (c); c 2 Rg:

Tudí¾ N� je zdola polospojitá na Rm . Nech» a 2 R
m , r > 0. Jeliko¾ je pro ka¾dé y 2 R

m

funkce x 7! N (c)(x; y) hyperharmonická na Rm , je podle (2.2.5)Z
F (c) d�a;r =

Z � Z
S(�)

N (c)(x; y) d�(y)
�
d�a;r(x) =

=
Z
S(�)

�Z
N (c)(x; y) d�a;r(x)

�
d�(y) �

Z
S(�)

N (c)(a; y) d�(y) = F (c)(a) � N�(a):

Odtud podle (2.1.7) plyne, ¾e Z
N�d�a;r � N�(a);

tak¾e podle (2.2.5) je N� 2 H�(Rm).
Je-li m > 2 a � je Radonova míra (ne nutnì s kompaktním nosièem), de�nujeme pro

R > 0 míru �R = �jBR(0). Proto¾e

N�R 2 H
�(Rm) a N� = sup fN�R;R > 0g;

je podle (2.2.1) také N� 2 H�(Rm).

(e) Nech» u 2 C2(U). Potom u 2 H�(U), právì kdy¾ �u � 0 na U . Dùkaz není obtí¾ný:
Nech» nejprve �u � 0 a Br(a) � U . De�nujme na Br(a) funkci

v = u�Ha;r(ujSr(a)):

Pak v 2 C2(Br(a)), �v = �u � 0 na Br(a) a

lim
x!z

v(x) = u(z)� u(z) = 0

pro v¹echna z 2 Sr(a). Podle (1.2.1) je v � 0 na Br(a), tak¾e v 2 H�(U) podle (2.2.5).
Je-li u 2 H�(U) a V = fx 2 U ; �u > 0g, je V otevøená mno¾ina. Proto¾e �(�u) < 0

na V , je podle první èásti dùkazu �u 2 H�(V ), tudí¾ platí u 2 H(V ), neboli �u = 0 na
V . Odtud plyne, ¾e V = ; a tudí¾ �u � 0 na U .

(f) Nech» V � R
m je omezená otevøená mno¾ina, M � V spoèetná a nech» x 2 V nM .

Pak existuje v 2 H�(V ) tak, ¾e v(x) <1 a v =1 na M . Skuteènì, pro y 2 M zvolíme
dy 2 R tak, aby Ny + dy � 0 na V a dále zvolíme cy > 0 tak, aby

X
y2M

cy(Ny(x) + dy) <1:

Potom funkce
v =

X
y2M

cy(Ny + dy)

má po¾adované vlastnosti. Je-li x 2 M a c > v(x), pak u = min(v; c) je omezená hyper-
harmonická funkce, která není v bodì x spojitá.

(g) Nech» K � R
m je kompaktní mno¾ina, � = �jK. Potom je N� spojitá superharmo-

nická funkce. Skuteènì, pro x 2 R
m je N�(x) =

R
Nxd� =

R
p(jy � xj) 1K(y)d�(y) =R

p(jwj) 1K(x+w)d�(w) =
R
N0 � 1K�xd�. Nyní je spojitost zøejmá s odvoláním na Lebe-

sgueovu vìtu, nebo» N0 2 L1
loc(R

m).
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(h) Nech» v : x 7! jxj, x 2 R
m . Potom v 2 �H�(Rm). Pro a 2 R

m a r > 0 doká¾eme
nerovnost

R
vd�a;r � v(a) takto: pro x 2 R

m oznaème '(x) = 2a� x. Platí

2
Z
vd�a;r =2

Z
jxjd�a;r(x) =

Z
jxjd�a;r(x) +

Z
jxjd�a;r(x) =

=
Z
jxjd�a;r(x) +

Z
j'(x)jd�a;r(x) =

Z �
jxj+ j'(x)j

�
d�a;r(x) �

�

Z
jx+ '(x)jd�a;r(x) =

Z
2jajd�a;r = 2jaj = 2v(a):

Je mo¾né také uva¾ovat napø. takto: �v � 0 na Rm nf0g a nerovnost
R
vd�0;r � v(0) = 0

je zøejmá pro ka¾dé r > 0.

(i) Nech» m > 2 a un = (1=n)N0, n 2 N . Potom (un) je klesající posloupnost hyperharmo-
nických funkcí a inffun;n 2 Ng není zdola polospojitá (a tudí¾ není hyperharmonická).
(Srv. s (2.2.8).)

2.2.7. Lemma. Nech» U � R
m je omezená otevøená mno¾ina, u 2 H�(U) je zdola ome-

zená. Nech» M � @U je spoèetná mno¾ina a nech»

lim inf
y!z

u(y) � 0

pro v¹echna z 2 @U nM . Potom u � 0 na U .

Dùkaz. Zvolme otevøenou omezenou mno¾inu V � R
m , U � V , dále zvolme x 2 U , " > 0

a v 2 H�(V ) tak, aby v =1 na M a v(x) < "; viz (2.2.6 (f)). De�nujme na U funkci
w = u+ v. Pak

lim inf
y!z

w(y) � 0

pro ka¾dé z 2 @U , tedy podle (2.2.4) platí w � 0 na U . Odtud u(x) > �".

2.2.8. Vìta. Nech» U � R
m je otevøená mno¾ina a nech» F je lokálnì zdola omezená

mno¾ina hyperharmonických funkcí na U , u = inf F. Potom je û 2 H�(U).

Dùkaz. Zøejmì je û > �1 a víme, ¾e û je zdola polospojitá. Nech» V je omezená otevøená
mno¾ina, V � U , f 2 C(V ), f jV 2 H(V ) a f � û na @V . Proto¾e û � u, je podle (2.2.5)
v � f na V pro ka¾dou funkci v 2 F , tak¾e u � f na V . Proto¾e f je na V spojitá, je
f̂ = f na V , tudí¾ û � f̂ = f na V . Nyní opìt aplikujeme (2.2.5).

2.2.9. Vìta. Nech» u 2 H�(Br(a)). Potom jsou funkce

% 7!

Z
u d�a;%; % 7!

Z
u d�a;%

nerostoucí na ]0; r[ a
Z
u d�a;% ! u(a);

Z
u d�a;% ! u(a)

pro %! 0+.
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Dùkaz. Zvolme 0 < s < t < r a funkci f 2 C(St(a)), f � u na St(a). Podle (2.2.5) je
Ha;tf � u na Bt(a) a tudí¾

Z
f d�a;t = Ha;tf(a) =

Z
Ha;tf d�a;s �

Z
u d�a;s:

Odtud podle (2.1.5) dostáváme
Z
u d�a;t �

Z
u d�a;s:

Pro ka¾dé � 2 ]0; 1[ je tedy Z
u d�a;�t �

Z
u d�a;�s;

tedy podle (2.1.8) je

Z
u d�a;t = m

Z 1

0

�Z
u d�a;�t

�
�m�1 d� � m

Z 1

0

�Z
u d�a;�s

�
�m�1 d� =

Z
u d�a;s:

Nech» c < u(a). Proto¾e u je zdola polospojitá v bodì a, existuje � 2 ]0; r[ tak, ¾e
u > c na B� (a). Pro ka¾dé % 2 ]0; � [ je pak

c �

Z
u d�a;%; c �

Z
u d�a;%:

Dostáváme

c � sup f
Z
u d�a;%; % 2 ]0; r[g = lim

%!0+

Z
u d�a;% � u(a);

tak¾e

lim
%!0+

Z
u d�a;% = u(a):

Podobnì

lim
%!0+

Z
u d�a;% = u(a):

2.2.10. Korolár. Nech» U � R
m je otevøená mno¾ina, u 2 H�(U) a a 2 U . Potom

u(a) = lim inf
x!a;x6=a

u(x):

2.2.11. Korolár. Nech» U � R
m je otevøená mno¾ina, u; v 2 H�(U). Jestli¾e u � v

�{skoro v¹ude na U , pak u � v v¹ude na U .

Dùkaz. Zøejmì Z
u d�a;% �

Z
v d�a;%;

kdykoli B%(a) � U . Tvrzení plyne z (2.2.9).
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2.3 Superharmonické funkce

2.3.1. Lemma. Nech» U � R
m je oblast, u 2 H�(U). Potom buïto u =1 na U , nebo

u 2 L1
loc(U) (tj. u je na U lokálnì lebesgueovsky integrovatelná).

Dùkaz. Oznaème M mno¾inu v¹ech bodù z U , pro nì¾ existuje okolí, na nìm¾ je u inte-
grovatelná. Zøejmì je M otevøená mno¾ina. Nech» a 2 U nM , r > 0 a nech» B2r(a) � U .
Pak

1 =
Z
u d�a;2r � u(a):

Je tedy u =1 na U nM .
Zvolme x 2 Br(a) a % > 0 tak, aby B%(a) � Br(x). Jeliko¾ a 62M , je

Z
B%(a)

u d� =1:

Proto¾e u je na B2r(a) zdola omezená, je
Z
Br(x)

u d� =1;

tak¾e

1 =
Z
u d�x;r � u(x);

nebo» u =1 na Br(a). Vidíme, ¾e Br(a) � U nM a tedy také U nM je otevøená mno¾ina.
Odtud plyne, ¾e buïto M = U (pak u 2 L1

loc(U) nebo M = ; (pak u =1 na U).

2.3.2. Vìta. Nech» U � R
m je otevøená mno¾ina a u 2 H�(U). Následující podmínky

jsou ekvivalentní:

(i) u 2 L1
loc(U);

(ii) u <1 na U �{skoro v¹ude;

(iii) u <1 na husté podmno¾inì mno¾iny U ;

(iv) v ka¾dé komponentì mno¾iny U existuje bod, v nìm¾ u má koneènou hodnotu.

Dùkaz. Implikace (i))(ii))(iii))(iv) jsou zøejmé. Pro dùkaz (iv))(i) se u¾ije (2.3.1).

Zavedeme následující de�nici. Nech» U � R
m je otevøená mno¾ina. Øíkáme, ¾e funkce

u : U ! R
� je superharmonická (na U), jestli¾e u 2 H�(U) a platí nìkterá z podmínek

uvedených v (2.3.2).
Mno¾ina v¹ech superharmonických funkcí na U oznaèíme S(U), S+(U) znaèí mno¾inu

nezáporných funkcí z S(U). Prvkùm mno¾iny �S(U) se øíká subharmonické funkce na U .

2.3.3. Lemma. Nech» U � R
m je otevøená mno¾ina, u 2 S(U). Jestli¾e Br(a) � U , pak

Ha;r(ujSr(a)) 2 H(Br(a)). Speciálnì funkce u je �a;r{integrovatelná.
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Dùkaz. Nech» Br(a) � U . Podle (2.2.5) je Ha;r(ujSr(a))�u na Br(a), tedy podle (2.3.2)
je funkce Ha;r(ujSr(a)) koneèná na husté podmno¾inì Br(a). Podle (2.1.5) je Ha;r(ujSr(a))
supremem nahoru �ltrující mno¾iny

fHa;rf ; f 2 C(Sr(a)); f � ujSr(a)g

harmonických funkcí. Podle (1.8.2) je tudí¾ Ha;r(ujSr(a)) harmonická na Br(a). SpeciálnìZ
u d�a;r = Ha;r(ujSr(a))(a) <1:

2.3.4. Tvrzení. Nech» � je Radonova míra s kompaktním nosièem v Rm . Potom funkce
N� le¾í v S(Rm) a je harmonická na Rm n spt (�).

Dùkaz. Funkce N� je zøejmì spojitá na Rm n spt (�). Nech» Br(a) � R
m n spt (�). PotomZ

N�d�a;r =
Z � Z

spt (�)

N(x; y) d�(y)
�
d�a;r(x) =

Z
spt (�)

�Z
N(x; y) d�a;r(x)

�
d�(y):

Pro ka¾dé y 2 spt (�) je funkce x 7! N(x; y) harmonická na R
m n spt (�), tedy poslední

integrál je roven Z
N(a; y) d�(y) = N�(a):

Podle (1.6.1) je funkce N� harmonická na Rm n spt (�).
Proto¾e N� je podle (2.2.6 (d)) hyperharmonická funkce na R

m a je koneèná v¹ude
na mno¾inì Rm n spt (�) 6= ;, je N� 2 S(Rm) podle (2.3.2).

2.3.5. Lemma. Nech» m > 2 a R > 0. Potom

N�0;R =

8<
:

1
!(m� 2)

R2�m na BR(0)

N0 na Rm nBR(0):

Dùkaz. Nech» x 62 BR(0). Proto¾e funkce y 7! N(x; y) je harmonická na Rm n fxg, je podle
(1.6.1)

N�0;R(x) =
Z
N(x; y) d�0;R(y) = N(0; x) = N0(x):

Je-li z 2 SR(0), je podle (2.3.3) funkce Nz �0;R{integrovatelná. Je-li t � 1 a y 2 SR(0),
pak N(tz; y) � N(z; y) a z Lebesgueovy vìty dostáváme

N�0;R(z) = lim
t!1+

N0(tz) =
1

!(m� 2)
R2�m:

Proto¾e je funkce N�0;R zdola polospojitá, platí

lim inf
x!z;x2BR(0)

N�0;R(x) �
1

!(m� 2)
R2�m:

Podle (2.3.4) je funkce N�0;R harmonická na BR(0) a tudí¾ podle (1.2.1) je na Br(0)

N�0;R �
1

!(m� 2)
Rm�2;

co¾ je hodnota funkce N�0;R v bodì 0. Z (1.5.3) plyne, ¾e N�0;R je na BR(0) konstantní.
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2.3.6. Vìta. Nech» m > 2 a nech» � je Radonova míra v Rm . Potom N� 2 S(Rm), právì
kdy¾ Z

RmnB1(0)

jxj2�m d�(x) <1:(�)

Podmínka (�) je ekvivalentní s podmínkouZ 1

1

�(Br(0))r
1�m dr <1:(��)

Dùkaz. Podle (2.3.5)Z
N�d�0;1 =

Z
N�0;1 d� =

Z
B1(0)

N�0;1 d�+
Z
RmnB1(0)

N�0;1 d� =

=
1

!(m� 2)

�
�(B1(0)) +

Z
RmnB1(0)

jxj2�m d�

�
:

Proto¾e �(B1(0)) <1, je (�) ekvivalentní s integrovatelností N� vzhledem k �0;1. Je-li
N� 2 S(Rm), platí (�) podle (2.3.3). Jestli¾e N� 62 S(Rm), je podle (2.2.6 (d)) a (2.3.2)
N� =1 na Rm a tudí¾ (�) neplatí.

Oznaème
A = f(x; t) 2 (Rm nB1(0))� [0;1[ ; 0 � t � jxj2�mg

a nech» �1 znaèí Lebesgueovu míru v R. Proto¾e A je uzavøená podmno¾ina Rm � R , je
(�� �1){mìøitelná a tedy podle Fubiniovy vìtyZ

RmnB1(0)

jxj2�m d�(x) = (�� �1)(A) =
Z
�
�
fx 2 R

m nB1(0); jxj
2�m > tg

�
d�1(t) =

=
Z 1

0

�
�
fx 2 R

m nB1(0); jxj
2�m > tg

�
dt:

Zøejmì pro t 2 ]0; 1[ platí

fx 2 R
m nB1(0); jxj

2�m > tg = Bt1=(2�m)(0) nB1(0)

a po substituci r = t1=(2�m) se poslední integrál rovná

(m� 2)
Z 1

1

�(Br(0) nB1(0))r
1�m dr:

Proto¾e m > 2, je Z 1

1

�(B1(0))r
1�m dr <1;

tudí¾ (�) platí, právì kdy¾ platí (��).

2.4 Nasycené mno¾iny hyperharmonických funkcí

Nech» U � R
m je otevøená mno¾ina, u 2 H�(U) a nech» pro V = Br(a) platí V � U .

De�nujme

uV =

�
u na U n V;
Ha;r(uj@V ) na V:

Funkce uV se nazývá Poissonova modi�kace funkce u vzhledem k V . Z (2.3.1), (2.3.2)
a (2.3.3) plyne, ¾e buïto uV =1 na V , nebo uV je na V harmonická.
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2.4.1. Vìta. Platí uV 2 H�(U) a uV � u.

Dùkaz. Podle (2.2.5) je uV � u. Pro f 2 C(@V ) de�nujme hf = f na @V a hf = Ha;rf na
V . Pak hf 2 C(V ) a podle (2.1.5) platí na V rovnost

uV = sup fhf ; f 2 C(@V ); f � uj@V g:

Funkce (uV )jV je tudí¾ zdola polospojitá. Funkce uV je zøejmì zdola polospojitá v ka¾dém
bodì z U n V . Nech» z 2 @V . Pak

uV (z) = lim inf
x!z;x2V

uV (x);

nebo» funkce (uV )jV je zdola polospojitá v bodì z. Proto¾e funkce u je zdola polospojitá
v bodì z, platí

uV (z) = u(z) = lim inf
x!z

u(x) � lim inf
x!z;x2UnV

u(x) = lim inf
x!z;x2UnV

uV (x):

Odtud snadno plyne, ¾e uV (z) = lim infx!z uV (x). Dokázali jsme, ¾e funkce uV je zdola
polospojitá.

Nerovnost Z
uV d�b;% � u(b)

je zøejmá, pokud buïto B%(b) � V nebo B%(b) � U n V . Nech» b 2 @V aB%(b) � U . Potom
Z
uV d�b;% �

Z
u d�b;% � u(b) = uV (b):

Podle (2.2.5) je uV 2 H�(U).

2.4.2. Korolár. Je-li u 2 S(U), je uV 2 S(U).

Nech» U � R
m je otevøená mno¾ina a F � H�(U). Øíkáme, ¾e F je nasycená, jestli¾e

F je min-stabilní a uV 2 F , kdykoli u 2 F a V = Br(a) � Br(a) � U .

2.4.3. Vìta. Nech» U � R
m je otevøená mno¾ina, F � H�(U) je nasycená, u = inf F a

W je komponenta mno¾iny U . Potom buïto u =1 na W , nebo u = �1 na W , nebo
ujW 2 H(W ).

Dùkaz. Volme V = Br(a) � Br(a) � U . Platí

u = inffvV ; v 2 Fg;

nebo» vV 2 F , kdykoli v 2 F . Zøejmì je mno¾ina fvV ; v 2 Fg dolù �ltrující, nebo» F je
min-stabilní. Z (2.3.3) a (1.8.2) snadno plyne, ¾e u je na V buïto rovna 1, nebo je na V
rovna �1, nebo je na V harmonická.

Oznaème

W1 = fx 2 W ; u(x) =1g; W2 = fx 2 W ; u(x) = �1g; W3 = fx 2 W ; u(x) 2 Rg:

Potom jsou mno¾iny W1;W2;W3 otevøené, W = W1 [W2 [W3 a funkce u je na W3 har-
monická. Tvrzení vìty je nyní dùsledkem souvislosti mno¾iny W .

2.4.4. Korolár. Nech» v 2 S(U), w 2 �S(U) a nech» ; 6= F � H�(U) je nasycená mno-
¾ina taková, ¾e w � u � v pro ka¾dou funkci u 2 F. Potom inf F 2 H(U).
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Dùkaz. Na husté podmno¾inì U platí podle (2.3.2)

�1 < inf F <1:

Tvrzení plyne z (2.4.3).

2.4.5. Korolár. Nech» ; 6= S � S(U) a nech»

T = ft; t 2 �S(U); t � s kdykoli s 2 Sg 6= ;:

Potom sup T 2 H(U). Jinak øeèeno: existuje nejvìt¹í subharmonická minoranta mno¾iny
S a je harmonická.

Dùkaz. Je-li t 2 T , s 2 S a Br(a) � U , pak z (2.2.5) plyne

Ha;r(tjSr(a)) � Ha;r(sjSr(a)) � s

na V , tedy �T � S(U) je zøejmì nasycená mno¾ina. Tvrzení plyne z (2.4.4).

2.4.6. Vìta. Nech» U � R
m je otevøená mno¾ina,

R(U) = fh� k; h; k 2 H+(U)g:

Potom je R(U) vzhledem k pøirozenému uspoøádání dedekindovsky úplný vektorový svaz.

Dùkaz. Nech» hj; kj 2 H+(U), dj = hj � kj, j 2 f1; 2g. Je-li

F = fs 2 S(U); s � d1; s � d2g;

je F min-stabilní, h1 + h2 2 F a pro V = Br(a) � Br(a) � U a s 2 F je

sV � (dj)V = dj; j 2 f1; 2g:

Je tedy F nasycená mno¾ina a podle (2.4.4) je d0 = inf F 2 H(U), nebo» F � S(U) a
d0 � �(k1 + k2). Zøejmì je d0 nejmen¹í harmonická funkce, pro ni¾ d0 � d1, d0 � d2. Pro-
to¾e

d0 = d0 � d1 + d1 = d0 � d1 + h1 � k1

je rozdílem nezáporných harmonických funkcí d0 � d1 + h1 a k1, je d0 2 R(U). Tudí¾ je
R(U) vektorový svaz.

Nech» ; 6= G � R(U) a nech» pro d 2 R(U), d = h� k, h; k 2 H+(U), platí d � g,
kdykoli g 2 G. Podle (2.4.5) existuje nejvìt¹í harmonická minoranta mno¾iny G; oznaème
ji d0. Zøejmì d0 � d, tudí¾

d0 = d0 � d+ d = (d0 � d+ h)� k 2 R(U):

Je tedy d0 in�mem G v R(U).
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2.5 Shlazování superharmonických funkcí

Nech»  : R ! R je nekoneènì diferencovatelná sudá nezáporná funkce s nosièem v [�1; 1]
a nech»

!

Z 1

0

 (%)%m�1 d% = 1:

(Pøipomínáme, ¾e ! = �(S1(0)); viz (1.5.1).) Potom podle (1.5.1)
Z
 (jxj) d�(x) = �(B1(0))

Z
 (jxj) d�0;1 =

= m�(B1(0))
Z 1

0

 (%)%m�1 d% = !

Z 1

0

 (%)%m�1 d% = 1:

Pro r > 0 de�nujme

�r(x) = r�m 

�
jxj

r

�
; x 2 R

m :

Zøejmì �r 2 C1(Rm), nosiè funkce �r je obsa¾ený v Br(0) a
R
�r d� = 1.

Je-li U � R
m otevøená mno¾ina, oznaèíme

Ur = fx 2 U ;Br(x) � Ug:

Mno¾ina Ur je zøejmì otevøená.
Nech» U � R

m je otevøená mno¾ina, r > 0, f 2 L1
loc(U) a  2 L

1(Rm), její¾ nosiè je
obsa¾ený v Br(0). Konvoluci  � f de�nujeme rovností

( � f)(x) =
Z
f(y)(x� y) d�(y); x 2 Ur:

Zøejmì

( � f)(x) =
Z
Br(x)

f(y)(x� y) d�(y) =
Z
Br(0)

f(x� y)(y) d�(y):

Podle vìty o derivování za integraèním znamením je  � f 2 C1(Ur), pokud  2 C1(Rm).
Nech» x 2 U je Lebesgueovým bodem funkce f 2 L1

loc(U), tj.

lim
s!0+

Z
jf(x� y)� f(x)j d�0;s(y) = 0:

Tvrdíme, ¾e
lim
s!0+

(�s � f)(x) = f(x):

Je-li toti¾ M = sup (R) a s > 0 takové, ¾e x 2 Us, pak

j(�s � f)(x)� f(x)j =
���
Z
Bs(0)

(f(x� y)� f(x))�s(y) d�(y)
��� �

�Ms�m
Z
Bs(0)

jf(x� y)� f(x)j d�(y) =M�(B1(0))
Z
jf(x� y)� f(x)j d�0;s(y):
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2.5.1. Tvrzení. Nech» U � R
m je otevøená mno¾ina, u 2 S(U) a r > 0. Potom je

�r � u 2 S(Ur) \ C
1(Ur)

a �r � u% u na U pro r ! 0+.

Dùkaz. Nech» r > 0, x 2 Ur. Pøipomeòme, ¾e �(Br(x)) = (!=m) rm a pov¹imnìme si, ¾e
funkce

y 7! u(y)�r(x� y)

je na Br(x) zdola polospojitá (to napø. snadno plyne z (2.1.4)). Podle (2.1.8) dostáváme

(�r � u)(x) =
!

m
rm
Z
u(y)�r(x� y) d�x;r(y) =

= !rm
Z 1

0

� Z
u(y)�r(x� y) d�x;�r(y)

�
�m�1 d� = !

Z 1

0

�m�1 (�)
�Z

u d�x;�r
�
d�:

Podle (2.2.9) je pro ka¾dé � 2 ]0; 1[ funkce

% 7!

Z
u d�x;�%

nerostoucí na intervalu ]0; r[ s limitou u(x) pro %! 0+. Proto je funkce

% 7! (�% � u)(x)

nerostoucí a

lim
%!0+

(�% � u)(x) = !

Z 1

0

�m�1 (�)u(x) d� = u(x):

Víme, ¾e �r � u 2 C1(Ur) a zbývá tedy ovìøit, ¾e �r � u 2 S(Ur).
Nech» x 2 Ur, % > 0, B%(x) � Ur. Potom

Z
(�r � u) d�x;% =

Z � Z
Br(0)

u(z � y)�r(y) d�(y)
�
d�x;%(z) =

Z
Br(0)

�Z
u(z � y) d�x;%(z)

�
�r(y) d�(y):

Pro ka¾dé y 2 Br(0) je funkce z 7! u(z � y) superharmonická na okolí koule B%(x), tak¾e
podle (2.2.5) je Z

u(z � y) d�x;%(z) � u(x� y);

tudí¾ Z
(�r � u) d�x;% �

Z
Br(0)

u(x� y)�r(y) d�(y) = (�r � u)(x):

Podle (2.2.5) je �r � u 2 S(Ur), nebo» �r � u � u.

2.5.2. Vìta. Nech» U � R
m je otevøená mno¾ina a V je omezená otevøená mno¾ina,

V � U a u 2 S(U). Pak existuje zdola omezená posloupnost (un) superharmonických funk-
cí na V taková, ¾e un 2 C1(V ) pro ka¾dé n 2 N a un % u na V pro n!1.

Dùkaz. Staèí volit r > 0 tak, aby V � Ur a polo¾it un = �r=n � u na V .
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2.6 Rieszova vìta o rozkladu superharmonické funkce

Pro otevøenou mno¾inu U � R
m oznaème CC(U) mno¾inu v¹ech f 2 C(U), pro nì¾ je nosiè

spt f kompaktní podmno¾ina U . Pro f 2 CC(U) de�nujme

jjf jj = sup jf j(U):

Dále oznaèíme D(U) mno¾inu v¹ech nekoneènì diferencovatelných reálných funkcí na
U s kompaktním nosièem obsa¾eným v U .

Nech» f 2 L1
loc(U). V teorii distribucí se f ztoto¾òuje s lineárním funkcionálem

' 7!

Z
f' d�; ' 2 D(U):

(Takový funkcionál skuteènì urèuje f �{s.v.; viz napø. úvodní text v (2.5).)
Podobnì se Radonova míra � na U pøirozeným zpùsobem ztoto¾òuje s lineárním funk-

cionálem

' 7!

Z
'd�; ' 2 D(U):

(Takový funkcionál urèuje míru � jednoznaènì; viz napø. (2.6.2) ní¾e a Rieszova vìta o re-
prezentaci nezáporných lineárních funkcionálù na prostoru spojitých funkcí s kompaktním
nosièem v U .)

Následující lemma je motivací pro de�nici distributivního laplasiánu.

2.6.1. Lemma. Nech» U � R
m je otevøená mno¾ina, u; v 2 C2(U) a nech» v má kom-

paktní nosiè v U . Potom platí

Z
U

u�v d� =
Z
U

v�u d�:

Dùkaz. Nech» ' 2 D(U) taková, ¾e ' = 1 na okolí nosièe funkce v. (Takovou ' lze de�-
novat napø. takto: zvolme V otevøenou omezenou obsahující nosiè v a V � U . Pak za '
lze vzít konvoluci �r a charakteristické funkce mno¾iny V pro dostateènì malé r.)

De�nujme

u0 =

�
u' na U;
0 na Rm n U;

v0 =

�
v na U;
0 na Rm n U:

Potom u0; v0 2 C2(Rm) a
Z
U

u�v d� =
Z
Rm

u0�v0 d�;
Z
U

v�u d� =
Z
Rm

v0�u0 d�:

Zvolme R > 0 tak, aby nosièe funkcí v a ' byly obsa¾eny v BR(0). Potom se u0, v0 anulují
na okolí mno¾iny SR(0) a podle Greenovy identity (viz (1.9)) je

Z
Rm

u0�v0 d� =
Z
BR(0)

u0�v0 d� =
Z
BR(0)

v0�u0 d� =
Z
Rm

v0�u0 d�:

38



Podle (2.6.1) pro funkci u 2 C2(U) jsou na D(U) funkcionály

' 7!

Z
'�u d� a ' 7!

Z
u�'d�

toto¾né. Ov¹em funkcionál

' 7!

Z
u�'d�

je de�nován dokonce pro ka¾dou funkci u 2 L1
loc(U).

Distributivním laplasiánem funkce u 2 L1
loc(U) na U rozumíme lineární funkcionál

4̂u : ' 7!
Z
U

u�'d�; ' 2 D(U):

2.6.2. Vìta. Nech» U � R
m je otevøená mno¾ina, f 2 L1

loc(U) a 4̂f = 0 na U . Potom
existuje h 2 H(U) tak, ¾e f = h �{s.v. na U .

Dùkaz. Bez újmy na obecnosti lze pøedpokládat, ¾e U = BR(0) a f 2 L1(BR(0)). Po-
lo¾me f = 0 na R

m nBR(0), zvolme r 2 ]0; R[,  2 C1(Rm) takovou, ¾e spt  � Br(0)
a de�nujme

g =  � f : x 7!
Z
(x� y)f(y) d�(y); x 2 R

m :

Potom g 2 C1(Rm). Nech» � 2 C1(Rm) a spt � � BR�r(0). Podle (2.6.1) jeZ
�g� d� =

Z
g�� d� =

Z � Z
(x� y)f(y) d�(y)

�
��(x) d�(x) =

=
Z � Z

(z)f(x� z) d�(z)
�
��(x) d�(x) =

Z
(z)

� Z
f(x� z)��(x) d�(x)

�
d�(z) =

=
Z
Br(0)

(z)
� Z

f(y)��(z + y) d�(y)
�
d�(z):

Pro ka¾dé z 2 Br(0) má funkce y 7! �(z + y) nosiè v BR(0), tak¾e z pøedpokladu 4̂f = 0
plyne, ¾e vnitøní integrál je roven 0. Dokázali jsme, ¾eZ

�g� d� = 0;

kdykoli � 2 D(BR�r(0)), tudí¾ �g = 0 v BR�r(0).
Nech» % 2 ]0; R� r[. Z (2.5.1) pro u = g, u = �g vyplývá, ¾e �% � g = g na BR�r�%(0).

Není tì¾ké ovìøit, ¾e platí
 � (�% � f) = �% � ( � f);

tak¾e  � (f � �% � f) = 0 na BR�r�%(0), kdykoli  2 C1(Br(0)).
Nech» x 2 BR(0) je Lebesgueùv bod funkce f . Volme r 2 ]0; R[ tak, aby jxj < R� r.

Dále volme % > 0 tak, aby jxj < R� r � %. Funkce �% � f je zøejmì v bodì x spojitá,
tak¾e x je Lebesgueovým bodem funkce f � �% � f . Proto¾e pro ka¾dé s 2 ]0; r[ platí

(�s � (f � �% � f))(x) = 0;

je (f � �% � f)(x) = 0 (viz zaèátek (2.5)). Odtud plyne, ¾e existuje funkce h 2 C1(BR(0))
taková, ¾e h = f �{s.v. Podle pøedpokladu a (2.6.1) je

0 =
Z
h�'d� =

Z
'�h d�

pro ka¾dou ' 2 D(BR(0)), tak¾e �h = 0 na BR(0).
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2.6.3. Vìta. Nech» � je Radonova míra v Rm , mající v pøípadì m = 2 kompaktní nosiè
a pro ni¾ je N� 2 S(Rm) v pøípadì m > 2. Potom

4̂(�N�) = �:

Mno¾ina Rm n spt (�) je maximální otevøená mno¾ina, na ní¾ je funkce N� harmonická.

Dùkaz. Nech» ' 2 D(Rm). U¾itím Fubiniovy vìty a (1.9.2) dostaneme
Z
(�N�)�'d� =

Z �
�

Z
N(x; y) d�(y)

�
�'(x) d�(x) =

=
Z � Z

�N(x; y)�'(x) d�(x)
�
d�(y) =

=
Z � Z

�N0(z)�'(z + y) d�(z)
�
d�(y) =

Z
'(y) d�(y):

Proto¾e funkce N� je spojitá na R
m n spt (�), plyne podle (2.6.2) z 4̂(�N�) = 0 na

R
m n spt (�), ¾e N� je harmonická na R

m n spt (�). Je-li N� harmonická na otevøené
mno¾inì V � R

m , �(�N�) = 0 na V , tudí¾ 4̂(�N�) = 0 na V , tudí¾ �jV = 0. Proto je
R
m n spt (�) maximální otevøená mno¾ina, na ní¾ je funkce N� harmonická.

2.6.4. Lemma. Nech» U � R
m je otevøená mno¾ina, f 2 CC(U) a nech» V � U je ote-

vøená mno¾ina, spt f � V . Potom existují 'n 2 D(U), spt'n � V a jjf � 'njj ! 0 pro
n!1. Jestli¾e f � 0, pak existují 'n � 0 s uvedenými vlastnostmi.

Dùkaz. Polo¾me f = 0 na Rm n U a zvolme r > 0 tak, aby Br(a) � V pro ka¾dé a 2 spt f .
Potom �r � f 2 D(Rm), spt (�r � f) � V a

jjf � �r � f jj = sup
n���
Z
Br(0)

�
f(x� y)� f(x)

�
�r(y) d�(y)

���; x 2 R
m
o
�

� sup fjf(x� y)� f(x)j; x 2 R
m ; y 2 Br(0)g:

Proto¾e f je stejnomìrnì spojitá na Rm , je

sup fjf(x� y)� f(x)j; x 2 R
m ; y 2 B%(0)g ! 0

pro %! 0+. De�nujme 'n = �r=n � f na U . Potom 'n � 0, pokud f � 0, 'n 2 D(U),
spt'n � V a jjf � 'njj ! 0 pro n!1.

2.6.5. Vìta. Nech» U � R
m je otevøená mno¾ina a u 2 S(U). Potom existuje právì jedna

Radonova míra � na U tak, ¾e
4̂(�u) = �:

Dùkaz. Nech» ' 2 D(U), ' � 0 a V je omezená otevøená mno¾ina taková, ¾e

spt' � V � V � U:

Podle (2.5.2) existuje zdola omezená posloupnost (un) superharmonických funkcí tøídy
C1 na V taková, ¾e un % u na V pro n!1. Z (2.6.1) a (2.2.6 (e)) dostáváme

Z
V

un�'d� =
Z
'�un d� � 0:
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Z Lebesgueovy vìty plyne Z
U

u�'d� � 0:

De�nujme nyní

A(') = �

Z
U

u�'d�; ' 2 D(U):

Nech» W je omezená otevøená mno¾ina, W � U . Tvrdíme, ¾e existuje c 2 R tak, ¾e
jA(')j � cjj'jj, kdykoli ' 2 D(U), spt' � W . Zvolíme funkci  2 D(U), 0 �  � 1,  = 1
na W . Pak na U platí

�jj'jj � ' � jj'jj

pro ka¾dou funkci ' 2 D(U), spt' � W . Proto¾e funkcionál A je nezáporný, platí

�jj'jjA() � A(') � jj'jjA()

a staèí tedy polo¾it c = A().
Lze tedy na základì (2.6.4) roz¹íøit A z D(U) na nezáporný lineární funkcionál na

CC(U), který opìt oznaèíme A. Podle Rieszovy vìty o reprezentaci existuje Radonova
míra � na U taková, ¾e

A(') =
Z
'd�; ' 2 CC(U):

Odtud Z
U

(�u)�'d� =
Z
'd�; ' 2 D(U);

neboli 4̂(�u) = �. Víme ji¾, ¾e míra � je urèena jednoznaènì.

2.6.6. Vìta. Nech» U � R
m je otevøená mno¾ina, u 2 S(U), � je Radonova míra na U

a 4̂(�u) = �. Potom ke ka¾dé omezené otevøené mno¾inì V , pro ni¾ V � U , existuje
harmonická funkce hV na V taková, ¾e na V platí

u = N(�jV ) + hV :

Dùkaz. Nech» ' 2 D(V ). Potom
Z
u�'d� = �

Z
'd� = �

Z
'd(�jV ):

Podle (2.6.3) je Z
N(�jV )�'d� = �

Z
'd(�jV ):

Pro funkci v = u�N(�jV ) 2 L1(V ) platí tudí¾
Z
v�'d� = 0;

kdykoli ' 2 D(V ), neboli 4̂v = 0 na V . Nyní tvrzení plyne z (2.6.2) a (2.2.11)

2.6.7. Vìta. Nech» U � R
m je otevøená mno¾ina, a 2 U a u 2 H(U n fag). Jestli¾e

lim inf
x!a; x6=a

u(x)
Na(x)

> �1;
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potom existuje c 2 R a funkce h 2 H(U) tak, ¾e u = cNa + h na U n fag. Jestli¾e

lim inf
x!a; x6=a

u(x)
Na(x)

� 0

(speciálnì, kdy¾ u � 0 na U n fag), pak c � 0.

Dùkaz. Zvolme d < 0, pro nì¾

d < lim inf
x!a; x6=a

u(x)
Na(x)

a de�nujme

v =

�
�dNa + u na U n fag;
1 na fag:

Proto¾e

lim inf
x!a; x6=a

v(x) = lim inf
x!a; x6=a

Na(x)
� u(x)
Na(x)

� d
�
=1;

je v zdola polospojitá na U a pomocí (2.2.5) se snadno ovìøí, ¾e v 2 S(U). Podle (2.6.5)
existuje Radonova míra � na U tak, ¾e 4̂(�v) = � a pøitom � = 0 na U n fag, nebo» v
je na U n fag harmonická. Existuje tudí¾ k � 0 tak, ¾e � = k"a ("a znaèí Diracovu míru
soustøedìnou v bodì a). Pro funkci v � kNa 2 L1

loc(U) je 4̂(v � kNa) = 0 na U a z (2.6.2)
a z de�nice funkce v plyne, ¾e existuje h 2 H(U) tak, ¾e v = kNa + h v¹ude na U . Pro
c = d+ k platí u = cNa + h na U n fag. Z podmínky

lim inf
x!a;x6=a

u(x)
Na(x)

� 0

plyne ov¹em c � 0.

2.6.8. Korolár. Nech» U � R
m je otevøená mno¾ina, a 2 U a u 2 H(U n fag) je ome-

zená. Potom existuje h 2 H(U) tak, ¾e u = h na U n fag.

2.7 Superharmonické funkce na R
m

2.7.1. Vìta. Nech» u 2 S(R2) je zdola omezená. Potom je u konstantní.

Dùkaz. Mù¾eme pøedpokládat, ¾e u � 0. Podle (2.1.1) existuje z 2 B1(0), pro nì¾ u(z) =
inf u(B1(0)). Pro R > 1 de�nujme

hR : x 7! u(z)
logR� log jxj

logR
; x 2 BR(0) nB1(0):

Proto¾e hR � u na SR(0) [ S1(0) a hR je harmonická na BR(0) nB1(0), je podle (2.1.10)
u � hR na BR(0) nB1(0). Pro R!1 dostáváme u � u(z) na R2 nB1(0). Funkce u na-
bývá tedy na R2 svého minima, podle (2.2.3) je tedy konstantní.

2.7.2. Tvrzení. Nech» m > 2 a nech» � je Radonova míra v Rm taková, ¾e N� 2 S(Rm).
Potom

lim
R!1

Z
N�d�0;R = 0:
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Dùkaz. Podle (2.3.5) je N�0;R & 0 pro R!1. Podle (2.3.5) a (2.3.6) platíZ
N�0;1 d� =

1
!(m� 2)

�
�(B1(0)) +

Z
RmnB1(0)

jxj2�m d�(x)
�
<1

a Z
N�d�0;R =

Z
N�0;R d�:

Nyní plyne tvrzení z Lebesgueovy vìty.

2.7.3. Lemma. Nech» m > 2 a u 2 S+(Rm). Potom existuje

lim
R!1

Z
u d�0;R =: c

a platí u � c.

Dùkaz. Existence limity plyne z (2.2.9). Zvolme x 2 R
m a � 2 ]0; 1[. Je-li R > jxj=�, platí

na BR(0) podle (2.2.5) u � H0;R(ujSR(0)). Proto¾e pro y 2 SR(0) je

Rm�2R
2 � jxj2

jx� yjm
�

1� �

(1 + �)m�1

a u � 0, dostáváme

u(x) � H0;R(ujSR(0))(x) �
1� �

(1 + �)m�1

Z
u d�0;R:

Odtud pro R!1 plyne

u(x) � c
1� �

(1 + �)m�1

a koneènì pro �! 0+ dostaneme u(x) � c.

2.7.4. Vìta. Nech» m > 2 a u 2 S+(Rm). Potom pro ka¾dé a 2 R
m platí

lim
R!1

Z
u d�a;R = inf u(Rm); lim

R!1

Z
u d�a;R = inf u(Rm):

Dùkaz. Oznaème c = inf u(Rm). Nech» nejprve a = 0. Zøejmì

lim
R!1

Z
u d�0;R � c

a z (2.7.3) plyne, ¾e neplatí ostrá nerovnost. Nech» " > 0 a % > 0 takové, ¾eZ
u d�0;R � c+ ";

kdykoli R > %. Pro R > % dostáváme podle (2.1.8)Z
u d�0;R = m

Z 1

0

� Z
u d�0;�R

�
�m�1 d� =

= m

Z %=R

0

�Z
u d�0;�R

�
�m�1 d� +m

Z 1

%=R

�Z
u d�0;�R

�
�m�1 d� �

� m

Z 1

0

�Z
u d�0;t%

��%t
R

�m�1 %
R
dt+ (c+ ")

�
1�

� %
R

�m�
=

=
� %
R

�m Z
u d�0;% + (c+ ")

�
1�

� %
R

�m�
:
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Odtud plyne z (2.2.9) nerovnost

lim
R!1

Z
u d�0;R � c:

Z (2.1.8) a (2.2.9) plyne nerovnost

Z
u d�0;R � m

�Z
u d�0;R

� Z 1

0

�m�1 d� =
Z
u d�0;R;

tudí¾

lim
R!1

Z
u d�0;R � c:

Pro a 2 R
m uva¾ujme místo u funkci x 7! u(x� a), x 2 R

m .

2.7.5. Lemma. Nech» m > 2, u 2 S+(Rm), inf u(Rm) = 0, a 2 R
m a � = 4̂(�u). Potom

lim
R!1

R2�m�(BR(a)) = 0:

Dùkaz. Zvolme funkci � 2 D(Rm), pro ni¾ � � 0, �(B1(0)) = f1g, spt � � B2(0) a polo¾me
c = sup j��j(Rm). Pro R > 0 de�nujme

'R(x) = �(a+
x

R
); x 2 R

m :

Potom

�(BR(a)) �
Z
'R d� = �

Z
u�'R d� �

Z
B2R(a)

uj�'Rj d� �

� cR�2

Z
B2R(a)

u d� = cR�2(2R)m�(B1(0)) �
Z
u d�a;2R:

Podle (2.2.9) a (2.7.4) je tudí¾

R2�m�(BR(a)) � c 2m�(B1(0))
Z
u d�a;R ! 0

pro R!1.

2.7.6. Lemma. Nech» m > 2, u 2 S(Rm), a 2 R
m . Potom je funkce

% 7!

Z
u d�a;%

spojitá na ]0;1[.

Dùkaz. Zvolme R > 0. Podle (2.6.6) existuje funkce h 2 H(BR(a)) a Radonova míra � v
R
m tak, ¾e pro � = �jBR(a) a v = N� platí u = v + h na BR(a). Proto¾e

Z
h d�a;% = h(a)

pro v¹echna % 2 ]0; R[, staèí ovìøit spojitost funkce

% 7!

Z
v d�a;%
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na ]0; R[. Tato funkce je zdola polospojitá (viz (1.5.1) a (2.1.5)) a tudí¾ zprava spojitá na
]0; R[, nebo» je podle (2.2.9) nerostoucí. Nech» 0 < r < R. Pak z (2.3.5) plyne

N�a;% % N�a;r pro %! r�;

tudí¾ Z
N�a;% d� %

Z
N�a;r d�:

Ov¹em Z
N�a;% d� =

Z
N� d�a;%; % 2 ]0; R[;

tedy Z
v d�a;% !

Z
v d�a;r pro %! r � :

2.7.7. Lemma. Nech» m > 2, u 2 S+(Rm), a 2 R
m ,

lim
R!1

Z
u d�a;R = 0 a � = 4̂(�u):

Potom u(a) = N�(a).

Dùkaz. Pro ka¾dé R > 0 existuje podle (2.6.6) funkce hR 2 H(BR(a)) tak, ¾e

u = N(�jBR(a)) + hR:

Nech» R > 0 a r 2 ]0; R[. PotomZ
u d�a;r =

Z
N(�jBR(a)) d�a;r +

Z
hR d�a;r =

Z
BR(a)

N�a;r d�+ hR(a);

nebo» hR 2 H(BR(a)). Podle (2.3.5) je

N�a;r(x) =
n p(r); x 2 Br(a);

p(jx� aj); x 2 R
m nBr(a);

pøipomeòme, ¾e p(t) = 1
!(m�2)

t2�m, t > 0. Platí tedy

Z
u d�a;r � hR(a) = p(r)�(Br(a)) +

Z
BR(a)nBr(a)

p(jx� aj) d�(x):

Proto¾e je funkce

% 7!

Z
u d�a;%; % 2 ]0;1[

spojitá, platí Z
u d�a;R � hR(a) = p(R)�(BR(a)):

Podle pøedpokladu je Z
u d�a;R ! 0 pro R!1;

podle (2.7.5) je p(R)�(BR(a))! 0 pro R!1, tudí¾ hR(a)! 0 pro R!1. Z rovnosti
u(a) = N(�jBR(a)) + hR(a) nyní vyplývá u(a) = N�(a).
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2.7.8. Vìta. Nech» m > 2. Potom jsou následující podmínky ekvivalntní

(i) u 2 S+(Rm) a limR!1

R
u d�0;R = 0;

(ii) u 2 S+(Rm) a pro ka¾dé a 2 R
m platí limR!1

R
u d�a;R = 0;

(iii) u 2 S+(Rm) a limR!1

R
u d�0;R = 0;

(iv) u 2 S+(Rm) a pro ka¾dé a 2 R
m platí limR!1

R
u d�a;R = 0;

(v) u 2 S+(Rm) a inf u(Rm) = 0;

(vi) existuje Radonova míra � v Rm taková, ¾eZ 1

1

�(Br(0))r
1�m dr <1 a u = N�:

Dùkaz. Podle (2.7.4) jsou podmínky (i) { (v) ekvivalentní. Platí-li (vi), je podle (2.3.6)
u 2 S+(Rm) a podle (2.7.2) platí

lim
R!1

Z
u d�0;R = 0;

tak¾e (vi))(i).
Nech» platí (i) a nech» � = 4̂(�u). Proto¾e platí (ii), je podle (2.7.7) u(a) = N�(a)

pro ka¾dé a 2 R
m . Speciálnì je N� 2 S(Rm) a tudí¾Z 1

1

�(Br(0))r
1�m dr <1

podle (2.3.6). Platí tedy (vi).

2.7.9. Korolár. Nech» m > 2, u 2 S+(Rm). Potom existuje právì jedno c � 0 a právì
jedna Radonova míra � v Rm tak, ¾e u = N�+ c. Platí

c = lim
R!1

Z
u d�0;R a � = 4̂(�u):

Dùkaz. Plyne ihned z (2.7.8), (2.7.4) a (2.7.2).

2.7.10. Tvrzení. Nech» u 2 S(Rm). Potom existuje h 2 H(Rm), pro ni¾ h � u, právì
kdy¾

lim
R!1

Z
u d�0;R > �1:

Dùkaz. Pro r > 0 polo¾me hr = H0;r(ujSr(0)). Podle (2.3.3) je hr 2 H(Br(0)), podle (2.2.5)
platí hr � ujBr(0) a

hr(0) =
Z
u d�0;r:

Z (2.4.1) snadno plyne, ¾e h% � hr na Br(0), kdykoli 0 < r < %. Pro x 2 R
m de�nujme

h(x) = inffhr(x); r > jxjg:

Potom h � u.
Je-li h 2 H(Rm), h � u, jeZ

u d�0;R �

Z
h d�0;R = h(0)

pro ka¾dé R > 0.

46



2.7.11. Korolár. Nech» m > 2, u 2 S(Rm) a nech» existuje h 2 H(Rm), h � u. Potom
existuje právì jedna Radonova míra � a právì jedno c � 0 tak, ¾e u = N�+ h + c. Pøitom
h+ c je nejvìt¹í harmonická minoranta funkce u.

Dùkaz. Proto¾e u� h 2 S+(Rm), existuje podle (2.7.9) právì jedna Radonova míra �
v R

m a právì jedno c � 0 tak, ¾e u� h = N�+ c. Je-li k 2 H(Rm), k � u, existuje
(opìt podle (2.7.9)) Radonova míra � v R

m a d � 0 tak, ¾e u� k = N� + d. Potom
N�;N� 2 S(Rm), k +N� + d = h+N� + c. Proto¾e 4̂f = 0 pro ka¾dou f 2 H(Rm),
je 4̂(N�) = 4̂(N�), tedy podle (2.6.3) je � = �, tudí¾ k + d = h+ c. Jeliko¾ d � 0, je
k � k + d = h+ c.

2.8 Princip spojitosti

2.8.1. Lemma. Nech» � je Radonova míra v R
m taková, ¾e N� 2 S(Rm) (v pøípadì

m = 2 navíc pøedpokládáme, ¾e spt (�) je kompaktní). Nech» F � R
m a z 2 F . Pro ka¾dé

r > 0 oznaème �r = �Br(z). Potom jsou následující podmínky ekvivalentní:

(i) N�(z) <1 a limx!z; x2F N�(x) = N�(z);

(ii) limr!0+(lim supx!z; x2F jN�r(x)j) = 0.

Dùkaz. V¹imnìme si, ¾e N�(z) < 1, právì kdy¾ existuje r > 0, pro nì¾ N�r(z) < 1.
Nech» N�(z) < 1. Potom limr!0+N�r(z) = 0 a limx!zN(� � �r)(x) = N(� � �r)(z).
Dùkaz nyní snadno plyne z rovnosti

N�(x)�N�(z) = N�r(x)�N(�� �r)(x)�N(�� �r)(z)�N�r(z) :

2.8.2. Vìta. Nech» � je Radonova míra v Rm , její¾ nosiè K je v pøípadì m = 2 kom-
paktní, a nech» z 2 K. Jestli¾e

lim
x!z; x2K

N�(x) = N�(z);

potom
lim
x!z

N�(x) = N�(z):

Dùkaz. Mù¾eme pøedpokládat, ¾e N�(z) < 1. Pro ka¾dé x 2 R
m zvolme �(x) 2 K

tak, aby jx � �(x)j � jx � yj, kdykoli y 2 K. Potom pro y 2 K platí jy � �(x)j �
jy � xj+ jx� �(x)j � 2jy � xj, tudí¾

N(�(x); y) � N(x; y)� (1=2�) log 2 v pøípadì m = 2;

N(�(x); y) � 22�mN(x; y) v pøípadì m > 2:

Zøejmì j�(x)�zj � j�(x)�xj+jx�zj � 2jx�zj. Odtud dostáváme, s vyu¾itím dokázaných
nerovností, pro r; % > 0

supN�r(B%(z)) � supN�r(K \B2%(z)) + (1=2�) log 2 � �(K \B%(z)) pokud m = 2;

supN�r(B%(z)) � 2m�2 supN�r(K \ B2%(z)) pokud m > 2:

(Stejnì jako v dùkazu (2.8.1) je �r = �jBr(z).) Tvrzení vìty plyne nyní okam¾itì z (2.8.1).
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2.8.3. Vìta. Nech» � je Radonova míra v Rm (v pøípadì m = 2 s kompaktním nosièem)
a nech» N� <1 �-skoro v¹ude. Potom existují Radonovy míry �n, n 2 N, jejich¾ nosièe
jsou po dvou disjunktní kompaktní podmno¾iny nosièe míry �, potenciály N�n jsou spojité
v Rm a N� =

P1
n=1N�n.

Dùkaz. Pi¹me u = N� a K = spt (�). Proto¾e ujK je �-skoro v¹ude koneèná zdola polo-
spojitá funkce na K, podle Luzinovy vìty existují po dvou disjunktní kompaktní mno¾iny
Kn � K takové, ¾e �(K n

S1
n=1Kn) = 0 a ujKn je spojitá funkce pro ka¾dé n 2 N .

Polo¾me �n = �jKn, un = N�n. Zøejmì u =
P1

n=1 un. Zvolme j 2 N . Funkce (uj)jKj

a (
P

n2Nnfjg un)jKj
jsou zdola polospojité a jejich souèet, tedy funkce ujKj

, je v ka¾dém
bodì z Kj spojitá. Proto je funkce (uj)jKj

spojitá v ka¾dém bodì z Kj. Podle (2.8.2) je
funkce uj spojitá v Rm .
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