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nst! ead Labea; pfisloYce, nlmeoki syo1aD!.
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Predlllluya

V roce 1970 vydala ODlYeralta Karlova akrlpta "Referaty a praktlka
z lIlatelllatlck' analyzy", ktera jli na jars 1971 byla rozebrana. Cd autord
ekrlpt, k nl~i prlbyll RRDr Oldrlch John a RRDr Davld Prelea, jee. bihs.
roku ziekal dalii IIl8terlaly a radu Dovjcn Dalllitd. ~yto pak elouil1y epo
lu s "Reteraty a praktlky" za zaklad novalllu u~ebni.u textu, kterj jSlIle
prlpraYl1l pod naeve. "Proble~ z lIlatelllatlcke anal/zy". Krollli od autord
skrlpt jse. bohuiel Dsobdriel k"Referatdlll a praktlkdlll"temif iadn' prlpo
miDky. V t'to eouvls10atl bych chtil podikovat Dikterjlll poslucha~dIIl KFF KO,
jejlchi ro~nlkov' prace a ~ileDky jellle v tichto skrlptech pouil1l.

loIarUDed, dri 1971
Jaroelav Lukeli

Predlllluva k"Referatdlll a praktlkdlll"

Ve ikolnllll roce 1968-69 byla Da IoIFF KU zapo~ata vyuka podle novjch,
podstatni upraveDjch etudljn!ch pland. Potreby sou~aeDeho bourllveho ros
voje lIlatelll8tlky al v tichto u~ebnlch planech vynutl1y nejen podetatDa
rozslren! u~ebn! latky, zejlll'na z lIlatelllatlcke aDaljzy, njbri 1 vytj~en!
kvalitativne noveho zpdsobu zvladnutl latky.

V IIl8tematlck' analyze byl ddraz poloien nejen na zlekanl zb~hloatl
v technicke ~aeti, nybri hlavni na oevojeDl teoretlckjch ~asti aktlvnllll
zpdeobelll, slllefuj!c! k s8lll0etatnelllu resenl leh~lch problellld, sBllloetatn'
echopnoetl studovat z ~asopieecke literatury a k cVi~enl echopnoetl ero
zUllllteln~ a logicky spravn~ eve poznatky v plaemn' 1 uetnl for.i reprodu
kovat.

Tento DBrO~Di ukol byl feien v podstat~ trojllll zpdsobe.:

a) od prvn!ho ro~n!ku byly na cvl~eDlch zarazovany jedDotliv' refe
~ dle uvaienl prednasejlclcg a cvi~icich, v nlchi slo predevsllll
ClZVladnuti lIlenslho ueeku doplnujlclho 1atku, ktery byl v bodech s nazna
ky ddkazd zadan,

b) ve ~tvrtelll aelllestru bylo zarazeDo dvouhodlnov' p'rak~lknm v n~lIli
byly referovany obeBhlejs! a obtiin~js! ce1ky zadan' obdobnylll :;Asobe.
a navic bylo vyzadovaDo s8lll0statne resen! rady leh~ich 1 teis!ch prob1'lIld,

c) na zacatku ~tvrt'ho sellleetru by10 jednotl1vya posluohaM. zadano
tellla ro~nlkove praoe spo1u s podrobnejsl oenovou a nekterjal probl'~;
ukolelll pak bylo podrobn' pleemn' zpracovanl, pri~eai hlavn! ddraz byl po-
10Zen na prssDY a spravnj piselllnj projev. .

Kolektlv pracovDlkd katedsr lIlatelll8tick' analjzy, kterj po dobu dvou
let vjuku matelllatlck' analjzy vedl, enromaidil vsechny namety pro refera
ty, praktika i ro~ikove prace do predlolenjch skrlpt, aby byly v kOlllpakt
ni formi k dlspoelcl prednasej!cllll, cVi~iql. a studentdlll v prlstich le
tech.
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Na pfiprave techto skript ae podi1e1i asiatenti KFF KU J Dr Svatop1uk
FU~1K, Dr Jaros1av KILOTA, Dr Ivan NEfUKA, Dr Bfetie1av NOVAK, CSc,
Dr Vena S+ASfNOVA, Dr Jifi VESEL1, esc. Za ceDnou pomoc dekuji tez poa1u
chacdm KPP KU Prantiiku BUBEN1KOVI, Jifimu ~1ZKOVI, Janu PACHLOVI, Lubosi
VA§A~OVI a Jifimu HNILICOVI. z nichl poa1edni krome toho vydatne pomoh1
pfi technickem zpracovani skript. Nekterymi Damety a pfipoldnkami dale
pfiape1i Dr Pavel AKSAKIf, Dr David PREISS, Dr Frantisek ST~PANEK, CSc.

Praha, Karianska
safi 1968 - sari 1970

Jaros1av LUKE§
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n v 0 D

v predmluve bylo receno, jake pohnutky nae vedly k eepeani techto
ekript. Sledovali jeme zhruba ctyri zakladni cile:

1. naucit poeluchace praoovat e literaturou,
2. naucit posluchace v uetni i pi_emne forme predavat eve vedomosti

ostatnilll,
3. ukazat, ze matematicka analyza, zrovna tak jako oetatni lIl8tematic

ka odvetvl, neni uzavrenym celkem, nybrz se neuetale rozviji for
mulovanim a resenilll problemd,

4•.pro lepS! posluchace moznost ind1vidualnim studiem si prohlubovat
sve znsloeti z prednasek.

Je trebs, sby se posluchaci KFF KU umeli brzo prizpdsobit rychlelllu
rozvoji lIl8tematickych dieciplin. ~ednim z prostrsdkd, jat tohoto dos&hnout,
j e prace s 11teraturou, prevazne studium novych clankd z rdznYch casopisd.
Ba prednaskach a ve skriptsch ci ucebnicich neni lIlozno ukazovat na vsechny
proble~.a nuance rdznych obord matematiky. Tyto si prave musi posluchac
sam doplnovat prevazne z l1teratury. Bemeue ddlez1te je, aby kazdy pak umel
tyto nastudovane ~nalost1 reprodukovat, at j1z v ustni ci pisemne forme, a
predavat dalsim. Rekli jsme, ze lIlatematicka analyza neni uzavrenim celkem.
Lisi se vsak od oetatnich obord a discip11n zejlllena tilll, zenere~ene proble
~ jsou mnohelll tezsi a slozitejii a vyzaduji novy, criginalni pristup.
Zkusenosti z poslednich let DB nasi fakulte ukazuji, ze zejlllena 1Illad! za
jemci, ktefi se nezaleknou systematicke prace, mohou vyznamnou lIlerou pr1
spet k dalsilllu rozvoji matemat1cke snaljzy resenim ddlezitych'otazek, ktere
odolavaly ueili i vyznamnych evetovych matematikd.

Podle nasich zkusenosti jSllle e1 vedomi toho, zs je lepe jednu vec ude
lat pofadne, do vs.eh lIloznych detaild, s naprostilll pochopenim, nez nekolik
vee! rychle, bez hlubs!ho zkouman!. Proto upozornujeme vsechny poeluchace,
aby s1 vZdy j ednotl1va temata ddkladne promysla11, detallne zpracoval1 a
nesnazili se pouza 0 kvantitativni zvladnuti latky. Znovu pripom!name, ze
heslo "C!lIl vice, tim lepe" v tomto pripade lIldze pouze uskodit. Viber ref.
ratd bude zpravidla provaden jednak prednasej!c!m, jednak asistenty na cvi-
cenich, ktef! tez lIlohou jednotl1ve body doplnovat. .

Chceme tez upozornit, ze "Problemy z lIlatematicke analyzy" nelll8j!
v zadnelll pr!pade nahradit poc!tani pfikladd z osvedcenych sb!rek uloh k di
ferencialn!mu a integralnimu poctu. Keli byste je pouzivat spolu s vyn1ka
j!c!lIl1 knihami Vojtecha Jarn!ka, kde ve cvicenich je rada daliich nametd
pro vaSi praci.

A nyn! jeste nekolik rad; nechceme viak, aby vyznely jako
jako predp1sy pro obsluhu pocitac!ho stroje. Jednotliva temata
uz!t jednak jako referaty na cvioenich, jednak pri praktiku ve
a jednak pri priprave roonikove prace. Nyni trochu podrobneji:

RBl"BRA'rY

fraze oi
se daji vy
IV. eelllestru

jeou vetsinou kratsi problemove celky vYbrane z jednotlivych.telllat,
uzce ee vztahuj!ci k probirane latce a ns mnohych lIl!etech ji doplnuj!c!.
Je mozDo jich po~zivat jiz od druheho eemestru. Pro referujiciho poelucha
oe uvedme nekolik rad.

1. Referujiei poeluchao by a1 mel uvedolIl1t, Ze vyklada pro ave kolev,
ktefi referovanou latkU elys! asi poprve. len! treba prednaset pro cvicic!
ho, ten by to mel znat.
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2. Hlasitost yaseho projevu aa yliv na posornost a ospalost ostatnich
posluchaM.

3. Vyyarujte se dYOU ext read I

- neustale alUY1t a nie nepsat na tabuli,
- po'ad peat na tabuli a nic nemluvit.

4. P'ed sahajenim referatu v!dy formulujte problemy, s kteryeh vas
reterat vyehasi a nasnacte, k cemu emffujete. Tote! plat! p'ed sapocet!m
ddkallu.

5. Bebojte se diekuse s oetatniai. Tito by se vas mfli ptat, kdykoliv
necsau nerosumeji. Rovnf! tak foraulujte problemy, ktere vae napadly, a
ktere trsba vdbec nsuaits resit.

6. Je dobre byt na retsrat dokonale pfipravsn.

PRAK.'l'IKtlJI

ve IV. semestru js urceno k referovani dels!eb problemovyCb celkd.
Prsdnasej!ci a CYicic! Iladavaj! teaata praktik, nen! niktsrak nutne pro
brat v!dy cele teas.

Jako eoucast prattika ye IV. ssaestru js ..arSllsno sspeani rocnikov8
pracs. Jeji teas yam sdeli cVicici.na Ilacatkn ssmestru, adls p'itoa pod
statnl pouUt Ucbto ekript. Stupsn obtHnosti a podrobnostnaYodu yoH
pocbopitslne asietsnt podle Uroyne poslucbace. Behea aemsatru pat pracuje
ts na rocnikoYe praci. Besapomsnte konsultoyat Ss cvicic!ai Ysschny proble
my! Rovnel tat predlolts p'sd koncsa se_estra "prvni versi" aYe pracs cvi
c!ciau k posouseni. Jsho pfipoainky spracujtsl

BakCDsc ttyeaaS jesti paryyevetlivsk. Ba aacatka skript jsoa nvedeny
sylaby prednaeek s matssaticke analisy a s aetrickycb prostord, podle
nichl bylo phdntleno v ·letBch 1968-70.

Priklady ollnacene Ut) jeou ponikud obtilnijs!, proble.atika odstavcd
uyadfn!ch (_*t) je ji! yelai tilka. Sy.bolu (??) j8ms poulili tam, kde
rsseni jisteho proble.. nam nsbylo Ilcsla snamo.

Prsjeas via ve studia muoho u8pechd!
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JlATBlIATICKA ANAL'1ZA I. roenik

IO. tlvod DO JlATBlIATIKY I
~ Zakladni logicke poJDq

definice. axiom, 'leta, nutna a postaeujici podm!nka, axiomaticke
'1ybudo'lani teorie.

~ Realna eisla - intuitivni teorie
prirozena, racionalni, realna eisla (oznaeme 11) , pravidla poeita
ni, usporadani, absolutni hodnota.

~ Ilno!iny
mnozina, prvky mnoziny, rovnoet mnozin, podmnoziny. tvoreni nO'lych
mnozin \ejednoceni, prdnik, rozdil, kartezsky soue1n).

~ Vyroky
vyrok, tvorsni novych vyrokd (neeace, konjunkce, diejunkce, alter
nativa, implikace, ekvivalence), k'lanfitikatory, sou'lislost s mno
!inemi.

Pozn8Jok:a

VYklad O. kapitoly je proveden "intuithne", teoris neni budo'lana
presne. Posluchaei jsou pouze informati'1ne upozorneni na problemy, 0 ne
kterych partiich se dozvedi az v daleich semestrech (kupr. teorie realnych
iHsel) •

V dslii. se tedy predpoklada. ze je zna.o:
1) tsor1e mnozin,
2) teor1e realnych eieel,
J) zakladni logicke pojmy a pravidla.

II. ZOBRAZIRt - Z~KLADNt VLASTNOSTI I
Zobrazeni
zakladni pojmy (zobrazeni, definicni obor, obraz, '1zor, eraf),
rO'lnost zobrazeni,
funkcs (. zobrazeni do 11),

~ Operace s funkcsmi
parcialni a slozene zobrazsni, souest, ro~dil, souein, podil funk
ci, abeolutni hodnota funkcs, ueporadani funkci.

~ Zakladni tYPl zobrazsni
proste zobrazeni, in'lersni zobrazeni, idsnticke a konstantni zobra
zeni, monotonni funkce, nssaporne funkos, sude a l1che funkce,
mocniny, polynomy, racionalni funkcs, 'leta 0 exlstsnci a jsdnosnac
noet! n-te odmocniny (bez ddkasu), funkcs t x) ,~, Dirichleto'la
a Riemanno'la funkcs.
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III. LIJHTY FUNKCE, SPOJITOS'l' FONKCE

~ Vlastni lim1ty ve vlastnich bodsch, apojitost funkce
okoli bodu, redul<tlvane okcLf , jsdnostranne okoli, .
limite, jednostrenne limity, existence a jednoznacnost limity,
spojitost funkce v bOde, jednostranna apoj Lt ont , omezsna funlc
ce, zalcladni vety a limitach a spojitosti (souaet, soucin, roz
dil, podil, absolutni hodnota, slozena funkce, nerovnosti),
apojitost funlcce v intervelu,
spojitost inversni funkce,
axiomaticlca zavedeni ~oniometrickych funkci (bez dukazu - exis
tence a jednoznaanost), zalcledni vlastnosti, cyklometricl<e funk
ceo

jII.2! Ostatni 11mity
nevlastni limity vs vlastni. bode, jsdnostranne - existence a
jednoznacnost, limity v nevlastnich bodech, zakladni vety
a techto limitaoh.

IIII. DBRIVACB FlInCH I
1111.11 Dsrivacs

derivace v bode, jednostranna derivace, nevlastni derivacs, dsri
vace jalco~to funl<cs, vztah spojitosti a derivace, derivace ele
mentarnich funkci.

!III.2[ Vlastnosti derivace
derivace souctu, soucinu, nasoblcu, podilu, derivacs slolene funk
ce, dsrivaoe inversni funkce, p~ilclady na derivaci v "nep~ije.
nych" bodsch, utah sign (f'(x» a monotonie (bsz ddlcazu), deriva
ce slementarnich funlcci.

1111.31 Blementarni funl<cs
axiomaticke zavsdeni logaritmu a exponencialy - zakladni vlast
nosti,
obecna mocnina,
hyperboliclce funlcce - inversni funkce Ic nim.

IIV. ZAJ(LADl'I! VLASTNOSU SPOJI'l''lCH pUNKO! I
IIv.ll Healna cisla (axiomatiCky)

axiomy tsorie rsalnych cisel (axiomy telesa, axiomy a uspo~adani,

axiom a suprs.u), dsfinics suprema a infima - zakladni vlast
nosti, jsdnoznacnoat, vybudovani p~irozsnych a racionalnich oissl,
teleso realnych cissl (indulctivni mnoliny, p~irozsna cisla - js
jich zakladni vla.tnosti, princip matsmaticka indukcs, Archimedova
vlastnost realnych eisel, hustota racionalnich a iracionalnioh
cissl), raoionalni cisla - zakladni vlastnosti.

Zakladni vlastnosti spojitYch funkci
limi ty manat onnich funkc:l,

1014-1181
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IV.

omezenost' spojite funkcs na intervalu,
plH1ve lemma,
ex1stence absolutnich extremd spoj1tych funkei,
Darbouxova vlastnost spojitych funkci, spoj1tj obraz intervalu.

Rollsova v~ta a jeji ddsledky
funkce monot onni v bod~, vztah monotonie v bode a monoton1e
na intervalu, souv1s10st monotonis funkce a znamenka derivace,
R911eova v~ta, Lagrangeova veta, Cauohyova veta,
1 Hoep1talovo prav1dlo, Darbouxova vlaetnost der1vace,
veta 0 lim f'(x),
eymboly 0, 0, asymptotika (uvod).

Konvex1ta a konkav1ta funkce
derivace vyssich radd, konvex1ta a konkavita v intervalu,
zakladni vlastnosti konvexnich funkci (epojitost, derivace,
jednostranne dsrivace),
konvexita a konkav1ta v bod~,

asymptoty grafu funkce.

Shjliomerna spoj1tost funkcs
Borelova pokryvaci veta,
stejnomerna epojitost v 1ntervalu,
vztah epoj1toeti a etejnomerne epojitost1,
myslenky dukazd vet 0 epojitych funkcieh - klae10ke metody,
ddkazy na zaklade Borelovy vety, ddkazy podle pliziveho lemmatu,

PRIl4ITIVN1 FUNKCE I

pr1m1t1vni funkce - def1nice, zakladni vlastnosti,
vztah pr1mitivni funkcs a spoj1tosti,
primitivni funkos k elsmsntarni. funteim, .etody vypoatu primi
tivnich funkci (per partee, eubet1tuoe, integrace rae10nalnich
funkci.).

POSLOUPNOSTI A ~ADY ~1SEL I

Posloupnosti rsalnyoh cisel
posloupnost1 cisel (jako spsc1alni pfiklad zobrazsni) - zeklad
ni pojmy, lim1ty poeloupnosti, vztah limi~y funkoe a 11m1ty
posloupnosti,
zakladni vlastnpeti lim1t poeloupnosti, kon~srgentni, omezene,
monotonni posloupnoet1 - jejich vztah,
Cantoruv princ1p vlozenych 1ntervald.

Rady realnyoh cissl
fady realnyoh cieel (pozor na rozdil mezi "radou" a "soucte.
rady"), konvsrgentni a d1vergentni fady, nutna podminka konver
gence rady, zakladni vlastnost1 rad\ kr1teria konvergence rad,
erovnavaoi kr1terium, Cauohyovo a d Alembertovo kriterium, 1n
tegralni kr1terium.
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Poe1oupnoeti a ~ady koap1exn1eh 51ee1

definiee, zSk1adn1 pojmy a vztahy.

Poa1oupnoeti c1ee1 - h1ubs1 vety

vztah konvergenee a omezenosti, Bo1zeno-Weieretrassova veta,
Bo1zano-Cauehyova podminka, hromedna hodnota pos1oupnosti,
definiee lim eup a lim inf poeloupnosti,
Heineho definiee limity,
Bolzeno-Cauehyova podminka pro exietenei vlastni limity funkee.·

IVI.5[ ftady cisel - hlubii vety
Bolzano-Cauehyova podminka pro kenvergenei ~ad, abeolutni a
neabeolutni konvergenee, Abelova parcialni eumaee, Diriehleto
vo, Abelovo a Leibnizovo kriterium pro neabeolutni konvergenei
i'ad,
pi'erovnavani i'ad, naeobeni absolutne a neabsolutne konvergent
nich fad.

jVII. POSLOUPlfOSTI A ~ADY FU1fKC t

IVII.11 Posloupnosti funkei
konvergenee a etejnomerna kenvergenee - jejich vztah a zakladni
vlastnosti,

. Bolzano-Cauehyeva podminka prostejnoaernou konvergenei,
epojitost liaitni funkee,
lokalne stejnomerna konvergsnes,
Koore-Osgoodova veta 0 zamene limit,
dsrivace liaitni funkee, primitivni funkee k limitni funke1,
poznBmky 0 Baireovjch funkeieh. .

ftady funkci
pi'eneseni vet s posloupnosti na i'ady, majorantn! i'ady, We1er
strassovo kriteriua, Dirichlet-Abelovo kriter1um.

Koeninne ~ady

definice a zakladni vlastnosti mocninrijeh ~ad (polomer konver
genee, konvergencni krulniee),
etejnomirna kcnvergence moeninne i'ady,
spoj1tost moeninne ~ady, derivovani moen1nnjeh ~ad,
Abelova veta.

ScHaci metody
~~od do problematiky zobeeninyeh l1mit a eouctd, regUlarni sci
taei metody - jakO p~iklad Ceearova a Abelova scitae! metoda,
pozn&mka 0 universalni eC1taei met ode.

l'aylordv rOllvoj
l'ay1ordv konecnj a nekonecnj rozvoj, tvary zbytkd,
l'aylorova moeninna i'ada - jeji konvergenee, analytieke funkee
v bode,
zavsdeni elementarnieh funke! i'adami,
aymboly 0, 0, slaba a silna erovnatelnoet, asYmptotika, skaly
srovnani.

1014-7781
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IVIII.

!VIII.3 I

URI! IT'! IN'tBGR.(L I
Riemanndv integral
horni a dolni eoucty, definiee Riemannova integralu, nutnt!
a poetacujiei podminky integrability,
zakladni vlastnoeti Riemannova integralu - linearita,
absolutni konvergence, monotonie, funkce intervalu,
Riemanndv integral jako limita posloupnosti souctd,
Riemanndv integral jako funkee horni mese ~ existence pri
mitivni funkce ke spojite funkci,
deriv9ce Riemannova integralu podls horni mese,
pr oblematika dalliiho rozliifeni integralu,
vztah integralu II: "plolie".

le.tondv intecral
definice a zakladni vlastnoeti le.tonova integralu,
linearita, monotonie, neabsolutni lI:onvergenoe,
integrace per partes a subetitucn1 metody, vety 0 etfedni
hodnoU,
vylietfovani existence le.tonova integralu, erOynavaci krite
rium, Abelovo a Diriohletovo kriteri.-,
plooha, delka II:fivky.

Dodatky II: prvniau roenill:u (podle caeovych moznoeti)
zobeoneni lewtondv integral,
Riemann-Stieltjesdv integral,
erovnani integralu a fad.

IIX.
IlATBMA'tICKA AIAL'!ZA

:PUlfKCB vtCB PROllhJ1CH I.

II. rocnill:

8pojitoet a derivace funkci vice proainnyoh
epojitoet a limita funkee 'vioe proaiunyoh - iatladni vlastn08
ti,
derivaoe funkoe ve emiru, paroialni derivace,
funkoe diferencovatelne - totalni diferenoial fankee v bode
(jako linearn! forma),
vztah epojitoeti, diferencovatelnoeti a existence derivaei
funkoe v bode,
derivaee vyiliieh 'add, .4minnoet pareialn!oh derivaei,
definioe funkei tfidy c(II:), z411:ladni vlaatnoeti,
extre~ funkee vice promlinnyeh, lokaln! extr'~, kritioll:e bo
dy funkee.

IIX.2! 'traneformaoe • Br do Be

epojitoet a limita zobraseni, lineen:! traneformeee • Br
do Bs '
hodnoat, jadro, Bulita, noraa linearn! transtormace,

1014-7761

- 1) -



difereneial, transformaee tfidy c(k), sakladni Ylaetnoeti di
fereneoyatelnYeh traneforasei, v~ta 0 etfedni hodnoti, totalni
diferenoial elolenehe zobraseni, pareialni deriYaee elolene
funkee, jacobian zobrazeni,
yita 0 inyerenim zobrazeni (lokalniho eharakteru), v~ta 0 im
plieitnieh funkeieh,
regularni zobraseni, difeomorfisaue.

Podle ~asoyyoh aolnoeti lse tsorii fankei yiee proa~nnjeh pfednaiet obee
neji jako difsreneialni po~et na normoyanea linearnia proetoru. V tomto
pfipadi je stru~nj obeah nasledujieil

A. Linearni prostor
definiee, linearni savieloet a nesavieloet, bise, dimense,
direktni eouaet podproetord, pfi~a a nadrovina.

B. Linearni zob~seni

definioe, isomorfieaae linearn!ch proetord, proetor linearnich
'zobrazeni a forem, dimenee preetora lin. forem na kone~ni-di
meneionalnim proetoru, vztsh linearnieh forem a nadrovin, hod
noet a nulita, podminky existence inysrsniho sobrazeni k li
nearni.u, ..tieote vyjadfen! lin. zobrazeni pro kone~ni-dimen
eionaln! proetory.

c. Normov,ani linearn! prostor
norma, ekYiyalsntni normy, ekviyalenee norem na kons~ne-dimen

eionalnim proetoru, Banaehdy proetor, kompaktnoet v kone~ne
-dimeneionalnim proetoru.

D. Spojita zobrazeni
definiee, epojita zobrazeni na kompaktnieh mnolinaeh, zakladni
veta algebry, ekviyalentni podminky pro linearni zobrazeni,
nor.. linearniho zObrazeni, topologiekj isomorfiemus norm. lin.
proetord, uplnost prostoru epojityeh linearnieh zobrazeni,
otni'enost podlllloUny spojiU inyert&bilnich epojityeh lin.
zobrazeni.

B. Difereneial zobrazen!
definiee deriyaoe ve em~ru, pareialni derivaee, zaaennost pare.
derivae!, definice difereneialu, vyjadi'eni pro zobrazeni z Bn
do Bm, vztsh ke epojitosti a pare. derivac!m, difereneial
eloleneho zobrazeni, vyi§i difereneialy, veta 0 etfedni hodnot~
pro zobrazeni do Bl, Taylorova formule, lokaln! extremy.

,. Veta 0 inverenim zobrazeni
Banaehdy prineip kontrakce, y~ta 0 exietenei a jednozna~noeti
reieni difereneialni rovnice n-taho redu, abetraktni vita 0 in
verenim zobrazeni, regularni zobrazeni, Bbetraktni vita 0 impli
eitnich funkeich, pfipad zobrazeni z Bn do Bm, Ljueternikova
veta 0 vazanyeh extramech, Lagrangeova v~ta 0 multiplikatorech,
vlaetni ~iela eymetricke matice, uvedeni kvadratioke formy
na diagonalni tvar.

--------------------
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I
JX.

Variety
detiniee variety, vytva'en! variet,
teene vektory, teeny prostor, normaln! vektor, teena rovina,
extremy tunkei na varietaeh \"VaBane extremy"), aetoda
Lagrangeovyeh mUltiplikatord.

TIOllII IN'rIGRALU I
Abstraktn! teorie intsgral. (Daniellova aetoda)l)
systea tunke! Cl, Riemanndv integral pro tunkoe Be systemn Cl 
- sakladn! vlas~nosti, . R 1 __
detiniee sakladniho prostoru (Z,A)*- ptiklady, systemy Z ,Z ,~
a rosa!'eni integralu na systea Z ,vlastnosti Z ,
horni a dolni intel1'al, systo Je a intep'al pro hnkoe s £, -
j ej'1eh aaUadn! vlastnosti (oharakUristika Je , linearita, ."*
monotonni phehody)' systeay £R,:£K, J£* a integral na syste_ CG ,
systea A deoh lIIUitelnyeh tunke!, .
eharakteristioka tankee anoliny - aakladB! vlastnosti,
nulove mnoliny, pojea skoro vaude, ekvivalentn! t1ZJ1kos,
vety 0 liaitn!eh preehodeeh (Levi, Lebeegue),
aakladn! vlastnoeti 8ystead ae'" a A ,
meritelne mnoziny, airy anolin, vnejs! mira, integral p'e8 pod
mnoliny.

LebesgUedv integral v Bl
speoialni p'!pad abetraktni teorie se sakladnia prostore.
(Cl' (R)J:s ),

1 R K
poloepojite tekoe, oharakteri8tika syetead Z a Z ,
ai'iteln08t otevren.feh a usavrenieh podmnozin 11, .eritelnost
spojityeh tunkei, nulovost spoeetnych anolin,
vstsh Riemannova a Lebescaeova interalU,
vypoeet Lebesgueova integralu poaoc prlaitivni tunkce, vatab
k Iewtonovu integralu,
aproximace me'itelnych mnolin otevrenfai ei usavrental mnoiinami,
klaeioka detinice airy anolin, Jordan-Peandv objea,
struktura tunkei majie!eh Ie.tondv a nemajie!oh Lebsscuedv integral,
"maxiaalita" Lebesguecva integral. aeai absolatnl konvergsntD!a1
integraly.

Riemanndv a Lebesgnedv vieerosaernfintegral
Rieaanndv integral v In - p'eneseni sakladnich vlastnost! a Bl ,
Pubiniova vita pro Rieaaandv integral,
systea tunkoi Cr a Rieaandv integral pro tunkee se syste_ Cr
jako dali! priklad sakladniho prostoru,
Pabiniova vita pro Lebesguedv integral, geoaetrickf vyanam inte
graln, vita 0 8ubstituei pro Lebesgaelv integral,
integraly savisle na par..etru - spojitost a derivaee.

l)Teorii intsgralu lse bndovat bUdto Daniellovou metodoa rossiren!a fonk
eionaln (kap. X.l) anebo na saklade teorie airy (kap. XI.4) dle casovtoh
mOZnost! a bYaleni prednaiejieiho.

1014-7781
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o neabeo1utne konver-

IXI.

Riemann-Stieltjeadv a Lebeague-Stieltjeadv integral
Riemann-Stieltjeadv integral, sakladni vlaatnoati, ros§if'eni
podle Daniellovy metody, Stieltjeaova mira v 11,

TBORIB lI:tRy

Abatraktni teorie miry
tfidy mnolin - mnoUnoyy okruh algebra, 6"-okruh ",-algebra,
vytvafeni mnolinovyeh ayatemd (generovane ayatemy~, boreloYake
_oUny,
_olinoya funkoe, abatraktni mira, uplna aira,
abatraktni vn~j§i mira - nulove anoliny,
ayatem m~f'itelnich _olin podle Caratheodoryho,
vytvaf'eni vn~ji! miry, pokrivaei aYatea, Hoptova v~ta 0 rosii
reni miry s algebry na G"-algebru,
regularni vn~ji! mira,
"aaximalita" eyateau vieeh aif'itelnjch mnolin (podle Caratheo
doryho) rosiifeni a suplnini miry.

Lebeagueova .ira v In

dvi metody konatrukce Lebeagueovy airy v Rn ,
metricka vn~j§i aira,
charakteriatika a~fitelnyeh mnolin v In'
existence nsa~fitelnyeh anolin v 11,

lIifi t,elne tunkce
mUite1ny proetor (X, 3') ,
~-mefite1ne tunkee - sak1adni Y1aatnoeti,
jednoduehe !unkee, aproximace mef'itelnych funkei jednoduehymi
tunkeeai,
proetor e airou. pojem skora Ysude.

Abstraktni teorie integralu (na s&k1ad~ miry)
integral s jednoduchyeh funkei na proatoru s mirou.
rosiifeni integra1u se ayat'a. jednoduehYeh tunkci (pomoei
Daniel10vy aetody ai primo) na sirs! ayatea intecrovate1nyeh
tunke!,
sakladn! vlaatnoati intecra1u - jako v odatavci X.1.

Dodatkl
Jegorovova a Lusinova veta.
souain mir a Pubiniova veta.
dalii'rosiif'en! inte~ra1u (informativn.
gentn!eh integra1ech).

IXII. LIBISGU!6v IHTBGRAL V 11

IXII.11 Punkce konsan' variaee
detinies lim eup alia int funkee, Diniho derivaee,
variace tunkce, tunkes a koneanou variaci - sakladn! v1aatnoat1.
Jordanova veta 0 rosk1adu,
saveden! aetr1ky do proatoru tunke! e koneanou variaei,
Rismann-Stie1tjesdv integral pod1e tankee a koneanou variaci,
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IXII.al

IXIII.

IXIII.a[

IxIV.

27566 P2

VitalioYo pokryti, VitalioYa vita,
LebeaguaoYa vita 0 deriYaci monotanni tunkce, Cantorova tunkce.

Ifeureiti Lebeacudy integral
abaolutni apojita tunkce - zakladni Vlaatnoati,
deriyaca "naureitaho" Labeaguaoya integralu,
deakripti'Yni datinioe' int8gralu,
lebeaguecyak' body tunkce '
integrace per partea pro iebeagued'Y integral, yity 0 stFedni
hodnoti pro Lebeagued'Y integral.

FOURIBROVY lU.DY

PoarieroYy fady Y Bl
detinica Pour,ieroYy fadl, integralni yyjadfeni easteenaho aouetu
Fouriero'Yy fady, Dirichletcyo jadro, nutna a poatae.j!c! podainka
kcn'Yerganca FouriaroYy fady z intagraln!ho yyjadfeni,
Riemann-Labeag.ao'Yo 1...., RieaannoYa 'Yita 0 lokalisaci,
Dirichlat-JordanoYo kriteriua,
ae!tani FourieroYych fad mstodou aritaetickych prdmird, integral
ni yyjadfan! aritaetickaho prdairu FourieroYy fady,
FejaroYo jadro, Fejerova 'Yita,
ddkaz WeieratraaaoYy Yity 0 huatoti polynomd poaoci Fejero'YY Yity,
eeitatelnoat FouriaroYy rady Y lebeaguaoYakych bodeoh.

OrtogonalDi eyate., a Pourieroyy rady

syaU. tunkc! 4~ ,ortogonalni ayatemy, akalarn! aouCin,
Beaeeloya neroynoat, up1ne ortogonaln1 ayataaz, Paraeyaloya rCY
noet, Riess-Fiacheroya vita, Hilbertdy proator.

PLO§!ft IwrBGRAL (dle eaaoYich ao!noati) I
lhod
aultilinetrn! toray, tenaory, diterencialn! toray, recularni
tranatormece na variatach, aoufadnico'Ya ayateay na 'Yarietach.

Integrace na 'Yari.tach
aira na 'Yarietach (exiatence, jednoznaenoat),
integrace na Yarietach - zak1adn! Y1aatnoati,
rozklad jednotky.

StokeaoYa vita a jej! dds1edky
orientace diterencialnich tor'elll, Ynijii normala,
StokeaoYa toraule a jeji ddBladky.
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KBfRICK~ PROSTORY 2. sSlleatr

(Partie osna/!en4 (*) jsou sai'asovany podle /!aaovych lIo!noat:£.)

l1vOD DO nORII "O~II I
Kno!iny a operaos a n1ai
anolina, pr.,ky lInol1n;y, ro.,noat aDo!1n, podano!1n;y, syet4a ano
11n, ayst4. podanol1n dan' ano!iny.
ur/!eni ano!1n;y poaooi platnost1 "iroku, pr'sdn' anol1na, prdn1k,
ajadnocsni, rosdil anolin - opsraes a nia1 - ds Korganova pra
.,1dla.

Zobrauni
daf1n1cs sobrasani, sobrassni na,prost', 1n.,arani sobrassni,
obras a .,sor anol1n;y - s&kladni .,laatnost1, alolan4 sobrassni,
.,stah ak.,1.,alsnoa - ro"klad ano!1n;y na tfi.y,
apo/!atn4 a nsapcl!stn' ano!1n;y, sjsdnoeani a,o/!atn'ho ayst'..
a,o/!stnieh anol1n, rae10n'lni a ra'lni 6iala.

1014-7781

III. IIftRICJl:' PROSTORY - ZAKLADY I
Dafin1ea astr1ek4ho proator.
daf1n1es, ,fiklady astriekyeh proatord - In (rdsn' astr1ky),
oausn' funkee na <a,b> , spoj1t' funkes, -£2, 0, d1akr'tni
prostor.

Prdalr anol1ny, .,sdilsnost d.,ou anolin
daf1n1ea prdalru lInolin;y, oaesen' anoliny, sjadnocen! cassanyoh
anol1n, dat1n1ee .,,,dilenost1 d.,o. anolin.

Okoli bo'., ote.,fsn' lInolin;y
defin10e okol! jako otevfen4 koule,
def1n10s ote.,fsn' lInolin;y (pi'!klad1 - 11, In I diskr4tn! proetor),
ots.,hni koule js otsvi'sni &nolina,
ejsdnoeen! • ,rdn1k ote.,i'enYeh aDol1n - pi'1k18dy,
biae otevi'enyoh anol1n•
.,n1ti'ek aaolin;y - .,laatnoat1,
kl.a1fik.os bodd .,shledea k anol1nl (.,niti'D!, vnlji!l hran1"!),
upIn' ao.ata.,a okoli bod•• ano!iny, pr.,n! axioa epocetnoat1.

Ua• .,i'su'. anol1ny, uai.,lr, hran1ee
def1nioe .a• .,fan' anol1n;y jako doplnku ots.,fen4 (pfiklady -
.a• .,fsni koals), .
Cantoroyo .1akct1nulIA - aUladni .,laatnoeti,
uai.,lr anoliDJ - rdan' ek.,1.,.lentni def1n1es (prdnik ns.vfsn!oh,
poaooi .,adilsnoeti, ,oaoo! .,nljiku, nej.anii u.a.Yfeni),
.,laetnoati aai.,iru, .,laetnoat1 .sa.,i'ani0h lInolin
oddllsui u••.,fenyoh anolin ots.,fentai anolinaai (noraa11ta),
def1n10e hruioe, "1j·idi'en! ...,.,Iru pcaoo! hranios,
poda1nka •••.,f.noat1 a ota.,fanoati poaooi hranice,
ot'.ka ne,riB'u08ti hranios.

27566 Z2

- 18 -



Konyercenee y aetr1etla proetoru
def1n19. tonyereentni poeloapaoet1, Ylaetnoet1, p'itlady (. ,

2 . -.
C, 1 , c. d1ekrltai),
yytyofeni aetr1ky poaoei tonyereenee (say.deai proetoru e, bodo
y' tonyereeaee fUDtei) ,
eharatter1et1ka usa.lru peaoei koa.ereenoe,
hrOJl&dnl body, omeunl poeloupnoet1 • III (BolslUlo-l'e1eretra.eoya
vita) a obeenl (nap'. d1etrltni proetor'l
dokonall _oUny (Cantoroyo d1etontin.U"
dokonall anol1ny .Bl •

Spoj1ta sobranni JIll trlet/oh proetord
denn1e. epoj1tlho sobras..i y bodl, ,. pro.torll, He1n.ho ,od.inka,
nutnl a poetaeujici podainty e••sory oteYfsn.foh a usa.fsn.foh
anol1n (t'l poaoei base oteYfenieh anol1n, speo1'lnl pro sobraseni
do Bl - 1ntervaly),
eloleni epoj1tioh sobras..i,
1eometr1ok' sobraseni, a.trlot' .la.taoet1, st.1.alentai aetr1ty,
hoaeomorfni sobrassni - topoloe1ek' Ylaetnoet1, (sobrassni 11bo
.olneho proetoruhoaeeaortnl Da cass.n.f proetor), etejnoalrnl
epoj1ta sobrassni,
roslifsni epoj1te tuntee s usaYfen' _ollDY na c.ll proetor 
- taDke10nalni oddI11t.lnoet.

Podproetory aetrletlho pr08torll
d.f1n1e. pOd,roetora,
r.lat1Ylsae. vi.eh ,fedeha-.j!oieh ,ojad (ezplleltn' .pojlto.t
.shledea t anolin.).

III.el Iteapattn! proetory - s"tladZ
denn1e. teapattntho pro.tora - ralatbisaoe, nUllao81l,
Ystah toapaktn08t1, ..a.'eao.tl a oa.seno.tl,
tOllpaktn! _oliny • Ba ,
Cantoro.a vita,

• epoj1tt obras toa,attn!ho ,ro.toru,
epoj1U sobranai na teapattu (eUjnoalra" e,ojit ..lI),
hoaeoaorfai sobraseni,
Ysdalsnoet lIsa.fen' a toapattn! ..oliny,

III.91 (*) Konelln' tarUuke .oulliny
d.f1a1es tartlsst'ho souelat, projeke., .etr1saoe;
epoj1to.t projetee, tertls.tl eoullin ..a.i'ea/ch, otnfen.foh t_
,attnieh anolin.

IIII.
IIB'rRIOD PROS'fORY

SBPARABILI:t PROSfOR! I
). • ••••tr

1014-7781

Hu.tl a fidt' ..oltal
dsflnle. huet' a fidt' anoliny, ,fitlady (Cantoro,.o d1.tont1nuu),
podll!nky Jl1' 0 hu.toa a 'idtou aDol1au pOlloei otevf.n.foh anolia 
tIl pOllOei biss ete.'.atoh anolla, .peo1'ln' • 11,
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Separabilniprostory
definice eeparabilniho prostoru, ssparabilita speci{lnioh prosto
rd, d~di~nost, skvivalentni dsfinics poaoci base otevfsnich ~o-
lin, .
definics bodu kondsnsacs, existencs bodu ~ondensace pro nespo~et
na anoliny, dokonalost anoliny bodd kondensace,
isolovamA mnolina v aeparabilnia prostoru,
Lindel~fova vita 0 pokryt!.

tlPLD PROSTORY I
Ibloiiny typu Gt!, "8'
defin1ce anolin typ. GJ, P~ - sakladn! vlastnoeti (epo~etne

sjednocsn! a prdnik, posn'-ka 0 GJ~ atd.)
otevhne a l1savfena mnoiiny typu Gd' i Pea,
definice eJ"-okruhu, prdnik 0' -okruhd, borslovska 1II10l1ny jako
nejaenll! G"-okruh obsahujic! otevhna 1ID0Uny, ,
(inforaativn! posn'mkY 0 vytvo~en! borelovekych anolin),
EDolina bodd spojitosti realna tunkcs.

Tlplna prostory
definice uplnaho proetoru, d~di~nost,

noraovany linearn! proetor,' Banachdv prostor (pf:lklady),
netopolocianost tohoto pojau,
G,; podanoliny uplnaho prostoru jsou hoaeoaorfn! s uplnya prostorea,
Cantorova vita 0 prdniku aonotonn:l posloupnosti usavfenich 1ID0lin
jako nutna a postaauj:lc:l poda:lnka uplnosti,
rosiifeni spojitaho sobrasen:l do uplnaho prostoru na usaver.

Uplnj obal aetrickaho prostoru
konstrukce uplneho obalu,
s.ink~ 0 Cantorov~ metode vystavby re8lnych a:leel.

lbloliDl 1. a 2. kategorie, Baireova vita
definics 1ID0liny 1. a 2. kat.gorie, p~!kladl,

Baireova vita a jej:l ddeledky (specialn~ na GJ podlll1oliny Bl,
racionaln! a:lsla nejsou GJ, neexistence funkce epcjita jen
v racionalnich bodech),
Bairsovy funkce l.tf:ldy v Bl - nutna a postaaujic:l pod.inka pe
.oci restrikcs na usavfena 1ID0liny a poaoci vsord us ..~enich a
otev~enich anolia,
sainka 0 Baireovych funkcich a borelovakych mnolin8ch,
aetoda kategorii - exietence spojita funkce bes derivace.

Veta 0 pevna. bode
definics lipechitsovskaho a kontrahujic:!ho sobraseni,
definice pevnaho bodu sobraseni, Banachova v~ta (pfiklad).
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£-entropie, uloha 0 nejlepsi aproxi-

nakompaktniJll__ proeto:~
kompakt), uplnost a separabi1ita,

1---

13:
r------
V.l

~__ .__...t !,o~r!lc(lViini Ic.o~!'.a.ktllieh__pro.s t or 11
definiee totalne omezeneho proetoru, •
vztah ti pl noe t L, totalni om.ezenosti a kompaktnoeti (t -ait),
Borelova veta jako nutna a poetacujici podminka pro kompaktnoat.

Pro~!o:! spojitych zobrazsni
dsfiniee prostoru oe (T) (T
Arzelova veta - ap1ikaee,
Stone-Weieratraesova veta - ap1ikace (apecialne trigonomstricke
po1ynomy) ,
Diniho veta,
po1ynomy nejlepsi aproximace,
maci.

V.3_ (>t-) Loka1ne kompaktni pr0!lt~ry_

definiee loka1ne kompaktniho prostoru - pfiklady,
vyjadfeni esparabi1niho loka1ne kompaktniho prostoru,
jp.dnobodova kompaktifikace lokalne kompaktniho prostoru - ap1ikaes
na komplsxni rovinu.

definiee poaoei odde1itslnoeti, ekvivalentne pomoei otevrenjeh a
uzavrenjeh mnolin a neprazdna hraniee,
souvie1a mnoliny na primee,
sjsdnoesni souvieljeh moolin,
dsfinies komponenty, definies lokalne eouvisleho prostoru (prlklady),
komponenty otevrenjeh a uzavrenjeh mnolin, oblaeti v Bn (lomena ai
ry - nutnoet predpok1adu otevrenoeti), epojitj obraz eouvielaho proe
toru, poznamka 0 darbouxovekjeh funkeleh,
kontinua, oblouky, usporadani na oblouku, Peanova krivka,
lokalne eouvisli kontinua jako epojitj-obraz interva1u.
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Pfehled sYllbold

(A) Ve ekripteeh je pouzito bez blizsiho Tysvitleni syllbold znamyeh z p'ed
nll.sky matematieks analYsy. Upozornini na nekters:

11 ............ lIDoUna rdlnyeh eisel,

l:t ............ anolina rsll.lnYeh cissl rozlii'snll.1
s ObTyklymi opsraeam1,

In ............ eukleidoTsky n-rosllerny prost or ,

If ............ lIlDoUna p'irosenjeh eiael,

o symboly + 00

\

,-00

R ............ lIDolina raeionll.lnich eisel,

{xn) •••• posloupnoat prTkd xu'

t II .... If •••••• sobras8Di _oUny II do lIDoUny If,

t x~ t(x), x611 ............ x 611 hodnotu t( x) ,

till ••••• restrikes (sulsni) tunkes t na anolinu II,

t", C ., ','. aloisnll. tunkes (t", C(x) • t(C(x» ),

0A •••••• eharaktsristiekll. tunkee mnoliny A,

t(a+), t(a_) •••• l1a1ty tunkos t v bods a spraTa, zleva
(118 t(x), 1111 t(x) ),
x ...... a+ x ....... a_

'))n ..

1
11

..

Jordan-PeandT objem

Labese-eova aira v

v II •
n

I •
n

.. .. .. .. .. .. Labescaaova Tnijli aira v II •
n

a.T••••• skoro Tluda (Tshleds. k LebeacasoTs airel,

[x) •..•. calli. cll.st rsll.lnsho cisla x,

t n :::=:; t na II •••••• atejno.irna konvercenes,

i ............ asavir lIDoz1ny II,

110
• Int. II ...... vuit'ek _oliny II,

hr Il .... hrames lIDoUny Il,

dist (x,P) •••••• vsdll.lenoat bodu x od an~liny P,

d1aa A •• pr6alr _oUny A,

A" B ••• rosdil _oUn A, B,

U (xo) ' " okoli bod. xo'
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.....

.....
okoH bodax

O
0 polollera cI,

proetor epoj1tyeh funkoi na ~ol1ne X•

(D) Pfehled jeiti nikterieh (~aetij1 ee vyakytujieieh) daliich ay.bold
def1novadyeh v text••

oee t ......••.. oeo11aoe funkee t (5.7 - taat'l L1. aap, L1.1nf),

+ -D f, D+f, D-f, D_f, Df, ~f •••••• D1n1ho der1vaee (7.8)

Dn• D00 ,D ••• Ba1novy tHdy (12.14, 12.16)

AC «a,b» ••• abaolatnl epoj1U funkee (23.1)

BT «a,b» ... funkee e kone~noa variac! (19.1)

(J{!d- (X) •.•• '" '" -hiUderonk' funkee (14.1)

L1Pl(K) ••••••• l1peoh1tsoyek' funkee (14.1)

atn(O) ••••••••• harllon1ek' funkee (37.1)

BC « a, b » •• , funkoe o.esen' konvexity (23.31)

A(X
O

) ' A(O) .... analYtiot' funkoe (21.5)

oe 00 (xo)' oe'" (0) ..... nekonellne der1vovateln' funkee (21.1)

R « a, It> ).' • ( (a, It) ), /J!, (11) ••••• r1e_onky, newtononky,

lebeecueovaky 1ntecrovateln' funkoe (23.51)

p funkee lIajio! pr1a1t1vn! (23.40)

C (x, J) kryohle (33.11),

CIl • C (0, i) ..... jednotkod. kryoh18 v Bn 05.15)
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o axioa.eh a d.rinieieh

Obeah: A. Axicaatioke t.ori••
B• D.nnie••
C. • utne a poetaaujiei podainleY.

A. AII(JlAUC1[' TlORII

V toate tellatu e. poleu.ime na.tinit n~let.re proble~ .padaji
oi do a-.teh dklad" aate.atiley......h jit aBl/leshj~ 0 ladnOIi
pr.eisni t.orii, vic. aa 0 t~ehto proble••eh dosvite al v. vyiiieh
roanieicb v pfialainich apacialnidh pfednaikaoh. Mdlat. ai tel aiat
v lenisa A. faralei, tlvod do loCi ley a ••todololie dadllletivDich lIetod
(Praha, 1966).

11.11 I[de saait? Pfi vyleladu .ate.atiley je tf.ba s n~aeho vyjit••en!
to viale nilet.ralc l.hlee. Zdalo bye., I. postaai par darinie a lse
lIadoyat l1bovclnou aatematieleou t.orii. V.salm. at kupf. «.oa.trii,
j.jiail sakladniai pojmJ jaoll bod, pfialea a rovina. A sk.am. podat
d.rinici - tf.ba - lerulnie., "I[rllIDie. je anolina bodd v roviDi,
let.re aaji od daneho bodu atale .tajnou vsdal.Do.t". n.riniee je
Da prvni pohl.d se.la vhodna. Ale pta.. e. po saklad.eb mateaatiley,
lIueill. t.dy d.riDovat, co j. to "mnolina, bod, vsdal.no.t, rovina"
a co a. rosua! poj ••• "mit etal. atejnoa" (vsdal.noat). A tale a.
deatava.. Ie saleladnill pojal. - bod, pfialea, rovina. I u ticbto
pojad by by1e 1I0iDe dat uapoleojivou d.riDiei, al. v ni byoboa mua.
li op~t poulit nilet.r/eh poj.d, let.re j.it~ n.....e saved.ny. Kuaeli
byehoa t.dy opit tyto pojay dale d.rinoyat, Ie tOil. byoholl viak pa
U.boval! dalii nove pojay, atd. fiato spdaobe. bychoa .ohli n.uata
1. poleracovat. Jao. nyni dvi ao!noati. Bud byehom taleto poleracovali
Deuatal., atal. by ae obj.vovaly nove a nove poj.,. v d.rinicioh
pfedchasejieieh, ale lede aleoncit? Anebo e. allaia. poatavit na atano
viako, I. n~let.re pojllY "a priori" sn"'. a s Dich pale bud••e vytva
foet dalii.

I[upfilelad v «.oaetrii ai pf.datavi•• , Ie vi•• (intllitivni), co j. to
bod, pfillka a roviDa a pOllooi t~ohto pojad bud••• d.riDovat dalii 
- krulniei, t.enu, rovDobilky aj. a vytvofia. oelou taorii. AbyehOll
viale atali na aolidDieh sakladeeh - nalse pf.oi n.ehat na vdli j.d
Dotlivo., aby ai lealdy pod poj••• bod, p'i.ka, rovina pfo.datavoval
co ohtil - Illlaia. a. dollluvit, jak a tiaito saleladnimt poj.,. (nikdy
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veta 1:

se jim tel Hd "pri.ad..~!vn! pojmy") budems pracovat , tj. mue!me llS

peat ve forme vet jista "pravidla poe!tta!" 8 telllito pojmy. Tyto ve
ty pak nazveme axiomy a vychaz!me I nich pri budovan! dali! teorie.

Jeste jednou - abycholll mohli budovat nejakou matematickod
teorii. lIlusime jiste pojmy vz!t la z&klad. sepaat ve formi axiollld
pravidla poc!tan! s telllito pojmy; pak IIldleme celod dali! teorii bu
dovat a odvozovat eiste 10gickylll1 uvahami (otazku. co ae t!mto vlaet
ne presne myel!. zde nebudellle zkoUlllat). Uveame ei pr!klad. Chteli
bycholll poradne vybudovat geometrii - za zakladn! pojmy IIldleme vz!t
treba tyto pojmy: "bod". "pr!mka". "rovina" a dale predpoklada.e. Ie
villle. co znelllena virok "bod lez! na pr!mCe". "bod lei! v rovine".
"pHlIlke leZ! v rovine" (vztahy incidence). lIa tyto zakladn! pojmy
polol!me naeleduj!c! pozadavky-axiomy:

axiolll 1: Ke kazdym dvema rdznYIll boddlll existuje prave jedna pr!aka.
na ktere tyto body lei!.

axiom 2: LeZ!-l1 dva rdzne body pJl!lIlky p v rovlne f. leU
vSechny body pHlIlky P v rovlne f.

llyn! IIldlellle budovat ~eoril. Z axlolllu 1 lehko odvod!me nasleduj!C!
vetu:

Dve rdzne pHaky lIlaj! bud jediny apoleeny bod anebc ladDi
spoleen;f bod.

Ha zaklade teto vety IIldlellle vyslovit naeleduj!c! deflnlcil

definioe 1: Dve rdzne pf!lIlky nasYva.e

a) rdznobelne. maj!-li spoleeny jeden bod.
b) rovnobelne, nSlIl&j!-ll spoleeDi ladni bod a exietuje-ll

rovina. ktera tyto dvi pr!IIlkY obeahuje.
c) mlaobelne, nejsou-ll enl rdsnobelne anl rovnobll.l.

A opet mdzeme odvosovat dali! vety a defincvat dali! novl pojlllY.
Cela teorls ovselll stoj! na nelloh prvotn!ch'pojllleOh ana nallch
axlolllech. Suoshjme bychom lIlohl1 n!t la lalrl.. jlnl ulO111, tim
bychom ovlem mchll doatat jinl teorie.

Z uvedeneho pr!kladu je vidit, Ie IIldleae vYbudovat voeltu' 11bo
volni poeet mateaatickyoh teori!, otalkou je. ada je toto roauaal.
Pochopl~elne ee .vidy enal!m. budovat takovl t.orl., kterl by od.povi
daly nai1lll konkrltn!a "predetava.".

Dalii otaakou. kt.rou a. budeae aab/vat, j. otaaka, jakl .xlO111
aame brat sa saklad naiioh t.orii a kolik uloa6 adl..e vait. 'atl #

ee ..!Ilia. 0 probll.., ada la. vldy vytvorit a danych ui~ ..te..~
tiokou teori1.
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Zebr)'.. 111oh. tormulujme taktol Jsw tfi pMteU - Pavel, Jirka
a Jarda, jeden a nich je kuehaf, jeden inlenyr a jeden aahradn!k.
Jedoll .pola v traavaji a .ed! vedle sebe. Pfitom v!ae. Ie

(1) Jarda neeed! vlevo,
(2) Pavel je kuohaf,
(3) uproetfed nen! aahradn!k,
(4) vpravo je 3irka.

Otiaka an! - ~!a je Jarda? I1lohu roafei!ae v nieleduj!o!ch kro
o!ehl

(5) Jarda .ed! a,rosthd,
(6) Pavel e.d! vlevo,
(7) vpravo .ed! aahradn!k,
(8) Jarda je inlenjr.

f!a'.iae celou ulohu rosfeienu, Y!ae, kde kdo aed! a kdo kya je.

Pod!vejae ee na nali ulohu a hledieka aateaatiek' teorie.
Podle naiich pfedohoa!eh uvah adleme f!ci, Ie mame diny tyto ,rvot
n! (priaitivn!) pojay - "Jarda, Jirka, Pavel, inlenjr, aabradnik,
kuohaf, .edlt vlevo, eedlit uprostfed, sed lit ,vpravo" a dale aue
din)' aikladni vatab)' ..ai tliaito pojay - axioay (1) - (4). Z tlioh-

. to axioad j.me pak jiatyai "logiokiai uvahaai" odvodili vlt)' (5) 
- (8). laie uloha b)'la jednoana~nli v)'feiena.

la toato ai.tli pfi,ojae na.leduj!o! nena,adnoa, le~ velai dd
lelitou ,o·a n i • k u. likde jaae nefekli, nikde jaae nedetino
vali, 00 ee roaumi ,od pojaea Pavel ~i tfeba ,od pojaem aahradn!k.
ijvedli j ••e pou.e vat a h)' (axioay) aeai tlaito pojay. Kaldy
ai aohl Pavla pfedatavit jak chtll - jeden jako mlad!ka, druby jako
dlde~ka. arevna tak bliloeha jako ~ernoeha. Pouae naie livotn! akll
lenoet Dim divi ,fedatavu "Pavla", kaldy ji .a afejal jinou. lako
nee, ,ro~ b)'ohoa .i nea.h1i ,fedetavit, Ie Pavel je vl~ik. Jarda
teri'r, Jirka je jeaev~!k; aahradn!k Ie .a sayel "~erni ,ee", inle
njr "b!li pe.- a kuchaf Ie je "hnldy pee". Pfetormlllujeme-li ulohu
do nov'ho ob.aha tlchto pojad, ~taaka pak an! - "jak' barv)' je
teri'r?". Z Del! t.ori. pak v)',livi. I. "teri'r j. bil' barv)'".
!oto je.t probl'. tav. int.rpr.tace priaitivn!ch (prvotn!ch) ,oj.d,
probl'. konkr'tn!ho aodelu dan' t.oria.

11.31 So••tav)' axioad. Zk•••• nyn! roaf.iit nieled.j!c! a.brll, prvotn!
poj., neohu••tejn' j~ko df!ve. Axioay jeo. nael.duj!e!,
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Jarda n.e.di vlevo.
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vpravo j. Jirka.
Pavel eed! vlevo.
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5rovnaae-li tuto ~ebru a pfedcha~ejici, vidiMe, !e 5.ax1oa je ~de

j1z naproBto ~bytB~nY, nebot ae da odvodit s prvnich ~tyfaxioad.

Je sfejM8, !e ae v!dy ena!ise ait axiomd co .o~i nejseni (pokud
to oveem nekdy neni kupfikladu na ukor erosusitelnoati) a hlavni
ae je ana!ime volit tak, aby na aobi nebyly saviela, tj. aby nikte
ry ~ nich ee nedal logioky odvodit se ~byvajicich. ~o je problaa
t~v. nesavieloeti axiomd.

Pokra~ujMe nyni v dalAioh sebrich, prvotni pojay jBOU etile
atejna. Pouse axiomy menime, kupf. taktol

(1) Jarda neaedi vlevo;
(2) Pavel je kuchaf,
() uproatfed neni sahradnik,
(4) Jirka je uproathd,
(5) inzenyr je vpravo.

Opet 10g1okymi uvahami doapivame poatupne k naaledujioim tvr~enia:

(6) Jarda aedi vpravo,
(7) Pavel Bed! vlevo,
(8) Jarda je 1n!enjr,
(9) kuohaf je vpravo,

(10) ~ahradnik je uproetfed.

Najednou vidime, !e jame ee doetali do aporu. Axiom () toti! odpo
ruje vyvo~enamu tvr~eni (10). Je ~fejma, ze uloha nema !idna feAeni,
dana axiomy nedavaji Udnou teor1i, nebot jU nym ~adania - a~ to
neni na prvni pohled videt - ai navsajeM odporuji. Pfi volbe axiomd,
mueime byt nanejvys opatrni, nelEe je volit scela libovolne. Jedni
ee 0 probl8m tn. beseepornoeti eouetavy axioad, ktery!to zvlisU
u elo!itejAich MBtematickych teorii nemuei byt ~daleka enadnj.

Uvedme kone~ne poeledni typ ~ebry, prvotni pojay jaou etejnl,
axiomy naeledujioi:

(1) Jarda nesedi vlevo,
(2) Pavel je kuchaf,
() in!enjr Bedi vpravo,
(4) Jarda neni ~ahradnik.

Lehko zjiatiMe, ze

(5) Jarda sedi vpravo,
a to je aei vse. dloha neni jedno~na~na, a&Me volbu dvou .oznoeti:

(61) Pavel sedi vlevo ~i

Podle toho potom dostavame, ze

(7 1) Jirka je sahradnik, ~i

(62) Pavel eedi uproatfed.

(72) Jirka je ~ahradnik.
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Je Yidllt, 18 ja.e .. doatali do sajimavtl &ituaoe, nah I1loha nen:!
v j1ettlm .myelu jednoanaan'. Z ax10md n1tterat n.plYn., td. by ail
aedllt Pavel. Jaou dvll motDoat1, dvll teor1e - v jadntl Pavel a.d:!
vl.vo, v drubtl upro.t~ed. Povi1mnllt••1 pr1to., I. v taldtl. P':!Pa
dll - at j1! Pav.l s.di vl.vo a1 uprost'ed - vychaai, J1rka je aa
hradnit a Jarda 1nl.nJr. Abychoa oviem do.&hl1 uplDtl jedno.naancs
ti nai:! ulohy, .ueel1 bychoa k ax10mda (1) - (4) p'1dat bUdto jato
ax10a tvr.eni (61) an.bo tvraen:! (62), T:!. pat doetav&ae j1l dvll
jedncanaantl teor1.. '

V1dllli jeme, I. nai. eoustava ax10ad nebyla I1plna, t doeale
n:! jedno.naauoet1 jea. pot~eboYal1 jeitll nllttertl ax10llY p'1dat.
Je to tav. probltl. uplnoet1 souetavy ax1oad. Jato p':!klad uved.e
v ttlto scuv1sloet1 tav. "pat! Butl.1ddv postulit 0 rovnoblltich".,
Vyjd.ae opllt a ax10ad (1) - (2) pro ceoa.tr11, jat jsae j. uvedl1
v 1.1 Da aaaittu, d.r1nujeae pojea rovnobilet a .aji.... a., .da'
plat:! nasl.duj:!c:! tvr•••:!.

(ax1oa 0 rovnobllitach). "Dan!m bod•• lae vtlat k dantl p'iac. pravi
j.dnu rovnobllltu· (j••nad jaantl, co ee
t:!. a:!ni).

utileae, I. a ax10ad (1) - (2) nelae tcto tvr.en!, tento "ax1oa"
ani dotiaat, ani vyvrat1t - tedy eouatava ax10ad (1) - (2) nen!
I1plni. Ztonatrauj••• p'!tlad tav. Lobaa.vattlho geoaetr1a. PrVotn!
poj~ "rov1na, p'iata, bod" 1nterpretujeae naaledovnll (krealetal).

"rovina" !! vn1t'.t truhu v rov1nll,
"p'!aty" !! tllt1vy ttlto truln1ce (be. trajn:!ch bodd) ,
"bodJ'" • vD1Un:! bodJ' tohoto truhu.

L.hto ae ukile, I. ax1~ (1) - (2) jaou aplnllDJ a I. dania "bode."
la. vtlat t dantl "p'iaca" vice nel jednu "rovnoblltu" (dotonce j1ch
lae vtlat netoneanl anoho).

Tid!me aarovei, Ie axiollY (1) - (2) adaleta n.charatterbuji
pojar, pod tter!m1 a1 obvytl. p'adatavuj ••e "bod, p':!aka, rov1na".
Abychoa tcho doo!l1l1, je a'ejall nutntl p'1dat t ax10ada (1) a (2)
j.itl nlttertl dall! ax1~. Jedni. by byl aa1 "ax1oa 0 rovnobllikich"
(tia pat doatan••e t.v. eatl.1dovattl g.oaetr1.). I.bud••••• tillito
probltlmy n1tt.rat aabivat, poanaaenejae pouae, I. k ax10adm (1) a
(2) I14hm. tattl p'idat negac1 ax10aa 0 rovnobUtach, tj. axiom,
I. t dantl ,'iao. l.e vtlat danya bode. vic. rovnoblll.t - an.bo ttll
lidnoa rovnoblltu (tia pat doatane.e t.v. ne.atl.1dovattl geoaetr1e).
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B. DBPIIICB

~ Bxiatenee a jednosna~oat definovaD/oh pojmd

Vinajse ae nyni daliisu probleau, a to badovani mateaatiokyoh
teorii. Pfedpokladejae, !e "'e dany niktare prvotni priaitivni
poj~ a aouatava axioad 0 tiehto pojaaoh. V teorii nyni a4laae
s axioad odvosovat dalii vity, mdleae definovat nove poj~ a
praeovat a niai. Bxiatuji rdsna typy d,finio - at jil pro savadi
ni novyoh pojmd, pro vyaaseni jietyoh jejioh vlaatnoati - v pfad
n'loa s logiky aa nauEita klaaifikovat definioe podle rdsnyoh kri
terii. Tiaito proble~ ae sda sabyvat nebudeae, na pfikladeeh vlak
ukaleae, a jakyai uakaliai ae adlate pfi definovani pojad aetkat.

(a) Uveaae ai pfiklad s geoaetria. Pfedpokladejae, la jil
viae, 00 je to trojUhelnik v rovini a eo je krulniee. Choeae defi
novat pojea "kru!niee trojUhelniku opeana". Vyaloviae definioi a
tia ovaem nale praoe nekonEi. Mueiaa zkoumat dvi ddlalita vioi:

1) je-li kru!nioe trojuhelniku opaana jil jednosnaEnA urEe
na, tj. neexistuje-li takovyoh krulnie vioe,

2) existuje-li ke kaldaau trojUhelniku krulnioa' jeau opaana
- neni-li toau tak, pak ae sna!iaa alespoD najit tfidu
trojUhelnikd, ke kterys existuje.

V prvnia pfipadi jaae tedy skouasli jednoznaEno.t a v drUbes exia
tenei novi definovanaho pojau.

(b) Uveame jeiti pfiklad. Pfedstavte si, Ie byete detinovali
syabol Y2 takto:

"Y2 je takove raoionalni Eido x, pro ktera plati
x2 .2" Sasi jieti vite (vis tfeba 46.8a ), Ie !'dna raoionaln!
Eielo x se zadanou vla.tnoeti neexiatuje. Zkueili byate tedy deti
nioi jino~:

"Syabolas Y2 osnallime takove ra&lne Eialo x, pro ktera
plati x2 • 2 -,

V testo pfipadi Ise dokasat, ie takove Eialo aiee eXietaje, ale
neni arEeno jednosnal!nl.

Z obou pfikladd je tedy vidlt, Ie je ulitel!ne vldy .kouaat exiateD
ci a jednosnaEno.t definovanYeh pojaa.

11.51 Korektnoet. Ha dallioh pfikladeoh ukaleme, Ie v fadA definie ..
siae bit nanejvyl obe.fetni.

(a) Pfedstavte ai, Ie cheete def1novat jietou .pojitou tanko1
t ns aDolinl vleoh realnyoh Ilisel s snate j11 tunkl!ni hodnoty tato
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funlcce pro v!echna raciona1ni cia1a. Zvo1ita nyni 1ibovo1ne rea1ne
cislo 1e B1 a chcete def1novat hodnotu f( 1i. To zaHdite ltupH
1t1adu naa1edovne - vezmete talcovou poe10upnoat raciona1nich eiae1
{rn) talc. aby lim r n • J a definujete f(J). lim fern)'

00 muaite v!echno ovef1t. aby tate def1n1ca by1a v pofadlcu:

(I) muaita a1 pfsdev!im uvedom1t. !a Ite ka!demu rsalnemu cis
In J md!ete na1ezt pos10npnoet rac10natnich eiee1 e nve
denoK v1aetnoeti.

(II) muaits ultazat. Ie 1imita 11m fern) ex1atuja v1aatni (talc
tOJllU bude nap.filc1ad. je-11 funlcce f "JIlonotonni" na ano
11ne rae10nalnich ciee1 - objaenets podrobnej11).

(III) muaite ultazat. Ie hodnota f(J) nezav1ei na "vyberu"
poa10l1pnoati {rn} , vite dobfe, ie Ic danemu J mdiete
eeatroj1t vice poe10upnoati rac10na1nich ciaal e uvedenou
v1aatnoeti, tj. muaite dotazat toto:

"jllou-l1 {rnJ ,{Pn} dye poeloupnollti rac10nalnwh ci
eel a vlaatnost! 11_ r n • 1i. Pn • J ' potom 11. fern) •
• 11J1l f(Pn)".

(IV) ~lIite lI1 tonecne nvedomit, Ie hodnota f(J) byla j11
def1novana pro 1 rae10na1ni, proto je nutne ovif11:, is
"nova" defin1ee pfedep1auje atejnon hodnotu f(J) 1
v to_to pfipade, tj. mUllita dotazat toto:

"je-l1 J rae10na1ni a ja-11 {rft) poa10upnoat rae10na1
ft!ch Hael taltova, h 11. r n • J ,potom f(J) •
• 11. fern)"'

V1dime tedy, Ie v bodeeh (I) a (II) jame ae zabyva11 ex1atenc!, za
~!.eo body (III) a (IV) vyj'adfuji to, cemu obvylc1e Htue koralct
ftoet defin1ee.

(b) A jelte jeden pfit1ad.
funkee k funte1 f na

Definujte pojem:
1nterva1u (a,b)."

"Puntee p je pr1m1thni

Sami j1ate dObfe vite, Ie

(I) De Ite kalde funtoi ex1l1tuje pr1.1tivni funlcee (prob1'm
exietenee) ,

(II) prlait1vfti funlcee fteni nrcena jedDoznaene, Italda funtee
nrcnje eelbn tfidn prlm1tlvDieh funtei, z nlehl Italde dye
e. 111! 0 tonetantu na dan'. interva1u (problem jednoznae
noati) •

Z-.ya1e.e a. nyu! Dad eYJllbolem
aitlvn!eh funta! t funta1 f?
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J f(x) dx.
Anebo eeloK

00 snamena? Jednn s prl
tf!dn prlmitlvniah funte!?
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Co tedy pak roswaime sap1eem

.rs1n x dx. - oos x + K y 11 11?

Vleyo v teto "roynost1" je ]edna funkoe anebo tfida funkoi1 A jak
ohapat ::,ovnoet

J(f(x) + g(x) ) dx • Jf(x) dx + J g(x) dx ?

Vroholem yseho je pak ae1 "obrasek"

J~ dx. log Ix I + K pro x ~ 0

Co je na nim "podesfeleho" ?1? Proto ae opit samyalete nad korekt
nosti zavadlneho aymbolu a operaoi e nia.

C. lIUuj A POS'l'AIlUJ1c1 POlllmlCY

Pfiklad. Def1nujte pojem ylaatni 11m1ty poaloupnoet1 realnich,
eisel. Ukalte. Ie

(I) pokud ex1atuje 11m xn' je jednosnaenl ureena (jednoznaenost),

(II) 11mita 11& xn nemuai vzdy eX1stovat; je-li poeloupnoet
(~} omesena a monotonni. pak lia xn ex1etuje (ex1etenoe).

V§imnlme a1nyni podrobnij1 druheho bodu. Vidime, Ie lim xn"
male, ale nemuei vldy exietovat. dkolea, ktery pfed n&ai etoji. je
ure1t tfidu vleoh poaloupnoati. ktere -.ji vlastni limitu. Hledaa.
tudil nutne ei poetaeujioi (nejradlji nutne ! poetaeujioi) podmin
ky pro existenoi vlaetni limity.

Ukdte. Ie

(ec ) omesenost poeloupnoeti [xn} je nutnoll, a18 nikoliv poeta
eujioi podminkon sxistenee vlastni lim xn '

( ~) omesenoet a monotonie (xn) je poetaenj!oi./ale nikoliv
nutnou podminkou exietsnoe vlaatn! 11m xn '

(r) Bolsano-Cauohyova poclllinka je nutnon a poetaeujiof podafnkoll.

Ralesnite jeltl nijake dalli poataeujioi e1 nutne pod.inkY!

11.71 Pfiklad. V pfikladll 1.5.b je.. skouaali priaitivni funkei k dane
funkoi na 1ntervalu. Uvldoate ei jelti, Ie

(a) ne ke kalde funkei exietuje primitivni funkee.

(b) ke kalde epoj1te funkei ex1etuje priaitivni !Unkoe (epojitoet
funkoe je tedy poetaeujioi pOdminka pro exiatenoi pr1mitivni
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faako'l tfi'a tankoi, aajioioh prildtiTni fankei oblahaje
tIdy t'i•• Tleth funkei Ipojitioh),

(c) priaitiTDi funke • .A!e exiltOTat i T pf!padl, kdy f n.ni
Ipojita Da (a, b),

(d) ma-li faako. f edt pr1ait1Tni funkei na (a,b), .uli Dat
al f bit Da (a,b) daboUXOTlka, t.dy darbouxOTlkoet funk
ee j. DlltDOU ,odmnkou .xi8tene. pruithni funke.,

(.) je-li f darbouxoTlka Da (a,b), Dea.li ait jeltl prim1t1T
ni fankoi (poalijte tf.ba 11.6); darbeaxoTskolt f D.ni t.
dy pOlta5ajie! podainkoa pro existenei priaitiTDi funkee,

(f) "-li f prim1t1Tn! tunkoi, "Ii bit natnl prTn! BaireoTy
tfidy (Tia 12.2),

(£)~ lae seltrojit fankei 1.Ba1rsoTY tfidy, ktera je darboaxoT
Ika, ale jelt5 nea' priaitiTni fanko1 (via 4.17a).

Il.8[ CTi~lni. Badtl (a,b), (c,d) diljanktni interTaly T Bl , n.eht
fUnkce f je definOTana T (a,b)U{o,d). Aeknlae, Ie funkoe ,
je prim1tiTni fankoi k funko1 f T (a,b)u{o,d). jelt111e
,'(x) • f{x) pro kald' xe (a,b)u(e,d). Zkoll&ejt. ex1eteno1 a
jednolna5nolt takto def1noTan' pr1ait1Tni funkee (Tlpo..nte 11 t'l
aa "obraaek" I 1.5.b).

11.9 I CT1~eni. B.dt. o,lt (a.b),{o,d) diljunktni 1nterTIly v Bl •
Aekneae, Ie funke. , je P-fanko! k funkc1 f T (a.b)U{o,d).
juUU. budto ,'(l[) • f{l[) pro Tholma xe (a.b) an.bo
,'(x) • f(x) pro d.olma xe (e,d) a fake. f.' j80U d.fiae
Tllny T (a,b)U{o,.).

Zkoaaejt••xi.t.nei a je.Doanl~no.t P-funkei.

11.10 I CTihni

(a) Bud IlC.Bl 1III0l1na realaiob H ..l. IHIlo I£Bl naaTe••
• thd•• 1ID0Uny Il, jeltlile pro kaidOll dTojiei x,y"Il, x<y
plat! x<a<y.

Zkouaejte .xiltenei I j.dnosna~nolt takto d.finoTaD'ho ,oja.,
tj. Dal.anlt. t'idu lIIIo!ia Il. kter' aaji st'sd a Tyl.tfst.,
a.a tSDtO Itf•• j. jednoana~nl llr~sD.

(b) K.oht fuko. f je d.f1DoTana na 1DtuTal. <a,b>.
Stfed.a fukoe f Daneas tal.' ~ielo J Ei a, b ,pro nU
f'(]) • O. ProT.dt. 4i.t.11 jako T ,'edohosia bodl!

Il.lll CT15'Di. Zko...jt. ,x1ltene1 a jednosna5nolt nalledujie!ch pojad,

poloalr keaT.rC.a•• aoea11Ul.' fady. funkes riSaaDDOTlky,

1014-7181

- 32 -



newtono••k7 ~1 lebe.g.eO.8k7 integroyat.la'•••pr.... a infi....
1D••r8nt fUDkc., limita po_loupno.ti tunkct.

y dalitch t'aat.c~ b.d.tea!t do.tatek pftlelito.tt .k....t DO.'
poj~. _ea.poaeate ••d7 prOY'8t d4kladnf roaber j.jich dofiniol

27566 P3 - )) -



Foraulace probl~ad

Obeah: A. Hledani probl~ad.

B. dplna charakterisace.

A. HLID'<lt PROBLE

v toato oddile chceae iluatrovat (v~tsinou na pfikladech), I~

matematicka analysa vsnik1a foraulovan!a a fesenia jiatych probl~

lIld; pokueiae 88 nasnaiHt, jak dalsi prObl~IlY', kter6 88 zoela pfiro
seni objevuji v prdbihu rosvoje .ateaatick6 analysy, hledat a for.u
lovat.

P!ik1ad. Znate vita, Ie "epojita funkCe na usavfen6m intervalu
nabyva na nea av~ho maxima". Vsnikaji pfirosen~ otasky:

(a) zda i neepojit~ funkoe auaeji na uzavfen6.'interva1u nabyvat
ev~ho maxillUl,

(b) je-li odPovid na (a) negativni, zda tedy neepojite funkoe ao
~nabyv.t maxima,

(c) zda usavfenoet intervalu je v uveden~ yeti podetatna,

(d) jak adle vypadat aDolina bodd, v niehl epojita funkoe nabyYa
maxima (co ee ti. rosuai, vyevitliae v oddi1e B).,

!akovya spdeobea byete .~li vldy poatupovat a probiran6 vety analy
sovat.

12.2l Pfik1ad. la,15e••-li definiei epojitoeti funko. f v bode Xo
poaoe! kvantifikatord

vznika otazka, co ae etane, ,fehodiae-li v uveden~ definioi prvni
dva kVaDt'ifikatory, tj. d.finujeae-li thba (vis 161 te_ 8.A):

Funkoe f je "ei1ne apojita" v bodi x o ' jeatlile

3,1'>0 VE>O \J X(X6(Xo- cJ', xo+J)~lf(x) - f(xo)\<e).

K& tato definiee ellYal? A jak vypadaji funkee, kter~ jeou "ailni
apojite"? Ja dobra ai tento probl'. proay81et, sodpovedet jej a
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tak .i vla.tne uja••it, pro~ detinujeme spoj1toet tunkce prave vyle
uvedenia spdsobea.

12.31 P~iklad. V teaatu 9 ukal.me, jak je aolno sobecnovat pojs••poj1
toeti tunkc. a savedeae tsv••yastrickoD .pojito.t. A v t4to eouv1.
losti vyvetane cela ~ada ota.ek. Od problead jednodDchych al po
problemy t~eba 1 dodnee ne~eJene. Uvedme nlktere.

(a) jak je to •••ymetrickou spojitosti .101en4 tunkce?
(b) plati "Rolle ova vita" i pro .y••trickou .pojito.t?
(c) je kalda .ya.trieky-.poj1ta tunkee darbouxoveka?
(d) je kalda .yaetricky .poj1ta tunkce al~1tel.a?

12.41 Algebraieke operace.

(a) Detinujeae-li ji8tOU vlaetnost pro nejakoa t'ida tunkci (kup'.
hBlderevekoet, rieaannov.kou 1ntecrovatelnott, o....no.t,
aonoton1i), adl.ae .e vldy ptat, sda .o.~et dvou tunkci ~1

na.ob.k tunkce e touto vla.tno.ti aa t41 danoa vla.tno.t.
,

(b) Totel adleme skouaat pro ekladani tunkci. J. snuo, Ie .loleni
dvou spojitych tunkei je .pojita tunke. (avedte p'eenl p'i.lul
noa vltu!), satiaeo j1z t~eba .loleni dvoa ab.elatnl epej1tych
tunkci nsmuei byt ab.olatnl .pojita tunkc•• J. proto natne hle
dat nljake dalli pod.inky, aby toto jil platilo.

(0) Obdobnj problola he skouaat tel pre 11.1tni .phchodYI ptue ee

treba, ada lia1ta po.loapnosti .poj1tYch tunkei je epajita
tunkee ~i sda je natne oPet p~idat jeitl dalii podainky pra
platnoet teto iaplikace.

B. tlPLlf.( CHARAKTBRIZACB

V toato oddile ee poku.ia. vyevltlit, co .e roauai pojaem
"uplna charakteri.aoe" (.nad ~eeky he.~i by bylo "uplna oharakteri.
tika") •

Priklad. L.e uka.at, Ie anolina hroaadnych hodnot posloapnoeti real
nich ~i.el je vldy usav~.na. Babisi .e ota.ka, ada naopak kalda
usavrsna anol1na je anol1nou hroaadnych hodnat nijak4 poeloapno.t1.
~i ~da pouae i.olovane nebo koapaktni aaav'ene anoliny aaji tute
vla .tno.t. 0 toato konkretnia preblolau se do~tete v 39.6. b.

P~iklad. Je snamo, Ie realna konvexni tunkc. na intervala I .a
v toato intervalu • vyjiakea enad epo~etne anoliny vlade vlaetai
derivaci. La. aka.at, Ie tate charakt.r1sace je uplna - .ad".-11
v interval. I epo~etnoa anolina S, exiataje konvexni tankce,
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thd.... derhaci prid ve viech bodech I",S (vb t4/1l8. 1).
Po saveclen! konvex1ty pro tunkc. vice prOJDlInnych be poloUt ana
10c10kou otask. - oharakter1eovat anol1nu bod~, kcl. konv.xn!
tunkee ne'" totaln! d1terene1al. Lse utaeat, Ie tato &Dol1na neau
.i byt e,o~etni, ale auai byt nulova a prvn! katecor1e. Poeledn!
eharattar1saee Den! dplnal eda ee, Ie dodne~ka tato ot'ska nen!
rod'eiana.

Cv16en!.

(a) Potuate a. podat dplnou oharakter1eae1 anol1ny bodd epoj1
t08t1 l1bovoln4 t'untee (vis t4.. 5).

(b) Podajte dplnou eharakter1sac1 mnoliny bocl~ neepoj1toet1 _0
not onn! t'unkee.

(0) Bu. (P, f) _etr1oky proetor. Zfejall ~ (PxP) C <0,+ oe ) •
• alesnlte d,lnou eharakter1eao1 tlohto anol1n, tj. roefeste
dlohu, sda ke kal.4 lSIlolinll lie < 0,+ oc» 8X1atuje aetr10ky
proetor (P,f) tat, Ie r (PXP) _II.
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Loka1ni a globa1ni Y1aatnoati

Obsah' A. Lo~alni a globa1ni Y1astnoati.
B. Loka1isacs .striokych Y1astnosti.

A. LOItALJlt A GLOBALlft VLAS1'R08'1'I

~ Pfik1ady. V to.to ta.atu ss pokusia. - pfsd.Yli. na pfik1ad.oh 
ukasat rosdi1 •••i 10ka1niai a globalniai v1a.tnoatat jiatyoh
poj.d. Zaone•• s jsdnoduehyai pi'ik1ady.

(a) V pryni. se.satru se detinuje pojs. spojitoati t~koa Y bo••
(Bopakujt. detinieil). Vim.-1i j1l, eo j. to apojitoat tunk
es v bodi a ....-11 tunkci t· det1novanoll na interval.
(a.b)el1, fekne.s, I. tunko. t je apojita na anolin.
(a,b). jeat1il. je apojita Y k a I • a. b 0 • I int.r
ya1u (a,b).

(b) Raopak. mllj.e nyni tUDkoi t d.t1nOYllnOIl na /lDolinl Kell'
bud xoeK. D.tinujte poje. "tunkoa t nabtYa na /lDdi.. K
svaho maxima Y bodl x o"' Villl.-1i nyni, 00 Bnam.ui ,oj•• nab/
vat maxima na /lDoZinl a ....-11 tunkei t d.tinovanou na in_
terva1u (a,b) a xos (a, b) ••ale.e detinovat poje. "tunko. t

nabyva Y bodl xo 10ka1niho maxima". a to taktol

Punkce t nabtYa Y bodi X o 10ka1n!ho maxi.a, jutlih
exiatuja okoH U(xo)c;(a,b) bodu X o tak, Ie tunko. t
nabtva na /lDol1ni U(xo) syaho maxima Y bodl xo'

I
Vidi.e Bde jiata- rOBdi1y. "Spojitoat tunkoe Y bodll" a "nab/-
yin! 10ka1niho aaxiaa" jsou 10ka1ui Y1aatnosti. Batiaco "spo
jitost tunkcs na /lDolini" a "nabtYini aaxima na anolini" jaou
globa1n! Y1astnosti. A jelti jeden rOBd!l je Y pf!k1adsoh (a)
a (b) - "spojitoat tunkca" ja.s nsjdf!ye ••tinoya1i Y bodl,
poto. na /lDo!1ni. naopak "nabyyan! maxima" ja.s d.tinOYali
nejdf!y. na anolini, a t.prya potoa Y bodl.

Po.n&ak1.
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(a) Kij•• nyni d.tinovanu ji.tOll Y1astnoat (V) tunkoa t v bodi
(detinios 10kaln!ho oharakteru). Choe.e datinoyat i v1aatnost
(V) tunkce t na lIIDo!ini (globa1nl). Ob1cejni detinioi Y1e10-
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v!me takto: "Funkee t aa vIaetnoet (V) na Anoline M,
jeetlile tunkee t aa vIaetnoet (V) v kaldem bode mnoliny
X".

(b) xame-li naopak detinovanu jietou vIaetnoet (W) tunkee t
na mnoline a oheeme detinovat i vIaetnoet (W) tunkee t
v bode, obvykle detinajeme: "Funkee t aa vIaetnoet (W)
v bode lto, jeetlile exhtuje okol! U(xo) bodu x o tak,
Ie tunkee t ma vIaetnoet (W) na mnoline U(xo)"'

(e) Pf'eehaz!me-li od detin1ee lokaln!ho eharakteru k detiniei
globalniho eharakteru (pf'!pad (a) ), nemue!me na mnolinu »
klaet ladne zvlaitn! poladavky. Maproti toau pri preehodu
od globaln!eh vlaetnoet! k 10kaIn!a potrebujeae v uvedenem
typu det1n1ee (b) pojea okol!, aue!me proto uvalovat pouze
podmnoliny !l ci alespon podmnoliny nejakeho metr1ekeho
proetora (kde v!me, eo je to "okol!").

Problem;y•

(a) Uvalujae opet pf!pad (a) - aame detinovan nejdf!ve lokaln!
pojea v bode, pote detinujeae podle 3.2a globaln! pojem na
mnoline. Myn! ale mdleae opet poul!t 3.2.b a ·detinovat 10
kaln! pojem. Doetaneme tent!1 pojea, z ktereho j8ae vyiIi?
Uvedme radeji pf!klad.

("") Mejdfive detinujeae "8pojitoet tunkee v bode".

( ~) Dale detinllj eae "epojit 08t tunkee na _oUn." (jako epo
jit08t v kaldea bode).

(t) ltonecni 8epokudae dennovat (na Ilaklade Ilnalost! 8 (P»I
"Funkee t je "epojita" v bode, existuje-li okol! toho
to bodu tak, Ie t je spojita na toato okol!."

Davaj! denniee (~) a (1') tyt81 poja;y? Jintai elovy, plat!
veta:

"Funkee t je spojita v bode x, prave kdyl je spojita
v jistea okol! tohoto bodu." ?

( b) dvahy odstavoe (a) adleae prove8t i v druhem pf'ipade. Mallna-
ciae pOlllle 80heaatieky:

detinioe &lobiIDi vla8tn08ti » detiniee lokaIn! vlaet
noeti (poaoe! okol! 8 &lobalni vla8tn08ti) » opet deti
niee Clobaln! vla8tnoeti (II lokaln! vla8tn08t1 v kaldea bode).

D08taneme tot'l? Roshodnete! Uveate jelte nijake pf'!klady
k (a) i (b)!

Prob14a.
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"g1oba1ne" 1 "1oka1ne" nesaY1e1e na eobe. Pta.e ee pak Yldy, sda
plati yety typul

(I) Punkae t .. Y1aetnoet (V) nB mnozine _, praYe kdyl ..
tuto Y1Betnoet Y kaldea bode.

(II) Punkae t .. Y1aetnoet (V) Y bode, praYe kdyl ex1etuje
okoH, kde..a t daetnoet (V).

Iluetrujte toto na naeledujiaiah pfikladeah, roshodnete, sda pla
ti vety typu (I) a (II)I

(a) "tunkae t je roetouai v bode" a "tunkoe t je roetouci
nB 1ntervB1u",

(b) "tuntee t je epoj1ta v bode" a "tunkce t je epoj1ta
nB 1ntervalu",

(JBk det1noYat epoj1toet tunkae na 1ntervB1u bes epoj1toet1
tunkce v bode?),

(c) "poeloupnoet t n konverguje etejnoaerne k tunkc1 t na
mnoz1ne" B "poe1oupno8t t n konYerguje etejno.erne
k tunke1 t v bode" (vb kupf. 29.B).
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(c) funkce . f .a Riemanndv oi Newtondv integral,
(d) spojitost funkce na,mnozin~.

B. LOKALIZACE MEfRICKtCH VLASfNOST1

Definice. V teori1 metrickych proetord mame def1novanu radu
pojmd: otevrenoet a uzavrenoet, omezenoet, kompaktnoet, eeparab11i
tu, souvialoet, konvexitu (v En) aj. POkua!me ae nyn! 0 loka11zaci
techto pojmd.

def1novana pro tf!du metrickyeh
proetor, aeP. Rekneme, ze

tak, zea

bodu a exi stu
(u, f) ma vlaet-

boduU

olcoH If

talc, h

vlaatnoet, jeetlize exietuje okol!
(U,I;') ma 'Ylaetnoet (V).

vlaetnoat, jeetlize Ice kazdemu
je olcoli U elf bodu a
noet (V).

(V2)

Bud (V) nejaka vlaetnoet
proetord. Bud (P, ~) metricky

ma v bode a lokaln!(P,)O)

(VI)

(V) vlaetnoet, jeetlize exietuje olcol! If bodu a talc, ze
pro leazde oleoI! Uelf bodu a proetor (U, f»
ma vlaetnoet (V).

Cv1Ceni.

(a) DoleaZte, Ze (V) -?(V2) ==;.(Vl) ,

(b) Necht (P.~) lIUi 'Ylaetnoet (V), Pro ktere i (i-l.2,) lIlll.
lokaln! (Vi) vlaetnoet v kaZdem bode a E P ?

(e) Pripomenme kupr!leladu pojmy;
lokalne eouviely prostor. lolealne Ieompalctn! proetor

a zkoumejte, pomoc! jakych lolcaln!ch (Vi) vlaetnoet! vznilely.

(d) Metricki proetor (P'I;') ee naziva 1 0 Ie a 1 n e u pIn i,
jeetlizs lee Ieazdemu bodu exietuje okoli, Ietere je uplne.
Uleazte, ze v tomto pripad~ (Vl)~ (V2).

LOlealn! eeparabilita. Metricky proetor je lOlealne separabiln!,
jeetlize je v kazd~m bod~ lolealne eeoarabilni ve emyelu (VI).

(a) Kartezeky eoucin eeparabilniho a nespocetneho diakretniho
proetoru je lokalne aeparabilni a nen! eeparabilni. Doleazte!

(b) Bud P - B2, Polozte
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a ukalte. Ie (B2,d)
.etrickY proetor.

je lokalnl eeparabilni neeeparabilni

( c) Bud (p,r) .etricki proetor. Pro kalda xeP pololae

l' (x) • eup{reBll U(x,r) je eeparabilni). Bxiatuje-li

xep pro nn 'f (x) • + "'" , je 'f !I+ Co • I Dokaltel

Je-li(p,f) lokalnl eeparabilni proetor, ktery DeDi eepara-
bilni, pot o.

o <1'(x) <: + 00 pro kdda xEP,

\t(x) _j'(Y)15 f (x,y) pro kdda x,ye.P, epeoiUnl fUJlk
ce 'f je epojita na P,

U(x, 1 (x) je eeparabilni proetor (nhlllde. k .etrice f)'
Dokalte!

(d) Bud (P, f) lokalnl eeparabilni a eouviali proetor. Potoa
(P, ~ ) j e eeparabilni. Doka!te!

a polol.e Ao • [.o} ,

je neprazdna a otevrena.

je eeparabilni,

BUd aoeP

lInoUna B

(p, f' ) nen! uparabilni. Bud
epoaetna a hueta v A, Polo!.e

eeparabil-

C!(A) je

ACPK a v 0 d. Heoht
ni. Bud f( A) c. A

~(A). UU(x.y>(X». (!(A),~)
)t. f( A1

ou"f'eua v P, f(A) C ! (A).
00

An+l• !(~), B·:dl An'

Ale B je taka uzavrena.

13.111 Literatura. 0 obecnicn principech lokalizace .etriokich vlaetnoeti,
jakol i 0 konkretnich pripadech (lokalni uzavrenoet, lokalnl prvni
kategorie aj.) ee lze doaiet v K. Kuratoweki, Topology I (ruaki pre
klad z roku 1966).
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Pfikladj ..olin a tankoi

Obaah. A. lIDoIi~.

B. hnkoe.

T toato t4aat. je n.edena fa.a pfikladd aDolin a tunkci. 11 (jed
nodllchich i ponlkud elolitljliob), kter4 jeoll pouan4 nejen a~ 0 aobl.
ale jeon tak4 aiUdn4 napf. pfi konatrllkci dalHcb pHklad6 _olin a tunk
ci. Zaro.ei tak4 il.atraji alolitoat realn4 oay.

Dalli pfiklady tchoto drub. ae .yekytuji • aDoba jinich t4aatecbl
n..a aayal. je ede .Iechny opako.at.

A. Bohn

~ Raoion'lni aiela. lIDolina R .Iecb rac10nalnich aiael. 11
-' tyto .laetn~.t1:

(1) R je apoa-tM.

(11) R je b••ta. 11,
(111) R je aDolina typu Ftr a neni typ. GJ,

(h) .llR • O•

• a • 0 d. E d6kaeu, Ie R neni .typ. ~. nl1jte Ba1reo.y .Ity
o katecorHcb.

~ C.1aeni. .a eakladl 4.1 od.oate nlkter4 .la.tnoat1 _oliay
.Iecb irac10nalnicb aiael•

je poalo.pno.t .Iecb rac10nalnicb aiaelpHklad.

• 11,
Poloiae

• eob; {JOn)
00 00

A. n u (. __1_
..1 n.l An a 2n , 1

r n + -n),
.2

Dokaite, Ie _oUny A, B aaji naaledujici daetno.t1:

(1) A je Dl1101i1la ty~u GJ'. ktera neni anoUnou typu '6/,
(11) B je ..oUlla tlPu '6} kted neni anolinon tYPll at,
(i11) A je huta. 11,
(1.) ~A • 0,

(.) A jo noepolleto, B jo ne.pocetM.
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pfiklad.
typ. OJ.

• a y 0 d. Polozh - _~u~. kde -1 - an rc, 1/2) •
~ - (1/2. 1" R.

~ Cantoro"o d1ekol1tinuua. Osnall.e Ro - (0.1> •

Rl ~ (0.1)' (1/).2/) - <0.1/) U(2/).1) •

R2 - Rl' [ (1/9.2/9)U(7/9.8/9») - (0.1/9)U(2/9.1/» U(2/).7/9>U

v8/9.1>. ••• atd'l

atae-li ji! eeetroj.nou ~otinu Rn• doetan.a. aDo!ina Rn+l tak.
!e s. yiech iDteryald ~o!iny Rn yyneoh"e proet!edn! t!etiny 
- podejte p!eenou de~inici poaoe! aate..tick& ind.kee'

Zhjai Ko :::> Rl :> R2 :>
00

Osnall.e C _ n R
n-O n

....
(Cantoroyo diekontinaua).

Dokdt..
00

(a) C - (0.1> - ~o -n • kde -n je ejednoce.! diejuDktn!eh

E.
1'. + n+l)'

2

ot.,,!enieh interya14 -n.i (i_l.2 •••• 2n- l ) . d&lka kald&ho

interyalu -'.i je )-n a kaldy interYal ~.i je -aa!.tln

y proetfedn! t!etini Dikter&ho s D di.janktD!oh usayfen!ch
D-l

interyald. khr& tyo!! _oUnu (0.1)' j';!l -j'

( b) lIDolina C all. tyto yla.tno.til

( i) C je uay!enll.

(ii) ~e _ 0.
00

(iii) xec~ x -~
8u kde aJl +1 pro kal.. DE. ••
)D

(triadicky rosyoj x).

(iY) aDoliJla e j. neepolletu.

(y) soZina e je fidka.

(yi) aDoUna C je dokonala.

Diia!t0ntinua kladn& mrl. Pro kald& E? ° exietuje
_olina l'c.<O.l> takoya. Ie All' > i-Eo.

00

• a " ° d. Poloite P - (0.1>' Ul ( £.n- r n- 2n+l •
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kde {rn} je po81oupnoet vllech raciona1n!ch l!!ee1 I <0,1) •

Jini n a ... 0 d. Protole .ll«O,l>\R) - 1, p1yne I daetnoet!

L.beaguo...y airy .xistence ul8...fen" _oUny PC.<O,l)\R,

pro nil .A1' > 1 - E..

PHk1ad. Pro kald" atG<O,n exietuje fidk& u ....fena _oUna

Pc.<O,l> tak, Ie ~, - at •

j. pOll10upnollt k1adnych l!!lIe1

Z interva1u <0.1) ...yn.cha•• otevl'.-• ~ 1.n

J i n i

tak 0"''' , Ie

• a ... 0 d. holt. HC.<O,l)' • .llH> at pod1e phdcho&!ho pHk1adll

a po10Ue P - H' <0. 7/.>. kde '7, je ...hodn" kladn" l!!1I10•

• scht" f ll t
\. nJ

je Hdka

Rn .j.dno

n-tic. ...y-

ni int.rva1 d"lky a1 ee IIti'ed.m 1/2. Doetansme dva int.rva1y;

1....! I nich oenal!!.e Po a pra...! Pl' Pf.dpok1adej••• I. jllme jil
d.fino...a1i ueavfen" intllr...a1y P {ta1•••• an • kde a1••••• an) j. 1i-
bo...o1na n-tic....yt...ofena • l!!11.1 0.1. Z inter...a1u Pa a

, 1'···' D
o .tl'edu IIp1!vaj!c!a II. IItl'.de. int.r-

IIn+1• L....!. int.r... a1d. ktere obdrl!-

...yn.chim. ot....f.ni inter...a1

va111 Pa a. a 0 dele.
l' .••• -u

a•• oenal!!.. Pa a O. pra...! Pal' O.nal!••
1···· D' a1'···' n'

c.n! ...hob intena1d Pa a kd. f a1••••• an) j.
1.···'n' i,

t ... of.na e l!!a.1 0.1. D.f1nuj.. P. J!1 Rn• Potoa P...
• eavfen" _0I1na. pro ni! ] P _ 1- 2. 2n-1 .n'-

""1 n-1

Poena-ka. Po101!a.-1i .p.cia1nl an ~ l/)n. obdrl!•• Cantoroyo
dillkcatin..... 4.5.

C... il!.n!. U...a!tlI••da lee ... pfedchod. pHpad. volit t"l IX - 1.

POlniaka. Roe.,.l.t. ei. jake enate k1a.ifikace "...e1iko.ti" anolin
... B1• J. to jednak k1a.ifikac. pod1e pol!tu pr ...kd (aohlltnollti
- priadna. konel!n". nekon.lln" epolletn". nespol!.tna). k1allifikace
topo1ocicka (priadn", f!dk". pr ...n! kat.gori•• hUllt". rlleidua1n!)
a k1allifikac. pod1. airy (pr".dna. airy nu1a. kon.l!n4 airy. p1ne
airy - tj. mra dop1nku j. nu1a). POYlianlt••i podrobnl nall1.dllj!
c!ch ....tah" a..i Uaito k1adfikac.a1., '

(i) kan.l!na anolina j. f!dk" a a .. air. nu1a.
(ii) n.kon.l!na .poa.tna anolina ne•••! (a1. adl. - u....~t. pf!k1a.)
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bit fidka, je vAak vzdy prvni katecorie a airy nUla,

(iii) neepo~etna mnolina adle bit fidka, .dle bit tel hueta, prv
ni kategorie a tel re~idualni,

(iv) nespo~etna &Dolina adle ait miru nula, libovolnou kone~nou

airu nebo adle bit plne airy,

(v) fidka &Dolina adle ait airu nula, liboyolnou kone~nou mira,
avAak neadle bit pln' airy v ladn'a intervalu,

(vi) &Dolina prvni kategorie adle bit plne .iry•

• a v 0 d. Poulijte 4.6.

(vii) re~idualni &Dolina adle ait aira nula.

Ro~myslete ei tel oetatni v~taby mesi tAaito klaai!ikac..i (vi.
take, [G - 0]).

14.10 I Pfiklad. Je-li , u~avfena anozina, existuje u~avfena '&Dolina

2C' takova, h .:1.1 (F \.~) - 0 a .11 (~(I I)'> 0 pro kddi

interval I, pro ktery II'l~" fIl.

K a v 0 d. Kecht G je ejednoceni vAech "racionalnich intervald"
J, pro nAil .11 (J() F) - O. Sta~i poloUt ! _,,,G.

14.11=*1 Pfiklad. Bx1etuje aAfitelna mnolina ACBl takova, h pro kddi

otevfeni interval r c 81 plat! .11( 1 n A) > 0, .it1(I' A) > O.

If a v 0 d. IIecht \. In) je poeloupnoet vAech intervald v Bl
e racionalniai krajDia1 body. Zvolta fidkou u~avfenou anolinu 'i

kladne IIiry, FiCIll dale noHe fidkou usavfenou anoUnu kladne

miry 'i C 12 'Fi. Indukci de!1nujte fidk' uuvfen' lIlIloUny,

~, Pi (ne If) kladn' airy tak, aby platllo'

(1) ';CIn'kYn(F~U~),

(11) ~C.In"';UkYn (F~U~)).
00 1

Pak eta~i poloUt A - U 'k'
k-l

J i n ina v 0 d. Kecht I - <0,1> a necht Co je fidka
uuvfena lIlIloUna miry 1/3 obeaZeni v I (vb 4.7). JeatlUe r c I

je nejvAtAi ~e ety~nich intervald &Doliny Co v I, bU~ Cl fidka

usavfent &Dolina airy 1/32 obealena v P. V nejdelAia • oae••nich
ety~nich intervald anoliny CoUCl ~konatruuje.e usavhnou fidkou
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mnolinu C2 air;y 1/33 atd.

lina ylooh bod& x + a, kdo

Osna~.o Ao •

Xl "0', aE: I.

Posniaka. V oboll pi':lpadeoh .10 ..oUna " dokonoo t;ypu '5'.
14.12*1 Pf:£tlad. hhhjo ull:oaoll.. pooloupnoot diejunll:tn:£ch allfitelnioh

..oUn AnC 11 hkoYli, Ie pro lI:ald! otnfea! inhrYal IC.ll
plad .11(I n "m) > O•

• li Y • d. Podobnl jako y pfodohos:£a'pf:!lI:ladu syolto

,~ C. In' ( U 'n U U U,~) pro i,Jl6 I, i 11 n
jd lI:'a j$k ""

f:!dll:4 uS8Yi'on4 _olil11 kladn4 a:!r;y a pololto An. U ~
k-n ..

Posnlillll:a. ". .11011 dokoneo &noUny t;ypu '6'.

'"(lyilleDt, (a) "uhhjo alfiUlu. &notina ACll tekod, h

~(InA) • f .Al (I) pro liboYOlll! otnfeai illhrYal ICI1 •

• li y 0 d. Pou!ijto yltu 0 hUltotl (Yis 8.19).

(_) hilt.j. no.poll.tn! diljunktDi o;Ylt'a alfitolnieh
_011. l1t tUOY!, h pro kald....ol1all • e»r a pro lI:ald! otnfo-
at inh...al IC 11 ,lad ~(In.) > 0 ? •

(.) 8J".oooa:! libnola4ho (tfoba i neepolletn'ho) p06t.,
illto"al& (a•••••a.royoa!oh 1iboYola'ho drab.) j. alfit.1M ..oli

na Y 11"

I li y ••• B.a G. !;l Int (l'ot). hotoh r G j. otnfoDli, lao

pd.t GC~I C Q V 'i tall,bn}, 11: •• G· ~ (an'''n) (ddll:as lao

proy4.t tak4 poaoo:! YitalioYl Ylt;y).

14.14*1 (lytle:£. 15uh. p, 116I, II i I, 0 '5 , ~ II - 1.
Pot.. _olina tloh x, j.jl.111 q-adick! rosyoj n.obl&huj. 1:£llioi

", ... a:£rn _la.

14.15[ Diriehletoya tunkel. Illht]) I x~ 0 p'ro xell lraoioDlilDi,

D • x l---+ 1 pro x racioall1a:£. Potu plad:

(i) D j. nOlpojitli y 11:...4. boU x$ll ,

(ii) ]) nla4 Ri.a&llndy int••rlil na Ilidn4. podintlryal. 11 ,

(111) D • 0 •• Y. y 11,
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(i.) D je fantQe druh' BaireQ.y tf!dy, a.iat aen! fantci prYD!
BairectYy tfidy.

Je-l1 !f epojiU futce aa 11, sj1etlte, n tt8l'ich bodeoA
je fantoe 1.D epojUa.

S..trojte fantoi f I Il~ll Uk, a1l1 f byla epojiU
pra.1 • lIodeoh dlll1' temeaa' anol1JQ'.

!4.16l RhJlllJ1DctYa futoe.

(a) Polohe rex) - 0 pro X iraQionala:l, r(x).: pro x

raciOD8.lni, x· t (p,q Qela D..odlllDa, q > 0), f(O) • 1.
Poto.

(i) P je epojHa prll.1 u dnh r ..ioaUaiell 1I0dech,
(ii) f ".Rie.ann6. iDtecrill pfee· liboyolnj iater.al,
(11i) J' De. Ditde deri.aoi.

• a • 0 d. Pro x iraQi0D41a:l pOlllijte 46.6.a.

(i.) jP je fuDtoe prYDi Baireoyy t'idy.

ZtouaejU, pro tUl'a tEO... fantce 'ft tODellnoll yuiaoi Da in
hna1D <0,1> I

(b)* .eohi t I'a} je poslollpaotlt "eoh radiodln:loh aieel, aeohi
la.} je poelo.pDoet relllnjch aieel. Pololte ~(x) • 0 pro
x iraoiouln:l, lj' (rnJ - aD' (i'akto definoYIII1' fetce ee
nasiYa;!! sobscDln' RhmllllDoyy funkoe.) Plat! I

(i) JestlUe aD- 0, je lj' epojHa ye deoh iradodlnioA
bodeoh (plat! toto tyrasn:l "obraoenl"?).

(11)'" Je-l1 aa ~ ° pro taU' n, De" funtee If dedy..oi
Y resid.ala! pod_oiial 11,

• ay 0 d. Poloth Gil. {.X6111 exhtuj:l r t tat, Ie

\ x - rkl< D-
l,

laDI> I x - rill). Pot_.le G. otnh"

podlllDolina a pro ka!d4 iracionaln:l xliil n 0a aeex1etllje
'( ) a-lIV x •

(i11flxietllje poelouplloet Laa)' aa> 0 tak, Ie funtee '¥
.. deriyaei Da huet' pod_olial Y 11,

• .. Y 0 d. Je-l1 Sell" R epoaet" pod_o~ina h.eta Y 11
(uyedte pfiklad tat0y4 anol1ny) a je_11 Lea} poelo.paost ylech
je;!!eh pnt6, pololU aD - aia {(rll-·e l ) 2, ••• ,(rll_ell) 2) .

*(iY) Ixietuje poelollpaoet la.) , a. > 0 tak, Ie fetoe f
.. deriyaoi e.Y. y Bl •
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I I. 'f 0 d. Jaoa.-l1 '.c. 11 ' R ulI81'hDa DOUIl1 'akoYa, Ie

11(11 \ ~ '.) • 0 (proll ax1atu.1i?), poloh••

aa • aiD l(d18t (rD"l»2, ••• ,(d18t(rD"D»2J. Punk.a 'P ...
pak d.r11'a01 1'. 1'1.ch bod.oh Doz1nJ ~ 'a'

1(a) Punko. r' x~ dD x' :u. 11, x " 0, f{ 0) ,. 1 .1. dU'boa.xo1'-

alrl. tanko. prYDi Bair.oyy t'idy, ala D.... pr~ti1'.i tank01.

(b) Poloh. t. x r-+ xO(. aiD x(3 pro x" 0,

t I X 1-+ 0 pro x. O. Z.11atlt., pro ktara DC., ~ .1a tunk
o. t apo.11tl. (reap. abaoll1tnl apo.1UI. Da <, -1,1>, reap....
kODallDoa 1'ariaoi Da < -1,1>, reap • .1. l1paohUao1'akl., rup.
lIald.royekl., raap.... deri1'aoi Da 11, raep. pria1ti1'Di tunk01
.. 11, raep • .1a darlloa.xo1'akl. apod.).

14.181, niklady. laolli {r.} .1. poelOl1pDoat dach raoioDl.lnich llinl.

(a) Pololte t{x). ~ (x - r D)l/3 Dokalt., Ie
11.-1 Jl •

a
(i) t.1. apo.1itl..a 11,
(ii) t' .xietll.1." 11,
(11i) t'(x) • + 00 pro x racionilni,

(i1') t{ll ) · 11,
(1') t.1. roetoaoi Da 1 1 ,

(1'i)* Utetll.1. iraoionilDi Helo x tak, Ie t·{x). + 00 •

o kaUlrori:!oh.

• po.1itl. Da 11,,,, d.ri1'aoi

La. ali' Ba1r.o1'y 1'lty
00 X-If

(II) 'lIDkoe lr' x......::E __Il_ .1 •
n;). all

l' iraoionilnioh bod.oll, ale D.... d.r11'aoi l' raoionila:l:oll 1I0d.oll.

~ ~(x)
(0) PllDko. II. x .......

D·l aD

• I. l' • d.

pro x" r a, xlill , lI(r.) • 0, .1a .po.1UI... 11, 1'l..tni 48

ri1'aoa t' .x1etuj.Da 1 1 a t·.1. D••po.1ita l' kalda. raoional

Di. bod.. (J. t' ca•••IlA?)

14.191 Pi'iklad.

(a) I.ohi t .1a tanko••• 4.18a. Bad jP iD1'.rani tanka. k tankoi t.
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1

Pak J' je epojita funkoe definovana na B1• aa vlaetn! deriva
ci vilude a obe lII!IoUny L][eB1, ,'(x) • 0), [X611' !{(X) ~ OJ
jsou huat' v B1,

(b)*BxiBtuje dokonce takova epojitll. hnkce !f' ktera ... v!iude
v B1 vlastni deriveoi a obi lII!IoUny {xe B1, J'(][).c 0J a

{XEI1' 1'(][»0] jeou huste v B1 (vii: 8,35c).

PHklady.
(a) lIecht :PC B1 je neprasdna l'ldk8. usavhna oaezena anolina.

Ifecht B1" P • (- 00 ,a)u (b,+OO) U 'r! (an,bn), kde ejednoceni

vpravo je diejunktn!. Polo!ae

fIx~ (x-an)2(X-bn)2 ain

pro ][E.(an,ba) a f:x~O pro xE(-<:>o,a)U(b,+oO)U:P.

Doka!te, !e

(i) f je spojita na 11'

(ii) f ... oaesenou derivaci na B1 ,

(iii) f' je neepojita prave ve viech bodech &notiny :P,

(b) Je-l1 PC:< 0,1> usavhna Hdka llI10lina kladn' airy (vis 4.6)
a f je funkoe aeetrojena v bode (a), je funkce s : ( 0,1)
Ollesena, ... lIewton6v, ale n..a Rieaaan6v intelral (pou!ijte
Lebeelueovu charakterisaci R-integrovatelnych fanko!).
Tento pf!klad poChas! od V. Volterry.

(0) Je-l1 ac 11 moUna prvn! katelorie typu Pa", exiatuje
funkce f definovana na 11' aaj!e! vAude vlastn! derivaei
takov a,!e f' j e nespoj i til. pravll' v bodech llI10Ziny A.

""11 a v 0 d. Bud A - U 'n' p. ollesene, usavfen' a fidk'.
n-l ~

1Iecht fn jsou funkee eeetrojen' v (a) (pro llI10ziau Pn)'
~ fn(x)

Poloite f(x) - ~n-l JD.

(d) Zformulujte (c) jako oharakterisaoi aDo!in bod6 nespojitost
i funko!, maj!e!ch pria1tivni funkei,

11 Ii v 0 d. V!te, ie derivace je prvni Baireevy tf!dy, Dale u!ijte
oharakteristiku mnoiiny bed6 spojitoeti (vis 5.12).

14,211 Pfiklady.
(a) Bxistuje spojita funkce na <0,1), ktera nema v !adn'll bode

derivaci (vis teaa 20),
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talrto dafinovana na <: 0,1>

(b) BxiBtuje epojita funke. na (0,1), kt.d n•• kenel!nou va
riaoi na U.dnola poUntenalu <0,1) •

I a v 0 d. !uto vla.tnoat _ napf. Iralda funke. a (a).

(0) Ixiatllj••poj1u' fmlroa na (0,1), Irt"d nen! aon.toDD!
na ladnola pod1nllervalu < 0,1>.

I a v 0 d. ruto vlaatnoat _ napf. Iralda funlree a (b).

(eI) 1x1ebje abeolutnll 8POjita fWllree na <0,1>, Irtera nen! .enD-
tonn! na U.dnola pod1ntervalu <0,1> •

I a v 0 d. !uto vla8tnoat _ napf. neurl!1ti inteeral funkee
(oA - 1-), Irde A je _oU-na .. 4.11.

(ef 1x1atuj' abeollltni apoj1U. funlree na <0,1>, ktera nen!
na ladnola podintervala 11peeh1taoveka.

I a v 0 d. Iechi t~} je poeloupnoet anetin e.atrojena ve 4.12.
Ulralta, Ie a po81oapnoaU {An) 1m. vybrat p08lo.pn0811 {An } ta-

l k
kovo., Ie 11 « O,l>n~ ) -; -:J. • Pololta rex) - k pro

k Ir

xE (O,l)n"'
k

' f (x) - ° pro xS <0,1)'\~ Ank•

lJIralt., I ••aurl!11li Leb....edv intearal funlre, <f _ poladovanol
vlaatnoalli.

14.221 Cantorova funlroa.(a.)Jilaa C Cantorovo diBkonUnal1ll .. 4.5•

• aoht ",1 aaj! ataj., vienaa jako va 4.5. -n,1 - (an,1,bn,1)
a pfadpokladejae nado, Ie bn,1 < an,j Irdykolh 1 <j.

21 - 1 n-lPolo"a f(:r) - 2n pro xe-n,1' 1-1, ••• ,2 •

Dale polozaa f( 0) - 0 a pro ya C (- <0,1> - 1~n -n,i) b.a

fCy) - np f(x). Potu fmlree f
x<Y,#(a. nasiva Cantorova funkee a • na8leduj!e! vlaatn08ti:

(i) f je nekonatantn!, nekleaaj!e! a apoj1ta na (0,1> ,

(11) t' - ° a.v. v <0,1),

(11i) t nen! abaol.tnll apojita,

(1v) f(C) - <0,1>

(v)* eziBt.je QC.<O,l> a:!ry nula talr, Ie t(Q) je neallf1t11na
_olina,

(vi) je-11 xec, je Ii f(x) _ +oo('I1s 7.Jil),

'"(vii) v neapoi!etnol podanolinll C je f' _ + 00.
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(viii)* v neepo~etn4 pod~ol1nl C je ~ t • o.
(1x) tuntoe g. -t neni nekleeajioi. ale je • >8 • 0 s.v.

( b) 1" X ~t(x)+x. xe <0,1>,
'unkoe 'P sobrae.je C

(a) Bxietuje oaesena lebeegueoveky 1ntegrovateld. tunkoe t de

tinovana na <0,1) takova. Ie 11 t - ,e 1>0 pro libov'olno.
o

riemannoveky inteerovatelnoa tunko1.

If a v 0 d. Zvolte.. t oharakterietiOkou funkoi ~0£1~ .t 0< 0,1>.
kde .t je mno!1na se 4.11. (Pro ddkas nerovnoeti .Iijte toho. Ie
e je e. v. epojitiil.)

(b) B.a €. > O. Peto. roshodnlte, sda exietuje caned. lebeeglll8
oveky inteerovatelna tunkoe t detinovena na <O.l)'tak. aby

pro libovolno. R-integrovatelnou tunkoi c platilo

11
1 t - c I:> E. •

o

14.241 Pfik1ady.

(a) Bx1etuje funkce f detinovana na <:0.1>. ktera je R-in
tecrovatelna. ale neni baireoveka.

If a v 0 d. Tuto vlaetnoet aa napf. tunkoe det1novana v 12.15e.

(b) Bxietuje (o.esena) edola poloepojita tunkoe, ktera neni
R-integrovateld. na <: 0.1 >•

If a v 0 d. Uvalujte funkei (- 0,). kde , je fidka. ueavfed.
anolina kladn4 airy v <0,1> •

Ceearova funkce. Pold.e w (x) • 11. sup
11. .. 00-"" enxell' jeet111e x - (x) • ~l 211. kde ~. 0 nebo all.. 1

(Yylu~uje.e roevoje, kter4 od jiet4ho aieta obeahuji pouee jedni~

ky). J'unkoe to) eobraeuje kald1interval na interval <0,1).
Plad, Ie W je druh4 Bail!eovy Hidy a neni prvni tfidy.

14.26*1 P!ill:lad. Bxietuj e ,tukee, ktera kaldt interval I Co B1 eobranje
na 11, (Bxietuje tedy tunkee darboaxoTeka. ktera neni epojita
v ladn4. bodl ,)

1014-7781
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• .. T 0 d. Detinujlle tunlcee g. h talcto:

Jutlile dvojll:ovi ronoj cSiela x - [X] je

"!'- ...,. 1" ~

X - tx]. 0.aoal· •• all:0ll ••• 10ll ••• lOll ••• 10il ••• 10boOblOb2•• ••

k.lI.n.p.q jeou nesaporna eela ~iela. q ~ 2.
0.1 (1 • O.l•••• k • j • 0.1.2•••• ). pololme

(vpravo je

tvaru. bud

kd.
b

j
•

C(x)

h(x)

- II +

- p +

n· 0.bl b3b5••••

q • 0.bob2 b4.. • •

dvojkovi ronoj).

g(x) • h(x) • 0

Jeetlil. X - ex) neni uvedeneho

(p'ipollena•• Ie p'i dvojkovem"rosTo-

it u!iTaa. etejDe konveDee. jako T 4.25).

lUnkee C a h aaji periodu jedna a'obi sobrasuji k a l d i
interval Da Bl •

, (Dalii Tlaetnoet1 tichto tunlcei jeou etudovany v 11.6a. 23.13b.
23.26. 23.280. 24." a T 24.6e.)
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Obaahl A. Klaa1t1taoa bodd naapoj1toat1.
B. Oa011.oa tanko••
C. Charaktar1s.0. ~oi1D7 bodd neapoj1toat1.

o
A. KLASI7IKACB BOil' IBSPOJIToSn

IS.l[' CT1a.a!. Uk.ite aa pHkladaoh, I. ax1atuji raalBi tUDkoa t da
tiaoyana.. 11 t.ko..', Ie

(.) t j. n.apoj1ta T praTI jadnGa bodl,

(b) t ja neapoj1ta .. n.konean' .aol1nl a apoj1ta T nekOR.an'
_ol1nl,

(0) tje n.apoj1ta T kaiU. bodl 11•

Z tlchto pfikladd ,1yne, I. 0 po~tu bodd neapoj1toat1 tUDko. na- .
ls. n1c fi01. Pro...a•• bl1ili klaa1t1k.01 bodd n.apoj1toat1.

15.21 D.t1n10••

(a) ••chi .x1atuj ...laata! 11m t(x) • A a n.oht tUDkO. ~ n.a!
x-+a

apoj1ta .. bodl a (tj. bua a e Il(t) n.bo t(a) je rds.'
od A). Pak fit... , ia bod a je bod•• odatran1teln' neapoj1
toat1 tUDko. t.

(b) •••x1atuj.-l1 ..1aatni 11. t(x), pak fik"., Ie bod a j.
X~a

bod•• n.odatran1t.ln' apoj1toat1 tunko. t. Hosdl1m. t.nto
pfipad dale.

(~) Bx1atuji-l1 ..laatni, al. rdsn' 118 t(x), 118 t(x),
x ... a_ x ....+

pak fik"., I. bod a je bod•• n.apoj1toat1 prT'ho drab.
a hodnot. f(a+) - t(a-) n8&/..... atot.. tuDko. t T bo.1
a.

(~) J.atl11. nlktera a j.dnoatranD/oh l1a1t bua n••x1atuj.
nabo ••ni ..laatni, pak fik"., i. bod a j. bod•• n.apo
j1toat1 drub'ho drubu.

Is.)I C..111.a!. Ukait. na pHklad.oh, Ie pfipady (.), (It, oc. ), (b, ~)
s pf.dohosi d.tiD10a .ohou akut.anl n..tat a la tUDkoa adi. ait ta
ko../oh bodd n.kon.llnl aDoho.
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VUa. IfIOhi f I "1--+-1 a nlohi X .11 _ol1na .11.1!oh bolld----,
nllpo.11toet1 pry4ho drUhu. Pak X .11 Ipo~ltn'.

If' Y 0 d. Osnall.1 Xl - {xeXI f(x-)< f(x+)}, ~ - JI\~.

Stall! dok'eat, Ie Xl .11 epo~ltn', Dlbot ddtas pro ~ .1e

BDalOC10ki. _Iohi Xl f- 11). Kal1I4.. xe Xl pl.'1fail.1

rxE (f(x-) ,f(x+», J'x ra01OD'1n:£ (pro~ Ix1etu.1I'). 'atto YIID1t
14 sobrasln! jP De.ue! bit proet'. 'ato pot!1 el obl.1de tattol

Sta~! 1I0t'eat (,roa,), II aDol1na jP-l({r}) .11 epo~ltn' pro

talll' ra01OD'1n! l!!el0 r. Xe ta11l4.. X€JP-l«(r) nalesnlte

Ox ~ a tat, Ie fey) > J' pro ye (x,x+ c1'x)' Pro xl,x26.9'-1(r),
Xl ~ ~ .11 (xl,xl + c1'x)f1(x2 ,X:! + dx) - 11). Vybrid. rae1OD&ln!ho

~!ela s tald4ho 1Dtlrvalu (x, x + ~x) dotalte potflbn4 tvrsen!.
(Vis dl [D IIJ, tap. V,f), ylb 71.)

1,.,1 Vllta. Xeoht XCll .1e epo~etDi moUna. Pak ex1.tv..1e fUDtel fl

-1- -1 takOY', Ie X j I lIlJlol1nou pr'd vlleoh ",j:{oh bolld nllpo
.11toet1 prY'ho drub••

_ , Y 0 d. _Ioht Lan} .11 l1boyoln' uepo"IIan! prYtd mnol1DY ••

Polott, f(x) - 1<x In.
n 2

1,.6\ OY1~en!. Roshollnlte, sda vlty obdobn4 p'ldehos!a Ylt'- plat! 1
pro pfipady (a), (b, ~) de:f1n101 5.2.

B. asexuol punol

Dlf1nloe. Je-l1 re&ln' fUDtoe f

,ololal L1aBup f(x)-1nf eup f(t),
x'-'xo J>O u~o-c.\'''O+d'}

o.of(xo)- lDf e..,lf(t.} - f(tll!)l.
0>0 t"t:J,6(;to-J',"o+d')

o.oilae! fUDtoe f Y bodl xo'

def1noYBD' na otol! bod.. xo~Bl'

Liainf f(x)- -Liaau,(-f(x»,
x..,oxo

POllldn! ytras e, nasty'

I,.al OYihn!.
(a) Poroyn'jtl defin1e! ~..p f(x) I obYytlo.. lIef1Dlo!

11....p f(x) ! X-+ xo
x-+xo

Li•••p f(x), Liainf f(x)'
x~xo x-+xo
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Poto. exi.tujo runtoe r detiao.,..a.a 11,
.pojito.ti j. ro.,.a X. p~a.,1 td,. X je lIDO-

(.) Je-l1 runk.e r derino.,ana na okol! boda x ell' potoa r
je .pojita ., bodl x. pra.,1 kd,l o.0rll:. o.

(d) Je-li runkoe r derinO'lana na okol! bodu xosll' pair r
je .pojita ., bodl xo' pra.,1 kd,. Lt..ap r(x) • Liainr t(x).

x .....x. x-xo
(e) y'po~tlte o.0rll: pro Diriohleto.,u a RieaanDO'Iu runtoil

15.91 C.,1~on!. 'echi t je realna runtoe dotinonna na ot8'lhn4. 1n
tena~u r e 11 , Pat pladl

(a) Pro taldl oc.ell je {XEII o.or(x)<lX.} oU'YiI.na.

(b) MnoUna [xSII r je .poj1t& ., bodA x) j. tnu a/.

1,.10*1 bruni. Ieobi r je re&1d tunlco. derinO'lanA na ote.,hn4. !B
Unalll ICll" lutu a po.ta~uj!o! podainta t toaa. ab, exiato
"ala hu.h. pod_oUna He I hkod. Ie t je .p0311:a ., taU4.
bodA H j.. ab, pro talda renna ~!.la a < 11 a taut ot..,l.'aD!
inUnd Jc I b,la naj.,jle jedna • lIDoIlJI {xe: 11 'r(x) ~ b).
[x EJI t(x) < a) huta., J.

I a ., 0 d. Je-l1 r ."pOj1t&., tald4. boU ahr.,ala Ie I.

'pololh .... {x.,e 11 L1JI1at t(x)< I'<.e Liaaup r(x~ pre 1' ••e R.
• t"'Xot-+xo

1'< •• Pat I'';J.ER ..... I, ted, ex1.taje JoCl t.t, Ie
,,"'.

•
C.CHARAlfIRIZAal ..olllf BOnU IBSPOJI'OS'I

I,. 11[ C.,Uon!.
(a) le"xiabje reild raatoe t derinO'lanA IIa 11' tted je .po

j1ta pra.,1 .,e .,loGb rao10naln!oh bodeoh.

I a ., • d. Poal1jte 4.1(111) a 5.9b.

(b) Bx1.tuj. roalna ranto. r d.r1nO'laDa.. 11, ttera je .e.po
jita pra.,i .,e .,1.oA'rao1oaal.!oh bOd.oh.

I a ., 0 d. U.,a!ujU RieaanDO'Ill runlco1.

VUa. Blla XCl1•
j ej H ..oUIIa bodd
lina tnu aJ.

I a ., 0 d. Pro jed.ll i.plitaoi pOll11jt. 5.9b. J.-li X t'pll aJ.
cD

• .,olt. p.C 11 11.a., ' ••4. ~l p•• 11' X a pololt.1
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, 15.151

rex) • 0 pro x e.,
rex) je nejlllenii pi'1roun" !!:lelo • tatov". Ie x SJI'. potlld

x1··
Poe.aata. !vr.en! odstavod 5.8, 5.9, 5.l2'plati i pro libovolny
••trioty prostor. Tvreen! 5.10 plat! v libovoln'm upln"m ••trio
t". prostoru. Pot.ste s. 0 j.jioh pf.sno. for.ulaoi (ne.apo.ent.
na to, I ••• t"l aln! d.finio. osof atd.l) a 0 j.jioh ddtaa!

D.rinioe. Bod x e II _oUny lie III n..yvue obouatranni. bode.
tendensaoe eoiiny II, j.st1ile pro tald" cf> 0 Obsahuj! oba in
tervaly (x - d, x), (x, x + J) n.spol!etnf _obo bodd _oUny II.

L..... JeatlUe lIe!l je neapol!etna eoUna, jsou vhOhny j.;!,!
body &1 na spol!etn5 _oho oboustranne body kODden.ae. anoliny II•

• a v 0 d. Pi'1faChe kddeau bodu x e II, tury nen! oboustrannym
bodem tendeneace nejv5tl!'int.rval ~,bx ~ s x ~ bx' tte-
ry ob.ahUj. spol!.tn5 anoho bodd anoiiny III .toumejt. vlastnosti
t&kto v.nitl"ho .yst'.u interva1d.

D.Unic.. ..oht je dana funtee f I. 111- Ill" Bod neapojito.t1
x funtoe f na.....e bod.. nespojitoeti tf!dy (A), je.tlii. pro
tald" a > 0 eXiatuje J> 0 tak, Ie OSOtC, ) < E. pro d.chny

, body s vyjiakou spol!etn5 anoha .. a1espen jednoa • int.r..ald
(x - ef. x), (x,x+ J).
Bod nsspojitoeti x tuntee t na...... bodelll ne.pojitosti tf!dy
,(B), jeatl1h pro taU" E> 0 existuje J> 0 tat, Ie
0.Ot(7) < f. pro storo ..lechna y .. nbt.r"•• int.na1d (x-J,x),
(x,x+ cf).

VUa. l'untoa t 1 Ill-Ill .. spol!.tn5 anoho bodd nespojitost1,
prav5 tdyl taldj jej! bod n.spojito.ti j. bodea n.epojitosti tf!
d7 (A).

t 1 111- III .. anoiinu bodd neapojitoeti .!ry nu
tald; jej! bod ne.pojitosti j. bodea ne.pojitosti

VIta. P1mtoe
la, pra..5 tdyl
tHdy (B).

15.191 Dbledet. Jl'untoe t 1 <a,~ III o.euna j •• tHdy R( < a, b> )
(vie 2).51), pra..5 tdy. jeou vi.ehny jej! body n.spojitosti • tf!
dy (B).

15.20??IProbl4a. Pod.jte oharatt.ristitu bodd nespojitosti a5fite1n"
tunko. tonel!n' ..... v Ill'
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'1'II)1A 6

Lok'ln! extra~ funkoe

Obeah. A. Zakladn! vlaatnoeti.
B. CharakteriEaoe mno!in lok'ln!ch extra.d.

A. ZAKLADlt VLAS'1'IOS'1'I

Definice.
nujte U!
k 1UI0Zinii

Definajte lok'ln! extre. funkoe f I Bl~ll' defi
10k81n! extra...,. funkce f I )I-Bl (M ell) nhlede.

14. (,Vb tfeba CD I], kap. X, § J.)

\6.21 PHklady. Uledte, Ie exietuje re'ln' funkoe f def1non.n'
na Bl takov', Ie

(a) f nema I'dnj lok'ln! extre.,

(b) f ma 10k'ln! extra. (mniEua) v lealdea bodll 1UI0Uny A,
lok'lni maximum v lealde. bodll anoiiny Bane'" lole'ln!
extre. v I'dne. bodll anoliny C, pfi!e.1 A,B,C jeou neleo-
ne!ne 1UI0liny a AuBUC - Bl, '

(0) f ... lok'ln! mni.... v A, lok'lni .uiaua v B, A,B jeou
nekoneC5na a AUB - Bl,

(d) f _ v leallle. bodll loleiln! .ini....

Z tilchto pf!klad6 plyne, Ie 0 poC5tu lole'ln!ch extrea6 nel.e Dio
f!c1. VlilU1i1.e a1 proto pf!padu oetrich lole'ln!ch extreEd.

B. CHARAKTBRIZACB DollI LOKALltCH JD:TRE

Tilta. Iechi
Ye kterioh f
_oUny A, B

f • Bl~ll' A (reep. B) je anolina vleoh bodd,
_ oatre lodln! maxi.o (reep••ini.u). Pak
jew apoC5etna.

I' v 0 d. Ke kaUe•• 0" A exietuje nE I tat, Ie f(x) < f(o)
pro kalde X€(o -i, 0 + ~l, x ~ e, Poloiae An _{o .. AI

1 1, Jf( x) < f( 0) pro x e (0 -ii"' 0 + D' ' x ~ 0 • )letodo. ddlea.. 04-

atavoe 5.17 dokalta, le'vleohny anoliny An jaou epoC5etne.
Jat l.a ihned • tvr.en! pro anol1nu A dot'.at tvr.en! pro B?

16.41 Tilta. Pro kalde dvll diejunktn! ap06etne anoUny A, Bell
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,x1,""j, tlmll:e, tIll ~Il tall:0"', , II naby'" oetr'ho lodln!
ho aaxiaa (reep. ai.1..) pra.,1 ., _odeeh A (r.ep. B).

I a ., 0 d. I'obi A. (a.), B • {bn) (poelo.pnoett La.}, {tlnl

.0hOll bit 1 1I:0000el!n' ••bo prUdn'). Poloh, t(all.). i. t(bll.). - i '
t(x) • 0 pro x'AUB.

16.,[ ~ Ieohi t I Il~ll je 10 all:0"a tunll:o" II:tera .. ., lI:ald'.
bodl 11 loll:alai aill.1.... Pall: t lI.abt.,a po••e epo~etnl .moh.
hodnot.

I a ., 0 d. Pololte

plat! t(t) ~ t(x).

X,7E~, I x - 71< 1
n

An"(X6111 pro lI:ald' te (x - i ' x + i )
DolI:alte, Ie t(x). t(7) pro I1bo.,01na

Z toho t.,r.en! 1haed p17n,.

16.61 Po.a&all:a. 8tejao& .,todo. jall:o ., 6.5 .oll:ale~e, Ie plat! tall:'
...l,••j!e! t.,r••ai.

Iechi KC11' t I K~ 11 tall:o.,a toll:ee, II:tera ., lI:ald'. bodl

x€: K nab:fYa loll:alniho aid_ .,.hlede. II: K. Fall: t(K) je epo
~et.a. Poaoe! tohoto tvr.ell.! doll:alte t'l .,Ita 6.) •

• a ., 0 d. Pololte K. B a ukalte, I, t naby.,a kald' hodno
t7 po•• , v, epo~'tnl anoha bod,oh aaol1n;r B.
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! :tK A 7

D.rh... feko.

Ob.ah. A. J.dno.trannl d.r1Y••••

B. D1n1ho d.r1yao••

C. D.r1Yao. funko••

A: JBDlfOS!RAD:t DBRIYACI

CY1~eni. _.cht f j. r.alna fankc. n. 11, o.na~t.

K. (x£lll f~(x) n.ox1etlljoJ. U1raU. na pf.{kladeoh, Ie .allOR
nootat pHpdYI

(.) f jo opoj1ta a - j. jodnoho'oYa,

(b) f jo epoj1ta a _ jo nokODo~na,

(.) _. 11, (I y toato pfip.'i jo .olno o.etroj1t f opoj1toa,
alo konetrultc. jo n.oby~ojnl obtilna - Y1oA. B••1kOY1toh,
Bull. Acad. Sci. do R.oe10 19 (192'), 527-'40, ~1 tl.. 20.)

Z tlGhto pfik1a'd p1yno, 10 ani pro oPOj1tOR fRnkc1 nol.o n10 fi~

c1 0 po~tu bodd, ltd. t~ .x1otRjo. U.alDj.o proto oOR~aeDI der1
vac. f~, f~. Ani v teato pfipadl noloe aic fio1. (J__ 1•• 'oetat
vYe1.dky .nalo&1okl pro f~?)

Vita. Bud f funlt.e
K • (xe. III ex10tuji
P.k - j. opoaotna.

def1n"ana na 11 a o.na~a. anol1na
f~(x), f~(x) a f~(X)~f~(X)}.

- a
(a)

( b)
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O.nda. -1 • [xeK, fJX)<f;(x)}. ~. K'~. Sta~i
doltasat, I. -1' ~ jeoR epo~.tnl. Dolt.lto. to n.pf. 0 ano
Unl -1 nasledujici. spdeob... J[.ldl.. xEi~ prtfadte
rac10nalni ~islo rx" (fJx), f~(x» • o.na~to toto .obra
soni jako r. Sta~i 'ole'••t, Ie pn kel.I rao1onaW Helo
r j. _oUna ,.-1(11) opol!etna. (Srnnejh e ••to'oa .1111:...
y odetaYo1 5.4.) Pro t.nto ~a.l etudu.jt. lolea1ni .xtrl~

funkc. Cr'x ---. f(x) - rx • pORI1jt. Ylta 6.3.

J.ltl j 1 n t naY 0 d, t.ntokrat. pro anoltna 12.
Raj.lto r x jako nahof., ,al. naj'lt. r.o1onalni ai.la
ox' t x tale, aby .<ox<. x -c t x <' hi f(l~: i(x) > 7 X
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pro lI:ald' "E(. x) a 117) - f(X) < r pro kald'"x' ~ - x x'
YE (x.tx)' Z nerovnosti odvo~ts. Is y6 (sx.tx"

y " x =9 f(y) - f(x) <: r x (y -' x). De1'inujte 1'unll:ci

1',~ ---+ 13 pi'edpiUIl 'If' (x) • (rx' sx' tx]'

It ddkBIlU spolletnosti etalli llkll.ll8t. Ie 'r je proste. BUd tedy
x.y&~. x " s, '!' (x) .1f (y). PotOll (sx.tx). (Sy.ty ) a

x.y lsli v toato intervalu. Tsdy 1'(y) - 1'(x) <: r x (y - x).

1'(x) - fey) <: "y (x - y). Jelill:ol r~. r y' plyns odtud. Is

0<:0.

~ Poslsdn! vitu llle "obrll.tit". takls dostava.s upln' ~eAeni

probl'.u. Plati totil.

Bschi lie 11 je epolletna 1II10Una-. Pall: exiBtuje 1'unll:oe l' dsfi
novana nB 11 tBkod. Ie {xelll fJx). f;(x) ex1stuji a
1'Jx) " 1';(x)} • II•

• a v 0 d. P~iPBd II prll.lldna nebo lI:onellna je tr1vialni. .echi
tXnJ je erovnani 1II10liny II v prostou posloupnost. Polotte
1'('"'n) • lIn. f(x) • 0 pro xE 11' II. Ukalte. is

1';(xn) • - 00 • 1'Jxn) • + 00 a pro xtill buil aleepoD jednB

jednostrannll. dsr1vacs neexistuje nsbo js f·(x). o.

~ Vita. Z vl1;y v odStBvci 7.2 odvodte,

(B) .echi f js funkcs nB intervB1u (a.b) a v ladn'. bodi inter
va1u (a.b) neal!. dsrivaci. Pall: 1II10lina bodd. ve kterych alespoD
jedna jednoetrannll. derivace neexietllje. je hueta v (a.b) (tj.
v libovoln'. otev~enell pod1ntervalu intervalu (a.b) exietuje
aleepoD jeden takovy bod.

(b) Becht 1':(a.b)~11 je konvexni na 1ntBrva111 (a.b).
Pall: 1" eX1etuje nB (a.b)'II. II:de JI je epolletna III1pUna•

• a v 0 d. Uvalte. Ie konvexni funkce .a v kalde. bodi vlaetni
obi jednoetrann' derivace - v11l [DII]. kap. V. § 11 nebo tel
Uaa 13.

Probl'a. Je 1I0ino tvrlleni 7.4.b ~brat1t v tQDto sayelu•
• echt II j e epolletna podlll1oUna interva1u (a. b). Pair exiBtuj e
konvexni 1'unkce na interva1u (a. b). ktera all. derivac1 pravi v bo
dech (a.b)'II? Odpovid na tento problem je forllu1ovana v odetavci
7.7.
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Le_a. Keeh~ f'n jeoll epojit' f'unkee na illtervalll (a, b),

f'n=* f' na (a"b) I nech~ exiBtaj e Y1aetn:! derivaee epra"a

(f'n)~ (x) pro kdd' x.E(a,b) a Icald' n'. a neeht (f'n)~=*1

na (a, b). Keoht pro kald' n E K exiBtuj e vlaetn:! derivao. f'~(x)

pro x6(a,b)'Kn, kde ~ je konel!D4 lUloUna. Poto." f'Wlkce f'

na intervalu (a,b) vlaetn:! derivaoi apra"a a plat:!

f'~(x) - I.(X) • li. (f'n)~ (x) pro kald" xe.(a,b).
n~-

ObdobD4 "ilta plat:! pro derivaei ale"a. Dolcalte!

• a " 0 d. Pro xo" (a, b) dd'inujte f'unlcee fn

(O,b-Xo) (reep. (0,+ 00) v pHpadil, Ie b _ + 00)
f'n (xo + h) - f'n\X o)

J'n(h) - h

na inter"al.

taktol

Poace:! Bolaano-Cauohyo"y poda:!nlcy a 26.8.b dokalte, Ie
f'(xo + h) - f'(xo)r,~ h - Potoa 11lijte lIoors-Oecoodo-

Pfilclad.

(a) Bud. (a,b) oaeaeni interval a poelol1pnoet {an} l1epofad&n:!
dan' epol!etn' IUlOUny Il. Def'inujte pro Ica'" i E. f'Wllcoi
f'i taktol

pro

pro

xE. (a,a i )

x6{apb).-Kech~ f' - ~ t ~. Poaoei 7.6 l1kalte. Ie exietuj i vlaei~
i-O

derivaee f'~, f'~ na (a, b) a ukalte, Ie f';{x) - f'Jx) ,

pravil kdyl xE (a, b) ')4. Zkonetruo"ana f'unkee je nade nekle

eajie:! a konvexn:! na (a,b).

(b) Polcuete ee "vylepilit" pf:!klad a (a) talc, aby f'unke. f' byla
na,,:!e roetoue:!.

(e) Polcuete ee prob1'a vyfeilit i pro necaeaeni interval {a,b)l

B. DUIHO DIlRIVACI

17.81 Def'iniee. Blld f' realna f'unkee def'ino"an" na olcol:! bodu

XoE. 11·

1014-7781
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Polo!•• f(y) - f(x e)D+ f(x o) • limsup
y~xo+

y - xe

f(y) - f( xo)
D+ f(x e) • lim1nf y - Xoy~xe+

D- f(x o) •
fey) - f(x o)lill.up s - Xoy- xe-

f(y) - f(x o)D f(x o) • 11.1nf- y - x.
, y .... xo-

~isla D+ f(xo)' D+ f(xo)' D- f(xo)' D f(x o) ss nazyyaji der1Yo

vana ~isla funkee f v bode xo' Js-11 funkee f def1novana na
1nterYalu (a,b), potOIl funkee D+f, D+f, D-f, D_f (nabyyajiei 1 .
nevlastnieh hodnot) nazyv8ms D1n1ho der1Yaee.1 funkee f na .1nter
valu (a,b). Kens~ne bud horni a dolni der1vaee def1nevana jako

f( y) - f( xo)
!? f(x o) • 1l1n (D+f(xo)' DJ(xoH • lill1nf y _ x

Y-+ X o 0

n f(x o) • max (D+f(X O), D-f(xo» • l1aeup
y_xo

•

~ CY1~.ni. Ukalte, Ie

tj.( a) •Der1Yaee f(xe) ex1stuje, pray. kdyl !? f(xe)
praYI kdyl ee Ylleehna derivoyana l!isla funkee
roynaji.

(b) Jsou-11 l!iela D+f(xe), D+f(x o) konel!na, je funkee f spoj1ta
Y bode Xo spraYa. Obdobne zleYa.

( 0) Ileeht funkee f
D1n1ho der1vaee
Pokllste se tlltO

je l1pseh1tzoYska ns 1nterYalu I. Potom
+ • - ~ ID+f, D f, D_" D f jsou olllszen.. funkee ns •

Yetll ·obratit"!

(d) Je-11 f neklesajiei funkee na 1nterYalu I, jsou yieehna der1
vovana l!isla funkee f y kaldall bode 1ntervalu I nesaporna.
Plati 1 tYrzeni obraoena - v1s 27.1.e, 27.4.a.

(e) Vypol!tete D1niho derivaee DiriChletovy a R1eaannovy funkee!

(f) Vypol!itejt8 Din1ho derivaee funkee f,x_ sin llx, f(O) • o.

*(g) Vypol!tete Diniho derivaee funke! g,h z 4.26.
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nta. lecht
je epolletna.

I a ... 0 d.

f:(a,b)-+11• PotOll {x4i(a,b), D-f(x) <: D+f(X)}
Dokaltel

Poetupujte etejnl jako ... odsta...01 7.2.

]7.11* I. Po~nUlka. Din1ho deriveoe In def1novat 1 pro sobraun:£ 11
do l1bovolnebo metr1ckebo pro.toru (P, f). \D+\ f(a) •

• 11JU1up f(f(x),f(a» _ .jieUU, jaki je ....tah m881 U&1to
x -a+ I x-a 1

D1n1ho der1veoelll1 a D1n1bo der1...acea1 def1novanja1 ... 7.8 ... p~!pa

di P. 11• Lee dokasat nap~. analog11 pfedoboe!bo t ...reen!.

L1teratura k to.uto proble.u: A.P. Ba1enab: On tbe ab.olute D1n1
der1vati...ee, R..... Roua. Math. Pure. et Appl. 15 (1970), 1593-1597.

17.12"'1 Vita. Bud f .pojita funkc. na B1• Pak Il. {xeB1, D+f(x) ,t

,t D_f(X)} je pnn! kategor1e v B1•

H a ... 0 d. Bud Ill. { x E B1,
Stall! dokasat, Ie anol1ne III

D+f(x) > D_f(x)} , ~ • Il'~.

je pr ...n! kategor1e... 11, Pololte

dotasat, I. talda • anol1n

A .(XEl11 DJ{x) ~ r<:. "::t,r,.

x < y <: x + litJ
pro t611, r,eeR, res. Stel!!

fey) - rex)
y - x

At,r,. je f!dka ... 11 (proll?). Z p~.dpokladu, I. Ak,r,. j.

husta ... nljakelll 1ntervalu (c,d) vYVOdte, Ie D+f ~. na (c,d),

UI1t!. tvrseni 27.1.c dokalte, Ie fuakce f(x) - ex je nekleea~

j!o! na 1nter...alu (o,d) e tedy D_f ~ e v kelde. bodl 1nter...a
lu (c,d), col je ve eporu • def1nio! anoliny AII:,r,••

Bud f realna funkce defino...ana na ot....~en&. inter
Il • {Xli II D+f{x) • + coDJ. Poto. :;Ll(X) • o,

Bud ll:tXE.I, f{x)<f(y) pro l1bo...oln& 1, x<1<:1 +

Vita (Sak.).
valu I. Bud

I ..... 0 d.

+ lin}.
00

Pak X. ~l~. Tedy eta/!! dOkasat, Ie pro lI:aldj inter...al

Jell' .ll{J)<l/n plat! .ll(XI"l~f'lJ) • o,
holme takovj inter...al J. Punkoe f / ~ f'lJ j e nek1811aj !c! a tedy

ex1etuje inter...al Jo' Xn(\JCJcc.J a nekleeaj!o! funkoe If d.
finovana na intenab Jo'lf' (x) • f(x) pro xe~nJ (vis 16.16).

Bud A1• {xeJol 'I' ned v bodl x konellnou derivaoij ,

Ail. {X6Ilnf'lJI sx1etuje d"> 0 tall:, Ie {x,x+(:J'>n~ • Ill}.
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Potoa 11(Al). 0,

Nyn! eta~! dolcaEat,

A2 je epo~etna, a tedy Al(AIU~) • O.

Is Ilnlln () JC.!'lUA2 •

17.14*[ POEntmka. P~edohaEej!e! v~ta je epeeialn!. p~!padea naeleduj!o!
ho tvrEen! (tEV. Penjoy- Young- Salcsova v~ta. jej!l d~lcaE 8e na
ehaE! napi'. y lenin S. Salcs: Theory of the integral,"arsEawa 
tw6w, 1937).

Neohi t je Icone~na funlcoe definovana na intervalu Ie Sl'
Potoa existuje nulova lIno!1na ACI talcova, Is pro Ica!dt bod
x 6 I' A nastava j edna E nasleduj !eioh aolnoet!.

(i) Sxietuje vlastn! f"(x).

(ii) D+t(x). DJ(x) ESl' D-f(x) • + 00 , D+t(x) • - 00 •

(11i) D-t(x) • D+t(X)E Sl' D+t(x) • + 00 , D_t(x) • - ot:>.

(iv) D+t(x). D-t(x) • + 00 , D+t(x) • D_t(x) • - ot:> •

Ralcreelete ei, jalc vypadaj! tunlcoe, Ietere v dane. bode eplnuji
nekterou E .olnost! (i) - (iv)! Zjiet~te, Ictere pripady a v Icte
~ieh bodeoh naetavaj! pro Dirieh1etovu funlcoi a pro tunlcoe g,h
ze. 4.26.

O. DSRIVAOS FUlfKCS

17.151 OvHen1. Sestrojte realnou tunlcei definovanou na 11' ktad ..
vlaetn! derivaoi.

( a) pral.ve ve vi~eh bodeeh dane kone~ne lInoliny,
( b) prave " bodeoh neJake nelcone~ne epo~etneve viteh anoliny,
( 0) pdvl ve v lis eh bodseh dane otevrene anoliny,
( d) prave ve vheh bodeeh dane usavrene anoUny.

lIT II. v 0 d. Pololta f(x) • [diet (x,Fl]2 • D(x) pro kdde

XESl' Icde P je dana uEavrena anolina a D je Diriohletova
tunlcee.

Il {S r s:: t(x+h) - t(x) ~
le,rl'r

2
• XE 11 I" h _r2

pro lceN, rl'r2 E R, rl< r 2 • Je-l1

uvdujte pro kdde h, O<.\h\<.l/k

Vita. Neoht t je l1bovolna tunkee detinovana na Sl' Poto.
lII10Una Dt• {x e Sll VB kteryoh eX1Btuj e vlaetn1 t:' ('X)} j e typU

FeJ·
• a v 0 d. Pololte

1014-7781
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doetateeni veld ne 1'1

f(x) - f(xn)----...--Ex - xn

!e plat! Df •

tak, Ze plat!

Z techto nerovnoet! enadno doka!ete,

17,17*' I Pfiklad. JIIechi )lell je mnoHna typu Gel' a nulov' miry, kterA
je hueta v 11, Pak neexietuje funkce f definovana na 1 1 take
va, Ie )I. Df •

1'1 a v 0 d. Pfedpokladejte,!e takova funkce f eXietuje. Pfedpo
kladejte dale, !e plat!:

Pro kazde kl!1'I a pro kddy otevfeni interval Jc. 11 exietuJ!
x1'x2 E:J, xl ,. x2 tak, Ie I f(xl) - f(x2) \ ~ k I xl - x2 I .

Ollnaete Lk• {[xl' x2} E: 12 , xl<x2' If(xl) - f(x2)\~ k IXl - x21}.

Polozte Gn,k· [X~X2J£L (xl'~)' Potoa Gn,k jaou, hued v 11,

IXl ~I<:!.l
n

,edy n Gn,k('\lI,. fII. Spor obdrUte tak, Ie dokahte, Ie v !ad

ne. bodi mno!iny f:k Gn,k nemd!e mit funkce f vlaetn! derivaci•

•
Tedy ex1etuj a k E: 1'1 a interval Jell tak, Ie

If(xl) - f(x2)\ < k IXl - ~\ pro xl'~ e. J. Vid!lle, Ie funkce

f je lipechitlloveka na intervalu J, a tady f'axiatuje vlaetn!
ekoro v§ude na J. To je ov§ell epor, nebot -ll (Df) • O.

17.181 POllnamka. Z pfedchazej!c!ho pfikladu plYne, Z8 tvrlleni 7.16 nen!
definitivni, tj. exiatuje mnolina M typu Fbel, pro kterou
neexietuje funkce f tak, ze Df • II. !'Iaekyta ae problem charak
terizaca tech mnozin M, pro nez existuje funkce f tak, ze Df.)I.

~ento problem re§il Zahoreki (Punktmengen in welchen eine etetige
Funktion nicntdifferenzierbar iet, Rec. Math. Kat. Sbornik, 9, 51
(1941), 485-510), ktery dokazal naeledujici vetu,

Bud KeEl' Nutna a poetaeujici podminka k tOIlU, aby exietova
la funkce f definovana na 1 1 tak, ze M. Df je, aby mnozina
11' M byla ej ednocenim mnoZiny typu GJ a mnoZiny typu Gdl3'

miry nula.

Podobny uplny vyeledek dokazal Tllodike (On eets of pointe where
the der:i.vativa ie aqual to + 00 . or - aQ respaotively, Kat.
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8born1k, •• 5. 43 (85) (1957) 429-450) pro pf:!pad nev1aatn:!ch da
rhac:!.

17.19~1 Vita. Hecht & je 11bovo1na rea1na funkoe def1novana na B1 ,
ktera .a vAude v1astn:! nebo nav1astn:! der1vao1. Potoa

(a) « je spoj1ta vAude s vyj1akou epo~etn4 anol1ny,

( b) I'E B1(11) •

(Uvldoate a1. Ie zde pr1poult!ae jako funkce prvn:! Ba1reovy tr!dy
1 funkoe nabjvaj!o! nekone~njoh hodnot - viz poznaaku 12.20.)

kald4 J>O je
ex1etenoll ) ,

f neepoj1ta na nespo~etn4 ~ol1nl ukalte. Ie e~1stuj:!

r<s tak. h _oUna II. (XE111 L1l111nf fey) ~ r ~ e 5'
y~x

&(y)} (o.nallen! ~b 5.7) j e neepo~etna. Je-l1 x€ II

v 0 d.

Je-l1
~!a1a

_ a
( a)

:liL1uup
1:-+ x
obouatrannj hroaadnj bod anoz1ny II (tj. pro
(x,x + d)f111 ~ Ill. (x -a,x) /111 ~ III - dokdte
ukalte, Ie f'(x) nee~1etuje.

(b) Poul1jte odetavce 12.9 a dokazujte tvrzen:! spore•• Bud P
neprazdna uzav!'ana _oUna. 0( <; 13 takova. Ie anol1ny
lxePI f'(x) <oc}, {XEPI t'(x»~J jeOIl obi hued v F.

PoloUe Gil. (x€ PI ex1etllj! x1'''2£ (a,b). x-l/n<xl<x<x2<x+
f(x2 ) - f(~l) o.}

+ 1/., x
2

_ Xl > I'" ,RJl. £.xePI eX1etuj! xl,x2 IE (a. b) ,

Z Ba1reoyy vlty 0 kate&or1:!oh plyne, Ie eX1stuje
DO .,

x06A:\ Gnn[.\. Rn• Dokalte, Ie t'(xo) Jleex1st_je. 1':!.

obdrl:!te sper.

17.20 *1 Vita. Kechi « je
c1. Poto. anoUna
nula•

11bovolaa tunkce aaj!c:! viude na 11
(. x E III I"(X) • + oo} je typll Ge;Y

der1v.
a ai.ry

• a v 0 d. Poal1jte pfedcha.ej:!c! vltu, 12.2) a 7.13.

PozUaka. Hecht lie 11 je _oUna tYPII GJ a a:!ry nula. V.n1ka
ota.ka, .da ex1atuje tunkce f def1novBDa na Bl• ktera .a viude
De 11 derivao1 tak. Ie II. {xe. B11 r: (x) • + 00J. 1!aetellnol
'elen:! tohoto prob14.. podal V. Jarn:!k, ktery dokazal, Ie e~1etllje
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funkoe g definoyana na B1 tat, Ie X. (XE B11 I(x) .. + "",}
a pro kaide x e B1' II .. fW1ll:oe g konel!na dechna eleri'ro'fana
l!i81a.

~plne feieni podal Z. Zahoreki, tterf clotaaal, Ie takoya funk
ce f exiatuje.

Literatura. Zajeaoe odkazujeae nB 1!1anek A.X. BrukDer - J.L.
Leonard, nerinth.. , [AIlIl) 73 (1966), 24-56, kele ee achou elol!id
o elaliich zajiaaYoetech a Yyeledcich v pfehleelD' foral B DB ,dyoel
ni 1!1anek Z. Zahoreki, Sur la premiere cleriy'e, Trans. Aaer. Math.
Soo. 69 (1950), 1 - 54.
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J1n~ druhy apoj1toat1

Obaah, A. S1lna epoj1toat.

B. Slaba apoj1toat.

C. Aprox1aat1yni apoj1toat.

D. Dalii .poj1toat1.

T prynia ro~niku aa def1nuje pojea apoj1toat1 funkea Y bodA a pojea
apoj1toet1 funkea Y 1ntarYalu. Zopakujta prialuin' def1n1oe. V toato refa
ratu ee budeme zabyvat obdobnya1 pojmy pr1 "troehu pozafnfnioh" daf1n1cich.

A. SItKA SPOJIfOSf

Daf1n1ca. Kacb~ funkoe f je def1noYana na j1et'm okoli bodu
X

0
6 Bl• ~ekne.e, ie f je a1lnA epoj1ta Y bodf xo' jeatl1ie plati,

3cf>oV'e>o'v'x (x£(xo-cJ',xo +d) "'\f(x)-f(Xo) \ <: £O).

~aknaae, ie fankoe f def1noYana na oteyfen~. 1nterYala Jell
je a1lnA epoj1ta na J, je-l1 a1lnA apoj1ta Y kaid~. bodA 1ntarYa
lu J.

18.21 Poall&all:a. UYfdoate ai, ~ia Be lUi defin1ee alln~ apojitoat1 od eb
yykl' def1n1ee apoj1toat1.

Def1nujta obdobni "a1lnou apoj1toat zleya" a "a1lnou epoj1toat
apr.'Ye" •

18.3[ CY1oen!.

(a) Punkoe f je a1lnA apoj1ta Y bodA xo' praYA kdy! je konatantni
Y jiaU. okoH bodu x o•

(b) Punkee f je a1lnA 8Poj1ta y eteyfen~. 1nterYalu J, prayi
kdyi je Y toato 1nterYalu kon8tantni.

Je Y1dh, Ie def1n1oe elln~ epoj1toat1,~ all ai dobry aayel, neni
yoelka k n1oeau. pfehoaenia dYOU kYantif1katord Y def1nio1 epoj1toat1
je.e obdr!el1 def1n101 tfidy a1lnA apoj1tyoh fankoi, pfi11ea! tate
tfida aplyy' a tfidoa konatantnioh fankoi. Poku8i.e ae nyni aobecn1t
def1n101 a1ln' epoj1toat1 na sobraaani y metr1ckyoh proatorech.
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CTiceni. BUdte (P, so ), (Q, 6") aetr1cke prostory, t: P - Q
sebraseni P do Q. Pf1pollente det1n1c1 epej1toet1 sebrassni t
T bodl XoE P a defin1e1 epojitoet1 t na P. Dale e1 uTidoate
ekTiTalenci naeledujieieh pedainek:

(i)

( ii)

(iii)

( iT)

t je epoj1te na PI

t- l (G) je oteTfena 1II10Una T P pro kaidou otnfenou
1lIl0iinu G y (Q,6');

Fe. Q ussTrena ~ t- l (F) uS8Thna T ("I', f) I

t <A)e teA) pro kddou llIleZinu AC P.

de (Q,6'). Aeknelle,
t(I)C teA) pro ka!-

Detiniee. leehi t
!e sobraseni t je
dou anezinu AC P.

j e sobraseni (P, f' )
eilne spojite, jsetlUe

CTiceni. Uka!te, ze kazde silne epojite sobraseni je spojite a
eestrojte pfiklad spoj1tehe sobraseni, ktere nen! silni epoj1te.

18.71 Cvicen!. Dokazte ekviTalenei naeleduj!e!eh vyrek!:

( i)

( 11)

(11i)

sobraseni t je eilnll spojite;

teA) • teA) pro kddou llIloUnu AC PI

t(A')et(A) pro kddou anoUnu ACP (A' snuena derinci
anoUny A, tj. llI1eZ1nu Tisch hrolladnyeh bed! 1lI10Z1ny All

t- l (B) je ussTfena llIloZina pre libeTolnou anoUnu BCQ,

t- l (B) je oteTfena anoUna pro l1boTolnou _oUnu Be Q:

t-l (B) je obojetna (tj. SarOTen oteTfena i uBaTfena) ano
Una pro l1boYolneu anoUnu Be Q.

18.81 CTiceni-
(a) Bud t:(P,~).-+ (Q,<3') sild spoj1te Bebrauni, bUd ACP

neprasdna eouTisla _ezina. Petoll teA) je jednobodoTa _0
Una,

(b) Ukazte na pf!kladi, !e sobrasen! t neausi byt silnl spoji
te, sobrasuje-li kazdou souTieleu ano!inu na jednobodoTou _C
Unu.

(c) Bud (P,SO) lok41nll ee... iel; metrieki proetor (pfipoaeiite
detiniei)I neeht Bobraseni t pfeTadi ka!dou souvislou
neprasdnou podanozinu proetoru P na jednebodoToU ano!inu.
Potea t je silnl spoj1te.
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la.9[ Prob14a. Charaltterbujh vliechna s1lnli epoj1t8. flobrazen!
"e e~elu det1n1ee a.5 1nter"alu JC 11 do 11, Porovnejtll take
a det1n1e! • a.l.

B. 8LAHA SPOJI!OS!

Det1n1ea. Aekneaa, Ie
11na bodd neapoj1tost1

t,ll-.ll je elab~ apoj1ta, jaetl1le ano
tmkee t d mru nula.

la.lll C"i~en!. Ultalta, Ie naeleduj!c! pod.!nky jsou akv1"alentn!'

t ja alabl apoj1tal(i)

( 11) je-l1
Itda H

GC 1 1 ot....f'ena lIZloUna, potoa eX1etuj! IIZlOUny H.A,

je ot....f'ena a A nUlov", a plat! r-l(G). HUAI

(iii) ja-l1 7c 11 uzavf'8na mnolina, potoa ex1etuj a uuvi'ena 1IlI0

lina ! a nulova lIZlolina B talt., Ie t-l( 7) • !,B.

la.12[ Probleay. Vyletf'ujte dall! vlastnoat1 slabl spoj1tyeh funlcei.
Je napf'. eou~et slaW epojityeh tunke! alabl apejita tunltee?
POdobnli pro eou~in ai altladan! talco"yehtunke!. MAlete talce skou
mat integrovatelnoat, alf'itelnoat apod.

]a.13[ C"i~en!. Ultalte, Ie naplat! naeleduj!e! tvrzen!'

Jaou-l1 t,c slabl epojittl tunlcee, potoa je t*C Blabl epojita
tunlcoe.

I • v 0 d. Bud C Rie..nno"a tunlcee a t neehi je eharalcter1e
tiolt' tunlcee lIDoliny (lin}.

18.14) C"1~en!. Je-li t epojita, C slabl epojiU, poto. je t* C
slabl spojita tunlcee.

!S.15[ C"i~en!. leehi t a C jaou slabl spoj1te tanlces a pfadpoltla
dejas, la tunlces C .. n8eleduj!e! "laatnost.

"ll(A) > 0 :::::>~(C(A» > O•

•Potoa ja tunltea t* C alabl apojit'.

c. APROXIMA!IYIt 8POJI!08!

Is.161 Dat1niee. Kechi lie 11 je leb..gll8o....lty aUUsln' 1IZl0lina a
nsehi x" '" 11, Jeetlile ex1etuj s

,
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11 [II n < XO-h,x +h:>]
1i. o. D (II,XO),h-.O+ 2h

fekneme, ie huetota anoiiny II Y bodI Xo je royna D(II,Xo)'

Je-li D(II,xo) . 1, fika.e, ie bod Xo je bode. h.atotl .ooli
ny II.

la.171 PosnUokl.

(a) Zfejml 0 ~ D (lI,xo) E;: 1. Li.Ua Y (~) ne_e! ddl
exiatovat - eeetrojte pfiklad!

(b) Bod Xo ovl•• ne.uai 1.iei Y III
ynitfni. bode. anoliny II, je bod

jeet1ile ylak Xo je
Xo bode. h.etoil anoliny II.

CYi/!ani.

XoE B1•

(0) Je-l1 Xo bode. huetoty anoUny II a Q. 11 " II, ,ot..
D(Q,xo) • o. Nltdy ae tat' fita. Ie bod Xo ja bod.. fidtoeti
anoUny Q.

Ifaoht lie 11 je 1ebeec1l8onty .Ifitelna anolina, naohi
Poto. Xo je bode. h.etoty anoiiny II, ,raYI tdyl

Al [II n(xo,xo+h)]
11.. h • 1
h-+O

(sde k1ade.e (a,b). (b,a) pro b < a).

la.191 Lebeac.eoYa Ylia 0 h.etotl••echt II je 1ebeac.eoyety alfite1na
anolina Y Bl • Potoa skoro Yieohny body anotin:r II jao. b.ody
h...toty anoliny II. SpeciAlnl: Je-l1 .A l ( lI ) > 0, potu .x1eh
je X oe II tat, Ie II (lI,xo) • 1•

• a Y 0 d. Bod x ja bode. h.etoty anoiiDl II, ,raYI kdyi neurl!i
tt Lebeac.eay integral oharatierietick' tuntce anolin;y II ... Y bo
dl x derivaoi rovnon jedn'.

la.20 l Cyi/!an!. .echt II je anoiina kone/!n' .iry. Detinujae tunkoi

Potu p1aU:

(a) Puntoe ac:;)1 je abeo1l1td apojUa na k,.Id". IIsaYfe.". biena
111 Jell a 0(11 j e netleeaj ioi na 11,

(b) Je-l1 .ll(J1) > 0, nen! XII lUli tODY'8xzd lUli tontayni na BI'

(0) Bod x.Sl1 je bode. huetoil anoliny II tehdy a jeD tehdl,

kdll ac:;.(xo) • 1.
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Necht XoEll a necht funkce f je definovana na
xo' Aekneas, Is funkce f je aproximativni spojita
jestlUe existuje lIlIloZina lie 11 tak, Ie D(II,xo) .. 1
.. f(xo) '

Definice.
okoli bodu
v bode xO'
a 11. f(x)

x"'" X oxe II

Aekneae, Ie f je aproxiaativne spojita na intervalu (a,b),
je-li f aproxi.ativne epojita v kald'. bode tohoto intervalu.

18.22*f Vita (Denjoy). Xecht f
valu <: a, b >. Potoa je
aproxiaativne epojita ve

je ekoro vAude kone~na funkce na inter
f .ifitelna tehdy a jen tehdy, kdyl je

skora vBech bodech intervalu ..:::. a, b >•
•

N a v 0 d. Je-li f aefitelna a E> 0, exietujepodle Luzine-
vy vity spojita funkee « na intervals < a, b > tak, Ie lIIIloUna
Ae. .. {xe <a,b> I 1'(x) .. c(x)} .a mru veU:! nel b - a - E..
Pro vAechna X oe AEo n <;: a, b > , kter' j eou body hustoty teto .-noU
ny, je f aproxi.ativne epoj1ta v Xo (za anoz1nu II z def1n1ee
lBe vzit A£:). Odtud plyne, Ie .-noUna l! vBech xe <a,b> ,
v niohl je f aproxiaativne epoj1tl1., je .U1telna a Al(B) .. b-a ,

Jest111e f je aproxiaativne apojita e.v. v < a,b>, je f
.efitelna. Staat vysetfit pf:!pad, Ie f je omezena. (Jinak byehoa
psali f .. li. tn' k4e t n .. ain (max (t,-n),n».) Becht

M ....

1:£11 a 11'1< K na intervals <a,b>. 'echt i je eyadm vhch
tankc! !f na <;: a,b > takovych, le f(a) .. 0, y'(x) ~ (t(x) e,v,.
'f(x) - $>(y) , s I: I x - y I pro vSechna x,y£"< a,b > •

Pclozte P I x ~T~~ ~(x) a dokalte, Ie P je lipech1tzovaka

DB < a, b >. Potoa ull:alte, Ie P' .. l' na lIIIloline bodd aproximativ-
ni apojitoati tunll:ee f.

18.2)[ PHklady

(a) Punkce apojita v bode x je aproxiaativne spoj1ta v tomto
boU.

(b)'" Kacht l' je nnpojid fellen! rovnice t(x+y) .. f(x)+1'(y)
~iz 18.11). Poto. l' nen:! aprox1.ativne spoj1ta v ladn'm
bodi 11'

• a v 0 d. I:dyby l' byla aproxiaat1vni apojita v nejakem
boU ,byla by omezana na jist' .-nozine kladne airy. Nyn:!
llIijte 18.22.

(c) Becht .'x t-+ ain (l/x). x+0, C(O) .. O. Pctoa g nen!
aprox1aat1vni apoj1ta v bodl nula.
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la.241 CYil!eni. Oznal!me it system ... hah mif'iteln,tah llIlolin lie 11
takovych, Ze kddy bod xElIi je bodem hustoty anoUny II.

Beaht f je konel!na funkae na 11, POtOll je f aproxillativnl!
epojita, pravi kdy! pro Icdde aEl 11 plat!

Lx eBll f(x):> a} e.f1:', pe !Ill f(x) < a} E -Jt-.
la.251 CVil!eni.

(a) Vyliethte lIll1oZinova vlaetnoeti .y.tall11 .:It (uza... f'eno.t na
jednotliva operaae).

(b) llecht a611 a f,g jsou funlcae aproxiaathnl! .pojita
na 11, . Potom j.ou funlcae f+g, of, fg aproxiaativnl .poji
ta na Bl•

(a) Rozhodnete, zda limita .tejnollirni konvergentni po.loupno.ti
aproxi..ativnl! epojityoh funlca:! na (a,b) je aproxillativni
epojita funkae.

la.26l T't'rzeni. Kaida olles.na aproxiaativnl epojita funka. ma primiti...ni
funlcai •

• a ... 0 d. Ukaite, I. tako"'a funkae je ... iude ro...na derivaai .... &ho
neurl!iteho Lebe.gueO't'a integralu.

18.27 \ PHdad. Funkae I s a.210) ... prillit1vni funkai, ale nmi apro
xizativnl .pojita.

18.281 PosnallkY. Z 8.26 p1yne, h kalda ollesena aproxiJllativnl! .pojita,
funkoe f je pr...ni Baireo...y tf'idy. Toto tvrseni plati i pro neOlle-
sene aproxiaati...nl .pojita funkoe - 1se napf'. u!it 12.9.
Spea1ll.1nl jeou tedy _oUny (XEI11 f(x):> aJ,

{x€lll f(x) < a} typll '6' pro kdda aell'

18.291 Ormal!eni. Jeou-l1 I,Fc 11 mlUteine _oliny, pUme POI,
je-l1 PC; I a lcaUy bod moUny P j e bodell hu.toty moUny B.

[8.30*1 Lellll8. Ifeaht Ie 11 je mif'itelna _olina, POl usa...hna _0-
Una. Poto.. exi.tuje u..... f'ena _olina HC 11 tak, Ie PC: HOI.

If 8. v 0 d. Beaht F ~ 0 a neaht {(an,bn)} je poslollpno.t
... seah etyl!nyah inter...ald mo!iny P. Osnal!lle DCn • an' pOkud

anE 11' DCn • ba - 1, pokud an· - 00 I ~n·. bn, pokud

bnE 11' ~a· aJl + 1, pokud bn• + 00 • Pro kalde nEIf

poloille a:. t (OCJl + ~Il) a induka:! definuje... 0: pro k > 0
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tall, aby ok E (ok-1 ~n) k k-1 (~ k 2, a c - c. - on) •n n n n n

D41e dst1nujsms 1nduke1 ok pro k<O tak, abyn

ok E ( OC ok+1) ek+1 k (ek .,. 2 ,lfscht
~

a - an • DCn) • I jsn n' n n n

mDol1na ~isch bodd mDol1n;y I, ktsra jsou jSjiai body hustoty.
k - II: I k+1Zvo1ms Hn C I n (en' on ) uza~fsnoutak, aby

,;{1 ([ i (l (0:. o:+l)J ~ H:) ~ 2-n - \k\ (0:+1 - 0:).

Pak ataU poloUt H. P U U Hk
k.n n

18.31*1 T~nsm. Ifschi Ie..ft a nseht I js typu '6'" Pak f'x1stujs
aproximat1vn6 spoj1ta tankes )p dst1no~ana na 11 tak. Is

f(x) • 0 pro xf I a 0 < l' (x) ~ 1 pro xlE I.-• a ~ 0 d. Ifseht I..J "', I. U1 " , uzavfsna a nsprazdna •r: l'I n- n n

Po10tms HI.'l a 1nduko! dst1nujms uza~fSDa mnol1n;y Hn tak.

Aby, [1 'k U Hn_10. Hn a I. Da~s dsf1nujsms mDOZin;y Hr pro

~isohna ~ia1a t~aru p/2q , q. 0,1.2, ••• , p • 2q , 2q+1, 2q+2 ••••

(1nduko:{ podls q I pro q. 0 jsou jiZ dstino.,any). Js-l1

~ • (2p+1)/2Q+I, ~oli.s Hr uza~fsnou tall:, aby

Hr,a H~O Hr", kds r • p/2Q a r". (p+l) /2Q• Pololms

x61.

pro

pro1

int t rl xIS: Hr }

Snadno as dokals, Is jP .. polad~ana ~1..tnost1.

Pfsdohosi t~r.sni spo1u s odeta~osm 8.26 da~a molnoat kon
etrukos takov1eh funke!. ktsra maji malou mDol1nu bodd spojitoet1
a maji pr1a1t1vni tankoi na 1 1,

18.32*1 brum. Bxietujs omsud tunkes 'f na 11 majioi primitiYm
tank01 takova, Is mnol1na bodd epoj1toeti tankos ~.a miru
nu1a•

• a ~ 0 d•••ohi {rn) js posloupnoet viisoh.,.,
Pololt. Gk• ~I (rn - 1/k2n• r n + 1/1I:2n) ,

II • lI1' G. Potu 16it a 11 j s typ. '6'.
podl. 8,31 .a polado~ana ~1..tnoat1.

pr~kd mDol1ny R•

nG • k.1 Gk •

Punkes esetrojsd

1014-7781

- 74 -



18.33*[ !Yr••n!. Bxi.tuj••pojita a nikd••onotonn! (tj. kt.ra Den!
.onotonn! na ladne. int.ryal.) fUDko. na B1, kt.ra .. na Bl
Da•••nou d.riyaoi.

II a y 0 d. lI.cht A j. _oUna d.finoyana y 4.11. lI.ohi
A1 (r.8p. ~) j. _ozina Yi.oh bod~ anoliny A (r.8p. 11' A)

kter' j80U body hU8tOty t'to an~l1ny•••oht Aieri j80U ano
Uny typll Po takoYe, Ie ;[1(Ai" Ai) • 0 (i • 1,2) •

• yn! 8ta/!! 8.8trojit funko. "1,1'2 k anolina. A1 , A2 podl.
tn..ni 8.31. Pr1.ithni funko8 k 'fl - 9'2 -' poiadoYBn'
yla8tn08ti.

la,34*[ Tyr••n!. Bud P n.pra.dna f!dka u.ayf.na anolina kladn' airy.
Pak .Xi8tuj. n.kOD8tantn! nekle8ajici funko. :f _j!o! cau.
nou d.riyao1 na Bl takova, I. " j. kon.tantni na kaldea
8ty/!nem· intervalu 1ID0liny P•

• a Y 0 d. Balnnllte anoUnu BCP, B~A,
tak, aby 11 (P",B) • O. Pak 8ta/!! nUt ~

funkci k funkoi 8.8trOjene podl. a.31.

B j. typu F(5',
j Ilk 0 prim1t hn!

la.351 CYi/!.ni.

(a) Funke. ~ • a.32 nema Riamanndy int.gral na ladne. 0....
ne. int.rvalu JC Bl, p~i/!eal" ••wtendy int.lral na J.

Podobnou Yla.tnost ma d.riyao. funko•• a.33.

(b) Je-11 j pr1m1tivni funko. k funko1 r • a.32, pak obi

_oUny tXSIll ~'(X)" O} a {XEl11 f'(x) .O}

j.OU hU8t' Y 11, St.jnou Yla.tno.t ma inY.ran! funkoe

• 4.19a. (Funko., ktsr' .aj! na 11 Yla.tn! d.riYaoi a
uY.d.ne 1ID0liny jeon hust' Y 11 , 8. na.jYaj! Po.p.iuovy
funko •• )

(c) Funko••••troj.na v 8.32 .. na.l.duj!ci Yla.tn08tl

JInoUny {XE'lll f'(x) > O}, {XEBll ftx). O},

{xclll f'(x)<O} j.ouhu.teY 11'

D. DAL!1 SPOJITOSfI

la.361 By••tr1oka apoj1to.t. Tomuto ddl.lit'" pojau a j.ho .akladn!.
vla.tno.t•• j. ylnovano tema 9.

18.371 Dali! d.f1n1ce. Zkoumajte j.itl tyto pojay "apoj1to.t1", u n1ehl
podavue JlOU" daf1n1c.,
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·(a) Funkce f je kvasiepojita v bod~ x. jeetli!e ke ka!deAn
okol! U(x) bodu x a ka!deau okol! V(f(x» bodu f(x)
exhtuJe ot..,fed neprar;dd lIllloUna l!l" Gc U(x) tak. Ie
f(G)C V(f(x».

(b) Funkce f je ·cliguieh" (~eekj tera1n?) v bod~ x. jeet

lila ke kddeau E. > 0 a kddeAn okoli U(x) exietuje

ot..,foed neprar;dd lIllldina l!l" Gc U(x) tak. Ie

.~ (f(u) ,f(.,) ) < E. pro kdde u •.,e: G.
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Bymetricka epojitoet a deriYace

Obeah. A. Bymetrick' spojitost.

B. Bymetrick' derivace.

C. Drub' Bcbwarsoya deriyace.

Prvn! dya odd!ly tohoto t~matu maj! probla.ovy charakter. Jsou deti
nov'ny nov~ pojmy - obdobna pojmda spojitosti a deriyace a skoua' se,
ktera snam~ vlaetnoeti s "klasicka" analysy ee p~en'iej! i na tyto poJmy.
V tato eouvielosti je molDa ei klast i fadu dall!cb ot'sekl toto p~enech&

vame iniciativ~ ~tenafe.

J.. SYlIB'l'RICKA f!POJITOBT

•
Detinioe. Kechi tunkce t je detinovana na okol! bodu Xo( 11 ,
§ekneme, Ie t je ey.etricky spojita v xo' jeetli!e

lim [f(Xo + h) - f(x o - h)] • O.
h..,.O

§ekneme. Ie funkce f je symetrickY epojita y intervalu (a,b),
jeetlile je .ymetricky epojit' v kalda. bod~ interyalu (a,b).

§ekneme, Ie funkce f je eymetricky epojita v usavfen'm interya
lu < J.,B > , jestl1h je eymetricky spoji t& y lA.B) a epojU'
sleya (resp. spraya) y bodl B (reep. A).

CVi~en!. V dali!. skoumeJte, sda plat! naeleduj!c! implikace
(v~tsinou platne pro oby~eJnou epojitoet); y pf!pade, Ie nekter'
tvrzen! neplat!. uyedh protipHklad a pokusU 88 nalbt nutne
~i poeta~uJ!c! podm!nky pro platnoet takoveho tvrsen!:

(a) f epoJU' y X o ==> f eymetricky apojit' y xo'
(b) f ay.etricky apoJit' y xo"'* f apoJit' y x o'
(e) f, g eyaetrickyepojit8 y Xo ==*tXf + ~c, JDU:(f.C).

f.g eymetricky .pojite y xo'
(d) .ymetrick' .pojitoat alolene tunkce - pf!aluin' tyrsen! for..

lujte,

(e) f n eymetricky epojite. (reap••pojit8) y xo' f n-+ f .... f
eymetricky .pojit' y xo'
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(f) f n Bla.tr18kyapojit4T (a,b), fn~f T (a,b)~f

ayaetr1cky apoj1ti T (a,b),

(C) f ayaetr1cky apojUi T <a,~~ f oaneni T <a,b>,

(h) f By••tr1cky .poj1ti (a o....d) T <: a,b>~ f nab:fd.
aax1. T < a,b> ,

(1) f eya.tr1cky .poj1ti.. (a, b)~ f darbowconki.. (a, b),

(j) f aya.tr1oky apoj1ti T 0, f TyhoTuje funkc10nilni rOTn1
ci P(x+y). P(x)+P(y) ==> f 11n.irn{ na 11 (aroTn.j t4
M 18).

TTruni.
1nte:nala
tak, Ie f

-.chi f j. By••tr1oky apojita funko. na oteTfenia
rc 11' Potoa .x1.tuj. ha.tII. podlll!lo!1na 1nt8nala I
j. Bpoj1ti T kald4. j.jia bodl.

Dile pololta

Pall: plat:! I

_ iTO d. Pf.dpoklid.jt., I. f je ne.pojita .. kaldaa bodl

Dljakaho oteTfeD4ho iDhrTala .1C I. Palc .xi.tuj. oteTfeD;f iD-

t.nd JoeJ a r.alo l!{ela r l < :P2 talc, Ie _oUny

{16Jol f(x» :P2 } , {xeJol f(x) <: rl} .1aoa huad T 1nt.nalo

.1
0

(arOTD.j 12.9). Pro kalda xeJo nolae takoTa d'x> 0,

·aby pro lcaiU h, 0 -c h';:" bylo 'f(x +h) - f(x-h)k -1(1'2-1'1)'

Z Bair.OTy Tltl dolciE.te .xiat.nci ot.Tf.naho int.rTa1u

Jle .1
0

a a > 0 takoTych, Ie _oUna {xe .111 cJ'x> e. )
je haati T .11 ' ZTolta XoE .11 ' llTe:Jl, XO<U<T, T - Xo < E,

1 1
f(T) > 1'2' f(a) < 1'1. Pololtll e· ~ (a+T) , BO • X o + 2 (T - u)

a noUe al talc, a bl I a1 - i (xu) I < t Ja ' cf" > E..
. 0 1, ,

a • 2 al - a, T'. 2 a1 - T, al• 2 ao - ••

\f(o) - f(T)1 s I f(a) - f(.')\ + \f(O') - f(al) I +

+ \f(al) - f(T')\ + \f(T') - f(T)\ 1

..:fraey na praT4 straul odhadnlt. poatupnl ea ay.etr1olc4 apojitoBti

T bodach al' ao' xo' a l•

19.41 L..... _.ohi f je caeeeni B,••trioky .pojita fanlcce na ote..fe
n4. intanda rc 11' Potoa funlco. OBOf ('fie 5.7) j e syaetric
ky apojita na I. DOlcahel

19. 5*~ Vita. _.chi f J e ay••tl'ioky spoJ ita funkcs na oU"hn4a 1nt8l'"a
la IC 11, Potoa f j. akoro "Iude apoj1ta" I ("is D. Preisa,
eas. plet. ·.t. 1971).
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• a ? 0 d. Lse pfedpokladat, Ie f je oaesena. Podle 9.4 je
funkce oec f eymetricky epojita. na I a je .~fitelna (?is 10.4.b).
Podle 9.3 je oacf(x). 0 pro kalda x s husta podanoliny in
hr?alu I. Pf'edpokladej te, h exiatuje E. > 0, !e

.;{l {Xe:ll oscf(x);> E}>O. holte PC I uu?l'enoll tak, aby

pro kddy otnhni interval J C I bylo ..11(In P) > 0 a

oacix) > e pro ka!d" xe: P. Podobn~ jako v do.kau 9.3

ukelts, !e exiatuje otevhnj intenal J C I a rz> 0 talr,!e

Po • JOP ,. 1; a {XIS Pol pro kalda h, 0 -c h < 77" plat:!

loacf(x + h) - oacf(x - h) I < ;} je husta? Po'

Je-11 nyn:£ xoePo bod huetoty ano!iny Po (ds 8.16), ?EI,

Xo <: ?, oac f(?) • 0, ? doatat~~n~ bl:£slro Ir xo' exiatuje

uE:Po' xo< u<? talr,!e i (xo + i (u+?))ePo• Dale poetupllj

te obdobne jako ? do.kase 9.3.

Od~en:£. Omessna ayaetric'll:y ~pojit,{ funkce na <: a, b > je
riemannovslry integro?atelna•

• a ? 0 d. Ulijte .inula v~ty.

~ Pf:£lrlad. Bxistuje symetriclry spojita funlrce na 11 , Irtera je
nespojita v nespo~etne anaha bodeoh.

II ,( ? 0 d. Z?olte a. ~ 0, a • 1 tak, aby
"'" n 0

hex) • k I anoos DX I bylo lrone6n" ? n..po~etne anaha bodeoh,

ale aby hex) • + DO e.? Pak sta~:£ poloUt f(x). 0, polrud

hex) • + co , f(x). lj(h(x», polrlld hex) <: + 00.

«(l:£da an ?olte talr, aby :E I ani • + co a hex) < 00

na neepo~etna anoline. Pfi ddkasu, Ie h(x). + e>O e.v. ulijte

?hu s 22.11.)

19.8??! Probl".. Podle 9.5 je Ira!da sy.etriolry spojita funlroe alfitelna.
Nen:£ vialr dosud snuo, sda Iralda syaetrioky spojita funlrc8 je
bair80?eka, ~i snad neaus:£ byt dolronce funlro:£ pr?n1 Baireo?y tf:£dy.

O?i~en:£. Pro libO?olnou funkci f na inter?alu (a,b) osna~.e

Of • {xs(a,b)l f je spojita ? x},

1014-77'81
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pf1k1ade, !e toto t"rZ8n1 nemus1 p1atit pro ano!i-Uka!U na
nu C:.

je &namo, !e EDo!ina Ct je ,,!dy EDo!ina typu

C: • {xe(a,b);

Z odsta"oe 5.9. b

Go·
( a)

t je sYlletr1cky spojita " x}.

(b)* Bxietuje tunkce t tak9"i,!e C: nsn1 1ebssgusovsky mefi- .
teW.

Ii" 0 d.
nsch{ x16 H.

lecht H je Hame10"a be&e
Pro x· ~ ocixi polo!te

(viz 1B.9 ai 1B.D),
t(x) • "'1'

(0)* Je-l1 t lebesgueouky mUi1:e1ni, potOI! je mnoUna C:
1ebeeaueoveky IIlfite1ni, ale nsmusi bit boreloveki.

o teohto prob1'mech ee 1ze doa1st " a1inku. S.P. Ponomarev. Kat.
zamltki 1 (1967), 3B5-390.

B. SYKftRICJ[.( DBRIVACII

lecht t je detino"ina na (a,b), bua

,t(xo + h) - t(xp - h)
2h11m

h~O

netinice.
net'1nuj ellls

exietuje-1i 1illl1ta vpra"o byt ne"lastni. eis10 t(s)(x·) nas/o
"Lae sy..triokou deriva01 turlkoe t "bodi xo'

C"iaeni. ZkoUlllejte nisledujici i.pHkaoe (" (d) a (e)pfielull-.
U. tvrseni tor.u1ujlle"

(a) t'(xo) exi8tuje =* t(e)(xo) eXistuje,

(b) t(S)(xo) sxistuje =* t'(xo) existuje,

(c) t(s)Xo exietuje ~ t je symetricky spojite

(spo;! iti) "bode xo'
(d) sYllletricki deri"aoe souatu, souainu, nesobku a slolen' tunkcs,

(e) ai tunkce t(s) Darbouxo"u vlaetnoet1 (Poro"nejts e t8matelll
11, od·eta"so 11.3.)

(t) t 11b."olni spojite, eymstrioky spojiti na (a,b), tee)
existujs "lastl1i na (a,b) ==9 t(s) spoji1:i na. (a,b) (resp.
sy.etricky spojiti, rssp. pr"111 BairsO"y tf1dy - poro"nejts
s 12.2)
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[9.121 C"'1llen:!.

(a) Vy~etfete, zda plat! Rolleo...a ...~ta formuloyana pro eymetr1e
kou der1vae1 a eymetr1okou epoj1toet. (Viz take teaa 26.C.)

(b) Neeht f(e)(x) • 0 pro dechna x6(a,b). Je potoa f
konetantni... (a,b)? Co kdy! navie jelti pfidaae pfedpoklad
eymetricke spojitoeti (reep. epojitoeti) funkce f na (a,b)?

'19.13"1'* PoznUaky. Lze dokazat naeledujici tvneni; jejich ddkallY jeo.
vlak ,obtHne.

(a) Hecht fee) eX1etuje skoro vlude na interval. (a,b). Poto.
f' existuje ekoro ... Iude na (Ii,b).

(b) Hecht f je epojita na (a,b) a necht exietuje vlaetni
fee) na (a,b). Potca mnozina bcd6, kde neex1etuje f',
je pr...ni kategorie v (a,b).

( c) ObecnAji, Hecht f je epojita na
je v~ude tam, kde eX1stuje f(e), s
prvni kateiorie... (a,'b).

(a,b). Potom f' exietu
vijiakou enad anc!iny

o nikterich z t~chto problema ee lze dolliet napr. v Illancich
C.lI. Au111 [AIIII], 74 (1967), 708-711,
S.H. Mukhopadhyay, [AJOIJ, 74 (1967),542-545.

Problem. Lze dokazat neeledujici ...etu (viz 26.l4.b):
Hecht f je epojita na (a,b) a necht f(e). 0 na (a,b).
Potoa je f konstantni v intervillu (a, b).
la zakladi teto vity formulujeme n&8ledujici problem.

(a) BUdte F,f definovany na inter...alu (a,b). ftekneme,!_
F je eymetricka priaiti...ni funkce k funkci t na inter...a
lu (a,b), jeetli!e

(i) P je epojita na (a,b),

(11) F(e) • f na (a,b).

(b) ftekneme, !efE SI (a,b), jeetlUe

(i) k funkci f exietuje na intervalu (a,b) eyaetricka
primitivni fonkce P,

(11) ex1etuji vlaetni H.ity Hm F(x), H. F(,x).
x4 a+ x-. b-

(e) Pro faSH (a,b) detinujeme (F je eyaetricka pria1U...ni

27566 P6

funkce k

( tn.

j b def.
f. lia F(x) - li. F(x)

a x-+b- x .. a+

_ymetrick! I-integral)
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(d) leeavie! definiee tohoto intecra1n na vo1bi 7?

(e) Zkoumejte v1aetnoeti eyete.. SN (e,b)l

(f) Vylet~ete vetah eyetema SI (a,b) a N (a,b)l

(C) Poknate ee vybudovat (pokud to .. a.ya1), ealo. teorii
SI-intecraln.

19.15*1 ~loha. Ketodou katecori! (vie teaa 20) dokalte, Ie exiatuje
spojit& funkee ne intervaln <0,1> nelll8j1c! v l&dnea bodll (0,1)
ayaetrickon derivaei.

c. DRtm.< SCHWARZ OVA DBRIVACB

V toato odd!lu bude.e .kouaat tzv. druhou Schwarzovu derivaci
a jej! vetah k obyaejne drube derivaei f~kee. Dale jaou forau1e
viDy poaoc! tGhoto poja. postaauj!O! poda!nkY k toau, aby funkce
byla linearni nebc konvexn! na intervalu. Zavire. (Valle-Pouaei
nova vita) je ~e§en vztab ae.i npriaitivni funko! definovanou po
aoe! drube Sohwarzovy derivaoen a oby~ejnou pria1tivn! funko1.
Vieledk! tohoto odd11u l.e al!t pf~ etudin nikterieh otazek souvi
eej!o!Gh e triConoaetriokiat fadaMi (viz teaa 22).

19.161 Dennioe. .eGhi funkce f je definovana na okoH bob x lSl a
neGhi eX1etuje

lim
h-+O

f (x+h) - 2f(x) + f(x - h)

h2 •

Potoa a!ele A naaveae drubo. Schwaraovou derivao! funkee f
v bodl xI p!le.e f(n)(x) • A.

!Yr.eni. Jeatlile f .a v bodl x drubou derivaoi, potoa ex1e-
tllje f(n)(x) a ple1l! fn(x). f(n)(x) •

• a v 0 d. Pololte f(h) • f(x + h) + f(x - h) a uUjte vitu
.etfedni hodnotl.

Cviaen1. Seetrojte funkc1 f def1novanou ne lSl' pro nil exietu
je f(n'(O) a neexietuje t"(O) •

• a v 0 d. PoloUe

t I x ~ ~x t sin (lIt) lit, xel1•

lO~""7781
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pro'lhchna XE (a,b) platt p(")(x). O. Po~oa.1e P 11n.u
ni na 1nter'la111 <a, b::> •

• a 'I 0 e1. Z'IoUe €. » 0 a po10U. pro x E 11

(1)1 x - PIx) - [pea) + PCb) - pea) (x - a)] + £ (x - a){x - b).
J b - a

J. ,f(a). feb) • 0 a pro xE(a,b) .1. 7(")(x) .2! (proll?).

Bua eI

t1n1ce

( ~)

• aax ~(x). Xelyby 4 > 0, G)(x )
X Eal,D> .J °

(;'") (x
o)

~ O•. 'hely

:t ~ O.

• d" by10 by poel1. e1.-

P040bni pro tunll:01 ljI I

Ifl X...... -[ PIx) - [Pea) + P(:'_-aPIa) (:II - a)J] + Eo (:II-a)(x-b)

40ll:alU 0/ ~ O.

Ip(x) - [pea) +

04tllcl a a

P( bt - pea)
- a

(i) .1.

(x - a)] I ~ f I(x - a)(:11 - b)' •

Odtu4 t'lraeni anac!no p1yna.

19.201 ~ .acht xc (a,b) .1. lI:onelld _oliDa. B.a P a,0.11U
tunll:oe na 1nterva1u <a,b'> a naohi pro lI:aU' xE (a,b)' I

.1e p(n)(x). 0 a pro Italdl yEI .1e

(I) 11. P(y+h) - 2P(1) + P(y - a) • o.
'\--0 h

Poto. P je 11n.8.rni na 1nter'la1. <a, b> •

19.211, PoanAall:a. U'Ileloat. a1 roa4i1 .aa1 (I) a p(")(y). !all:' aro'ln.j-
ta t'lraeni 'I 9.19 a 9.20 a pfia1ulntai t'lra8Dia1 pro ob7l1ejnou
e1ruhou der1'la01.

Vanill:t oUaka, jail: urlltt p. a"a-11 p( n) • p'1pu.ita

nejpr'le 'I5ty, II:tare adta pro p'ipad p".

* .A e 1 1 nane•• dr#_ Sehwaraoyt. c1ari'loya-
, v bedl :II, II:dyl ax iatuj i lIia1a hn > 0,

•
+ PIx - ~)- 2 P(:II)

~

Dat1n10.. ~ia10

nj. lIisle. tunkoa

~ ... 0 bk, Ie

"1 _P_(_X_+_h..ln!.) ...;..---..:.--~-
-'l. 11.

n......

C'l1l1ani.

(a) bolina lI:onallnieh druhyeh Sehwarao'ltoh c1ar1.,OYplch lIb.1
11bo.,e1n' tunkce P je uaa.,'ent po~011na 11• Deil:altal
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( b) lJechi

{

X
3/ 2 sin (i/x), x > 0,

f I x~

o x ':f O.

je druhY. Sohwarzovy_ derivovanym
O. (Punkee f je spojiti a 8xie-

Potom kald' reiln' ~ielo

~ielem funkce f v bodi
tuje f'(O».

(c) Ztoumejte eouYielost exietenoe ,("lex) e druhymi Schwarzo
.,:}mi deri"fo.,anY.i ~isly funkce P v bon x.Vyedtlet8
podrobni,·co znamenA, Ie .,ieohna drubi Sohwarzo.,a deri.,o.,a
na ~iela ., bodi x j aou .,hi! nel - co •

Vita. Je-l1' kon...xni--
jeou pro kalde xs(oe.,~)

~iela neaaporni. Dokalte'

funkce na intBr.,al1l (0(, ~), poto.
.,§eehna druhi Schwarzova deri.,ovanA

19.25\ C.,i~eDi. Doka!te, Ie plati "obricen' t.,rzeni" k .,iti a pfedeh'
aejioiho odata.,oe••ejpr.,e pfeenA for.ulujte •

• • ., 0 d. holts ex: <: a -c b <: ~ a e > 0 a funkci r.f de
finujte jako ., odeta.,o1 9.19. Je-l1 .:l. drube Sehwauo-.o deri
v0-.an' ~islo fllnkce fJ v bod. x£(a,b), je .J. ~ 2E.
Odtud, atejnl jako ., 9.19, odvodHe 'f:i 0 na (a,b).

19.26"'1 I.e.... ll1l~ Ie <:a, b> 1ID0Una airy Illlla. Pot om exiatuje apojiU. roatou
01 funkoe (1" tako.,., Ie 6'(X). co pro .,hohna xe. B.

•• .,od k

lina obaahuj iei

d d k a 8 u •

B, pro kterou

Pro n'" B b.d

..:ll Gn < 2-n •

Gn ote.,fena lIDO

Polo!te

Potom polohe-B'l x~ ~ lI'll(x).

.,laatnoat1.

Ukalte, !e ~ .. polado.,an'

19.271 C"i~eni. Zkoumejte, ada Cantorova funkee .. deri.,aoi ro.,nou + 00

., bodeoh Cantoro.,a diatontinua (.,ia 4.22).

19.28*1 Vita. llud P epojiti na inter.,alu <a,b> a nechi -.ieehna drub.
Sohwano-.a deri"fovull Hela jeon vAtU ne! - OQ. llud Bc<a,b>
_lina airy nula a neohi pro kalde xe <:a,b~' g jaou .,hehlla
~?u.h' Sohwarao.,a deri.,o.,anll ~iala nezaporne. Poto. je funkee P
kOIl.,exJU.

lJ • ., 0 d.

1014-7781
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je neurcity Lebesguedv integral funkce ~ & edatavce 9.26.
Uv~demte ai, le funkce ~ je kenvexni. Preteie fe aplnuje
predpoklady "ebracenehe tvrzani to &8 cViceni 9.25, je J£; ken
vexni a tedy take .,.. lim if. j e kenvexni.

e"O~

V~ta (Valle - Peu.ein). Hecht f je konecna labeegueeveky in
tegrevatelria funkce na intervalu <a,b>, bU~ j neurcity
Labeeguedv integral funkce f. Hecht .,. je epejita funkce a
necht pre kelde x~ (a,b) je l'(to)(x). f(x). Pete. eXietuji
A,BeBl tak, h pre vsechna xe<a,b' je

F(x)· r t (t) dt + Ax + B.
a

N a v e d. Pfedpekladejte, le

fn. min (n, max(f, -n». Bu~

f (a) • 0, e&nacte

rn neurcity integral fankce

Tn takevy, Ze rn( a) • O. Pelelte

In(x) " IX rn' Rn • F - ~ n; ProtoZe i~ . fn a.v.,

je R (to) ~ 0
n 8."9'. Podle v~ty 0 stfedni hodnoti je

2 e h

•
1

2 8 h

x+8h

j (f) "i n,
x-9h .J n

jeou vlitSi nd - 00 v kazdol_ xc. (a,b). Podle 9.28
kenvexni. Z Lebe.gusovy v~ty 0 &amlin~ limity a integralu

Ifn( t) ~ ¢ (t) pro te:<a, b > a

~n(x). f Ifn(t)dt ~
a

Odtud odvodte, is vliechna druh~ Schwar&ova dsrivov&na cisl. funk
ce Rn
je Rn

plyne

l'edy funkce '"R I X~ F(x) -

-limitou konvexnich funkci. Funke. -R je takol konvexni. Odtud

plyne tvn eni.
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T :t II A 10

Poloapojite funkea

Obaah: A. Funkoa poloapojita Y bod~.

B. Funkea poloapojite na mnolin~.

A. FUNKeB POLOSPOJIT:t V BOD!

110.11 Dafiniea•. Rekname, Ie funkea f dafinovana v intervalu (a,b)e Bl
ja poloapojita adola Y bod~ eE(a,b), jaatliZe plati:

'Ve;>o 3J>0'r/x (x6(e-J.e+cf)~f(O) - E.<f(x».

ObdobnA dafinujte poloapojitost ahora (f(x) < f(e)+ E.).

110.21 C"fi15sn:!.

(a) Punke. f je spojita v bod~ e, praY~ kdyl je Edola i ahara
p.oloapojita Y e.

(b) Ukalta, Is funkea f ja Edola poloapojita v bod~ e, prav~

kdyl lim inf f(x) 1 f(e). Obdobn~ pro poloapojitost ahara.
x~a

(c) VyAetfata polospojitost Diriehletovy a Riemannovy funkea.

(d) Definujte poloepojitoat Edola Y bod~ e Eleva.

(a) Dafinujts poloapojitost v bod~ vEhladam k mnolin~.

(f) Zkowaajta poloapojitoat sou15tu, aoucinu a slolane funkea.

B. PUKKe! POLOSPOJIT:tKA MROZIN!

110.31 Dafiniea. Rskneae, Ie funkee f je poloepojita Edola na interva
lu (a,b), jastlil. ja polospojita Edola v kaldaa jeho bod~. Obdob
n~ polospojitoat ehora.

110.41 CYi15sn:!.

(a) Ukalta, Ie axietuje funkee f Edola poloepojita na Bl, je
jil mnolina bodd nespojitoati je hueta Y Bl (tj. kaldy oteyfe
ni interval obeahuje aleapan jeden bod neepojitoeti f).

1014-7781
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( a)

(b) Je-li g omesena funkce na Bl, poto. jeou fuokce oec
i

lim eup g, lim inf g (vis 5.7) poloepojite na Bl• Dokalte.

(c) Kdy j e charakteriet1cKe fuokce mnoUny lie Bl polollpojita
sdola (kdy lIhora)?

(d) Kdy je funkce nabyvajici kone~n5 mnoha hodnot poloepojita?

110.51 evHen!.

Hecht f je funkce definovana v intervalu (a,b). Ukalte,
b naeledujici podminky jllou ekvivalentml

(1) f je zdola poloepojita v (a,b),

(ii) pro kalde oEll je mnolina {x€(a,b)l f(x) > c} •

• f-l«c,+ 00» otevhna,

(iii) pro kaldo! cEBl je amoUna {x6(a,b)1 f(x) ~ c) •

• f-l( (_ 00 ,c > ) usavi'ena.

Jak zni analogicko! tvrseni pro lIpojito! funkce?

(b) Hecht f n (n.l,2 ••• ) jllou lIpojiU v (a,b), fn~f v (a,b).

Potom f je sdola polollpojita na (a,b).,Dokalte.

H a v 0 d. Pouzijte (a).

110.61 V~ta. Tvrzeni 10.5.b lze za jieteho predpokladu obratit; dokalte
naeledujici: Hecht fuokce f je sdola polollpojita a zdola omese
na v (a,b). Potom exietuje poeloupnoet {fn} epojitych funkci
na (a,b) tak, Ie fn/f na (a,b).

H a v 0 d. Pololte fn(x). inf [f(y) + n \ x-yl] , xe:. (a, b),
ye(a,b)

n€ H.

110.71 Vha. Hecht funkce f je poloepojita sdola na intervalu <a,b)
(jak je to e polospojitosti v krajnich bodech?) Potom f je sdola
omezena na < a, b~ • DokaZt e.

H a v 0 d. Tvrzeni dokasujte eporem a pouUjte BolBano-Weier
etraaeovu v5tu 0 exietenci hromadno!ho bodu omeseno! poeloupnoeti.
Jinou moznoet poekytuje metoda ddkasu analogicko! v5ty pro epojita
funkce.

110.81 Posn;!,mky.

(a) Vyslovts analogicke v5ty pro ehora poloepojito! fuokce.

1014-7781
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(b) Z 10.6 a lO.? plyne,:i.e funkee zdola pol osp oj t t e na <a,b>
jsou funkce prvni Baireovy ti'idy (viz 12.A), tedy, polospo
jlte funkee maji huetou mnozlnu bodu epojitoetl.

/
(c) Je pi'edpoklad omezenoeti zdola funkee f v 10.6 podstatnj?

(d) Uvedene definiee 1 eela teori. - obdobne jako teorie epojl
tjeh funkei - lze vybudovat znacne obeeneji v metriekjeh
pr oa t or ech , RovnU ml1ieme pi'ipustit, :i.e funkee nabjvaj! 1
"nekonecnjch" hodnot.

1014-1181
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T~IIiA 11

Darbouxovske funkes

Obaah: A. Definiee a zakladni vlaatnoAti.

B. Soucst a limita darbouxovakyehfunkei.

C. Vztah darbouxovakych a apojityeh funkci.

A. DEFINICE A ZAKLADNt VLASTNOSTI

~ Definiee. !\ikame, Ze realna funkee f definovane. na intervalu
Ie El je na tomto intarvalu darbouxcv ska , jestlUe pro kaZde
xl' X2 E I, xl< x2' a pro kazde eEEl leUci mezi· f(X l) a

f(x2) exiatuje xE < xl'~ > tak, Ze f(x). e (preeizujte vy
rok "leZici mezi f(xl) a f(x2) ").

Ill.2[ Ekvivalentni definiee. Dokazte, ze funkee f je darbouxovske.
na intervalu I, prave kdyz pro kazdy interval Jc I je f(J)
bud interval nebo jednobodove. mnozina. JinYmi alovy, obraz kazde
aouvia18 mnoziny Gel je opet eouviele. mnozina.

Ill.3[ Pozne.mka. Ha predne.!ee ae dokazuje, ze

(a) kazda funkea epojita na intervalu I je darbouxovak' na I,

(b) exietuje-li vlastni dsrivaee f v otsvrenea intervalu I,
je funkee s:' darbouxovake. ua I (viz [D II), kap , V, § 7,
veta 82). (Plati tvrzeni (b) i pro jednoetrannou derivaei?)

Tvrzeni. Je-li funkee f spojita na < a,b> , f(a) • feb) .:; 0,

exietuje c6 (a,b) Uk, Ze fee) • O. DokaZtel Spseill.lne ukaZ
te, ze polynom lieheho stupne me. alespon jedsn ree.lny koren.

CViceni.

(a) Pamoei 11.3.b uka!te, ze funkee sign, Dir1ehlstova, Riemanno
va nemaj! prim1t1vn! funke1 napriklsd ns 1ntervslu (-1,1)
(maj! tea alespoD zobeenenou pr1m1t1vn! funke1?).

(b) Ukazte na jednoduehem pfipade, ze tvrzeni II" a nelze obrititl

~ Ukazte, ze dokonee exietuje tunkee, kter' kazdi 1nterval
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IeBl zobrBBLlje na Bl •
Bl , ktera nen! Bpojita v

BxiBtLlje tedy tunkoe darbouxovBka J1.a
I'dne. bode Bl (vYBvetletel).

• a " 0 d.
(a) U"alLljte tunkoe S,h z t'matu 4, odBtaveo 4.26.

(b) Viz tel [D II), kap. V, § 6, o"ilSen! 7. Ukalte, Ie tato
tunkoe (BeBtrojili KoeBter, KuretowBki 1925) je druh'
Baireovy t~!dY (viz teme 12).

(0) Bud H Hameloya bhe Bl (viz teme 18 anebo [D II],
dodatek, § 4, ov1l!en! 1) a bud r zobrezen! H na 11
(prolS exiBtuje?).
Funkoi t nyn! det1nujellls taktol

n
t(O) • 0, t(x). ~1 f(h1),

n
je-11 x· ~ r ih1 ("'1 nsnulo"a, rao1onalui, hi~ H).

Ukalte, Ie pro kddy 1ntenal rc Bl j e t( I) • Bl1

B. SOWft A LDlI'l'A DARBOllXOVS!CtCH PUBICt

111.7*' SoulSet•
(a) BUdts S, h tunkos z 11.6.a. Dokalts. Ie

h(C-l(y)" (x1''1!» • 11 pro kdU y ,X1'X2 6 Bl , Xl < x2•

(b) SoulSet dVOR darbouxovekyoh tunko! nemuB! byt darbouxov.ka
tankcs. Ssetrojte pf!kladl

(0) Dokonoe plati tvrzeni, Ie kalda realna tunkoe t na Bl
je BoulStelll d"OR darbouxo"ekyoh tunkoi na 11,

• a " 0 d. BUdte c,h tunkoe z 11.6.a. _eohi

pro C(x) ~ 0,

pro C(x) • o.
u(x) • {h(X) - t(x)

h(x)

Poaooi 11.7.a ukelte, Ie tunkoe u, u+t j.ou darbouxo".k'.

POBa&.ka. toto tvrzeni "yelo,,11 poprv' Lindenbaum roku 1927
beB d6kasu, ddka. pro"edl Bierp1nek1 roku 1953, jednoduohy ddkaB
poohaa! od :ruta - 1'111 Colloq.llath. 7 (1959). 75-77. ZajiJllBvol je,
Ie S1erp1n.ki .polu e KuratowBk1. j1l " roce 1926 publ1koval1
prao1, a kterol toto tvraen! enadno "yply"a. S1erp1nBkolho ddkaB
a rokR 1953 jB Balo1ell na jinol aylilelloe a - jak pOBllamena,,'
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S. Mareu8 (Rev. Math. Pur. Appl. V, (1960) 101, 10)-105)- afej
mA Sierpin8ki na evoji pdvodn! praei s roku 1926 sapomnll.

(d) Proto!e sou~et epojityeli funkc! je funkce epojita, ted7
darbouxoveka, naskyta 8e otaaka, ada 80u~et 8pojita a dar
bouxonka funkce je fankee darbouxouka. Odpovlld je oplt
negativn!, jak uka8uje prace R. ~varee. kter~ v7jde v ~aao

pies pro pletovan! matamatik7.

Limita.

(a) Ba jednodueham pf!kladl ukalte, Ie exiatuje poaloupnoat

{fn} darbouxoVllkyeh funkei na Bl takod., Ie f. -,) f

DB Bl a f nen! darbouxovaka.

'"(b)Ukalte, Ie kaldoa realnou funkoi aa Bl lae v7jadfit jako
liaitu poaloupnoati darbouxovakyoh fankoi DB Bl• (Autofi
jako v 11.7.c.)

x a v c d. Pomce! 11.7.a dokalta, Ie funkoa f n definov'"
vstahea n fn(x) • (n .·1) f(x) + hex) - (I(X) - l)f(x) •

• n f(x) + hex) - I(X) f(x)

jeou darbollXovak4 DB 11 a fa~ f na 11,

111.91 Probl". lea! doaud anlno, jak definovat konvarlaaoi poaloup
aoeti funko! tak, ab7 tate konverlenoe aaohovavala DarbollXovu
vlaatnoat (tj. j8ou-li f n darbouxovak4 aa iatervalu I a lI:on
verlaji-li podla tate dafin!ce II: funkci f, je tato funkC~ dar
bouxovaka a naopak - via k tomuto tama 48).

• je hueta pcdanolina Bl
I a takova anolina .?).(exiatuje takov' funkce

UkaUe, Ie

(a)* Ilxiatuje dokonce poeloupno.t {faJ hnko! darbououll:yoh
DB Bl, ktera konvarluje na Bl atejnoalral k funkai f,
kter' neni darbouxovek' na 11,

I a v 0 d. Bud I takov' funkae na B1 a J( • {xn] tall:ova

pro8t' poeloupnoet. Ie 0<:) I( I) • 11 pro kald1 interval :i: c 11,
~) «(1). Lo} ,

j)

Definujte funkai f 'utahem {
f(x) •

I(X)

1

..!..
n

pro I(X) ~ 0,
pro I(X) • 0, x".,

1014-7181
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a pos1oupnost funkci f n vztahy

{

f(x) pro xlk II
f (x) • /
n 0 jinde.

nebo pro

( b) Definujeme-1i tzv.
t fnl k funkci f

spojitou konvergenci pos1oupnoeti funkci
na interva1u I imp1ikaci

xn,xeI,xn ~ x ~fn(xn) ~ f(x)

je 1imitni funkce pfi teto konvergenci v!dY spojita.

(c) Uka!te, Ie pro stejnpmernou konvergenci nep1ati tvrzeni ana
logioka k 11.9.b.

If a v 0 d. Uva!ujte Dirich1etovu ci Riemannovu funkci.

111.10*1 Pfik1ad. Lze dOkazat, Ie existuje nekonstantni funkce f dar
bouxoveka na B1, prvni Baireovy tfidy. ktera js skoro vsude
nu10va (moh1a by bit takova funkce epojita?).

If a v 0 d. Po10Ume-li t-'-(x) • inf (22
n
x _ [22

n
x J),

n .. 11

f(x) • min(t"" (x) , ~ (1 - xl), JIlll. f po!adovane v1astnoeU

(via Croft, Journ. Lond. Math. Soc. 1963, etr. 9-10).

C. VZTAH DARBOUXOVSnCH A SPOJIfiCH FUl'IKC:t

Kalda spojita funkce na interva1u I je na tomto intsrvalu
darbouxovska. Obraoene - darbouxovska funkce jeAte nemuei bit
ani sda1eka spojita (odstavce 11.5.b a 11.6). Ifaskita ee otazks.
sa jakych da1Aioh podminek jil darbouxovska funkce bude epojita.

Potom f je
'4(je mnoUna f rl=

111.111

1014-7781

Tvrnni.

(a) Bud f darbouxovska funkce na intervslu I.
spojita na I, prave kdyl pro kelda re B1

"Lxe B11 f(x) • r} usavfsna.

II a v 0 d. Jedna implikaoe je zfej.a. Ifaopak, volts xoEB11

choete ukasat, Ie f je spojita v xo' Ifeoht tedy

lia8l1p f(x) :> f(xo)' tj. necht sxistuje posloupnost tXn' a
X~ ][0

reB1 tak, Ie xn~ Xo a pro v§Sohna n je f(xn)~ r:>f(xo)'

Bxistuje posloupnoat {Snl tak, Ie f(Zn)· r, -n- Xo
(vyulijte toho, Ie f j. darbouxoveka na intervala (xo'xn)
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ci (xn,xo»' Odtud vyplyne, le f(xo)· r (provad~jte podrob
nil).

(b) Staci predpokladat v casti (a), !e mno!iny i'(r) jsou
uzavfene pro vsechna racionalni ciela r?

( c)

(d)

( e)

Bud f darbouxovska na intervalu Ic 81, Recht vnitfoek mno
Uny t x c Ell i'(x) je nekonecna mnolina} je prazdnj.
Poto. f je spojita. (Viz kupfikladu D. Gilleepie, Bull.
Amer. Math. Soc. 28 (1922, str. 245-250.)

Bud f spojitli. na intervalu I. Musi byt Int{x",-8l 1

f-t (x) j e nekonecna} • 0 ?

Bud f darbouxovska na intervalu I, necht kald' hodnoty
z f(I) nabyva funkce pouze v konecni mnoha bodech. Potom
je f spojiU na I.

Bavod. Poulijte (a) nebo (c).

( f) Spllcialni, bud
I. Poto. je t

f prollta a darbouxovska funkce na intervalu
spojita a ryze monotonni na I.
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'llaMA· 12

Obeah: A. Funkee prvni Baireovy tfidy.

B. Charakterietika funkei prvni tfidy.

C. Baireova klaeifikaoe.

A. PUII1tllI PRVlff BAIRIOVY '1'llfDY

Vite. Ie lia1ta poeloupnosti epojitieh funkei ne.usi bit
spojita funkee. Proto savede.e naeledujiei definiei.

neZiniee. ftekne.e, Ie funkoe f js prvni Baireovy tfidy na in
tervalu (a, b) '-11' jutl1le existuj e poBloupnoet {.in) funkoi
epojitioh na intervalu (a,b) takov', Is fn_f na (a,b).
Sy_bole. Bl«a,b» osnaei.e syete. vieoh funko1 prvni Baireovy
tfidy na (a,b).

J12.21 'lIvrseni••eehi exietuje vlaetni f' na (a,b), poto.

f'EB1«a,b».

f'(o), ,te f'(o) • li_ n [f(o + ;)- f(O)j.
n... +_

II a Y 0 d. Bxietlaje-l1•
(vis tel ['l;], pfiklad 3.16).

]12.31 CVieeni. Porlllulujte tvrseni 12.2 jako nutnou pod.inlru pro ex18
tenei pria1tivni funkee. Ukalte na pfiklad~, Ie tato podlllinira
neDi poetaeujioi. Seetrojte foB l (a,b) talr, aby f byla dar
bouxovelra a nemlla pria1tivni funlroi na (a,b).

112.4*1 VIta (Baire). .echi feB l «a,b». Pair v kalda. otnfen•• pod
intervalu interyalu (a,b) exietuje bod, ve Irter•• je f epojita
(tj. body epojitoeti funkoe f tvofi anolinu huetou v intervalu
(a,b».

"'"II a v 0 d••ejprve odvohe lelllll&l lIeohi <a,b>·. £ Pn,
kde Pn jeo1l usavfena. Potos ex18tuje .... talr, Ie lIIllol1na
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!
~. obsahuje 1nterva1 (p1yne s Ba1reovy v~ty 0 kategor1!oh).
Pokud j1 nesnate, poetupujte p'1 ddkazu tOhoto 1e..atu spors.
a pak ul1jte Cantorovy v5ty 0 prdn1ku do .ebe sa'azenych uzav'e
nych interva1d. )(~j.e nyn! e;> 0 a (A,B>C (a, b). Det1nuj
ts mno;'1ny An,.· {X6 <A,B> I I tn+.(x) - tn(x)\ :s EJ a osnallte

Bn • ~ An,. (jak vypada Bn?) . Protole Bn jeou usav'en' a

<A,B> • n'?t Bn, najd••e pod1e 18l1...atu 1nterva1 <D(.,~>C(A,B)
takovy, Ie I t(x) - t(y) I 1: J £ pro x,YE.<<<,~>. h1etuj e

tedy poe10upnoet do. eepe v10lenioh usav'enych 1nterva1d In tak,
is InC (A,B) a I t(x) - t(y)\ ~ i- pro x,Y6 In' Hledany bod

1e!! v prdn1ku 1nterva1d In'

\12.51 CTiesn!. Doka!te,!e D1r10h1etova tunlree D/(O,l) je l1attOD
tunke! s B1«0,1» a nspat'! do B1«0,1».

R a v 0 d. DfB1 (0,1) pod1e JlinuU vllty. Jeetl1le {rnl je
mno!1na vieeh rae10na1n!eh eisel, polo!te tn(x) • 1 pro x·

• rl, ••• ,rn, tn(x) • 0 pro ostatDi x. Dolralte, Ie

t n"B1«0,1» a tn~ D v (0,1). Rovnl! be nit tunlroe

g.,n: X~OOll (nlll"x)2., XE.(O,l),

112.61 Poznimka.

(.) Z Ba1rsovy vllty p1yne nutna podm!nka pro ex111tene1 pr1.1t1vn!
tunkee: Reoht t -' na (a,b) pr1m1t1vn! tunk01; Poto. je
t epoj1ta na hust' mno!1nll v (a,b).

(b) Mno!1na bodd neepoj1toet1 tunkee prvn! Ba1reovy t'idy je prvn!
kategor1e.

R a v 0 d. U!1jte toho, !e mno!1na bodd epoj1tost1 je typ. GJ
(v1z 5.9.b) • u!1jte 12.4.

B. CHARAK'rBRISrIICA l'URKCt PRVN! 'rUDY

h2.t*1 Ba1reova eharakteriBtilra tankc::! prvni tHdl.

Neeht t je funkee detinovana na intervalu (a,b)C 11' Potoa
t6 B1«., b», prad kdyl pro ka!dou uzav'enou neprasmoll. anolinu
~c (a,b) eX1stuje bod xos}P takovy, h tunkee t\~ je epojita
v bodll xo'

1.014-7781
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naleznete bod xoE (a,b) 'G, ktery je bodelll

f I [(a, b)' G] a zvolte J > 0 takove, Ze

pro vhehna xE(a,b)" G, Ix - xo' <; cJ'.

G ~ (a,b),
'Pn
Je-ll

He. v 0 d. Je-l1 fe B1«a,b)), dolca!te tvrzeni metodou uZitou

v ddlcaze v~ty 12.4 (uv~domte ei, ze tento ddlcaz lze proveet

na libovolnem uplnem prostoru - tedy i na mnozin~ F). Pro ddlcaz'

opacne implllcaee lze pouHt nlisledujieiho obratu. Zvolte C. > O.

Otevi'eny interval Ie: (a,b) Be nazYve. regule.rni (pouze pro uce

ly tohoto ddlcazu!), jest1ize existuje funkee feBl(I) talc, Ie

If(x)-J'(x)I<;f. provseehna xcI. Bud G ejednoeenivseeh

regule.rnieh intervaldl potom lze peat G ~ ~ In' kde In jsou
otevi'ene, po dvou disjunktni intervaly. Dokalte nejdi'ive, Ie kal

dy interval In je regule.rn! - Ic tomuto ucelu nalezn~te talcovy

disjunktni system polouzavi'enyeh intervald JkC In a funke!

1'k£B1 ( Jk ) , h Ifk(x) - f(x)\<E pro XGJk a Ze l1bovolnj

kompaktn! podinterval protine. nejvjse konecn~ mnoho intervald J k•
Nyni polohe If'n(x). 1'k(x) pro XEJ

k
a dokdte, Ze funkee

d poladovane vlaetnosti.

spojitoeti funlcee

If(x) - f(x o) 1<; Eo

Nyn! poloiite

Dokdte, Ze 16Bl«xo -d,xo +d))1 z toho plyne, Ze interval

(xo - d,Xo + J) je regularn!, a tedy xoEG - to je ev1iem spor.

Tedy G. (a,b), a proto existuje funlcee J'~Bl«a,b)) tak, Ze

If(x) - sP(x)I<;f. na (a,b). Nyn! si uvedomte, Ie stejnom~rna

limita funke! z H1 je prvkem B1 (viz 12.18.d).

112.8*1 Pi'iklad. Hecht f je funkee rovna 1 v Icrajn!eh bodseh stycnyeh

intervald Cantorova diskontinua a rovna 0 jinds v (0;1). Potom f

nen! prvn! Bairsovy ti'!dy a js spojita v Icaldem bode huete podmno
liny (0,1). Porovnejte s vetou 12.4.

112.9·1 Vilta. Becht f je funkee definovana na intervalu (a, b)C R1•
Potom fC:B1«a,b)), prave Icdyz pro Icaldou uzavrenou nsprazdnou

mnozinu Fe: (a, b) a pro Icddou dvojiei re8.1njeh Cisel DC -c (3
je nejvyh jedna z mnoZin [XEFI f(x) <o<J ,
{XEPI f(x) > p} hueta v P.
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fE B1«a,b), pouzijte vety 12.7. Pro dd
pouzijte 5.10 a opet vyuzijte Baireovy oha-

N a v 0 d. Je-l1
kaz opacne imp1ikaoe
rakteristiKy.

112.10·\Cviceni. DOkazte uzitim nektere z vet 12.4, 12.7 nas1eduj!0!
tvrzen!'

(a) Je-li f funkoe spojita ve vseoh bodech interva1u (a,b)
s vyjimkou spocetne lIlnoziny, je fEB1«a,b».

(b) Je-1i f libovolna funkoe definovana na otevfenelll interva1u
(a,b), jsou funkoe oeo f, Limsupf, 1illlsup f veslllAs prvn!
Baireovy tridy na (a,b).

Cvicen!. DOkalte vety z 12.4 a 12.7 take
nskonecnyoh hodnot. (Rozmyslete si, jak je
vat definioi spojitosti v bodeoh,v niohl
hodno t , )

C. BAIREOVA KLASIFlKACB

pro funkoe nabyvajio!
ovaelll nutno 1Il0difiko
f nabYva. nekone~nyoh

V oddi1u A jSllle vya1i ze systelllu spojitych funko! na in
terva1u (a,b) a definova1i jsme funkce prvn! Baireovy tr!dy
jako 1imity poe10upnost! funkoi epojityoh. Ana10gioky ee definu
ji funkoe druhe Baireovy tfidy (jako 1iaity pos1oupnoet! funko!
prvn! tridy), funkoe tret! tr!dy atd. Ukaleme, Ie ke kaldemu
prirozenemu c!slu n ml!.zeme naj!t funkoi, ktera lsi! v (n+1)
tridA a nelel! v n-te tridi. (Napr. Dirioh1etova funkce je dru
he tr!dy a nen! prvn! tr!dy.) Jinymi e10vy - z nill!ch funke!
dostavallle 1imitn!mi preohody neusta1e sirl! eystemy funke! s vyl--sioh Hid. Osna~!ms-l1 B_ -M Bn sjednoeen! v,ieoh baireov-

skyoh tr!d·funke! (Bn an8lllena. mnolinu vlech funke! n-te tr!dy),
be dokazat, h existuje pos10upnoet funkc! fna Boo j.ejiehl
l1mita jiZ ne1el! v Boo • J4ll.hae tedy dale definevat tHdu
funkc! Boo +1 jako eystea vlech limit pos1oupnoet! ·funke!
z B_. Dsfinujeas-l1 tHdll B_+2 obdobni, las oph doka.at,

h Boo +2 - B.... +1 ~ 16. Na~kytli, 88 tsdy otaska, Ida nil pro

oss nikdy "skone!". Jakya zpdsobell be pak charaktsriaovat takovy
eystelll.funkc!? Timito a obdobnjai otazk8llli 'ss budsllle aabyvat
v tOlllto odd!lll.

112.121 Dsf1nice.
VSJB funkcs

17566 P7

(Nsbude-l1 vys10vnl hlleno nioo jineho, roaua!lIie slo-·
vldy konellnOIl funkci.)
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~ekneme, Ie system tunkc! K defino.anYoh na intervalu (a,b)eEl
je usavren£ vshledem k bodove kon.ergenci, jestlile plati implika
oe tnEK, tn~ t na (a,b) ==+ teX.

Ila.131 C.i~en!.

(a) la kalde. intervalu existuj! syste-w tunko! usa.rene vshlede.
k bodo.ekon.ergenoi. U.edte priklady!

(b) 'eoht pro kaUe i6 I je Xi ayate. tunko! na (a, b) usa.h
nt .shlede. k bodove kon.ergenci. Potoa je i~I Xi eyate.

tunko! uea.rant .shledem k bodo.e kon.ergenoi. Dokalte!

(0) Je-li tl libo.oln' anolina tunkc! na (a,b), poto. exietuje
"nejmenli!" eyad. tunkc! It tako.!, Ie 'Clcx a It je usa
.reni .ehlede. k bodo.e kon.ergenci. Preoisujte a eyste. It

popilte. V toato pr!padl r!ka.e, Ie syste. X je generov'n
mnoUnou a ena~!.e It. ~ ('fl) •

(d) .echt J\«a,b» enamen' syste. vlech koneanioh lebesgueov
sky alriteln/ch fankc! na (a,b). Potoa1\ «a,b» je usavre
ni .ahled.. k bodo.e kon.ergenci.

(e) Je syste••Ieoh neklesaj!c! (neroatouo!oh, .onotonn!oh) tunko!
na (a,b) usa.fsni vehledem k bodo.e kon.ergenci?

!la.141 Defidoe. oenaa.e sy.bole. B. B((a, b» nej.enl1 syed. tunko!,
kurt obaahuje e «a,b» a je uead'ent vahlede. k bodo.e konnr
genci (tj. B. JIJ. (t>). Prvkd. B budeme Hkat baireovake tunk
~(i kdyl ede nen! jednotn' terainologie'- nlktef! autofi poul!
.aj! tel n'e.u "borelo.ake funkos").

112.151 C.iaeni.

(a) UkaUe, Ie B«a,b))cA«a,b)).

(b) Bud B anolina deoh polyno.d na (a,b). Poto. 1'. 3J. (P) •

• , • 0 d. Ulijte Weieratrassovy .Ity.

(c) Dokalte n'aleduj!c! i.plikaci:

fCiB, ,Ell~ t + gEB.

I , v 0 d. llud nejprve T syste••hch tunkc! fa 11, pro nn pla
ti: "Fro kaldou 1&e je t+IE B". Zfej.1 e c. or a or je sye
te. uea.fent .shlede. k bodo.e kon.ergenoi. Tedy T. B. Nyn! bud
V ayste. deoh fEll, pro nn plati' "Pro kaldou IEB je
t+1611". V!.e jU, Ie 'ec V. Staa! dok'ut, Ie B je eyste.
usa.fsD/ vshled•• k bodo.e kon.ergenci.
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(d) Kecht tEB «a,b», rE~«C,d» a plat:! 1(c,d)C (a,b).

POtOlll t"'.1'EB«c,d».

K a v 0 d•..
(e) Dokdte,

Poetupujte obdobni jako v (c).

Ie .i\«O,l»'B«O,l» yi~.

K a v 0 d. Bud r:> Cantorova tunkce na <0,1>, II' (x) • 1'(x) + x

pro x-E. <0,1). Dokalte, Ie obras Cantorova diakontinua Q pf1

zobraseni 0/ ma lIIiru 1; tedy existuje nelllifitelna mnolina
I(C'I'(Q) (viz lS.16.b). Ifecht t je charakteristicka tunkce
mnoUny .,r1 ( K) . Pak t. 0 e.v., tedy t je IlifUelDll.. Ale

t* 0/-1 • el( a el(f B( (0,2» , tedy tf B« 0,1» podle (d).

112.16\ Det1nice. Po1ol.a Bo• Be«a,b» • ~«a,b». Indukei dennuj

lie _oliny Bn, DEI, taktol Je-11 nEW a je-11 detinovana

mnolina Bn, bud Bn+1 lIIno!ina vlech tunkei na (a,b), pro nil

ex1etuji tkEBn tak, Is tk-'J>~. Da1epo1oiae Boo -SioBa •

Prvkdm anoliny Bn ae fika tunkee D-te Baireovy tfidy (raap.
baireovake tunkce n-t' tfidy, nebo prosti tunkoe n-t. tfidy.
Pro n - 1 porovnejte s detinici 12.1).

112.171 Posnaua. V 34.1S je dokasano, Ie pro kdd. n je Bn+1 " B
Il

~ 1!I.

Ddkas je viak sna~ni obtilnil dokanos je tall dokasano, la .xiat_j.

olllesana tanke. !IE. Bn+1 " Bn •

112.1s\ Cvi~eni.

(a) Dokalt., Ie BooC B.

(b) Dokalte, Ie souoet, road:!l, souoin tonkoi a Bn je prvke. Ba •

Je-l1 t ~ 0 na (a, b), t,ceBn, pair c/t6Bn.

I a v 0 d. Pro pod:!l vyulijte vatahu

+.1.n

t(x)

I(X)
, x E. (a, b).

-( 0) .eoht .:Ece j. konvergentni fada e k1adn!&1 olelQ'. I.chtk.1 k
nE X. Xeoht pro kald. k je ~k€ Bn a neeht plat!

Itk(x) \ ~ "k pro XE:(a,b). Potoa tunkee ~1 tkE.Bn•
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talc, aby 11m sP~· flc
j~O'"

j (podrobnll vysvllt1ete).

a navie aby \J'~ \ -s oCk pr 0

Ic 1
Po1oUte-11 I Ic • ?';-1 <f Ic

a staci dOlcamat, h llc ~f.

vSeehna

je

(d) Buhe flcE Bn (k • 1,2, ••• ), fle~ f na (a,b). PotOJll

f6Bn '-

11' .. v 0 d. PHpad n. 0 je jednoduehY. Bud n > 0 a no1-

te 1e1 tak, aby \f
Ie1(X)

- f(x)1 < ~1 pro xCii(a,b), i-I, 2 ...

lI'yni apl1lcujte (e), dostanete, Ie f - fie IE. Bn •
1

(ef Doleaite, is existuj e pos1oupnost funkc! {fn} a funlcce f

s v1astncst"1. fnE-Bo<> ,fn~ f na (a,b). ffBoo •

Rcmmys1ete a porovnejte s p~edehcs!a tvrsen!a.

11' a v c d. (Rx1stencD! ddlcam.) Bud iioo systea vsech oaeme

nych funlcei. Ictere jeou, stejnomllrnou 11m1tou pos1oupnost1 funlce!-m BoO • Proetor BoO e metr1lcou to (f ,g) • sup \f(x)-g(xll
) X& (a,b)-je up1ny (proc?) a pro Icaide n je Bn (system vgeoh oasmenjch-funlcc!.. Bn) anoZina i'idlca v B0<> (PouUjh pomnaltky 12.17.)

Myni tvr ..en! 1hned p1yne m Ba1reovy vity 0 Icategori!ch.

J 1 n y n a v 0 d. (Konetrulccn! ddkam.)' Zvo1te
.1:...1. 1 1J'n E. Bn « n+1 ' n » 'Bn-1«n+1 'Ii"» talcovoll, is pro kaide

1 i :
XE.(n+1,n)

Po1ohe k·lt ..• ,n.

fn(x) • 0 j1nak. Dolealte, Ie f n je h1eden" poe1oupnoet.

(f) BUdh fetBn, !CBs tako..", Ie .9'«a,b»C (a,b). POtOIll

f>t..9'6 lln+s' Dolcaite I

112.191 ~ Dokaite, Ie sX1etuje oaemena ba1reovska tunkee, kter" nele
i! .. BoO (tj. B" B_ ,. /J). Odtud spec1alnll ..yp1y..... ie

syst"a Boo nen! uma..hn vllh1edem k bodove konvergeno1 (prcc?).
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If a v 0 d. UUjte 12.18.e.

112.201 Pozntmk:a. Zpdeob. jakim jeme definoval1 baireoVllkll funkee. neni
obvyklY. Pro poeluehaae. ktefi znaji pojem ordinalniho aiela.
pfipomenme. Ie Be obvykle definuji tfidy BJ pro libovolna

epoaetne ordinalni ai Blo. Pot OlD plat:! rovnoet B. U B,
J<Cl )

kde tl je prvni neBpoaetne ordinalni aielo. ftada vile nap.anieh

tvrzeni pro Uidy Bn zdetava v platnoeti i pro tfidy ~.

C!tenafe odkazujeme na eitovenou Nataneonovu knihu [Nat) • kde ta
to latka je vylozena velmi pfiBtupnou formou.

PoznaJDenejme jeltli. lephdpoklad kOneanoBti funkei neni podetat
nY. PfipuBtime-li tunkee nabyvajiei taka nekoneanieh hodnot (jak
fada autord eini), je tfeba dit ei pozor pfi tvrzeni tikajieieh Be
eouetu. etejnOIll~rne konvergenee apod.

112.211 Cvieen!.

(a) Poloepojite tunkee (viz tema 10) jeou prvni tfioy. Dokaltel

(b) Konotonni tunkee a funkee e koneanou variac! jeouprvni tfidy.

(e) Jeou konvexni a konkavni tunkoe prvni Baireovy tfidy?

(d) BUdte aiE: (a.b). bieBl• (i. 1.2 .... ). ai" aj pro i,t. j.

Pololte f(aj). bj• f(x) • 0 jinde v (a.b). Dokalte. Ie

f€B2«a.b». Rozhodnete. zda plati tnzeni.

t« Bl (a. b) • privi kdyl 11. bj • O.
j-+....

(e) Lze dokazat pfekvapujioi vYeledek. Je-li f ~onecni tunkee
na intervalu IeBl' poto. jeou funkee Df a ~f (horni a
dolni derivaee - viz 7.8) lebeegueovekY .ifitelne na I.
Plat! viiak dokonee, Ie tyto funkoe jeou drube tHdy (uvfdo...
te 81. Ie f .dle byt l1bovolna - t edy i nellli§fitelna).
(Viz (J II). kap. V. § J nebo Pund. Kath. 44 (1957). 238-240.

112.22*lpoznRlIlka. Ani pro .pojitou funkei nemuei bit horni derivace tunk
oi prvni ti'idy.

11 a v 0 d. Ifeoht Xc (0.1) j e lIlnolina tako""_. Ie pro kddi in
terval IC (0.1) je .11(I n x) > o, Al(I'K);> O. Ifecht f je

neurciti Lebeeguedv integral oharakterietioka fankee lIlnoliny X.
Poto. f je hledena funkee.
(ltonetrukee lIlnoUny )I viz 4.11.)
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\12.231 Pozniaky. Pfi definici systemd B, Bn jsme mieto intervalu

(a.b) mohli uvalovat napfiklad libovolny metricky prostor.
o funkcich prvni tridy na metrickem proatoru ae lze docist
'f (1!ech] •

Pfipomenet~-li ai definici borelovekych mnolin v metrickem
proetoru. zjietite. le eyetem borelovakych mnolin je definovan
v jietem emyslu podobnjm zpdaobem. Skutecne mozi borelovskymi
mnolinami a baireovskymi funkcemi je uzky vztah. Vits napf••
le funkce f je apojita na metrickem proatoru. prave kdyl pro
kdd8 claB1 jeou mnoziny tXI f(x) > c}. {XI f(x) < cJ
otS'frene.

Podobnll f je prvni tridy. pravll kdyl mnoUny uvedeneho tvaru

jeou typu 1'6"'. Pokuate se podobnym zpdsobem charakterizovat

funkcs n-te tfidy a funkce z B.
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T g 14 A IJ

Konvexni funkee' v Bl

Obeah. A. Rektere vlaetnoeti konvexnieh funke!.

B. 1 konvexni funkee.~-

C'!' II - konvexni funkee.

D. K - k,onvexni funkee.

A. RIKTERg'VLASTROSTI KONVBXRtCH FURKet

IIJ.lt Definiee. Reaht f je realna funkee definovana na intervalu
rc HI (I interval libovolneho druhu). ~ikalle, !e funkce _f_
je konvexni v intervalu I, plati-li pro kazde tfi body xl'
x2' XJEI. xl<~<xJ nerovnoet

(c!J> ) fix)~ - f(x2)
xJ - ~

( b)

( a)

Pozn8llka. Rahrad1lle-li zn8lleni nerovnoeti v (~) poetupne eyll
boly <:,~, >. obdrlille definiae ryze konvexni. konkavni.
ryze kankavni funkee f v intervalu I. Ovefte, Ie tyto defi
nice jeou ekvivalentni e belne uUvanYlli - viz napf. [D X] ,
kap. X. § 1. Je-li funkce f konvexni v intervalu I, je funk
ee -f konkavni v intervalu II etaci proto vyAetfovat pouse
funkce konvexni.

IIJ.2 I CViceni. Recht funkce f je konvexni v otevf.nea intervalu
IC Bl• Pot 0111

(a) Funke. f je v kaZdell bode Xe I epojita. exietuji
obe jednoetranne derivaee f;(x), f~(X) a plati

«» - 00 < f~(x) ~ f;(x) <. + 00. Dokdte!

R a v 0 d. Uzijte vstahu (~) a vlaetnoeti Ilonotonnieh
funkai k ddkasu (~). Z (<» jiZ lehko plyne epojitoet
funkee.

Funkee f;, f~ jeou nekleeajiai v intervalu I.

Rerovnoet f~(X) < f;(X) pIaU nejvyh va epocetne lInoha
rdsnjeh bodeah intervalu I.
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III , v 0 d. UUjte vysledku (0) a 7.2.

r, g j eou
f + g, of

lIIeoht funkoe
potOI1 funkoe

konvexn! v 1ntervalu Ie Bl, 0 ~ 0,

j eou konvexn! v 1ntervalu I.

Pot 011
xe I].

r: v otll'lrenel11nterTalu ICBl•
IJ <=> [f" (x) ~ 0 v kddel1 bodll

lIIeoht exhtuj e
je kon.,exni v

( a)

C.,1cen1.
plat:! [f
Dokalte!

113.41 C.,1cen1.

(b) Vysetfete konvex1tu 1nverzni funkoe k funke1 konvexni a ryze
110notonn1 !

(e) Zj1etllte, zda funkce slolen' ze dvou funko! konvexnieh muei
byt opllt kon.,exnil

(d) lIIekonetantni kon.,exni funkoe f na otevfenea 1ntervalu I
nenabyv' e.,eho l1ax1ma.

C.,1ceni. Hecht f je konvexni funkee v 1nter.,alu I. Jeetlile
ve vztehu (9P) zvoliae pevnl! body xl' x)e: I, potom pro vSeohna
x2E (xl'x) naetaVll. v (c\1o) rovnoet nebo pro vSeohna x2 £ (xl'x)

nuta., a v (~) ostra Der ovnoet.

III , ., 0 d. Vysetfujte funke1, ktera je rozdilel1 funkee f a 11
nearni funkee, nabyvajie! v bodech Xl' x) etejnjch hodnot jako
f.n ~okazovan& tvrzen! milIa pf1 vysetfovani konvexnich funkei
nazornj geometr1okYvy.:n8l1: konvexita vale eilnl! vd.jemnou polohu
grafu funkoe f a 11bovolne tet1vy tohoto grafu urcene body x, y
tj. l1ucky 0 konco.,yeh bodeoh [x, f(x)], [y,f(y»).

Vita. Funkce
pro kalde dva
noet

f jeet konvexnina 1ntervalu ICBl pravll kdyl
body xl' "2-- I a kalde 11e.(O, 1/2> plat:! nerov-

B. t - B:ONVBXK:t FUIIIKCB

11).71 Def1nice. Necht funkce f je def1novana na intervalu I~Bl
a je dane cislo all (0, 1/2>. Kecht pro kalde dva body xl'
~eI plat:! nerovnost (~). PotOI1 Hkue, Ie funkce f je

m-konvexni v 1ntervalu I.

Poznll.mka. Btud1em konvexnich funkc! ee eyetemat1ckY zaby.,al
J.L.V. Jeneen. Zejmena ee zaby.,al funkcemi, ktere vyhovuji
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El, tj. funlcoe,
ktsra neni opojita

o neepojitych rese
+ f(y). x, ycEl•

x l+x2 ",,1 1
vztahu f( 2 ) - 2" f(xl) + '2 f(x2), tj. podle zsvedene

terminologie funlccemi t -kon'fe:J[nimi.

\13.8 I priklsdy.

(s)* Exietuje 1/2-konvexni funkce 'f El, ktera neni v ladnem
bodll xl!!: El spojita.

B a v 0 d. Ulijte vysledkd z oddilu 18.B
nich funkcionalni rovnice t(x + y) • f(x)

,..
(b) Existuje "ryze 1/2-kon'fexni" tunkee v

pro nil v (<::/) plst! ostra nerovnost,
v ladnem bodll El•

N a 'f 0 d. Ulijte vyslsdlcd z odstsved 13.4.s s 13.8.s. U
Je prirozsne vysetrovat Icrom~ vlsstnosti 1/2-kon'fexnieh tunlcei
tel j sj ich vztah Ic IIl-Icon'fexnim tunlccim pro mel; (0,1/2> •
Ddlcszy nasledujicich tvrzeni jsou obtilnlljsi.

113.9~1 Veta. Beoht funlcee f je definovana naote'frenem intervalu
I e E1• PotOJll funlcee f je 1/2-konvexni v intervalu I pravll
Icdyz je m-konvexni v intervalu I pro Icazde rseionalni ~i.lo

JIlc;a(0,1/2 o ,

N a v 0 d. Postupne dolcaite tato tvrzeni.

(~)

( a) Je-1i f 1/2-konvexni funlcee v
n IiBalibovolnou n-tiei ~iB81

rdzna) plat!
n

1 ~ ). 1f(Ii i-t xi ~ ii

I, potom pro lib.ovolne
xl' ... xn E I (nemusi byt

z platnosti vztahu (~). pro pr1
plyne tel jeho p1atnost pro

Vztah plati pro n. 21 - 2.
kn • 2 • kEN. UkaUe, Ze

rozene cislo m. k > 1
m • k-I.

Indulcei jej dokalte pro

( b) Je-1i dano raeiona1ni ~islo
r

m£(0,1/2>, JIl - .. '
t1-111 • - ,u

kde r, s, t, uEB. Po10lte n. s.u • Pak je

ru + st • su • n a vhodnou volbou xi' i-1, ... ,n 'fe vzta

hu (~) obdrUte potrebnou nerovnoot.

113.101 Dds1edek. Z predohazejieiho odsta'fce vyp1yva tvrzeni:

Beoht ~, Ii2 j sou raoiona1ni Ho1s z interva1u (0, 1/2>.
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Potom p1ati: Funkoe

kdy! je ~-lconve=i

f je m1-konvexni na interva1u

na interva1u 1.

I, prave

113.111 Veta. Ifeoht funkoe f je

Neoht

1/2-konvexni na interva1u (a,b)eB1•

f je shora oaezsna na interva1u

(h,k). Potom f je shora omszsna na interva1u (o,d).

(a,b)e: Bl'

Potom funkoe

Ifeoht f je 1/2-lI:onve=i funkoe na interva1u

j e shora omezena na intervalu (h,lI:) C (a, b).
v intervalu (a,b) spojita.

If a v 0 d. Zvo1te 1ibovo1ne

'l~(h,k) tak, Ze bod x 1ze
kde & je raoioo&lni cislo z

f(x) ~ max (f(o), max {f(th

1;'3.12*1 Veta.

II:tsd
f je

x 6 (0 ,h). Potom lze nalezt

vyjadrit ve tvaru x m mo +

intervalu (0,1/2> Potom

tEl (h,lI:) }}.

1.,
(l-m) '1"
plat!

n
If(x)-GI

II a v 0 d. Zvolte libovo1ne bod xes (a, b). Podle 13.11 existu-
je interval (o,d) C (a,b), ktery obsahuje bod x, na nem! ,je

funll:oe f ehora omezena konetantou G. Zvolte n£If, n>1

Pall: exietuje cf'l> 0 tall:, h pro vSeohna pa(O, d l ) je bod

x + np£(o,d) a plati f(x + p) ~ ~ f(x + np) + n~l f(x),

z ceho.1 plyne f(x + p) _ f(x) lG f(x+ np) - f(x) <. G - f(x)
D - ~

Podobne odvodh pro p~ (0, d
2

) f(x) - f(x _ p) ~ f(x) n - G

Z teohto nerovnosti a z 1/2-lI:onvexity funkce f obdr!ite pro

Ipl <. min (dl , J;) nerovnoet

\ f(x + p) - f(x) I -«

ze ktere plyne epojitost funkce f v bode x.

113.13 *1 Veta.
rc Bl•

Ifeoht f je 1/2-konve=i funkoe na otsvrene& intervalu

Potom f je merttelna v I, prave kdyz je spojit' v I.

If'v 0 d. Tvrzeni etaci dok'zat pro omezeni interval. I (procJ).

Ifeoht f je meHteln' v I a neDi v I spojiU,. Pod1e 13.12

neDi f omezena shora nB !adn'm intervalu (a,b)e I. Zvolme y

a J?O tall:,aby <y-J, y+J~CI. Kekdd4mu II:EII

existuje Yk tak, h I y - Yk I <:~, f(Yk)'" k.

Z 1/2-konvexity vyplyva, Ze pro O:'l:~<i jil

max (f(YII: + E), f(Yk - E» :> k.

1014-7781

- 106 -



lInoUna ~ • {xc;;: II t(x);> k} j e JIIl1hte1na a d1e pi'edchold

ho je ;L2(~) ~ ~. U!1tim Lu&1noyy Yllty doka!te tvr&eni:

ll'echt II je uuvi'enll. mnoUna .12 (ll) < + C/O, t je IIllli'1 te1d

a konecd tunkce na ll. Potom k 11bov oln".u e. ::> 0 ex1stuje

pi'iroun" Cislo k talc. h mira mnoUny A. {XI xEll, t(x);;?: k}
je menii nez no1ed E.. Z tohoto tvruni a yyie uveden" kon
etrukce odvodte ep or ,

113.14[ ~r&eni. Spoj1ta 1/2-konvexni tunkce na 1nterva1u I je v tom
to 1nterva1u konvexni.

Bay 0 d. ~nae1edujicim oddi1u doicazellle obecnlljii tvrseni,
&S Icter"ho 13.14 vyp1yne.

c.'" a-ItOBVRXBt FUl'lKCB

•

V tOllltO oddi1s jeou vyieti'ovany obecn" m-konvexni tunkce,
jej1ch! stud1um je ponllkud obtiznlljii ne! stud1um 1/2-konvexnich
tunkci. KnobB. tvr&eni tohoto oddi1u jeou sobecnenilll uvah oddi1u
pi'edchasejiciho. Hejprve vyietrime vstah m-konysxnich tunlcci
Ie tunkC111l konvexn1a.

113.151 Vita. Becht .oE(O,l/2 >
ni tunkce na 1nterva1u I.
1u I (a hdy m-konvexn1

a tunkce t bud1! epoj1ta .o-konyex
Pale je tunlcce t lconvexn1 na 1nterva

pro v iechna .E(0,1/2 ».

Pro II C Bl' II • III aE (0,1/2;> po1o!1l1le

1014-7781
- 1<77 -



1t.(JO - {XEB1 1 x -lU1 + (1 - .)x2' xl' ~EIl},

1t:(X) - X, X;(X) - K.(X),

-
-

tE: If,

Dotalte, Ie pro kald4 •• (0,1/2> je mnoZ1na ohmX hued.

... 1II10Ud (inf X, aup X).

113.171 C... i(leni.

Xc (a,b).

Ifeeht .e(0,1/2> ,f je Il-kon....xni na (a,b)e B1'

Poto. plad: Je-li "l'~,YEch.(X), qE<"O,l),

(1 - q)~,

fey)

pat

~ q f("l) + (l-q)

Il).18"'1~ 'eohi .e(0,1/2> , (a,b)eBl je OIleun! interval.

l'untoe f blldil Il-kon....xni na intlrvalu (a, b) a Idola OIl."

na na 01; .... f'.n4. inhr...alu Ie. (a,b). Po1;o. funkO. ,f j. IIdola

OIlell.n' na 1nt.r...alu (a,b).

If , ... 0 d. '.cht .x1e1;Uj. po.1oupnoet tXk} bodd in1;.rvalu

(a, b) 1:akod, Ie "k~ "oE < a, b:> , f(xk) <-t pro kaU'

tE •• Utah., Ie exietuj. bod s « I a lie: (0,1) 1;ak, Ie j.

I- q Y + (1- q)"oeI. lUUj1;e 1).16.) Ifyni vyb.rt. po81oupnoe1;

bodd {ak}, at ~ a a (liela qk' qk ~ q 1;ak, Ie plaU

at - qk'l + (1 - qt) "tEOhll( {Y'''k\ ).

Uli1;i. 1).17 obdrli1;. f(a k) ~ qt fey) + (1 - "k) f("k)'

a (I.hol p!yD. f( ak ) -+ - 0<> •

Pot 011 funtcepro talde "E (a,b).

> _ 00"f(x) - lia1nf fly)
Y~"

f j e ton...."n!.·

je,.-kon... exni funkce, defino...a-• "(0,1/2>, f

If.ohtn& na 1nter...alu (a,b)e Bl,

• , ... 0 d. hol1:e l1bo...olnll xo' Y"E (a,b) a qE (0,1/2 >.
Ifechi je a o - q"o + (1 - ')Yo' Z...olte dtle xk' YtE.(a,b).

" ,.
"t_Xo' Yk-"Yo tak, aby f("k) _f("o)' f(Yt) _f(yo)'

Utahe, Ie exie1;u# body Pie' Pk - II a body aku oh.( {"k' 'Ik})

takO"l'e, Ie ak • Pk "Ie + (1 - Pt)Yt' Uli1;i. pf'edchoaioh ...ialed-

led a 11Jll11;na pf'echod.. le ~ + oc> ukalte, Ie pla1:£
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1\ c:" 1\
l' \a) - q t(xo) + (1 - q) 1'(7

0
) ,

113.20*lnta. Kechi aE(O,l/2) a l' je a-konnxn:( tunll:ce detinova-

na na interYa1u (a,b)CB1• Recht a < h < t < b a tunkce t

je shora casaena D8 interyalu (h,t). Potcm je tunh:ce t ahora

canena na kald4. 1nUrvalu (c,d), a < c < h < t < d " b.

K , Y ° d. ho1h l1bovo1ni xE (c,h) a uka!te, Ie anoUna

A(x,o) • {7E B1 1 xEOh.( {C'7}) obeahuje bod interYa1u (h,k).

Tento bod oanal!te a. Pot o. x e: ch
lll

( { e , a}) a t( x) 1.. od

hadDout pcmod t(c) a odhadu t Da (h,t) DeJllhiB1e Da Yo1bli
c. ObdobDli proYedte 1 abytet ddtasu.

113.211 Cvil!eD!. UUt!. 13.20 doka!tel
a-kOJ1yem! tunkce de1'iDOYan' Da

v
tald4 x Eo (a, b) t(x). l1a aup

7~ x
v

xE(a,b) je t(x). +00 •

Kecht aE (0,1/2> . a t je
(a, b) C B1• Poto. plat:! pro

t(y) < +00 , nebo pro tald4

113.22*1~
lIecht
PotUi

Kach' ae(O,l:/2> a t ja lII-kODnxn! tankce na (a,b)CB1•
t je ahcra cmeUD' na jiBt4. oteYi'an4a interval. IC(a,b).
t j e· apoj it' a konnxn! Da (a, b) •

v
K " Y 0 d. Z 13.21 p1yDe t(x) < + 0<:1 pro Yiechna x£ (a, b).

Zyo1te poe1oupnost1 {xII:} , {7~} tak, Ie plat! xII:-+ x,
.",,, ,,1\

t(xII:) -+ t(x) , xII: ---.. x,t(xII:) - t(x). Po1oUs

1 1-a.
YII: ••x le - -.- ~ a ull:alte, Ie plat! . Yle- x. Ze utah.

xt • ayt + (1 - a)xk odYodta po.oo! 13.17 a 111111tn!. p'achodaa

t -.. .. _ y.tab ; t(x) - 1 ; a r(x) .~ l1a t(Yt>" ~ l(x) -c +~

a odtud r(x). t(x)d:t. ~(x). D'le pro l1bovolnou poe1oupnoat

x t -.. x plat! t(xII:) _ ~(x). kde r ja pod1a 13.19 tODYaxn!.

Spojitoat l' p]:yDa a 13.2. lIno'l1na {x E (a, bh t(x) 'f. f<x)}

ja iao1ovan'. ZYo1ta 1iboYo1nli Y Y t4to lIIDolinli a utalte PQIIIo-
.... v

o! ap&ratu a ddtaau 13.20, Ie pi'edpok1ad t(y) > tty) • tty)

nde te apora. (holts xe (a,b), t(xL< t(y). Potca pro vleoh

na aEA(x,y){'l (a,b) plat! t(s) ~ t(y) , a I!ahol p17na
v - 1\tty) ~t(y)h podobni vede ke apora pi'edpoklad t(y) <: t(y) • t(y),
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Pro l1bO\'oln.fbod aeA(x,y)(\(a,b) j, t(a). t (qx + (1 - q) ~

~ q (t(x) - t(y» + f(y>! pro s ~ y j" q _ 0 a tedy

"fey) !i f(y).

113.23*[~ R,oht a6(O,l/2> •
~ana na 1nt"rvalu (a,b)C Bl
DolI:alt,'

PotOIl .-lI:on~8J[n! funll:e, f def1no-.
j" lI:on~8J[n!, pra~i II:dyl j" apoj1ta.

[13.24'1~ Reeht aE (0,1/2>. Petom a-lI:onTexn! funke" f d"nno
~8Da na 1ntar~alu (a,b)CB1 j" mi'1telna, pra~i kdyl j" apoj1
ta.

I a ~ 0 d. Ddll:as j" ebdobnt ddkaau ~ity 13.13.

]13.25[ Posniall:a. Vl1an.te a1 snaan' podobnoat1 nalea"nich ~ialedll:d
• ~!.ledll:y s tll.tu 18. Pro m-II:OD~8J[n! tunll:e" lae nap'. doll:asat
~itu analoC1ell:ou ~iti s 18.20 a rO\'nl1 dall! ~ity analoc1ell:'
tuuni•• odd!lu Blir'tlf.tu 18. Punll:e" a-ad1thni, aplnuj!e!
pro j1eU ae (0,1/2> funll:e1ona1ni rO\'n1e1

f(ax + (1 - a)y) • a f(x) + (1 - a)t(y), x, yell'

(aro~n"j a t'.t". 31) jaou dd1,,11ti. ap"e1a1n1. p'!pa'".
a-IrOllY8XD!eh funll:e!.

113.261 Pf!lI:la4y.

(a) IllI:ter' pfik1ady n"apoj1t!eh funll:e!, II:ter' b;yly 1/2-kon~"x

ni, reap. ryu 1/2-II:OD~exJi!, ja.e uve.l1 ~ 13.8.

(b)* Seatrojt" neapoj1tou rya, 1/2-II:OD~exni funke1 ~ B1, ktera
je a'ola caeaena.

I a ~ 0'. Vyletfujte doleneu funke1 exp * f, k.. f je
neapoj1ta a'1t1~n! funkea ~ 11•
(0) Seatrojte pfill:lady ne.poj1t!ch a-lI:on~exnich funko! ~ 11,

.E(O,l/2> ana1oiE1oll:' pfikla'da a (a), (b).

Po.Dlty II: .alliau roal!feni tOboto odd!lu la'nal'at napf.
~ a1tDku R. Ger - M. ruea.. 1 •••• • - ~1. 18.26, Il:de je u~e'ena

pfeena eitaoa.

... 1-10IV1I11 PIlIItCI

Y 11teratufe 1ae nal'at raan' pojar, II:ter' jaou ·po'obna·
ll:on~ax1tl funll:o!. U~e'..e jedan a n10h.
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113.27I Def'inice. Punkce l' def'ino'l8na na intenalu I C Bl 8ll naaiye.
kYaai-konyexn! (dale jen X-konyexn!l k nedoroaumnini ne&al.
dojit), jll8tlUe pro kaldll .e(O,l/2> a kaldll xl' lL2EI
plati podllinka

(X) 1'(. xl + (1 - 1I)lL2) ~ -ax (t(xl)' t(x2 » .
113.28l Pfiklad1. Baleanite pflklad1 tunkci, kterll

(a) .18011 X-lI:onuXJl.i,
(b) .18011 X-lI:onYllXJl.i, ale nikoli 1I:0nYeltn!,
(c) j80U lI-konyeXJI.i, ale nej8011 X-konvexn!.

113.291 CYi~eni. Xonyexni tunkce 8011vi8eji USO. 8 kODYllXJI.illi 1ID011nami.
Plat! tyr811Dl: Punke. l' detinoyana Da intenal. Ie Bl .1e

konvexnl prayi kd11 1In0lina {(x, 1] I x. I, t(x) ~ 1J j. kOD

veltn!. SrovDe.1 8 ob8ahe. tllmatu 35 - ade lae Dalliat toto tyra.ni
v obeeDi.1ii tormi.

ObdobDOU eharakteri8till:u K-konyexn!oh tunkoi udaya na81.dl1.1ioi
hrallDi:

Baeledujiei podaink1 .180U eniyalentDi

( i) tunkoe l' .1e K-konYllXJI.i Da tnt.nalu Iell,
(li) pro kaldll a.B1 .1e _olina {X€ II t(x) < a} konyBxn!,

(iii) pro lI:aldli aell .1. _olina l xE I, t(x):s a} lI:onYeltn!.

113.301 Vita. Punkce l' .1. It-kODYexn! Da int.nalu rc 11, praYI kd,.1
8plnuje obi' Dol"ujioi podaiDli:1'

(R)['VXl'X2_I, ."(0,1/2>, t(xl) • t(x2)]~[t(-1 + (1-.)x2) ~

'!: t(lL2)],

(Q)[VX1 ,:;E I , .6(0,1/2>, t(x1) <1'(:;)].[1'(_1 + (1-.):;) ~

'!: 1'( x2») •

Dotalte'

113.311 Ba.1dite pfiklad1 tunkei, kterll 8plDuji pe1l&. podaiDku (Q), t.1.
lIe.180u X-kony.ltD!. Dotalt. pak tvraeni,

hlda 8po.11ta tunke. 8plDujiei Da intBnalu Ie. 11 podainku (Q)

.1. X-kOllveltn!.

1.LJ.J21 J.iteratura. Stlldiu dalliioh po.1a6 80uYiBe,1ioioh 8 lI:onYeXitOll .1.
. Yilloyua prae.' 'fhoap8on, Conoay. Punetlon8, 1'.ohnioal Report

35, Onlyer8it1 01' Ki880uri, Colwabia, .18.1i obash yiak YiO.,80U
Yia! 8 "_t•• 35, Debet po.1J1,J .18011 8tlldo",~ Da tunkeich y:!oe
proainnieh.
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,.IIA 14

Obaahl A~ Zakladn! ?laa~noa~i h8ld.ro?akyeh tonke!.

B. H&ldero?ak4 tonkee jako .etriokY proetor.

C. Sp.ai&1n! h8ldero?ak4 tankee.

D. Punkoe h8ldero?ak4 ? bodi.

V to.to t4ma~u bude.e ?yletfo?at jiet' epeeialn! t'idy
tUDko!, kter4 hraj! ?elioe ddlelitou ulohu ? aDoha oboreoh
aateaatiok4 analjmy.

A. ZAKLADI1 7LABTIOBTI ROLDIROYSK1CH FUIItC1

114.11, Detinioe. Bui oc. ~ O. Jl'unkai t nasj?ue DC-h8lderoukou
DB aDolinl lie 11' jeatl1le exiatuje konatanta )[;>0 tak, Ie

It(xl) - t(l7) I ~ II: IXI - l71
C1C

pro daohna_ Xl'l7EII.

Ilnolinu ?I.oh OC-h8ld.ro?Bkjoh tonko! na anolini II osna~••
ae.: (II). Pro DC. 1 aiato terainu l-h8ldarouk' aa pou!!?'
osna~an! lipaehitmo?Bk4 tankae a Byata. ?Iaoh tiohto tunko! a.
osna~uj. ayabol.. LiPl(II) •

114.21 C?ia.ai. Ud.jte pf!klady OC-h8ldaro?kYoh tanko! pro rAsn8
DC) Zkouaej~. da sn4a4 al.mentarn! tlmkoejeou DC-h8ld.ro?
all:4.

Ukalh, Ie tedt'o(II), pr'?1 kdyl t j. o....d. na
II.

114.41 C?i~ea!. Pro OII.nnou _oIinD IICII a pro 0 ~ ~<DC pUt!

(a) de« (II) c Z~ (II),

(11) 8t«; (II) ". dffil(II).

Plat! toto hrun! i pro neomeunou aDolinu II?

Tlta. Pro ",'" 0 aile 11 j. aDolina tunko! 3eoe. (II)
(pfi ob?y,ltoh operao!oh) linaarn! pro.tor, a na?!o plat! (pro
II O....BOU): Je-,l1 t,'E~(II),potGII i t.'Ede",(II). DokaitBI
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114.61 CViceni. Ifecht feJeo<;(II). g6j('~(P) a g(P)C]f, kde

oC. f3 > O. J4.PC Bl• Poto. s« gE'~'I3(P), Dokaltel

If a v 0 d. OdhadnAte

114.? I CViceni.

eup
x.ye P
Xfy

If(g(x» - f(g(y»1

Ix - '11"'/&

( a) Je-l1
potom

f£~(J) •

je funkce
kde DC> 0 a mncUna J je interval.

f etejnolllArne epojita na J.

<b) Lze impl1kaci v
Je-l1 funkce f
exietuj e DC > 0

(a) "obratit" v naeledujicim emyelul
etejnemArnA epojita na intervalu J, potom

tak. Ie f£Jtoe(J)?

Tvrzeni. Je-li
j e omueny. petem
takova, Ie F. f

fEcl'oc«a.b». kde CG> 0

exietuje pr'vA jedna funkce
na (a.b). Dekalte'

a int erval (a. b)
pedf«:( < a. b> )

If a v 0 d.

(i) Ifejprve ukalte, Ie exietuje prave jedno epojite prodloule
ni P funkce f na interval <a. b >. 'roto nap!.'. vyplyn!l
ze cvHeni 14.? a a II vAt '1 e rodil.'eni etejnolllArne epoj i
te funkce. Mdleme tel pomoci (B.-C.) podminkY uk'llat. Ie
exietuji vlaetni lim f(x). lim f(x).

x ....a+ x~b_

(11) Ukdte pak. Ie pedfoe:(<.a.b:».

Poeledni tvrlleni nam l.'ika. Ie vyiet!.'ovani oC-h31derovekych
funkci na omezenyoh intervalech "nellaviei" na typu intervalu.
Mdbme tedy v jiet81B emyelu Iltotolnit eyBtemy a'",( <a.b» a
~oC«a,b». VyevAtlete podrobnAI

114.91 Cdc.ni.

( a) Hecht

f je
fEc;f",,<J), kde «: > 1

konetantni na J.
a J je 1nterval. POtOIB

If a Y 0 d. Ukalte nap!.'•• !Ie fO(x) '. 0 pro vieohna x£J.
Tel pl.'~ eleaenterni ddkall je enadnY.

(b) Plati tvneni II (II.) 1 pro l1boYolnou mnol1nu JC Bl ?

\14.10 ICv1ceni.
(a) Ifecht funkce f .. OJIlellenou derivac1 na 1ntervalu J.

27566 pa
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PotOIl je tt::dfoe.(J) pro vhchna oe.e (0.1). Dokaztel

(b) Kechi te~ (J) pro nej ake DC E <0.1>. Mud mit tunkce
na intervalu J olle.enou derivaci?

(c)~ P'edpoklad v (a) mazelle nahradit slabsim pozadavkell. aby
funkc8 t mllla ome.ene Diniho derivace na J (viz tema 7).

IH.U[ Cvil!eni. Ukdte. is LiPl «a.b»C AC « a.b». kde

AC « a. b» .nal!! eYlltlSll vsech absolutne spojitych tunkci na

intervalu < a. b >.

114.12[ Cviceni. Kazda tunkC8 • LiPl (J), kds J je omezeny interval.
Il8. s.v. na J vlalltni derivaci (a to oms.snou).

If a v 0 d. Pouzijte 14.~1 a Lebsegueovu vetu 0 derivaci tunkce
II konecnou variaci.

114.131 Po.namka. Vanika nyni otazka••da tvrzeni 14.11 a 14.12 p1ati
tel! pro o; -hlUderoVllke tunkce. kde DC.. (0.1). Snadno nalez
nete priklady (prove~tel). kdy' OC-halderoveke {unkce nsmusi mit
omezenou derivaci. Velice zajimava je tez nallledujici veta 14.14.
Pfiklad 14.15 ukazuje. ze ani zeslabene tvrzeni 14.11 nelluei p1a
tit.

114.14 I Veta. Kechi oCE (0.1). Pot om existuj e 0< -hCl1deroveka tunkce
na <0.1>. ktera neD nikde derivaci.

lIlavod.
po castech
14.21).

Bud Ho
spojita v

uzaver JIlDoUny {t£~«O.l>); s : je
(dt'"c ( < 0.1 > i. 't't( )J (viz nasledujici

Ho je Banachdv prostor (viz 14.22. c). Po1ozte

~. { tEo Ho; existuj e 1 tak. is pro vsechnax£<O.l-ii>

hE (0. ~) je I t(x + h) - t(x) I~ nJh

UkaZte. is

(i) je-li t~ Ho ' ktera .. a1espon v j edno.. bode derivaci •....
je tEo MAn •

(ii) kaZda &Dolina An je uzavhna v Ho'
(lii) kalda &Dozina An je 'idka v Ho'

K ddkazu pOll1edniho tvr.eni staci uka.at. Ie pro kalde
k > 0 a E> 0 existuje tunkce sEHo tak, is I e~(x)1 ~ k

101...7781
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a Zvo1te (pro m Bude) takOTou tunkci s.

aby p1atll01

s. (;'j) • 0 pro j.0.1 ••••••/2.

pro j.1.2 ••••••/2.

s. je 11nearni na ka!dem interva1u <2j/•• (2j+1)/.>

a < (2j+1)/•• (2j+2)/.> pro j.0.1••••• (./2)-1.

Dokdte. Ze 11m II e.l~ • O. odtud tvrzeni ihned p1yne.
lIl~cP

\14.15[ PHk1ad. Bxietuje spojita tunkce e konecnou variac! na omen-
nem interva1u J. ktera nen! OC-h51deroveka pro !adn' oc > O.

Tedy. i kdyz plat! ink1use

LiP1 «a,b»CAC «a.b»c'e«a.b»I1BV «a.b».

nep1at! jiz ink1use

'f! (< a. b > )('l BV « a. b > )t:.UC!:( <: a. b > ) •
.-:>0 -

1

H , v 0 d. Bud vII:(x) • 2k:1 (x _ (1/21<»£ + 1/211:

(k.1.2•••• )

a uvazujte tunkci h na interva1u (0,1), kde h:x I-+vII:(x)

pro XE. <1/21<, 1/2k-1 >.

114.161 Pfik1ad. Bxistuje dokonce tunkce abeo1utnl epojitll. na o.esen4m
a usav~ene. 1nterva1u J. kterll. na toato 1nterva1u nen! ~ -h&l
derov.kll. pro zadue DC > O.

If , v 0 d. Uvduj ts funk ci
1

loa x na<o.t>·

114.171 PHk1ad. Bud oc:e (0.1). JC B1 oaeseny interval. Bxietuje

.pojitll. tunkce na J. ktera nema konecnou variaci. ale je
O<:-h&lderoY.ka na J.

If , Y 0 d.

( i) -Bud iffl an konvergentni

pro vlechna nEH. ,Hecht

~ada.

an' 8·

Ha interva1u < O,s > vyliethjte nejdfive v1a.tno.U tunkce

f def1noYane takto.

f(x) • 0 pro x@J. {0••••1 ••2 ....} •
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t(x) • lIn 5Lpro x· sn_l + 2 '

t j. lin.arni na interyalech <IIn_l '

an<lIn_l +2' lin > •
(ii) Bajdit. k dan'au DC ~adu

byla «-h~lderoYllka.

00
z,n-l an tak, aby f'unlcc. f'

114.181 Posn&aka. Bxistuj. spojita tunlcc. na intsrvalu J, ktera n....

konllC!nou variaci a neni IX -hllld.rovllka na J pro !adn"
0<: ::> O.

114.191 P~iklad. Dllf'inujtll f'unkoi f' na <:0,1> vr:hhllll

rt o) • 0, t(x) • xa lIin (x-~ pro XE (0,1) •

VYi.t~ete vlalltnosti f'unlcce f' v savillloeti na a,b, tj.
sd~ je abeolutni epojita, II koneC!nou variaci, DC-hllldllrovllka.

114.201 Aplilcac.. Jako aplikaci pf.dohasejicich vyaledlcd na t.orii
paroialnioh dif'lIrencialnich rovnic uka!.ae j.dno tyrs.ni s to
hoto oboru, ani! byohoa lie sde pouitili do nijak" teorie C!i
f'ysikalnich interpretaci.

Pro teo (O,T) a XEBl d.f'inujae f'unlcoi u talcto.

u(t,x) - fJ'-
0·'-

exp( (x-I>;)
- 4 (:t - 1 t( 't" , ~) d t

2VlT(t -'t') J /
d't' ,

Dokaltel

kds f' j II lIlU-Helne. a oaeuna f'unlcce na _oZini

Beoht nyni t je lipllchitBoYIIlca y proainn" J
na (O,T>, tj. necht plati.

3K;> 0 VU;:(O,T> V)1' J2 E Bl (If'(t']l)

,,2 u
POtOlll f'unlcoe u ... ylaatni deriYaoi na

CJx2

(O,T> x E1"

lltejnoairni

v teorii paroialnich dif'erencialnioh rcynic lie pak (sa pfed

a2 upoklaclu exilltence derivace ---aT) ukah,!e f'unlcce u vyhovuje
x,

jist' dif'erenoialni rcynici. Daji ee nyni slcouaet dalii Ylalltnollti
tunlcce u, podainlca na f'unkoi f' lie oelabuje atd. Toto vie viak
budete probirat ai Ye yyiiioh roC!nioich, nesapoaente ale nilcdy
posdiji viechna tato tvrseni podrobni dolcasoyat a nepoC!itejte C!is
ti "aechaniclcy".
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B. HOLDEROVSKlt FUNKC!! JAKO METRICK'! PROSTOR

114.211 Zavedeni metrikY. Bud oc e (0,1> a neeht sc: III j e omezen! in-

terval. Pro funkei fe~( J) definujme oc-normu funkee f vzta-

hem 11 fU", • af 1\ 0 + H~ , kde

IIf 1\ 0 - sup If(x) I a kde Hf' j e tn. oC-hlSlderonka kon-
xe J

stanta funkee f, definovana predpieem

definuj eme funkei 't""". [f ,g1~ Uf - g 'I..c •Pro

oc.
Hf - eup

x,yeJ
x,ly

f,ge~(J)

'f(x) - fey) I
Ix - yl'"

Dokaite naeledujiei tvrzeni.

(a) (~( J), 't'",,) j e metrieky proet or.

( b) (ae",(J), 1:'",,) j e metrieky lineuni proet or (normovan! linear

ni proetor).

(e) Proetor (~(J), T",,) je uplnj (tedy Banaohd... ).

N .. ... 0 d. Od...odte nejpr... e lemma.

"Neeht f n 6de""(J) • f ,., f na J, neeht poeloupno.tn

{ H~n} j e omellen". Poto. fe.ie"" ( J) ••

( d) Pro.tor (JecA- (J), T", ) neni .ep6rabilni.

If a ... 0 d. lIajdlite ne.po(!etnou lIDoZinu KC~(J) tak, aby

'Toe. (f,g) :: 1 pro ...§Sehna f,geEK, f -;. g. (U... lIdOJllte .i, Ie

oC-hlSldero.... ka ken.tenta funkee xDe je rovna 1, bereme-li

J-<C,l>.)

114.23*1 Probl8l1\7.

(a) V.hled•• k inklu.i Z od.tavee 14.4.a .koUllejte ....tab

~,H: pro oc -c ~ • V pi'ipadli monotenie (pU psvna

funkei f) ...yieti'ste jejieh limity.

(b) Podle 14.11 ...ite, ie

LiPl «a,b»C ce (<::a,b>.) f"'l BV «a,b».
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Do prostoru spojitych funkc! mdleme zav8st metriku f vzta-

hem f{f,g). sup I f{x) - 'g(xll
x6<a, b> ,

a do prostoru funkc:i s koneC!nou variac! BV{ < a,b» mstriku
b

6' vztahem (3"(f,g). If(a) - g(a)\ + V If - g\ ,
a

b
(kds V F znamena variaei funkee F na intsrva1u <a, b >).

a

Vyhtfujte nyni p.-ostor funkcf LiP1{ <a,b» 6 metrikami

,~ , ,6", 1:i (vztah teehto metrik. konvergenei. homeomorfismus,

up1nost, separabi1itu aj.) a zkoumejte tel v1astnosti

LiP1 «a,b» jako podmnoZiny proatoru ('t'(<:a,b> )'f)

C!i (BV( <: a, b > ) ,6') (uzavrenost aj.).

( c) Ha zak1ade ink1uss LiP1 (< a, b > ) c. R r c a, b > )

prostor (LiP1{<a,b».J»~ kde metrika -Jl
vztahem , VI (f,g) • (R) J If - g I

'"

zkoumejte to

jed efinovana

c. SPBCIALHf HOLDEROVSKt FUHKCE.

114.241 Definiee. BU~ fE:Je~ (J). OznaC!me pro cf > 0

H~( J) • sup
x,y£ J

O<lx-yl!.J

I f{x) - fey) I
Ix - yl'"

liekneme, is f6.7e", 0 (J), prave kdyl lim H~(J) • O.
, eJ'~ 0

+

114.251 veta. Prostor (~,o{J), t'",,) je uuvreny podprostor prostoru

(de", ( J), 1:'",,>'

•• v 0 d. Uzavrenost dokazujte napf. eporem,

nost dn > 0 a konstanta C ~ 0 tak, Ie

11.11 I n • O. Protohn _

tj. sxistuj s

H~(~) e C

pos1oup

a

1014-7781
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a x,Y€ J, 0 <; I x y I .:: J , dostanete nakonec Ilf - f n II 0:> 0,

nebot 11m If.:f , J) • o.
J'-..o n

+

114.261 Poznamka. Proetory dt'"",o(J) , ~(J) maji da1l1i zajimav9 v1ast

nosti (viz Z. Ciesielski, "On the isomorphisms of the spaces

de",,( J) and mOl. Bull. Acad. Pol. Sci.. VIII, 1960, 217-222), nap!'.

D. FUNKe! HOLDlffiOVSKl! V BOD!!.

kde uzavllr uva~ujeme v metrice ~0( •

114.271 Definice. Bud oce. <0,1> • Funkci r nazyvame OC -hinderov sll: ou

v bodll p, jest1i~e existuje konstanta K>O a okoH U(p) bodu

p tak, h I f(x) - f(p») ~ K IX - p loG pro vllechna xeU(p).

Pro oG. 1 ee uiivs. opet termin lipschi tzovs·ks..

114.28[ Cvicsni.

rovska ve

Srovnsjte definice 14.1 a

vllech bodech interva1u J,

14.27.

musi byt

Bud f oc -hinde-

fede",(J)? Zkou-

mejte funkci z 14.19.

114.291 Cviceni. Oznacte poetupni! Df,Hf(D(;) ,C f mnoZiny bodd, v nich¥

funkce f ma v1aetn! derivaci, je OC-h31derovska, je spojita.

Ukdte. h p1ad, Dfe Hf'l) C Hf( "'2)C Hf' O( 1 ) C Of' kds

o < o{,l < OC2 < 1.

~4. 30*1 Veta. Bud f. !1- 11 , Jestlih mnoZina B1 " Cf j s husta,

potom mnoZina Hf(OC) js prvn! katSgorie pro kdde OCE (o,r ».

II a" 0 d. Oznacte Bn• {PEB1l 3x,yEU(p,l/n) a

f(x) - f(p)

Ix - pi'"
f(y) - f(p) > nJ

\y - pl-<'
a

Protoh Hf(OC)C B1 ",~. etac! ukaEat. h mnoZina B~ js hUst&..

Bud J 11bovo1ny otev!'snY intsrva1, dE In(11'" Cr"
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Ve.mite h,1e tat, Ie

lII8X [ted) , l1maup t(t)] > h > Ie > lII1n [t(d), l1mint f(t)] •
t-d t-d

Z"olte m< d tale, aby pro pE In(m,d) p1ati1o:

h - t(p)

Id - p\'"
Ie - t( p)
Id _ pi'"

> a,

Pak exiatuj:! x,yE U(p,l/n) tak, h t(x) > h, t(y) < t a

t(x) - t(p)

Ix - pi'"
_ t(y) - 1'( p)

\y - pI'"
> n.

114.311 O"i~en:!. Poaoe:! 14.30 uka!te:

(a) Jeatl1h llI1oZ1na B1" 0t je husta, potom &noUna Dt je

pr"n:! kateco~ie.

(b) Jeat1Ue &nOUns 0t. B1' a, pak mnoZina B1' Ht (1) je

neapo~etna a husta.

(e) JeatlUe &noUna' 0t je hueta, potom &noUna B1, 0t js
pr"n:£ Ieatecorie.

If a " 0 d. Pod1e 5.9.b je mnozina 0t typu GS'

(d) Jest1i!e mnoiiny

°t n ( ! l ' Ht ( oG »

(tj. jej:! dop1nAk

1014-778]
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T ~ 14 A 15

Stejnomerna spojitoet

Obeah: A. Zakladni vlaetnosti.

B. Soucin stejnomerne spojityeh funkei.

C. Cauehyovsky spojite zobrazeni.

D. Stsjnomerne spojite mnoziny.

A. ZAKLADN1 VLASTNOSTI

OpakovanL BUdte (p,r), (Q,B') metrieke prostory a f:P-Q
zobrazenL Definujte pojmy' f je epojite .., bode, f je spojite
na mnoZine ACP, f je stejnollll\rne .spojiU na mnoZine ACP.
f j e epoj ite na mnoZine AC P.

CvicenL

(a) Zkownejte vztahy mezi spojitost! a stejnomernou spojitoetL
Ukazts pfiklady spojityeh zobrazeni, ktera nejsou stejnomerne
spojita.

(b) Ukazte pfiklad zObrazeni, ktere je stejnomerne spojite a neni
lipsehitzovske.

(e) Zopakujte vetu, podle ktere spojite zobrazeni na kompaktni
mnozine je etejnomerne epojito.

(d) Pfipomente tez vety 0 rozsifeni stejnomerne epojiteho zobraze
ni (viz 47:5) a vetu 0 eouvislosti e modulem spojitosti (viz
25.4) •

(e) Zkownejte tez ecitani a skladAni stejnomerne spojityeh funkei.

B. SOOO IN STBJNOlil~RN! SPOJiT'lCH FUNKe 1

~ Cviceni. Ukazte na pfiklade, ze eoucin dvou etejnomerne epojityeh
funkci nemusi byt stejnomerne spojita funkee.

115.4 I Veta. Neeht ~ znaci mnozinu vseeh nezapornych stejnomerne spo-

1014-7781
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J1tych tunkci na

11. sup t(x) <
X~ClO x

1ntsrvalu < 1,+ 00 ). Dokdh, h

+ _ pro kddou teX.

1I a v o d. Provelite sporsm. Nscht existuj e teX a posloupnost

{xllJ tak, h

( a) 11m xk • + 00

( b) x k+l - x t > 1 pro kdd,§ te N,

( c) ::>0 kds c
k

•
t(xk)

ct+l - ck' xt

(d) 1111 c
t

• + _ ,

(e) !t(xt+l) - t(xt)\ • ck+l xk+l - ckxk ~ ct(xt+l - x k)

pro kalde t.

Bud de (0,1)

spoj1tost1 t

byl0

cislo, kter'§ ex1stujs podle dst1n1ce stejnomern,§
£ • 1. Dale nale~nete to tak, aby pro k > ko

20t > 7J' Pro kaiU k> to ex1stUji t1' t 2 , · .. , t m tak,

Is xt • t l -c t 2 " ... -c t m • ~+1'

~ < t 1+1 - t 1 < d' pro 1.0,;1.•••• ,II-I.

P:U pevnu k > k nalunhs nyni j talc, aby
0

\t(t j+1) - t( t j) I =<!: °k(t j+1 - t j).

Poto. ale I t(t j+1) - t{t j) I > 1.

115.51 Le.....

(a) Bud x f{x)eX, bud E > O. PotOJll ex1etuje c! > 0 tat,

Is pro x, ye <I, + .... ), Ix - y 1< d j e x If( x) - f( y) I< Co •

• , ., 0 d. Podle 15.4 na1811nete )(>0 tak, aby f(x) <)(

pro XCi <1,+ 00 ). lIa.,io existuje de (0, :)() s vlaetnos

til pro x,ye.<l,+ -J, Ix-yl<cf je Ix f(x)-y f(y)1 < ~ •

(b) Bud x2 f(x)<£. X, bud £;> c. PotOJll ex1stuj e cf> 0 tak, Ie

pro x,ye < 1,+ 00 ), Ix - y I<: cI' j s x21t(x)- fey) I-c a •

Doka!te obdobni jako ., (a)l
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Vha. O.maClIle

pro libovo1n.

x*
Ce X

lIlnoUnu vllech 1"unkc! 1" eX
je 1".geX. PotoSI

takovych, Ie

1"eX"', pravli kdy! x 1"(X)EX

II a v 0 d. Becht x 1"(X)EX. Bud C€X a E. > O. Bxhtu

j! ~ > 0, ~ > 0 tak, !e 1"(x)< Ill' x-1 g(x)<~ pro

xe < 1,+ 00). Daie na18llnl!te J,> 0 tak, aby pro

Ix - y\< cf, x,yEo < 1,+ 00) by10

c £
!g(x ) - g(y)\ < y \1"(x) - 1"(y)\ < 21L.

2111 ' ~

CV1cen!.

pro libovo1ne ceX

X ""*Uka!te, Ze 1"Ei ,

UkaZte, Ze 1" + CE:.x-:

( a)

( b)

( c)

( d)

X *# v*
Oznaollle lIlno!1nu vsech 1"unkc! 1"€~ takovYoh,!.

x: JC**' x:je 1".ge • Ukdte, h ~ •

pravli ledy! x2 1"(x)eX •

1".geX*, kdykol1v 1",8<SX*.
X **Vys10vte a dolea!te ana1og1cka tvrzen! k (0) pro syst.. •

":'-

( e) Zkoumejte v1astnost1

C. CAUCHYOVSKY SPOJI'rA ZOBRAZElI'f

115.81 De1"inice. Zobrazen! 1" lIletr1ck.ho proetoru (P, f) do (Q,6')

nazvellle cauchyovsky epojite, prevad!-li lea!dou cauchyovskou pos1oup
nost v P na cauchyovskou pos1oupnost v Q.

115.91 Cvicen!.

(a) Vysetrete vstah lIlesi cauchyovskou epojitost!, stejnomlirnou
spoj1tosti a spojitost!!

(b) Zkoumejte, zda soucin ci slo!en" zobrazeni cauch;yovek;y epoji
tych zobrazeni je cauchyovsley epojit••

(c) Jake nutne a' poetaouj!ci podminky lIlus! sp1novat prostor P,
aby ka!de zobrasen! P do 1ibovo1neho prostoru by10 epojit.
(cauchYovsley spojit., stejnollllirnli spojite)?

1014-7781
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N a v 0 d. Proator P muai byt izolovany (kazda cauchyovska
poaloupnoat muai byt atac10narni, P muai byt atajnomern5 1z010
vany).

(d) K tomu, aby kazda spoj1ta funkce na P byla cauchyovsky spo
j1ta, je nutne a sta~i, aby P byl uplnj.

(e) Nalezn5te nutne a posta~ujici podminkY na to, aby kazda spo
j1ta funkce na P byla stejnom5rn5 spojita. Deta11n5jlia
zkoumanim tohoto problemu ss budeme nyni v dallim zabyvat.

D. STBJN0J4ARd SPOJITlt 14N0ZINY

115.101 Definice. Bud (Il,d) metr1cky prostor. IlnoUnu Bell nazveme
atejnomern5 spojitou anoz1nou, jestlize kalda spoj1ta realna funk
ce na B je stsjnomern5 spoj1ta na B.

115.111 Cv1~eni.

(a) Ukazte p~iklady mnoz1n, ktsre nejsou stejnomerne spoj1te.

(b) Ktere mnoz1ny jsou zaru~en5 stejnom5rne spoj1te?

(c)· Ifecht B je etejnomern5 spoj1ta mnoUna metr1ckeho prostoru
(M,d). Potom (B,d) je uplny metr1cky proator. Dokaltel

Existuje spoj1ta realna funkce

Necht (B,d) neni uplny. Potom ex1stuje cauchyoveka
{Pn}C B rllznych bodll takova, h mnoUna

Ukdte, h A,B

Dsf1nujte

jeou uzavrene a d1sjunktni pod

f , B ----+ B
1

B.

posloupnost.... '

U {'p} nema hroaadny' bod vn.l n

....
B • :dl {P2n1 •

mnoZiny (B,d).

If a v 0 d.

(ukaztel) takova, ze

(1) 0 -s f(p) ~ 1 pro pE B,
(11) f(p). 0 pro pe A,
(111) f(p). 1 pro pe B.

Sta~i dokazat, ze f neni stejnomerne spojita na B.

(d) L1bovolna stejnomerne spojita mnoz1na metrickeho prostoru
(Il,d) je uzav~ena.

115.121 CV1~eni., Rekneme, h podmnoZina B metrickeho pr.ostoru (II, d)
je nezaporn5 stejnom5rne apoj1ta, jeetlize kazda raalna, nezaporna
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a epoj1ta funkce na B je etejnomerne epoj1ta na B. Ukalte, Ie
Molina B je nezaporne etejnomerne epoj1ta, prave kdyl je etejno-
merne epoj1ta. .

II a v 0 d. Bud B" ~ nllzaporne etejnomerne epojita mnoUna,
bud f epojita funkce na B. Po1ozte f 1" max(f,O), ~. mn(f,O)
a ukalte, Ie funkce f 1 a -JsD jeou etejnomerne epoj1te na B.
K dokon~eni ddkazu uvalte, Ie f. f 1 + f 2•

115.131 Def1n1ce.

(a) Metr1cky proetor (X,d) ee nazyva W-B proetor, jeet111e
jeho kazda uzav~ena a omezena podmnol1na je kompaktni. (Je
kddy metr1cky proetor W-B proetorem?Uvedte pHk1adyl)

(b) Podmno£1na B metr1ckeho proetoru (M,d) ee nazyva etejno
merne izo1ovana. jeet111e 1nf ld(X,y) > 0; x,ya B, x ;. y}.
Uvedte p~ik1ady! Porovnejte pojmy: 1zo1ovana mnol1na - etej
nomerne 1zo1ovana mnoz1na.

Veta. Bud (l4,d) metr1cky W-B proetor
epoj1ta mnoUna. Potom B. A1U A2, kde
A2 je etejnomerne 1zo1ovana mno£1na.

a B4: 14 etejnomerne
A1 je kompaktni a

rdznych bodd z B takova,

pi'ipade

Ie

( 1) 11m r n • + -, kde r 1 • d(P1'Po),

( 11) d(P2n' P2n-1) < .!. pro kaide nE: II,n

(111) c:: <: '"'r 1 - r 2 - r) - •.• ,

(1v) r + 2 -= r 2n+2 pro nEO II (pro~?) •2n

Lehko zj1ehte, h

( a) d(P21,P2j) ::: 2 pro 1;' j,

( b) P2j-1. U(P21,e1) 1,jEII, kde 1
d( P21-1,P21)'pro e1 "'2

( c) U(P2j,e j ) n U(P21,81) " fD 'pro 1 ;. j.
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Po1olite-1i nyni

1'(p)
iE N,

je l' nezaporna, epojita, ale ne etejnomllrnll epojita na E.

Tedy mnozina A2 ~ E 'U(po,ro) je etejnomernll izo1ovana a mno

Una A1 • BI'lU(po,ro) je kompaktni.

Pfedehozi vyaIedky mdleme je§tll troohu zobecnit.

(a) BUdte (Il,d) a (ll1'd1) metricke proatory. J4noUnu Bell
nazveme atejnomllrnll epojitou vzh1edem k (Il"d,), jeet1ize
kdde epojiU zobrazeni l' I 11--+ III je atejnomernll "poji
Una 11.

(b) Ukazte, Ie tento pojem zaviei na volbe metriokeho proatoru
(1l1,d1). Udejte pfik1adyl

(c) Rekneme, Ie metricky proetor (1l1,d1) obeahuje jednoduchy
oblouk, j eetlih exietuji a, bE)41 a existuje homeomor1'iemu"
hI < 0,1> -- III tak, Ie h( 0) • a, h( 1) • b. (Interval
<:0,1)0 ohapeme jako metricky proator e obvyk1ou metrikou.)

(d) Ukalte, ze di"kretni proetor a jednobodovy metriokY proetor
neobeahuji jednoduchi ob1ouk. Uvedte dal§i pfikIady pro"tord,
ktere neob"ahuji jednoduchy oblouk. Uvedte postaoujio! pod
.inky pro takove pro"tory! Uvedte pfik1adY metrickych proeto
rd, ktere jednoduch! ob1ouk obaahuji.

(e) Ukalte, Ie v&ta z odetavce 15.11.c zdatane v p1atnoeti 1 pro
de1'inici z (a), predpok1adame-1i, Ie (1l1,d1) obeahuje jedno
duchY obI ouk,

N a v 0 d. Staoi po101it v navodu ddkazu 15.11.c
kde h je jako v (c).

(f) Ukalte, Ie za'pfedpok1adu (e) plat! 1 vIta z odetavce 15.14.
V oem je p'''kvapivo"t tohoto tvrzeni?
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T 11 '" A 16

"'onotonni funkce v 81

Obaah: A. Zakladni vlastnosti monotonnich funkci.

B. Hlub§i vlaatnoeti monotonnich funkci.

C. Roz§irovani monotonnich funkci.

A. ZAKLADN1 VLASTNOSTI !lIONOTONN1cH FUNKC1

116.1l Definics. i!skname,!e f'unkee definovana ns mnoZin~ GCo 81 js
nekleeajici na G, jeetlih pro vSechny dvojice x,ye G, x<y,
plati f(x) ~ f(y). Podobn~ neroetouc1, klseajici, roetouci.
Funkce definovana na mnozin~ G se nazyva monotonni na G, jeet
lile je nekleaajici nebo neroetouci na G.

116.21 C'licsni.

( a) Tvofi monotonni
mnoZin~ !lI C 81

(reap. neklseajici, nerostouci) funkce na
linearni vektorovy prostor?

(b) Je aoucin dvou monotonnich (nekleeajicich, neroetoucich)
funkci monotonni (neklesajici, neroetouci) funkce?

( c) Necht :F
tonni na

je monotonni funkce na mnolin~

j'(G). Je f*Y monotonnina
f aono-

Tvnen!. Neoht f. <; a, b > -+ E1•
kde m(x). inf (f(z) I z£ < a,x>} ,

'ii(x) • inf {f(z); ze.<a,x)}, K(x)

jeou lIlonotonni na <:: a, b>•

POtOlll funkoe a,!lI, il, i,
"'(x) • sup {f( s) I ze <a,x>},

• sup {f(z); ze < a,x)} ,

116.41 C.,iCen!.

(a) Zkoumejte, kdy naetene aleepon jedna z rovnoeti f. a,
f • it f ••, f • it f • m. • at ... t

(b) Najd~te v§echny lIlonotonni funkce f. El~ 81, ktere eplnuji
funkcionalni rovnioi f(x+y). f(x) + f(y).
(Vis tel tema 18.)
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(cJ Bud f roet oucf funkce na <a, b>, Xn6 < a, b>. Necht

11m f(xn) = f(b). Potom 11m xn = b.
n" oo n"'''

( d) Necht

"otom

f : El- El

f( R1) • Rl,

je epoj1ta a monotonni na El •

prave kdyz 11m If(x)\. 11m If(x)\
x~+oe x...... -oe

• + 00.

116.5l Poznamka. Rxistuje epojita funkce na <0,1> takova, Ie nanf mo-
notonni na zadnem 1ntervalu (DC, (3)c. < 0,1 > Viz 4.21. c.

116.6[ Tvrzen!. Bud funkce f: A~ El neklesajici na mnoz1ne A.
Potom plat!
(1) je-l1 a hromadnym bodem mnoz1ny A zleva (tim ee rozumi,

Ze v 11bovolnem 1ntervalu (a-ef,e,), cf> 0, exietuje vzdy
aleepon jeden bod mnoz1ny A), potom ex1etuje
11m f(x) = eup f(x),
x ...... a- x< a
xeA xeA

je-11 a
11m f(x)

~~a+

( 11)

B.

hromsdnym bodem mnoz1ny A zprava, ex1etuje
= 1nf f(x)

x>a
xeA

Formulujte analog1cke tvrzeni pro neroetouci funkce.

HLUBlU VLASTNOSTI 1I0NOTONNtCH FUNKe t

Body nespoj1tost1.

(a) Hecht f:(a,b)~ Rl je neklesajici na
V kaiidem bode c4;(a,b) sxistuji 11m1ty

(a,b). Potom plati:
11m f(x) • sup f(x),
x-+c- aex<c

11m f(x) • 1nf f(x),
x-.c+ O<XCD

takh zl.'ejme

11. f( x) S f( c) ~ 11m f( x) •
x"'c- x .... 0+

Viechny body nespoj1tost1 funkce f lezici v (a,b) jsou
tedy 1.druhu (v1z t"ms 5) a jej1ch mnoz1na je epocetna.

H a v 0 d. Na prvni cast tvrzeni pouz1jte odstavec 16.6.

(b) Dokdte, ze k libovoln" spocetne mnoUne lie Rl eX1stuje
rostouci funkce na ·Rl takova, ze mnoz1na II je prave mno
ii1nou vsech bodd jeji neepoj1tost1.
(Srovnej 5.5.)
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116.81 PHklady.

(a) Necht )4 = Rn (U,l). Kazdemu cialu t = .E...e )4 (p, q neaou-
q

dHna, 0< p < q) pHradme cialo a( t ) • q-3.

Zobecnena rada ~)4 a(t) je abaolutne konversentn1;

pro Uc:;x<l polozme f(X).~)4 a(t).
t~x

Dokazte:
(i) r .
(ii) f

(iii) t
(Lv) f

je roetouc1 v (0,1),
neni spojita v zadnem bode mnoziny )4,

je spojita zprava v kazdem bode mnoziny )4,

je spojita v kazdem bode mnoZiny (0,1)'11.

Pokuate se tez vyaetrit derivaci (reap. Diniho derivace 
viz 7.8) funkce f.

(b) Necht f js nekleaajici a zdola omezena funkce na otevrene
mnozine Dc R1• Definujme funkce a a F na D predpieem

s Ix) • f(x) - f(x-) + xJi[r(xi +) - f(X i-)]

F(x) = f(x) - a(x),
nespojitosti funkce f.
eajic1 na D. Funkce a
tez (J II) , kap , IX, §§

kde X1 ' X2 " " jaou vseChnY body
Potom funkce F je apojita a nekle

ae obvykle nazyva funkci akokd; viz
2,3.

j16.91 Tvr zen!. Monotonni funkce na HI je prvn1 Baireovy tridy
na Rl • Viz 12.21.b.

116.101 Cviceni.

(a) Necht f je monotonni, apojita a omezena na omezenem inter
valu (a,b). Potom f je etejnomerne spojita na (a,b).
Ukazte na pfikladech, ze po vynechani kterehokoliv predpokla
du tvrzeni neplati.

(b) Necht funkce f je monotonni na intervalu Ie R1 a mil.
Darbouxovu vlaetnoat. Potom f je apojita. (Viz oddil 11.C.)

116.111 Cviceni. Necht R je podmnozina (a,b) a f je funkce majici na
(a,b)' R vlaetrii derivaci. Zkoumejte vztah mezi monotonii funkce
f a vlaatnoatmi derivace funkce v zavialoati na "velikoati"mnozi
ny R.

Napf1klad je-li E = 0 a f'(x) ~ 0 pro vsechna xe.(a,b),
je funkce f nekleaajic1 na intervalu (a,b).

Obycejnou derivaci 'je mozno nahradit jednostrannou derivac1 (viz
tema 7), Diniho derivacemi, eymetrickou derivaci apod. (Viz tez
tema 27.)
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(a, b) •je funk~e monotonn! na
vsud e v (a , b) •

Lebeagueova veta. Heeht f
Potom f ma derivaei akoro
Viz [J. II], kap; V, § 2.

116.131 Pr!klad. Cantorova funkee (viz tama 4) je apojita, nekonatantn!
a monotonn! na <0,1> a jej! derivaee je rovna nule skor o vaude.
Existuje dokonee funkee, ktera je roetoue! a epojita a ma deriva
ei rovnou nule akoro vSude.

116.14[ Tvrzen!. Heeht BC. < a, b > j e Hdka uzavrena mnoUna.
Poloite ~(x). f (x,B) (vzdalanoat bodu x od mnoziny E)

a f(x)· /:I(t)dt. Funkea f je roatouc! a apojita na <a,b>,

ma vlaetn! darivaei vsude na <a,b> a pro xeB je f'(x).~ O.
Plat! tvrzen! bez pradpokladu, ie B je r!dka?

C. ROZ§!fiOVAN! 140NOTONN!CH FUNKC!

(i) pro
( 11) .1e-11
( 11i) ja-11
( iv) je-11

11' , v o d•

116.15[ Tvrzen!. Naoht Me Bl je uzavrena a nepr!l.zdna, f:M-Bl•
Potom exietuje g I Bl~ Bl tak, ie plat!:

xa II je C(x). f(x),
f apojit' na 14, ja C apojita na Bl,
f nekleaaj!o! na 14, je C nekleeajio! na BI ,
f roatoue! na 14, je C roetouo! na Bl•

Poloime .c(xl • f(x) pro xe 14. Oznacme (an' bn) •

• In omazeny atycny interval mnoUny II a pro x 6 In poloilllll

x - &n (f(b
n)

_ f(a
n
».

bn - an

Pro neomezene atycne intervaly (v pHpade, Ze exiatuj!) poloime
C(x) • f(a) + x - a nebo c(x). feb) + x-b.

Tvrzen!.
Neoht J

exietuja

Neoht fl.,. lie. BI a f je nekleaa.1!e! funkee na 14.
je nejmens! interval obeahuj!o! mnolinu II. Potom

funkea C, nekleaaj!o! J, pro kterou plat!, ie

c(x) • f(x) pro x 6.14.

Zdatane tvrzen! v platnoati, je-li J nejmens! uzavreny interval
obaahujic! mnoiinu 14?
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T ~ M. A 17

PeYiodicke funkce v R1

Obeah: A. Definice a zakladni vlastnoeti.

B. Kvaziperiodicke funkce.

A. DBFINICE A ZAKLADN·f VLASTNOSTI

Definice. Bud jP mnozina vsech konecnych realnych funkci defi
novanjch v R1• Pro fEY' oznacme

Gf• {pE R1l f(x + p) • f(x) pro vsechna XE B1} •

CViceni.

(a) VZdy je 0 E Gf• je-li pE Gf• je -PE Gf•
Je-li pEGf• qE.Gf je p - qEGf"

(Gf je aditivni podgrupa rea1nych ciee1.) Dokaztet

(b) Mnozina Gf je bud jednobodova nebo nekonecna.

117.31 Definice. Rekb.sme. Ze funkce fef je periodioka. jeetlUe
Gf obeahuj e vice nez j eden prvek. Kazdy prvek Gf nazveme perie
.2.2!:!.. f'unk oe f.

117.4\' Cviceni.

(a) Kazda konetantni funkce je periodicka. Urcete vsechny jeji
periody.

(b) Funkce sin. oos. tg jeou periodicke. Najdite vsechny jejioh
periody.

(c) ,Pro x EB
1 bud f(x). x - [x]. Potom je f periodicka.

dokdte!

Tvnen!. BUd
pravi kdyz f

f periodicka funkce. Potom
je konetantn!.

lim f( t)
t~-

exietuje.

Problem. BUdts
f + e. f.e jsou

f. e periodicke funkce. Zkoumejte. zda funkce
periodicke.

1014-7781 - 131 -



117.71 Cvioeni. Bud R mnolina racionalnich oisel. Necht D 'je D~
richletova funkce. Potom Re GD• Dokalte! ROl:hodnllte. zda

R • Go'

117.81 Periodiok' rodil'eni. BUd:t' funkoe na intervalu<a.t».
Neoht eXistuje periodicka funkoe fE.Y' takova. h f(x) • .1'(x)

pro xe. < a. b >. Potom nazveme f periodickim rodi'!'enim funk

ce f' Je-li navic b - aE. Gf • budeme '!'ikat. h f j e periodio
kim rOl:sirenim funkce 50 s periodou b - a.
Najd~te nutnou a postaoujici podminku na r . aby existovalo pe
riodick' rOl:sireni funkoe jD 8 periodou b - a. V p'!'ipad~,

18 takov' rOl:s1reni exietuje, podrobn~ popiste funkoi f.

Bud

d •

G+
t

inf

mnolina vsech klsdnich prvkd mnoliny

+Gf > O. Potom dE Gf • Dokalte!

I a v 0 d. Recht d<f;: Gf • Bud {dnl posloupnost takova. Ze

dnE. 0;. dn'" d. ProtoZe d > 0 a posloupnost tdn} je

oauohyoveka. existuji p'!'irol:en& n.. tak. Ie

o < dn - d. < d.

Hlavni periods.

jeetlih f je
Podle vety 17.9

~ekneme, Ie funkce f ma hlavni

periodicka, inf G; > 0 ad.
je tate definice korektni.

periodu d,
+inf Gf •

117.U[ CVioeni.
(a) Bxistuji nekonetantni funkce, kter' nemaji hlavni periodu.
(b) Bud d hlavni perioda funkoe f. Potoa

Gf • {:It I x· n • d. noel.} •

veta.
(a) Periodioka tunkoe f je leonstantni prave tehdy, kdyl

Of • 11"

(b) Iecht periodicka funkce nema hlavni periodu. Poto. mnolina

Of je hueta v 11,

Vita. Reoht f je periodick" funkce. Recht eXistuje x oE-11
tale. Ie f je spojit& v bodi x o' PotOll je bud f konetaDtni
nebo ma hlavni periodu.

I a v 0 d.
+inf Of • O.

xe.{x - et.o

1014-7781
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Podle vllty 17.12.b exietuji x , x"e. B1 talc, Ie XE.Gf,lx"'l<d
a w· Xo + x + x " Pot Oil

If(w) - f(xo)1 • If(xo + x") - f(x o) 1< E..

Odtud plyne, Ie f je Iconstantni.

117.141 P~ilclad. Sestrojte funlcoi, Ictera ma hlavni periodu a je v8ude
neepojita.

Lema. Reoht
(0, c!)c Gf •

existuje J> 0

Potoll Gf• B1 a
talcove, Ie pro funlcoi

f je Iconetantni.
f plat:!

117.16*[~ Reoht Gf ma Icladnou vnit~i Iliru. POtOIl f je Iconetantni.

117.171 Ddsledek. Pro libovolnou funlcoi f je vnit~i mira mnoziny Gf
bud 0 anebo + 00.

117.181 Poznamka. Dosud jeme uvedli pouze p~!klady periodiokyoh funlcoi
f, pro n~1 Gt byla epoaetna mnozina nebo Gf• B1 • Speoia1nl,
mnoliny Gf byly m~~ite1ne.

117.19*1 Problem. Seetrojte funkoi f periodiokou a nekonetantni tak,
aby mnolina Gf by1a neepoaetna.

Vy§et~ete oharakterietiokou funkoi

11m min { I x - 1\ .1an
! p

n~OO 10 .

lIllloUny

oele} .a}.

Tato mnolina je nespoaetna, ma miru nu1a a p1ati

+xl' X2E II ==> xl - X2E II.

~7.2~j Prob1e.. Seetrojte nekonetantn:! periodiolcou funlcoi f, pro kterou
je mnolina Gf nem~~ite1na. Pfik1ad takove funkoe 1.e nale.t
v Unen. Zap. Kalinin. Goe. Ped. Inet. 69 (1969), 7~76.

B. KVAZIPBRIODICKlt FUnCB

117.2'11 Definioe. Aelcneme, is funkoe f"':f' je kvadperiodiolca, jestliis
ke kddemu xE. B1 existuj e raoiona1n:! aislo r x f a tak, Ie
f(x + r x) • f(x).

1014-7781
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117.221 C?iceni.

(a) Porovnejte pojem periodieke a kvaz1per10dicke funkee.

( b) Jak ee zm~ni predchozi vysledek,
periodicke funkce pr1pustime r

jsst11ze v def1nic1 kvaz1
1racionalni?

veta. Je-li
ziperiodioka.

f analytioka funkoe v
potom r je periodicka.

(viz tema 21) a kva-

jH enad-

r ,,0 a nespocetna
f(x + r) • f(x).

B a v 0 d. Bxietuje raoionalni ciel0
Una J4 tak. Ze pro vSeohna x e J4 je
Podrobn~ vysv~t1etel

Existuje hromadn,Y bod X o lIlloZiny- J4 (proc?). Pro

poloZme g(x). r(x + r) - f(x). Aplikujte nyni na
a bod Xo odstaveo 21.7.b.

Tim dOkaiete. ie g. 0 na jietem oko1! bodu xo' Nyni
no ukll.Zete, Ze g. 0 na B1 . provedte podrobnl!.

=0-

prik1ad. Ukaite. ie tvrzeni predohozi vety
finici kvaziperiodieke funkoe pripustime r

neplati, kdyi v de
irao10na1ni.

B a v 0 d.

1014-7781
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TglIA IB

Aditivni funk:ce

Obsah: A. Spojite aditivni funk:ce.

B. Nespojite aditivni funkce.

C. Steinhausovo leama.

D. Hamelova base.

B. Dal§:( podminky pro spojitost aditivni funkc~.

F~ Skoro adit1vni funkce.

A. SPOJITg ADITIVNt FUNKeB

11B.l[ Cviceni. Predpokladejme, Ie f je realna funk:ce definovani
na B1 splnujioi vstah

(c;:?) f(x + y) • f(x) + fey)

pro vhchna x,ye B1• Dok:a!te, is pro kdde racionalni cislo
a kdde xe B1 je f(rx). l' f(x).

If a v 0 d. DOkalte tvrzeni postupne pro l' prirozene,

l' • 0, l' cele zaporntl a nakonec pro r. ~, p,q oela,
q

q , o.

IlB.2[ CViceni. Uk:a!te, Ie pro kaldou funk:ci I na B1 plati

(i) =9 (11) =>(11i)~ (iv) =* (v) ~(v1) ,

k:da (i) I je lipschitzovaka v B1 (vie 14.1),
(11) I je shjnomerne spojit8. v B1,
(iii) I je spojita v B1,
(iv) I je spojita alespon v jednoa bode B1,
(v) I je omeuna na nejak:em otevrentla intervalu v B1,
(vi) I je shora (reep. zdola) omesena na nejak:tla otevfe-

nea intervalu v B1•

11B.31 Cvicen:!. Jastlile funkoe I je licha v B1 (tj. I(X) •
• -I(-X) pro k:a!dtl XE Bl' potoa plati: I js shora oaeeen
na nejak:em intervalu, prave k:dyl je edola oaesena na nejak:tla
intarvalu v B1• Dok:altel
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CViceni. Dokazte, ze kazda spojita funkce f v E1 splnujici
utah (<:7 ) lila tvar f( x) ... x,

N a v 0 d. Staci dokaflat, h f(x). x rr n pro kdde XE E1•
K tomu pouzijte 18.1, spojitost funkce f a pOflnatsk, ze kazde
realne cislo lfle vyjadrit jako lilllitu posloupnosti racionalnich
ciselo

CViceni.
illlplikace

DOkazte, ze pro funkci f splnujioi
(vi)==> (i) fl odstavce 18.2.

(<:l ) plat!

N a v 0 d. DOkazte napred implikaci

t olllerlena v <-1,1> ~ existuje KEEl tak, Ze

I t(x)!"S. K Ix\ pro vSechna xeE1•

cViceni. Necht tunkce f
potOlll jeou podlllinky (i)
lentni tvrrleni, ze tunkce

vyhovuj e tlUlkcionalni rovnici ('1,?),

(vi) navflajem ekvivalentni a ekviva
f ma tvar f(x). a x.

CViceni. Uvedme jednu rlajimavou aplikaci predchaflejicich vysled
kd. Je-li f resenilll rovnice (~) a patri-li t do prvni
Baireovy tHdy (vir: 12.A), potcm exietuje aE E1 tak, Ze
t(x) • a x pro vSechna xGE1•

N a v 0 d. Pouzijte 12.4.

POrlnamka. Plati daleko obecnejsi tvrfleni, Vifl 18.13.

Cviceni. Pomoci predchaflejiciho vyeledku odvodte tvrfleni:
1 " .."R

Necht pro kdde XEE1 exietuje vlastni lim 2ilf(t)dt.
R-+ +00 x-"R

. f (x). Poto. existuji a, bE E1 tak, h f (]I) • a x + b

pro vsechna xE B1•

l{ a v 0 d. Ulcdte, h ~(x) + j (y) • 21 (X?)

pro dechna x,y'" B1 a tedy funkce p: x -.f (x) -1 (0)

je hlienilll (~). Protoh pro RE E1""'{OJ je integrU
" ..1l.

2i- 1 t(t)dt epojita funkce promenne x , je 1 ' a tedy i 'f
x-R

tunkce prvni Baireovy tfidy. Nyni etaci pouzit 18.7.
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B. l'lBSPOJITlt ADITIV1'lt FU1'lKCR

v predchozim jame ukazali, jake vlaatnoeti maji apojita
fehni rovnice

(<;:) f(x + y) .f(x) + f(y), x.ye Rl •

Otazkou zo.atava. zda predpoklad apoji toeti (C1 jine vlaetnoati
ekvivalentn!) je nutny, neboli zda exietuj! neepojita resen!
teto rovnice.

[18.91 Hamelova baze. v linaarni algebh ae dokazuje. h kddy li-
nearn! (. vektorovy) proetor X nad t~leeem ma aleepon jednu
bad. tj. exietuje JIIlloUna )lex e vlaatnoetmi.

(i) Kazda koneana podJllllozina JIIlloziny )( je linearn~ nezaviela.

(ii) Kazdy prvek JIIlloziny X lze.peat jako linearn! kombinaoi
prvko. nejake koneane podJlllloziny )( (vyjadreni je pak
j ednoznaane) •

ProtoZe
naln!ch
oddU D

Bl lze chapat jako linearni prostor nad t~leeem racio
aisel. ma tady bazi, tzv. Hamelovu bazi. Viz tez dals!
ai [D II]. dodatek, § 4. oviaen! 1.

118.101 T·vrzenL !'lecht H je Hamelova baze Bl• Potom ke kdde funkci
r definovane na mnozine H existuje pralle jedna funkce g
definovana v Bl tak, ze

(i) g(x+y) • g(x) + g(y) pro vsechna x. YE'Bl'

(ii) g(x) • f(x) pro kdde xEH.

If a v 0 d. Bud x Eo B1"
a prvky xl."2 .....xnEH

Bxistuj! racionaln! a!ela r l.r2 ••••• r n
(proa?) tak. h

DOkazte korektnoet definioe a tvrzeni.

!18.11l veta. Bxiatuj e nespojita funkoe. ktera eplnllj e· ('l:1).

If a v 0 d. Ifeoht H j e Hamelova baIlS Bl• xoe. H. PoloUe
f(h) • 0 pro hE H'{xoJ. f(x o) • 1 a rodihe funkci f
podle 18.10. ~unkce g nema tvar g(x). k x.

118.121 veta. lfecht funkce g je neapojite felieni rovnice (~) v Bl•
Potom graf g je husty v B2, tj. v kazdem intervalu
(a.b)x(c.d)c:.B2 exietuje bOd JIIlloUny graf g.
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1I a v 0 d. Zvoll1le (a,b)x(o,d)C B2• Protole funkoe g neni
spojita, neni ani ehora ani zdo1a olllezena na intervalu (a,b)
(viII 18.5). Ted'1 mnoZiny Ill. {X6 (a,b); g(x) -c 0)

a )12. {X6(s,b); g(x):> d) jSou neprazdn". histuj:! ta-

kova y •• ~ (a,b), Ie

sup g(1I1) - (d-e) c: g(y) -c e <: d <: g(z) <: int g(~) + (d-o).

PoloUs x.} ('1+&).

118.13*1 Vl!ta. Kelda tunkes, ktera eplnuje (~) a je nespojita, js
1ebesgusovsky nelll~ritelna.

(Dde1edek: V B1 existuji lebeegueovekY nellleritelne funkee.)

D d k a z. Predpokladejllle,!e t:B1--+ B1 ep1nuje (~), je
nespojita a meritelna. Pod1e 18.5 funkee f neni Olllezena eho
ra na interva1u (-1,1). Bxistuje ted'll poeloupnost XnE. (-1,1)
takova, Ie t(xn) > lII8x(n, t(xn_l» pro ka!d" n>1.

Ollnacte )In· {XE<Xn - 3,xn + 3>; t(x)::: f(xn)3
)I~. {u:<xn - 3,xn + 3> I f(x) -s t(xn) J

00

In· lI.i'< -2 ,+2>, p. 01 In'

Ukdte, Ie

j e sou-)I )I'
n' n( a) Jlno!iny II.n ' ~ jeou lIlerite1n" a dvojiee

merna se etrede. xn' tak!e ;Lilln ~ 3,

(b) 1 ~ JL1- n ~ 4, t-n) je neroetouei poe1oupnoet mno!in,

(e) AlP ~ 1, ted'1 P 10 0.

Ale P. {XE.<-2,+2>'; t(x). +oo}. 0.

118.141 Poznaua. Uva!ae obeen~j§i funkeiona1ni rovniei

Funkee
tunkoe

t ,«,h I Bl~ B1 ep1nuji (.), prave kdy! exietuje
P I Bl~ B1 eplnujiei (~) a cie1a a,beB1 tak,!e

f(x) • P(x) - a - b

g(x) • F(x) - a

h(x) • F(x) - b.

• a v 0 d. t(x) • g(x) + h(O) • «(0) + h(x) •
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c. STBINHAUSOVO LBMKA

118.151'1 Lelllllla. lIecht JIl C BI' a" Bl' 0 < \ a 1< .A1K. Pak exiBtuji

x,yeK, a e£lf·tak, Ie x-y •• a.

Ddkaz.

1In0liny

P010lte ~ • 1It1<:k I ai,

Kk• ~ - k lal

j aou merlteln41 a

k \ al + \al ),

pro celli k.

,/11Kk • .111\.

Protoh Ullkc. < 0, lal ), p1ati

2: ..l1~ • .11K > Ial ~ .A1(Ullk),
z ~ehol p1yne, ie mnozlny JIlk nejeou po dyou dlajunktni.

Bx1Btuji cel8. II, n a ze JIl~n II~.

Pro x· z + II lal, y. z + n lal jeet

x, yell, x - y. (II - n) lal •

118.16l Poznamka.

(a) S pOlloci StelnhaueoYa 1ellllllatu 18.15 a axlollu vyb5ru 1.e do

kazat exletencl 1ebeeiUeOyeky nem5flte1n41 mnoliny v B1•
Pod1e axiollu vyb5ru exietuje mnoUna JIle B1 • Ylaetnoeti,

Ke iaidelllU XEBl exiBtuje pdY5 jedno yeJll tak, Ie

x-ye R. Protole B1• ~R (K+r) , nen! .IlK. O.

Kdyby .illK > 0, ex1atovalo by ae;; R, 0<a<11K, a pod1.

18.15 by bylo x-se R pro nlljaka x,y£ JIl, x "YI to je .por
• deflnici mnoliny K.

(b) Obdobnl! aami dolla lte: Pro ·Pc HI' ..:l1P> 0 exiBtuje
lie P, II lebeeiUeovaky nell5ilite1na.

D. HAJIlBLOVA BAZB

118.17 [ Cvi~eni. Hecht H je Ha.elova baza v Bl (viz 18.9). Potoa

(a) OfH,

(b) 1I0hutnoat mnoUny H j e atajna j ako 1I0hlltnoat Bl,.
(c) H neobaahuje ladny interval,

(d) pro kaid41 aeBl• a" 1 exiatuja xe:H tak, Ie ax~H.
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Ray 0 d. Zvolte he H. Exietuji rI' •••• rnER, xI' ••••xn& H

tak, h a~l· 1:rixi• Kdyby pro kdde i=l •••••n p1atllo

axi- H, by10 by h. ~riaxi'- ~rixi' coz je epor e 1inearn!

nezavie10eti prvkn baze H (nad te1eeem R).

118.18t Lemma. Pro l1bovo1ny vektorovy proetor X plat!: Jestl1h
AC 5CX, .IlI1oUna A je l1nearne nezavis1a a l1nearn! oba1 5
ep1yva e X, potom exietuje baze B proetoru X e y1aetnoet!
AC Be. 5.

Dnkaz. Viz B. Hewitt - K. Stromberg. Real and abetract ana1yeie.
1965, 3.26. (Z tohoto 1emmatu p1yne epeoialne tvrzen! v 18.9
o exietenci baze v 1ibovolnem vektorovem proetoru.)

118.19"'[IIlH'ite1noet Hame10vy baze.

(a) Dokazte toto zeei1eni tvrzen! 18.17.0: Zadna Hame10va baze
neobeahuje mnozinu k1adne miry.

R a v 0 d. Pouzijte 5teinhaueovo lemma 18.15.

(b) 5eetrojte rezidua1n! mnoUnu 5C E1 e v1aetnost! .115 • O.
Ukazte, ze 5 + 5 • B1•

If a v 0 d. ,Recht f:-
5 • 01 ~R (r

R ~ R je proete. Polozte

1
, r +

nebo
H bud

nemerite1ml.,

Z tvrzen! (a) plyne:
Pro kazdou Hamelovu bazi
(i) H je lebeegueoyeky
(ii) .,llH • O.

Kazda z techto moznoeti mnze ekutecne naetat:
ad (i) viz W. 5ierpineki. Sur la queetion de la meeurabilite
de la baee de II. Hamel. Fund. lIath. 1920. 1. 105-111.

( c)

ad (ii): pouzijte lemma 18.18, kde S je mnozina eeetrojena
v 18.19.b. A.~.

!I8.20 I Poznamka.
rezidua1n!

Z 18.25 plyne. ze zadna Hamelova baze neobeahuje zadnou
podmnozinu zadneho int~rvalu.

R a v 0 d.

na H" (xo)

Sestrojte funkci
a j e neepojita.

g ,pod1e 18.11; g je omezens

118.21*1 Darbouxova v1aetnoet.

(a) Lemma. Recht F je libovo1ny podproetor vektoroveho proeto
ru HI nad tUeeem R (jinymie1ovy: necht ~;. FC: HI'
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x + yE F

Neeht f:
alespon 2
Potom pro

1'1 a v 0 d.

pro kdde

pro kdda x,yEF, rXEF pro kazde re.R a xEF).

El - F a nech] kaZdy prvek z F aul. v zobrazen:! t
rllzne vzory vEl' Neeht t eplnuje (~).

libovolna a,bEEl, a <: b , jest f«a,b». F.

Je-11 f(xl)· f(x2) • u, je take t(rxl+(l-r)~).u

r E. R.

(b) Neeht F je lihovo!ny podprostor prostoru El nad tUnell
R. PotOD! ex1etuje funkee f: El --+ F, ktera eplnuje pfed

poklady lemmatu 18.21.a.

1'1 a v 0 d. UvaZte bau H, B prostorll El, F pro khre Be;: H.

Exietuj e g: H~ B tak, Ze kazdy prvek v B aul. v zobrazen:! g

aleepon 2 vzory. Xoz§1rte g podle 18.1U.

(e) Podle (a), (b) exietuje funkce f ep1nujic:! (~) a tako

va, Ze f«a,b». El' kdykoliY a,beEI' a <: b. Podle
18.13.f nen! lebeegueoveky mer1telna vEl' Zvolme libovol-

ne e < d. Jeet

H po10uzavfe-

• L! f-l«o+l',d+r»,
r>IJIlo-Q
reR

f-l«c+r,d+r» nemer1telna,

t-1«e,d» • t-l«c+r,d+r)-t-llri

je1'£ R

-1 ( U ( -»t 1'> ""-e e+l',d+l')
r ..R

takze pro nejake

z oeho! plyne, ze i mnozina

je nemilHte1na.
Stejne dokdte, Ze vz or libovolneho uzavfeneho

neho intervalu je nemeritelna mnozina.

(d) Dokazali jete tedy ex1etenei funkoe t:Bl~ El e tell1to
vlaetnoetm1.

(i) t eplnuje (<:7),

(11) f«a,b». El pro a <: b,
(111) t-l(I) nen:! mefltelna mno!ine pro zadny 1nterval

I ~ El•

(e) Zvol:!me-li v (a), (b) za F vIBetn:! nenulovy podproetor El,
doetanelle Bd1t1vn:! funkel, ktera nen:! llef1telna ani darbouxov

eka.

E. DAWf PODl4fNKY PHO SPOJITOST ADITIVllf FIJlfKCE

118.22 *1 veta (Keetelman). Hecht
(~) a \tll4l <: Ke El•

lIeEl'
Potoll t

.;[111 > 0, f. H1 - H1
je epojita.

eplnuje

11 a v 0 d. holte libovo1ne BE (0, A.111) . podle Iellllatu 18.15
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ex1etuji x,yell, a ee.lf tak, h x - y .. e a. Je tedy

lei. I f(a)\ .. \f(sa)\ • f(X-y) • If(x) - f(y)1 -c 2K,

If(al! -c 2~ S 2 K. Tedy f je omezena na 1ntervalu (0, ~111).

118.23"'[ VlIta. Necht lie 11, 1.1M > 0, fIll -+ 11 splnujs (~) a

fIll < Ke. 11, Potom f je epoj1 tao

Oanaete

f(a+b) - K -c r\P<:K.

lf ... v 0 d. Najd~ts interval (a,b)

,;{1 [(a,b)nll]>A1(a,b)' IIJ.

:It e:(a,b)n II}. Dokaite l/ > 0

Zbytek plyne a vity 18.22.

a

takovy,

P •

h

(a, b) <114n{a+b-x;

lIplnuje (~) a118.241 nta. Kecht lie 11' 1.1M > 0, f 11- 11
flll~. Potom f je epoj1tao

N a v 0 d. Ukdte, h pro nlijake ns N plat!

J l [ 1I0 f - l « - oo , n» ] > 0 a pouUjte 18.23.

118.25*1 Vita. Ifechi c,dell' e c e, lIC (c,d) je rea1du8.lni podlll!1oUna
1ntervalll (c,d), f I 11~ 1 1 splnuje (~) a f\1l -c KElr
Potoa funkce f je spoj1ta.

I ... v ad. 1In0lina II + II obsahuje interval.

Oanaeme

( 11)

(111)

( iv)

j9 • {Tc exp Ill" kdykol1v funkce flBl~ 11 splnuje (~)

a plat! r\T<K pro n~jake Kell' potOJll t je SPOjitaj
(v1l1 RomanGer and lIarek Kuczma, On the Boundednsee and
Continuity of Convex Functions and Additive Functions, Aeq.llath.,
Vol. 4, 1970, 157-162).
lfaskyta ee p~1rozen' otazka, jak upln~ charaktsr1zovat tfidu ~.
Z p~edcho.iho plynel
(1) Kdda rezidu8.lni podlll!1oUna l1bovolneho 1ntervalu patH

do 53.
KaZda mnoUna kladne LebesgueoTY miry paHi do J.1.
Kazda _oZin.. tfidy .J.J je neepoeetn"',
Bx1stuje nnpoeetna pod_olina 1 1 , ktera nepatH do :JJ.
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Vlita. Neeht 1': 11-11
x2 1'(;) • t(x) pro Icaldl!

11' a v 0 d. z 1

eplnuje (<;1) a .Dade plat!

XEll, x,f. O. PotOll l' je epojita.

1 1
x-1 - X plyne

a tedy z 2

• 2xt(x) - x2 1'(1),

1 2 2 1• (x + x) - x plyna

118.281 ProbUIl.

1'(1). ; t(x).

( a) POlloe1 18.5 doll:a!t e:

tiellua 11 do 11 ve

t(x+y) • t(x) + t(y) ,

POtOIl bud t,X l-+ x

Jestlile t:ll~ 11
etrulctu~e tilas, tj.

t(xy) • t(x).t(y) ,

nebo tlX~ O.

.j e hOllollor-

(b) (11) Polcuete ee eharall:teriBovat v§aehna tileea, II:tara aaj!
pouze dva endollortisay do eebe. P~!lI:lady talcovyeh tilae:
11 , R, tilaso oelyoh ~!eel Ilod p (p prvo~!elo)•

.,.* SItORO ADITIV1I't :F1J1(KCI

118.29'" Vita (Jurlcat; de Bruijn). 1I'eoht
w

1'11_ 11' lell' neoht exia-
tuje Xe: 11 x 11' J.~. 0 tall: , Ie plat! (<t:», II:dylcolh

(x ,y) E 11xl l " X. Poto. existuje pravi jadna tunlcee P:ll -- 11,
ep1nujio! (<:? ) pro vhohna x,ye 11' talc , Ie F· t 8.'Y.

Idea ddlcaau (podrobnoati via W.B. Jurlcat, On Cauohy'a tunotional
equation, Proe. Aa. Jlath. Soo. 16 (1965), 68)-686 nabo •• G.da
Bruijn, On almoet additive tunotione, Coll. Jlath. 15 (1966),
59-6) •

Pod1e Fubilliovy vity existuj:( 10, LxC 1 1 tall:, Ie

.All. • .il1Lx • 0 a XC(Lxl1)U M {x} x Lx.
1

Dale je B~ajll", h II:dYkoliv xe 11' PC: 11' llP • 0, potoa

exiatuj:( y, a Ei 11" P talc, h x. y+a. Odtud ihned plyne
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jedno~na~no8t funkoe F.

Navio odtud p1yne, z,e exietuji y,~eEl' L (pro libovolne
&volene x e E1) tak, Ze x. y + e ,

Stac! polozit F(x). fey) + f(&).

118.30 I VlIta (Hartman). Neoht lie B1, 1.1M . O. Neoht pro funkoi

f I Bl~ B1 plat! (c;?) , kdykoliv xtll, yrfM.

PotOAl (<;?) plat! pro v§eohna x,ye H1 •

• a v 0 d.

1014-7781
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T gilA 19

FunKce Konecne variace

Obeah. A. Vlaetnosti funKcf S Konecnou variac!'

B. Body Konecne variace.

A. VLASTNOSTI FUNKC! S KONJilWOU VARIAC!

Vzhledem K tomu, !e toto tema j e zpracovano v [D II] anebo
ve sKriptech J. Luke§. Teorie miry a integralu I, omez!me se
pouze na atrucne poznamKy.

119.11. Definice. Pro funKci 1': <a.b)-+El polozme

,

a • x -< xl < ••• < x • bo n
se nasyva variace fUnKce l' na

vSechna dUen!
b
V l'
a

kde supremum ae bere pres

intervalu <. a. b >. /l!do

<, a. b >. systelll vSech funKc! a konecnotl variac! oznacms BV( <. a, b».

PHklady.

( a) Zkoumsjts variaci lIIonotonn! funkce.
b

( b) Funkce l' js konstantn!, prave kdyz V l' • O.
a

( c) Pro jad "", ~ ma konscnou variaci funkee

f. x~xo<.e1n~, 1'(0).0 na <0,1>.
x

(d) Dokdts. Ze LiPl «a,b»UAC(<.a,b»C.BV(c:: a,b»C: R«a,b>).

b
+ V e,

a

olllszana na <:: a, b >, b b

+ IE BV(<: a.b» a V(f+ll) -=: V l'
a a

b b
fEillV(<:a.b». oEB1=> 0 feBV(<:a.b»)a V of. le\ V 1',

a a

fa BV«a, b » ==::;> l'

l' ,eE BV <(a. b»c=9 l'

( e)

Vlastnosti aystemu BV( <. a, b >).
Dokaztljte nasleduj!c! imp1ikace.

( a)

( b)

27566 PIO
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(d) f,gs BV( < a,b» ~ f.ge BV( <. a,b»,

(e) f,gEBV(<:a,b» ~If\, lIlax(,f,g), ain(f,g)sBV(<;,a,b»,

(f) f6BV(<;,a,b»*9 f6BV(<.a,e>), feBV«e,b»,
b e b

pficeal V f • Y f + V f.
a a e

Jordanova vllta 0 roskladu.

(a) Pro fS BV( < a, b >) pololte
x

1'(0) • 0, l',x\--fo V f, XE. (a,b) •
a

Ukahe, Ie l'
v x6<a, b >,

je neklnaj:Lei na<a,b>.
je l' epojita v bodA x.

Je-li f epojita

(b) (Jordanova 'IlIta). l'unkee1'6 BV( < a, b > ), pravA kdyz 8][18-

tuji nekleeajiei funkee fl' f 2 tak, Ie f. f l-f2 v <a,b>.

Dokdtel

• a v 0 d.
x

Polozte fl(X). V f •
a

BV( "a, b » jako _etrieky proetor.
b

Pro 1'6BV«a,b» poloZte \lfll. If(a)l+ V f.
a

Ukalte, Ie (BV( <a,b> ),1\ ••• 11) je Banaehdv proetor.

B a v 0 d. Vis eitovani ekripta v uvodu oddilu A, kde jeeu vy
htfo...any tel dalii 'I1astnoeti tohote proetoru.

B. BODY KOlfB<llfj VARIAC!

119.61 De!iniee. Bul X o ~ c a, b>. lieknellle, Ie funkee f de!inovanll.
v <a,b> mil. variaei konecnou v bodA x o' jeetlile exietuje

S> 0 tak, Ie f IIll. konecnou variaei v <: a,b;>n(xo- & ,xo+o>.'

Itald! bod s <: a, b> , 'Inial IIlI. f variaei konecnou, naneae
BY-bodea funkee f.

\19.7 [ Cvic.ni. Funke. f all. variaei kenecnou na interv.lu <: a,b> ,
pravi kdyl kald! bod <: a,b> je BV-bodea funkee f. Dokalltel

B II. v 0 d. Pro ddkas jedn' illlplikaee uzijte Borelovu vitu.

( .)
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Je-l1 xE < ..,b> BV-bodelll funkce f, pololme

VJ (x) • 1

1 + V(fl.<a,b> n (x -d', x +<1' )

pro ta

necnY·
Vd (x)

d> 0,

Pro bod
.. 0 pro

pro n~! je jllleno~atel p081edniho ~iraau ko
x, kteri neni BV-bocem funkoe f, polo!lIl.

kdde .d' > O.

(b) Pro kdde xc<a, b > definujllle funkci ~ pi'edpium

~(x) • li. VJ (x)
eJ' -s- 0+

(c) Ukazte, Ie predahozi definiae aa 8mY81 a Ie funkae ~ .pliu
jenero~no8t 0-:'~-:'1 na <a,b>.

119.9\ Cvic8ni.
tak, aby

Bud "'6<0,1> I 88Strojte funkci f a bod O€<a,b>
~(a) • 0(;

119.101 Vha. Funkee ~ je zdola polospojitS. na <a,b>.

II a v 0

BV-bod~

E.. :> o.

d. ShU

funkce f
BxiBtuje

dokazat, Ie ~ je zdola polo8pojita v ka!de.
(proc?) • BUd aE < a, b > tako~i bod a lIYol1:8
cf> 0 tak, h

je ot~ren' ~ inter~alutMoolina BV-bodd funkoe
DokaZ1:8!

<D VJ (a) > v(c) - e. •
Bud 206 (a-d, o+d) a bud cf' takove, Ie

<x- cf', x+d'>C.<O-J', o+J,. Protoh

V{fl<X-J', x+J'>n(a,b»~V(tl<a-J,o+J'>n<a,b», je

v(x) ~ yJ' (x) ;;: VJ (e). Odtud a a <D jU plyne, Ie pro deohna

x€. < e- J, c+J>n< a,b> je v(x):> v(a) - E. •

\19.111 C~iceni.
<a, b) ,

II a ~ 0 d. U~ido.te aa , is x j8 BV-bod, pra~i kdyz ~(x).'> 0
a aplikujte 19.10.

119.121 O~icen!.

(a) lIechi funkee f je 8pojita ~ bodi c a nechi a je BV-bode.
fUnkae f. Poto. je ~(a) • 1. Dakazte!

II a v 0 d. Protoh 0 je BV-bod, eX18tuje J>, 0 tak, Ie
f aa ken.cnou ~ar1aai na <a,b>n<e-d,o+d>. Poloh.
U(x) • V(fl <c-J,x>n<a,b:» pro xe<c-cI',c+d>n<a,b>.
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Poto. pl'O 0 c J' "f J 1
je VJ'(C). l+U(c+ d')-U(c-d")

•

Pl'otole tunkce t je epojita ? bodl c, je tunkce U epoji
ta? bodl 0 (?1s 19.4.a). Odtud plyne t?l'seni.

(b) Je-l1 t epojita? bodl 0" <a, b> a c j e BV-bod tunkce
t, potoll je ? epojita v bodl c •

• a ? 0 d. Vyuzijte 19.10, 19.12.a a vstahu ? ~ 1.

(0) .eoht v(c). 1. Poto. t je epojit' v bodl c.

o je BV-bod.. tunkoe t. Pl'otoze

o+d>n<a, b » • 0, j e hodnota ?il'&Su

... v 0 d. Bod

lj.a T( tl <0- d,
s-«:+
\t(x) - t(o)1 "lIal'- pl'O x "blist'" bodu o. Pl'ec1sujte!

Ioe<a,b>. RoshodDlte, sda

119.131 Pl'obl'~.

(a) .echi funkoe t je epojit' ? bodl
o je BV-bodell tunkoe t.

(b) Roshodnlte, sda plati n'eledujioi tVl'seni:
Bud t epojita tunkoe na <a,b>. PotOIl eXietuje 0

tak, Ie c je BV-bode. tunkce t.

119.141 POSDa.ty.

(a) Zjietite, Ie OdpO?ld na pfedoh'sejici pl'ob14. je nelati?ni.
Bx1etllje tedy epojita tuntoe Da <. a, b> tato?', Ie na II.dn'lI
podint8l'?alu <o,d>C <a,b> ne" v&1'iao1 tODellnou (etalli
tfeba Dvalovat libo?olDOU epojitoD tunkci bes del'ivaoe).

(b) Vite, Ie ex1etuje tuntoe detiDovan' Da <a,b> tatova, Ie
Den! .onotonn! Da I'.D'. jeho podintel'valu (vis 4.21.0).
Odtud vlat Deplyne, Ie takO?' tuntce .. na intezovalll <a,b>
netonellllou ?&1'iao1.

(c) lIlt1etllji dotollee abeolutnl epojiU tuntoe na <a,b>, ttel"
Ilejeou 1I0DOtoDld na I'dll'. podillt8l'valu <a,b> (?h 4.21.d).

(d) lIlt1etuji dale tutoe" tterl llaj! ? intenuu <a, b> ollesenou
del'ivaoi a ttel" nejeou ? l'dll'lI podintel'va1u IIODotonn! (vis
8.33).
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T:tIlA 20

Exietence' a konstrukce nekterych funkci
zajimavych v1aetnosti

Obeah, A. rtvod.

B. Existencni ddkazy (metoda kategorii).

C. Konstruktivni ddkazy.

D. Spojite funkce e divergentni Fourierovou fadou.

A. tJvOD

120.11 rtvod. V prvnim rocniku jete zkouma1i vztah mezi epojito.ti funk
ce a existsnci derivace. Pfipomente, le

(a) .a-Ii funkce v bode v1aetni derivaci. je v tomto bode epojita.

(b) .a-Ii funkce v bode nev1astni derivaci, md!e. ale nemuBi bit
v tomto bode epojita (uvadejte pfik1ady!),

(c) je-1i funkce v bode spojita. nemuei &it v toato bode deriva~

ci (v1aetni ani nev1aetni. dokonos ani ne j edno.tranne 'deri
vaoe!) •

. Da1e jets se eeznami1i e tvrzenia (aei bez ddkazu). !e exi.tu
ji spojite funkoe na interva1u. ktere v !adnea bode tohoto intsrva
1u nemaji deriveoi. V tomto tematu ss budeme temito funkoeai Babj
vat. Uka!eme existenoi takovych funkci (exietsncni ddkaB) ate!
takove funkoe seatrojime (konetruktivni ddkaz). Dokaleme dokonce.
Ie teohto funkoi je v jietem amye1u "mnoho". Obeonou ddkazovou
metodu (metodu kategorii) p'itom poulijeme (a to nejen v teto ca.
ti skript - viz napf. tel 12.18.e,14.14. 25.14. 23.6.b, 23.15.
21.14) k ddkazu exietenoe. funkoi jinyoh zajimavjoh v1a.tnoBti.

V zaveru tOhoto tematu ae zabyvame otazkou. jak mohou vypadat
mnoliny bodd divergence Fourierovyoh fad epojityoh funkoi.

B. JD:IS'rBlfCrf! DUnZY '(IlUODA UTBaOHI!)

120.2 I Opakovani.

(a) Zopakujte vetu (Baire), rtp1nj metriok! prcetor je drub' ka-
tegorie v eobe. (K teau pfipomente pojmy. huate a 'idke

mnoliny. mnoliny 1. a 2. kategorie. up1n! proetor.)

1014-7781
- 149 -



(b) Olnactll symbolem ~ ( < 0,1» prostor spojitych funkoi

na inter.,alu < 0,1> e metrikou f"

? (f,g) - max If(x) - g(x) I
....E<O,'>

Ifaenacte lIYnenku ddkasu 1l.plnosti prostoru ('f: « 0,1> ); ~ i.

120.)I C.,iceni.

(i) Ifechi A je mnoUna Uoh funkoi s f « 0,1», Ietere maj!
aleepon., jednom bode intervalu <0,1> vlaetni derivaoi.

UIeUeme-li, !e llI10Una A je l.leategorie v e « 0,1»

.,yplyne odtud tvrsenil

fthietuje epojitll. funkce v < 0,1'> , kter.!. ne.;( v M.dnem bodli

intervalu <0,1> vlastni derhaci. ft Vyevlitlete1

Dolellilte nyni, h A je prvni kategorie v 'e « 0,1» 1

• a v 0 d. O.nacte (pro neN)
1"n - Lfe 'e( < 0,1> lJ exietuje xl: <0,1 - s > tale, ile

1.pro deolUla he (0, -;-) je \ f(x + :) - f(x) I ::: n •

Ulealte, Ie
00

(a) AC U All '
n-l

(b) Ieaid~ DoUna A.a je ull8vl'ena v 'e «0,1».

(0) Ieaida llDoUlia An je i'idk;( v 'e « 0,1».

r ddlea.v. poeledniho tvrlsni etao! ule;(sat, !e ke Iea!de..

f. ::. ° a lee Iea!de funkci hE If(< 0,1» mdile.e na18st

fW1lcoi Ce: ce (< 0,1» 'A.a tale, aby f' (C ,h) -c E. •

z.,0l1ls tedy a > 0 a hl£ <t' « 0,1> ). Podle Weierstrae-

eovy .,Ity (vis·t'" 30) nale.nlte polynOll P tak, aby

max I h(x) - P(x) \ < !..
XE<O,1> . 4

a dale sleonetrv.ujte feleci ee: re « 0,1» e v1aetnoetmil

I18X \e(x) I<..€:.. ,
KE<O,l> 4

le~ (x)l> II + max Ip '(xli
XE<O,1>

pro .,lieclUla xe:<O,l).

1
e(:x) - 2" arcsin kx,

. II + max \p'(x)1
k> £ )
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Stac! pak polot1t g. P + a.

(Pokuate ae tet p'1 poaledn!m ddkaEu vvhnout We1eratraaaovi
vetil)

(ii) Z p'edchOBiho tvrEen! (reep. E jeho ddkaEu) odvodte.

ExiBtuje apojite funkce na intarvalu < 0,1>, ktera neaa

v tadne. bodi tohoto ~ntervalu'vlaatni jednoetrannou derivaci

(tj. ani Eleva ani Eprava).

\20.4[ Poznaaky.

(a) Lse ukazat exietenci (tEV. Beaikovitchovy) funkce F tiohto
vlaetnoet!. Punkce P je apojita v interva1u <0,1> a

naaa T tadnem bodi tohoto intervalu jednoatranno~ derivaci
ani Eleva ani Eprava (vlaetn! ant nevlaetn!).

(Konatrukca Beaikovitahovy funkae je v Pundt Math. 12(1928),

atr. 244-26).)

V cem ae li§! funkae E odatavad 20.).ii a 20.4.a?
Je Eaj!aaVe, Ie existenai teto funkae nelse dokasat metodo.
kategor!i (vb odat. 20.6,a 7) - 1Il10lina vlech funka! tho

vlaetnoeti tv of'! toUt v proetoru 'e « 0,1» pouse anoUnu
l.kategorie (ViE Saka, Fund. Math. 19(19)2).etr. 211-219).

• O•• a,

Metodou kategori! lEe dokaEat 1 anohem Eaj!aavijii vye1edky.

Tat nap'. V. Jarnik (Fund. Math. 20(19))), etr. 56-58) uk.su

je, Ie ex1etuje anotina A l.katecorie v 'e« 0,1»

e v1aetnoetai.

Je-l1 fe 'C'«O,l»'A, te (0,1), -oo:Eo a ~ +00 , potom

mdteme naleEt poe1oupnoet {hn} rea1nyah cieal tak, Ie

f(t + ~) - f(t)
11.
n-4lt_

( b)

Rosmyalete!

(a) Kejeilnijii v!al.clek tohoto druhu ae na 8ll.k1adi citovaneho

Jarnikova clanku podafilo odvodit K.M. Gargovi. (K.M. GarC'

On reeidua1 .et of aontinuoua funatione, Cseah. Math. Journal
95(1970). etr. 5)7~54).

120; 5 [ O~iceni, Dokdte obdobnou metodou tvruni.

"Ex1etuje epojit8. !unka. na <0,1>, ktera neni monotonni v Udn'm
jeho podinterva1u."

• a v 0 d. Souet....a g:' vleah podintena1d interva1u <0,1>
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a krajnllai racionllln1ai body ja spolleta'. lIlecht g:- 2 {In):l'

Pololh

~ 2 {tet'«O,l»; t ja aOAotonnl na In)'

lIkalt., I.
(i) aaoli~ ~ jso. uzavf.n4 (nej14pe pf.s doplnAk; pozor ne neg&ci

v'!l'Okv. "t je aonot 0AIl1 na III ." ) ,

(i1) kald4 anolina .... j. f1dkll (obdobnA jako v 20.'.(1».

Tedy -e «0,1»" .... ~.!i, odkud jU plyne tvrlllen1.

120.61 (a) V,ya.itlete j.lti jadnou aetodu exiatenlln1eh dakezd III pfedehoz1eh
odstavcd (tlllV. metoda kategori1).

(b) Metodou kstegori1 doka!te nllsleduj1e1 tvrlllen1:
b1atv.je spojit, tunkce na intervslu < 0,1>, II:ted nab'!vll Ilv~ho

(olltr4ho) _:l:1a. v pMvi jednOll bodi. Toto evillsn1 je ponikud
"draatick4"; je vidlt, Ie pf1a'! datalll tohoto tvrlllen1 je daleko
an••U.

existuje xo': In tllk, Ie pro vleehna

-1.... aip (:t(x) - t(xo» )
... 81811 (x - '"0) ::; 0 •plaU

(e)* ..todou k.tagorit. til! dokalte nll.laduj1e1 tvrzen1:
"Bxistuj. IpojiU ttlllll:o. na intervalu <0,1> hll:ov' , Ie

(i) aziatuj. prlivi jedno ~€<O,l>, pro nAl t(~) 2

• ax t(x),
xe«>,l>

(U) .xiatuj. pMvl jedno za6<0,1>, pro nU t(za) " ain t(x),
x"<O,l'>

(iii) je-li 0 'Ii a <. b fit1, potOll pro b!d4

ys (aiu. t(x), aax t(x») je ano!ina t-l(y) nekona&1'".
x€<a,b> xs<:a,b>

• , v 0 d. Olll1lalit. {I.) poaloupnollt uzsvi'eD$eh inhrvsld • < 0,1>
a "krajniai" raeion'l.n1ai body. J(.ch~ ]) je 1Ill10line v!eeh tunke1
vyhovuj1c10h poladavku (iii). Polo!te dill. .. - {tl£ f' (.;0,1> );

.x1stuj. x.a I. tak, Ie pro vleehna x eIn , x ~ Xo plett

0
.... dp (t(x) - t(xo) \
.. 81.. (il _ x ) :Ii 1),

o

'D -(:tla 'e «0,1»;

Ilokana, I. 00

(1) e «0,1> )" DC ~l (~US.),

(11) aaoUIQ' .. a Sa jaou UlIavNM,
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( iii) 1ID0lliDJ' ~ a SA j aOIll l'!dk' v of « 0,1 >)•
Jial dOkas vis V. J.rn~ ea•• plat...t. " (19"-'4), atr. 1'''146.

(d) »okalt. n4al.duj!e! t.rs.n!:
"hi.tuj. naklaaaj!e! f'w1Ite., kt.r' nan! ani konvalD1! lID.i kIInk'va!
aa I'dn" podiDt.M.lu iDtBMalu <0,1>." \

., v 0 d. UkalU, ,Ia .at.rieJl;f pro.tor (K«O,l»,.f!)' kd•

• «0,1» j••y.". vlach .ak1aa.J!e!ch 1'wIII:ct •• <0,1> a
to (t,.) ••u \ t(x) - .(x)\ , Ja IlpW. Pot_ poatupujta
) X6<O,l"

obdobnl jako v 20.'.

•

120.71 Pl'iklad.
(.) ••j .....j_! (. d1oubou dobu pov.lovaal s. p1'Y,f) pl'!klad apoji"

tWIItea a..ajie! vlutA! darivaci v S'W. bodl ~ poeh's! od
W.ierat1'llaaa (18'B):-f'(x). z:o aa opa b~71., xc~,

kd. 0 < a < 1 a b ja 1ioh' pl'irosan4 ft!.10. Ja-11

ab < I, .. sl'.jaI f'1IIDko. f' detollo. apojitc. pMoa darine!

(prollt). Lsa u'sat, I. v pl'!padl atl;'l.aH f'w1Ito. f' ".I'd
n4. bodl v1••t.1 d.riftoi (vis !raa....r ...tb.8eo. IT (1916), .tr.
,(ll-,U). J.dnodulli dOk.. tohoto tvrsani •• phdpetladu

.b > 1 + f Jt' 1&. provlat v tlchto bod.eh:

(i) I eO.(bAJr (x + h~ - eoa<l,ajt' x) '_ba%ll1l, • tad7

I~: aA Oo.(bll.1t'(x i Ill) - ooa(bD.1t'x) 1< :: ~·1 Jt' •

(ii) kd. "'. ja

(,f. tad7

0<" < -L. i.... all Protola b j. lieD', ja

-::E. aa- ooa(b~ (71. + ~» - eM(bAkz)

~
•

1014-7'781

~ +1
(-1) •• II; -~ .A (1 + ooa(~ba-a J~»'



(iii) ~leny p081edn!ho 80u!tu j80U nea4porn4 e tedy (i) a (ii)

d6vaj!

1
f'(x + hal - f'(x) I)!. am b. _"'" .~.

IlJI ' J* ab - 1

odku! pro ab > 1 + 11t' jilt d08taneme tvrzen!.

POG_nejae, Ie vhodnou vo1bou p0810upn08ti l ~) lBe do
k'sat anohem v!ee. Pro ponikud .odif'ikov.nou f'unkei jeou tyto
I1v~ prove deny v [D II), kap. V, § 10 (vis t41 evH!en!ll.

(b) Dokane'
deeMa

D+ :rex) •

•••xiatuj.-l1 k dan'.ll xe.~ 1!!810 .0E' tek, aby
DCm pro • >.0 mila atejnou peritu, plet!

+ 0<>, 1)+ f'(x) • - 00 •

(0) Ifpravou v!1e lI....d.A'ho P08tUPll (YClbcu vhodnieh ha < 0) ls. do
k's.t obdobu' v!81.dky pro 1.1" derivovtn4 ~!81e.

Cd) Dok.It., Pro 8koro deeM' xe;~ obeehuje p0810upn08t

"'. (DC. eel', oc•• b· x - J., J. E. <- i ' -} »

Aekon.lSAi 1ID0ho nelleh a nekon.~Ai 1III0ho lich!eh ~!8el•

• , v 0 d. staat vyl.tflit, Ie v inter1'elu < 0, 2 Z) vypln! a!8le

x , pre ail exi8tuj••0E' tek,l. pro viiecbna • .,. .0' me' j. "'.

aud'. AuloVOll anoUAu. ~ to.ll 8taa! dok4..t, Ie pro kald' .0.' j.

prdnik

..eliA. ai17 aula. Pflit. m (.) j. anolin. vilech tekev!eh pflirose

nico ~!ee1 k, pro AU je8t

211: +-1. )• 2 n<O, 2.1t') I fJ •
b

(.) IGabin.e! (b), (c), (d)

Pro ekoro ....ohn. xe.~

dot.ltI'
ja 1)+ f'(x) • D- f'(x) • + 00 ,

:11+ .f'(x) • Jl_ :r(x) • - 00 •

(1') Lae dok••t (vis .r.m!kdv a1uu oit01'-.t v 20.4.b), Ie 8tejAou

v1.etA.at ••J! - .1 AI anoliAu 1.kateaori. - vlec~ apojit' fUnkce.

lao.al Posauu.

(.) ~l. rokll 1920 byl objuea rukopi8 a.dokona.n'ho 8pin ware,seAl.hrew
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aesll:'ho utaatilta B. BolBana, v nAml by1a obsalene !I:onstrukce
spojit' tunkca bea darivace. Bo1aanova konstrultce poch6at aei

a rcku 18)0 a ats~v' tud£l svitovou prioritu••epodstatni aodi
fikovanou Bo1aanovu konetrukci pOdllv' E. Petr V lmise. Pollet di
ferancillln1 (atr. '16)-167). Podrcbll6f vyiathnt Bo1aanovy funk
ca je V 'p~ci V. JarDtka, Oaa. pro plat...t. '1 (1922), atr.
248-264.

y

(b) Z eel' ~ady konatrukct spojit' funkce bea derivace uva~e jeiti
dallt dvi:

(i) Eonstrllll:ca E. Patra na dk1aM dekadick'ho roavoje hodDot
argum8lltu (via Oaa. pro plat. mat. 49 (1920, str. 2'-'1).

(il) ~trukee van der "aardalla (vb Dap~. [Un J, str. 181
-18').

(e) Podejte tall:' p~taou konetrukci tunkee a 20.' - apojit' funkce
na < 0,1> , kterll nent monotOllDt na UdMlII podintervalu inter

va1u <0,1>. (Vis kup~. [G - 0], bp. 2, p~. 21, til! tap. "
pt-. a).

(d) Uvldolllta iii, Ie kaldll funkee epojitll a namajtet v1aatnt deriveei
na < 0,1> je pr:Ocladem fUDkca "nikde monotonnt" na <0,1> •
~akovll fuDkee toti! nemOle bit .onotonn! Da I'~m podinteMe1u
<0,1 > , nebot plat! Dlle1edujtct vita (Lebesgue): swl f ac
notonn! 118 interva1u < a,b > • PotOll existuje v1aatnt derivaee

e' skora duda v < a, b > • Vyevlltletal
:1'*

(a) Plat! dokonc8 tvraant (jahol ddkaa je sneanl obttlnt - via 8."):
Bxletuja fUDkce, kterll all v bld4. bodl !nUMalu < 0,1> vl88t
n:( deriveei a kter' naDt aonotonn! lila Udll6fll podinteMalu inter

valu <0,1> •

(f) Lsa dokUat nlleladujtcn hraeDn lb:iatuje f'UDkce, kter'.ll
v kaldll. bodl !nteMalu (0,1) vlaatnt derivaci druMho ~lldu

(reap. darivace vlach ~'dO) a kterll Dent aonotonnt ne l'dIllla pod
intenalu !nteMalu (0,1) •

00

(g) J'wlkci f: x~ ~ coaD~I% x akouaal v roce 1886 Metylli

Larch. Je to p~:lltlad funkea apojit' v ~,ktarll Doll v UdM.
bodi derivaei. (Via Contributions a 1a th'orie de. fonctione,

1886. )
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D;'" SPOJI'l't FUNlCCX S DIVEIOEN'l'IItt FOURIEROVOU hnou

120.91 If-vod. V [J n) kap. zrrr, § 9 nalesnete pl'!klad spojit~ f'unkce,
jejtl ~uriarova ~ada v jednom bodi divsrguja. Budema Sa zaj!mat
o to, jak mdle vypadat pro spojitou funkci mnolina bodd, v nich!
Fouriarova ~ada p~tslulQ~ t'unkce diverguje. It tomu dlSalu dok/Heme
jaden ddle!i~ vyaledek z f'unkcion~lnt enalyzy (vitu Banach-Stsin~

hauaovu) •

• clLl B je Banachdy prostor a t Tn) - poaloupnost spojitych
line'rntch f'unkcio~ld na B. Nechl existuje v B mnolina A 2.ka
tasorie takov', Ie

VxEA ; sup \ Tn(x) \ <: 00.e.
Potoa

r) konstan-U(O,
~

r

• , v 0 d.

sup IT 1\ <:00.
n/ioll •

Osnal!te J'." {Xli B; sup IT.(x) I Co .}. Existuje
12611

11106: . tak, Ie F~ nant f'tdU a tedy exietujt XoE B, r '> 0

tak, ie U (xo,r)c J'. • (Jeat totit F. uzavhn'.) !Ilynt anadno
o 0

vypl.yne, Ie kaiCll f'unkcion'l Til je OII8l&en! na

tOll 2 .0' a koneani na U (0,1) konstantou

Cdaent. Z phdchoz:fi vlty odyo!te; Budit Tn poaloupnoat apoji
tych line'rntoh f'unkcion'ld na Banaohovl proatorn B. Pak platt

(X&BI aup \ Tn(X) \ < oo} ja l.kategorie, pdvi kdyl
ne.

aup \\TilU ,,+ 00 •
ne5

\20.10 I Cd/lant. OsnalSae 021t' proetor dech apojitych 21r' -pariodick1ch

t'UDkct ne Xl" Pro f602.31:" bua 8.(f,xo) n-t! a'atel1Q;f .ouast Pou-

rierol'Y ~.ay:f'wlkca 1: l' bodl Xo i tall h. - jak zn4mo - phpaa'

,.tr d' kd J
ft

(x)" ain (. + 1/2)x
va tvaru a.(:t',xo )" )Q 1:(t) a(llo,,:\)4t, e - 2:i7: ain(1/2)x

j. tzv. Dirichlet.yo j'dro.

Doltalta;

(a) a nomo. \\fU " ..x \f(x>I
xe~

ja Banachdy proator.

(b) lInolina vlach fUDkc! 1:e Oar takoyych, la v pnn4m bodl
XoE ~ j. poaloupnoat t an( £,'lie)} _azen', ja 1.Utagoria.
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• , v 0 d.

(i) Uka!te nejprve,!e aA (. ,xo) jaou apojit4 line4mi ~unkcio
tt

n4lyna proatoN C~ a b Uan(. ,xo) II =.[ I"n(Xo - t·>! dt.

X to.u ukalte, Ie exiatuje poeloupnoat {~n} c C2n- ' lI~nll S 1

takov'" Ie

lia
n" OO

J (x - t)dt "• 0

a
J I"(x - t>l• 0o

dt.

(11)

1.11:

Omal!te d = J I~(t) I dt. Ukana, Ie lia d ,,+ 00 ,
a . 0 .. n"OO A

nap~iklad ti.to spaaoba.: doltalta, Ie

s !a

a ~ 00

ltde

laia(n + 1/1)1; It dt .,

- ~) I ain (n + 1I2)t I dt

It''''"
n n+1I2-s;

(It-1)~

n+l72

1ia d =+<>0.
n-+oo n

Liait. pos1adniho vir.su pro

.tsdy,

Isin -rl
T d.

1.11:

J I sin tn + 1I2)t I
t

o

ja + OC'

~

d =...!.. ) lain (Il< + 112) tl dt +n k rD,
o t

".i.;r.( 1
rn ~ J \2 ain(t/2)

.0
posloupnoa t rn je OIIIezen'. Dlila

(iii) Kyni pou!ijte posledniho tvrzeni a 20.9.

120.111 eviaenf. Doltalte, la axiatuje funltce ~E C2 $" , jsj!l J'oarleron
~ads divergUje vs vlech bodech nespol!etn4 hust' po4mnoliQy 81' kte
r' je druhll catesorie v St•

• , v 0 d. Oanal!.e {rnl posloupnost vlech recion41nich aise1 e

Sm .. {~E c2%; sup Isn{t',r.) 1< + oo}. Ukdte,!e

""s = U • ja 1.ltategorie (via 20.10) a te~ arlstaje
.=1 •

a dokRlta, la ... je hWltll v 11 • la je GJ ; It tOlllu u!ijta
_ 00 ""

rozkladu ... = n n n ~k'
It''l n=l 1=1
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~ = {XE;~i \-II(fo,x)l > k}.
Je tedy ~ , A aDolina F6 _ huat;1a doplJik.., odkud plJ'ne. Ie

~ 'A je 1.kate.oria.

120.12"", PosDUke. uvecha. IlYni jeden ned'vnl a veliee dt'!ldit1 v1s1edek
L. CarlessOAa (1966); (jsho dOltas 'je ve1llli obU!n1):

BUdii fELZ (LZ je _oline funkc1 2~ -p.riodick1eh pro nU

(Je) r r2 dx < + 00 l. Potoa sn (1' , .i~ l'
o

skoro 'Illude V H1•
Uvldoate _i, I. tento v1s1.dslt spo1u _ 20.11 d'vaji uapokojivou odpo

.,Ill .118 ot'sku, j sit adl. pro funkci l'E CZ.n- vypadet anolina bodt'!o
pro 1111 sa (1' J x) nekonnrguj. k 1'( xl •
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1'iKA 21

Obaahl A. Funkce t!':!dy 'e oo •

s. Analytick4 £unkce.

C. Neanalytick4 £unkce ti':!dy ce. .... .

A. FURiCE TAtDY <e-

121 •1 1 Tqlorova 1'ada. sua £ funkce de£inovan4 v

maj1c1 v bod. Xo darivaca vlach l"dd - piAsa

De£inujae Ta:rlorovu 1'adu funkce £ v bodl Xo
~ £(n)(x)

~ (x) - 12-0 121 a (x - xo)n
o

okol1 bedu Xo e ~,

£E <t'''''(xe).
vstehea

,

Itde 1'eda napravo je aecni.nM !'ada 0 atl'edu Xo "polollliraa konvergaace

Ii '!': O. $Jabal. ~oo (G) oanal!me jelitl "y"t<la vliach :funkc1,
IIlsj1c1ch v kald" bodl otevl'en' anolin7 G derivace vlech fid~.

.ejprve de£inujte funkci £(x)
Ixl ~ 1,pro

pro

takovou, Ie

N , v 0 d.

P1'1klad. N_jdite £unkci glii 't'oo(xo)
g+ 't'''''(U(xo,cl'» pro I'dn4 cJ> O.

Potca pro a ~ 1 a pro xe~· pololte

x or", t.1

l"a+l(x) - J f ... j £(nt1) dt1 ••• dt., 1"1(x)" £(x).
-" -:1 -.:!.n"" 171.

~ 1
Bledw funkce je g(x)" a-l ~ • "a(x) aa (-1,1) •

• echt J a )
1. a

POtOIll exietuje funkce

je libovo1n6 posloupno"t "'lAtch a1"el..s. -e""'(0) tak, Ie .(12) (0) - aa"

• , v 0 d.

(i) ilxbtuje £1iIIlkce 'IE eoo«_l ,l» a tiaito vlaatnoatail
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(ii)

0-= f(x) .,;; 1 C- Eo , rs» :. 1 Ixl -: I:pro '2<x< pro 2"
a r-» =. 0 pro I xl :: e. •
Pro xald4 nE II, E :> 0 axiatuje f'unkce f,.. 'e OQ «-l,ll)

tak, !e
f(cIl) (0) = 1(OC ) f(O) '" f'(O) = ... = f(n-1) (0) '" 0, ,

( ~ ) f(k)(x) -:: E.. pro xe (-1,1), )[=0, •.• ,n-1

(r) f(k) (0) '" 0 pro k .'" 1l+1,n+2, •••

Funkci f md!ete dafinovet tell:tOI

(iii) Zvo1te

funkce

00

[En} poa10upnost k1adutch I!hal tax, Ie ifi c-nl"nl<oo.

Funkci f • (11) ~Sl11Jnou x n a x E. = e.n oznal!te f n

a po1olta g(x) ~ en fn(x).

121.41 P~ik1a~. )fa .'e1adujicioh p~ix1adach ukalta, jaky a61e bit vzt.h
funkce f a jeji f8710rov7 ~a~.

(a) T8710rova i'ada IIli po10Rlir konvergence R '" 1 a flO: 'C'''''(!i.)'

1
II , v 0 d. Zvo1te xo" 0 a f(x)· 1 + z2 nebo arotg x.

(b) T871orova !oada Il:onverguja pousa v jadnom bodll •

.. , v 0 d. 00

(i) Po1olte f(z) '" tfo a-n ooe n2 x pro xe:!i.

a xo" O. Bavie ja f€'eoo(~). [Vb (G = oj ,

kap. 6, pl'. 24].

(ii) Pod1a 21.' ax:l.etuja f1lDll:0e fE 1£'00(0) tak, Ie-~ (x) • ~ nn ~.

Vie provUlIjte plldrobnlll

(0) T8710rova !'ada ., po1cal1r konvergence R" + 00 a fS e-(~) I

ala r (x) I f(x) pre vlaehRa x I xo'
X

o {a-l/~ pro x10,

• , v a 4. Po1olta xa,. 0 a f(x)" 0 pro x ~ O.
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.l(G» ozns~e syst4m vlech funkci
(resp. Bnal;ytickjch v ka!d4m bod!!

B. ANALXTICn FUNKCE

Pos1edni ptik1ad n's vede k n'sledujici definici.

121. 5 l Definice. Funkce f se nazyv' &nslytick' v bod!! xo' jestlHe

(i) t .., derivace vlach MM. v xo' tj. fiS't'()<l(Xo)'
(ii) existuje A > 0 tak, Ie ~ (x) = f(x) pro vhchne

o

Symbo1em A(xo) (resp •
enelytick;fch v bod!! Xo
otevte~ mno!iny G).

121.61 Cvi~eni.

(a) Uka!te,!a 'e ""(xo) -, .l(xo) '" ¢ (viz 21.4.c).

(b) Recht funkce f je d~s mocninnou tadou S po1om!!rem konvergence
""

R ;:> 0 tj. f(x) " ~ ~. ~ pro xe (-R,R). Potolll-fe: 1.(0) ,a T~(X)" ~ an • .f1 pro x~ (-R,R), tedy

f S ~ na (-R,R). Doka!te I

R , v 0 d•. Odvo<1te,!e f(n)(O)" an,nl (viz [p II] , kap.
11, § 2]. Jaky je tedy utah mezi analytick;fmi funkcemi "rozvi
nute1n:fmi" v mocninnou tadu'

(c)* Doka!ta n'sladujici BerDsteinovu vitu:

Recht funkca f a vAechny jeji derivace jsou nezliporn4 v intar
va1u J. Potoa f"e.l(J).
Tuto vAtu sP1ikujta nspr. na funkci eX•

• Ii v 0 d. Bu<1 aE:J. Opakovanou integI'llci per partes doste-
nete pro zbytek Tey1orovy tady v bodi a

Rn(x) = (~~ 1)1 ~ f(n)(t)(x - tln- 1 dt. D'le sUbetituci

~(x) " (x - a)n j £(n)C(x _ a) t + a)(l _ t)n-1 dt.
(1IIl - 1) I

o
Proto!e £unkce :r(n) ja nek1ssajid, dostaneme pro a -c x c b

odhad zbytku 0 ~ ~(x) ~ (x - s)n ~(b) ~ (x - s)n :reb).
(b - a)1I (b - al ft

Tedy 1il11 Rn(x) =O.
n~""

27566 Pll
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121.71 TvnelU.

(a) lIIechi fs. eeoo(Iil1), POtOlD lIllolina

~ a {xe~; f je 8Da13tick' V bodl xj je otevf'e~.

X , V 0 d via 21.6.b.

(b) Xechi t e 4(a,b»), nechi anolina

a a {xS(a,b)j f(x) " o} U hrlSBlldDt bod V (a,b).

Potoa f:: 0 V (a,b) •

• 'vod. Bua CaB'n(a,b). Jete~ C"". Snedno

uk'.ata, Ie plet!1 [~ec, -._x ~xe:CJ.

ll'le odvoc'l.te 1 ja-li Xoli 0, alliatu,je d > 0 tek, Ie

U(xo' d)C: Caapi'. aporea: BIll! ~ najaeni! pfoiro.aD4 !lislo

tlkov4, la ," 0, kda f( x) a ~o ~ (x - xO)k. Pote-
<>0

f(x) a + ..:E. . ( )a-k "d .1 _..
(X _ X jl< ~ ."k+1 all x - Xo ' .. a naprevo a ~ -

o
CIa rdan' od n1l17 V redukov..4. okol! hod. xo' col ja lIpor
a pf'edpok1ad_ xoEC.

Polllitta aouvia10ati (a,b) doat'v'-a Q. (a,b) a tedy
f :£ 0 na (a,b).

pro xe(-a,a),

Cvilleni. sua a > 0, datinu,jae fWIII:ci "I
a2

. {SlIP xi _ a2
_a (x) a

o pro oatatni z .. lI:J..
Pot_ -ae 'e-(~) a t'l:uIIl:ce aa je 8Da17tic~ V hld_ bodl ~

a v.tj1akoll hoM x. -a. x a a. Podrolml dokalt8 I

Cvi!leni. aid Eo > O. Kechi tr.l ja pr.:" p0ll10apnollt vlech

raei~ich !liae1 V 1L. Po1D1t. (I( f) - U (r - ea-D-1
-.I. a-l a '

ra+2!.-...l) a1lll:alt., I. aIlolina G(E) .1a otevf'eu a h~t' v ~.
QO

"chI O(e) - M(b.-... b. + Sa), Jrd. int."aJ..1. (bll-..,b.+lIzt.)

.1ao. otevfoeD4, po dvo. dia.1W111:tAt, .. > 0 (la. tall:to aIlOlinu G

v7.1'4Htt). DU. d.tinlljte funkoi fe:

1014-7781 ~7566 Zll
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<:>0 aa.m(x - ba)
ff. (x) "L xe~. kda ja funkea

.11"1
11

2 ~ aa

z 21.8. ~" aap { \.(r) (x) I <: <: xe~} •o - r - n.
an

Z vlaatDosti funkca aa odvolltel

(a) 0 < ~ < + 00 fe. ja korektni definov!lns,

(b) fe. ~ 0 na liil ; fe (x) ·0 <=> xt-G(E.).

(e) fe:" ce()O(~).

(d) fe. nen! identicky nula na 1'dn4a otevhnll.. intarvall1:

Taylorova f'ada funkca fa 0 athdll xo4= G( Eo) je idanticky nula.

( a ) ff.€ A( xo) < ;> XoE G( Eo i.

121.10 l PMltlad hladenll fWlkca. Ponaehma ocna~an! a 21.9. Polotta

• kda E ".!..11 •

~"aup {J;~r)(X) I; XE~} pro .11·1.2••••• r" 0.1•••••

Bn • max f..A~; 0 ~ r ~ a. 1 s s ~ .11 a ui:elte. Ie

0<: Bn < + QO (volba ~).

D'la dafinujta funkci f vatahem

fez) • ~ 1'2'(X) x e~ a Jallolinu G" nG(.l i,
.11·1 .11 .Bn .11"1 A

Doblta, Ie (a) f6'e"(~). (b) ;ZlG. O. ~'G ja hust' v ill'

(e) pro XoE> ~ '0 funkce f nan! analytick' v bodi Xo (uYSlta.

la f Mn! idanticky rovna Jiule v Udn4a oko!! bodll xo ) '

(d) f n8.ll! analytio-=' v t'dnllm bodli ~ (viz 21.7.a).

Pf'!klad. Katy" Larch uvlld! va av4 prici "Obar die V1chtdif:rarensier
barke1t gewiaaar J'wlctionan" [Crallaa JOllrDal 10' (1888). 126-1'8 ]
jill! pf'!klad fWlkca. kter' ja a,'i'OO(~) 8 nen! analyticU v!lldntlm
bodli ~. POI0UIII8-H pro a Hctl.ll. a > 1

,, ::;. coa(aA x)f(ll)"::" • all funkca ,f poladovaM v18atnoati .
.11-0 .Ill

Dokaltel

N , v 0 d.
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4" { .... b jt" j ali II.

Taylorov. f.da fUnkCQ f

jeatlUe xo" a-DI b 11: •

00

1'(2II;)(x ) " (_llk ~ 1
o k=O ill

b liCh'} a uke!te. !e pro xo': 4

nekonverguje. napf. takto:

je 1'(211;+1) (x
o)

=0.

a2kn • coe (an... b~) " (_l)k+l ea2k

Tecly Pokud

x l' xo' pak fada napravo nakollverguje (ne.pf'. pod nov' kriteriUlll).

Doka!te. Ie anoline {a-m bj meN. 'b liehe} je hUllt' v El
(pOlllOc:( g-edicktlho rozvoje, g = a). 'l'edy 1 mnotina 4 je hustli

v ~ a podla 21.7.a l' nan! enalytlck4 v tgdnem bodA El .

'e 00 «0.1» jako utrlckl prostor.
(v kr.jn!ch bodech jednoatraane derlvacel)

cO(t. g)=2: 1 Pi (1'-g)
) 1"0 2I 1 + Pi (1'-ll)

Pro. 1'. gEO 'e oo « 0,1> )
polotte

kde

Pl(l') .. aax 11'(1) (x) \ • 1"0.1••••
X€ <:0,1>

Ukalte. Ie 'e""«0.1» je l1p1J1i metrlcki proetor e Dletrlkou f .

_ , v 0 d. ObtUnijU je pOuse ddltas l1plnosUI _ach! l1'nl

ja ~ -c.ucbycvak' poaloupnost prvkO. a 'eDO
« O. l > )••alunlte

1'unkcl tE't''''''«O.l» \ak. ally f~l)=::::: 1'(1) n8<0.1> pro 1'0.1••••

Vyulijh l1plIloat;1 preatoru Ie «0.1» a vltu 0 derivacl limi tnt

1'unkce••akonac ukalta. Ie 1'n- l' v proetoru (e-«O.l> ).f 1.

111.1) I L-.. Pro. > O. II> ° polo!a.

(Jt. (II••) .. {1'<;; '/900(<0.1::» j exiatuje xor;;; <. 0.1> tak.l!e

I in) (xo) \ ~ )(. l:> pro vlachlla n=O.l ••••J.
Pot.oa plat:(

'Cal anolin. ;n (II••) je usavi'en4 v ~oo(<O.t» pro' keldtl lI.a>O.

(b) anolina 19....«0.1»" on (II,.) je hust' v ( 't"'" «0.1» • fJ )
pro kald. II > O. a > O.
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Pl'!Slull-

I
f';>O

H , v 0 d.

(a; Hecht fke:~(M, a), fkL f. Existl.lj! '1cG <0,1>

Ie I f~ll) (~) I ~ )I all pro kddll n,

Z posloupnosti t2k} vyberta podpcs10'~nost konverguj!c! k

XE:<O,l>. Pak \f(n)(x)\ ~Man prokddll n,

(b) Zvo1te f oe2't(M, a), E;> 0. lC funkci f o nelezMte

n4 Xo a po1otte f(x) " fo(X) + ex:; cos f' (x - xo).

Zl'ejmA 1:1S. e oo «0,1> ). Ukalte,!e pro vhodnll DC > 0,

je f (f, 1'0) c;: E. a ff:1r(M, e).

tek,

121.141 Aplikace lIetody kategorH. Uka!te,!e exiatuje 1'unkce Z ,€,OO«O,1»,
kter' nen! v !'~m bodA interva1u (0,1) 8Ile1Ytick'.

If , v 0 d.

:re (M, .)

Uva!l.ljte Metrick! prostor ('6''''' (<0,1», f» a lUIoHn.Y

" - -• 21.12 a 21.U. Po10!ta ~ "L.J U ~(Ill, .).
n=l .=1

Poto. n * je prvn! kategorie v ('eoo(<o, 1»,~ ), tedy existl.lje

f'I.lnkce f6 'e""(<:O,l» ...... 3t:~ Ukena, Ie f IIll po!adovanll vlestnosti.

'V ddkasu neana1yti6nosti poullijte Lagrangeova tvaru zbytkl.l.

121.15[ Delli! prob14m. Jadn!. Z probll1l1d b1!sk!ch tOlll.lto tll.atu je n'Sledu-

je t'unII:caj1dl Je-li t apojiU, na ~, <a,b:>C 1 1 ,

sign fei. (<a,b:»?

Ukdte, Ie

(a) Je-lif anelytick' v ~, je aign fei.(<a,b:» pro kAldy
interval -c a,b>. (Vb 21.7.b.)

(b - e):> E,

"CO(S) a

l'E ' pi'i6...1

(b) Je-li 1:£ 1'unkce. odatavca 21.9,

aign te e R«a,b:».

H , v 0 d. Zl'ejfi aigA fe.
bodd spojitoati funkca ai~

nen!

O(E) . je pr'v5 mno!ine

..l10(E) '" So •
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T t • 4 22

Funke. dan4 trigenometricktai ~adami

ObaMI 4. D.f'lnie. e dkladn! vlaatnoati

B. ~o.f'icianty trigonometricktch ~ad

• -It"
C. Apllkaca Sch..arsov,y derinc.

D. U-mnollAy a M-mnoliny

4. DKi'INICB A z.A1cLADIft VLASTJIOSTI

]22.11 dYad. ZDpakujte at pojera Fourierovy hd,y a .~ladn! vAty, II:te~ jete
mAli. Dvldeat. ai. Is jate m1uvili vleetnA 0 Lebeegua-FourierovA ~e4A.

n~f 'I. vaorc!ch pro ~. ba ae 'lYek,ytova1 Leb.egua~v int.gr41.

(Moh1i bycboa m1llvit tak4 0 " ....ton-Fouri.rovl ~edl" f'unkca f'
ne..tonovaky iategrovat.W ne uzevhnola interva1u <0.2 'l'>?) P~ipo

<><t b
aou'ita ai. Ie &n' ba~ 0 a hde .:E. nn vld,y lI:onverguje (erv.

n=l
[01 II] • vita 186>.

122•• 1 h:riaica. Baa :O:E~. aoe~ ....llaE~ (n ~ 1.2.... i,

1ladu

(1) ~a +

<>'>

2: (~co. 11::0: + b. aiD 11::0:)
11:=1 II: -Jr;

Intel•• Autvet tripaom.tricll:ou. "840ll. 0.... jdtl jako 9'" eyeUm
vleoh (II:QA.6J\#ch) f'unkc! def'iao"an;foh.a ~. pro nU e:o:ietuj! ko.:ri

d_t,y aoE~....!taE~ tak. I. PrG vlechna :O:E~ plat!

f'(:o:). ;.
00

+ ~ (Ilt0oa k:o: + \;aia 11:11:).
k=l

122.'1 Poaa4alra. Uvld_ta ai road!l aed trigonom.tricII:ou a Fouri.rovou
fedola1lCal44 Fouriarova hde ja ova.. trigonollletrickou hdou; 0 Fouria
1'0'11 flaM ~.v1a. 'lilly j_ 'I aouvia10aU a III jakeu t'tuIko! f' a ko.:ri
oi.nt,y jaou 4tQJ 8D~ va.roi.

'aalk' vlu .t'aIra. ada ...! lI:ald' (..p~. vlud. konvergantn!) trigono
aatriolr' facia Fouriam•• fadou alJu4 tlmkc••

(Uvld..te ai. I. (1) J. :rorm'1A! fada. Prllllat1a Aio A"!•• 0 j.j! kOD

Yerp.oi.)

1014-7781

-1" -



iade
<>0

~ (coa nll: + oill U), lI:E~
A=l

aent J'ouriuovoll. tadoll ladM f'WlII:ca. tlkaUal (Eonnrguje ydbec nltde
tato !'ada?)

dherguje.

• , y ° d.

<>0

~ 1
a=2 A log A

DotaUal

Podijta iIltagr'lDt tritarilllll •

122.61 Pftklad.

• , y 0 d.

.apt. pro

TN.&ODOII8trict' hda
0Cl
~ ain D.ll

A=2 lOll A

tOllnrpja pro tald' lI:E~ anent J'oariaroyoll. hdoll. 14dn' f'WlII:ca.
(Tanto pi'ttlad poch'.t od J'ato\18.) Dotaltal

J: ddtaall. tODUr&'8nce ulijte tav. Abaloyo tritari•.
lI: ~ Zlr:Jt platt

....
\ 2. aill Ir:lI: I.~ loill\112 ,

t=l

pro YlechDa n. DAle ulijto 22.' a 22.1.

Vita. .eeht tri/lODOiletricU hta (1) lIODurpja otejAllIIilnll Y ~.

Potoa jejt eoullet .10 epojit4 l1t'-pariodiclr:4 £w1Ir:ce Y ~ a (1) je
Lebeogua-J'ouriarovoll. !'adou t4to f'WlII:oa. (U1I:alte, 10 ja tot, "IU..au
Pouriaroyo." tadou t4to f'WlII:ca.) 'aaatujta taql StejllOllll'lll Ir;onnr
gantnt trigoAo_trick' !'ada ja Pomaroyoll. i'adou n4ho oouatll.. DoIr:alte I

1

121.-1 L_a. au!. pi'iroaenl lItal0, aa,b.E~, rA • (a: + b:)T •

Potoa enatuja

Dotalta I

122.9* IVita. <Cantor-Lebesgue). au! B aDolina kladD6 Lebeo8\l8OVY atry.
oJo.tHla pro tald' sli J: je

lin <ancoo AS + b.d. as) • 0,
A.... ...,
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potOJl 8

If , V 0 d.

r n ~ O.

loIo.lelll8 pi'edpokUd8t, !e Ee < 0,2 j1; > Ileeht neni
Potom exiatuje vybran4 pos1oupnost {r~}, pro ni!

rA ~ 13' > O. Pro "e: E Je potom
II:

co.(~" +c9~) ~ 0

a tedJ' 1ia Jeos2(~ + Sa. ) d" = O.
11:.... "'" J[

E

Po10lme '!A· f coa A" d", PA = Jain n" d". Je Q2r;---;;' 0,

I E
Pn~ 0, Aebot PA' ~ Jsou Fouri.rovy koefieienty eherekteristie-

k' funkee JInol1ny E. Plett

!eoS2(A" + en) d,," ~ AlE + (eoa 2~) Qn - (sin 2~)P2n'

·!hdJ' jeoa2(n" +en)dll: -- i .lIB> 0, eol je apor-,
E .

122.10 I p".n'JllI:a. Jaatlih tri80nOJHtriell:' foade konverguje ns mnolinll kledn,s
miry, pleU 8n---,)- 0, bn~ O. Co l ..e tedy l'iei 0 lI:onvergenei tri

gonolletricll:!eh !'ad, pro nU neplatt ~ + b: --+ 07

122.11;,01 Vlte. (Luzin-DenJoy) awl E lanolina kledn~ miry. JeatlUe pro

bid' "ell: !'ada (1) konverguJe ebeo1utnl!, potom

~ (ISnI + Ibnl) -< 00
n=l

00

II , v 0 d. Ste6i ovll1'it, !e .L r n -< OQ • Pro Xc II: je
00 .1

~ r coa2(1lJ:+8
n) -:: Lr \eoe(1U+en )/ < 00.

n=l A A=l A

Pro xEB buif -2: rn co.2(n" +en) ,. A(,,).
n=l

Funke. A je JlUihlD' a lI:on86n' na E. El<istuj. E~C!,

..t1Eo > 0 tall:, Ie A Je om...eA' na Eo. PotOJl

--Z:.r
A=l A

1014-7781
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Pod1e n'vodu 22.9 je J ooa2(nx + ~)dx ~ i A1i o•
i o

Pro doatateanti ve1k' no je

OQ 00

~ coe2(nx + ~)dX; ..11i o 2- c 2. < 00.rn " r nn=l n=no Eo

Odtud vile plyne.

122.12/ Pozn4mka. Jest1iie trigonometrick' ~8d8 konverguje abso1utnti ne Mno
!inti k1edn<! miry, konverguje ebeo1utnl! vAude v ~, ste jnomlimi v ~

• je Fourierovou ~.dou av<!ho so~tu. Tanto.souaet je fankce spojit'
v i 1• (Vidite, is ebso1utni konvergence neni pro konvergenci trigono
.etrickych (speci'lnti Fourierovyoh) ~d "typick'"). Co 1ze nep~. ~ici

o abso1utni konvergenci Fourierovy ~dynespojit' periodick' funkce
v ~,

[22.13 I Poznbk:8. Phdpok1'dej.e, is f'ads (1) konverguje pro keM' xEi1•
Jeji soul!et v bodil x oznaame t'(x). (Je tedy f~"".) Zetim neni
jean" zde t'unkci f jsou koeficienty ~,~ ura~v jednoznaaol.
A jest1ile &DO, jek se daji "spoaist"? Uk'!s.e nejprve, Ie koneanou
fankci 1ze "roz10Iit" nejvyle v jednu trigonoaetrickou ~du.

>l'
C. APLIKJ.CR SCHWARZOVY DRRIVACE

P~ipomente ai pojem drub' Schwarsovy derivece (viz t'ma. 9) a
Riemannovy saitaci metody (viz t,.s 4).

122.141 Definice. Heoht axistuje lloa i 1 tak, Ie pro kold' ns. je

I~ \ < II, Ibn\ < Il. Potom f'nnkci F, dafinovanou

F(x) "
ao~ _ 2
4 n=l

anoos nx + bnsin ox

i
naZVa.e Rieaannovou fankci ~ady (1).

122.15) Pozndaka. Vlimnlte ai, ie funkce F vznik1e "dvojnllsobnou fora'lni
integraoi" ~ady (1). Funkca F je spojit4 - dokeltel
Ka!d' trigonometrick' ~d., kter' konverguja ne mnolinti k1ado' miry,
all RiamaDDDvu funkci. (Plyna II 22.9.)

122.161 VAts. (Riemann)
ty u v bodA Xo

1014-7781
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lIoWlst ASi1; necht F je Riemannova funkce

- 169 -



fedy (1). PIlII: ext e t uje

)I , Y 0 d. Ukalte, Ie pro h ~ 0 je

- ap(x ) +o
2

4 h

p(~ - 2h)

2
+

•

Vidtm., Ie '(")(x) je R-eouate.!'ad;y (1), te~ p(")(x
o

) _ A

pod1e .'.15 e 4'.16.

In.17 1 Vita (CUltor). lIech( trigonDlUtrioU I'ade (1) ., eo~et 0 pro kald.

xe~. Po to. Ylaohny jej~ koefioiUlty j"ou royn;r nule•

• iade Ypravo konverguje "tejnoaiirnl.
t

_ (1/%)J (-B)ooe nll: dll: "0, tedy 8
1l

" O.

-Jl'POdOD' pre

• , Y 0 d. Pod1e 22.9 U !'ada (1) _aen' koefioienty. Bua , jej!
Ri8llllnnllYa f'unkoe. Podle 22.16 je viade ,(") _ 0 a ted;y , je

1ine'~ (yia 9.19), P(x) _ Ax + B.
+Odtud pre x _ - X yyjde A _ O. Pro x = 0, x "2.11;' yy jde

a _ O. Je tedy
o

00 8nOO" nx f"bn"in nx
-B _~ ..2L_---..~~--

A-1 n'll.

Pod1e 22.7 je a In2
I(

IIl.lSl Poza'-D. V&Ilik' ted;y ot'ake, jak be .e souat. villde konvergentll~
trigon.etriok' l'ady "urllit" koef'ioienty. Viae uU., Ie j"ou UNen;r
jednolll18!aii (to plyae ibned a 22.17). oleet1ile tady aapl'!kled f je
koneW 1ebeegueoyU;y integrov8te~ f'unkce na <: -~, :n:> e FOIllr1ero
VB !'ada f'unkOe f dude kllaverguje k f, je teto fade jedinoll trigono

.etri~ou !'ado., v nil lee f roa10lit. Nab!.! se ted7 ot'aka, ad8
80ullet keld' dllde konverp.td trigon_trick' i'ad7 aen! f'unkoe

lebe"peovalQ' integrOY8te~ ne "-:Jr,.1I'>. Jell: Y deU!. uvidite,
04pDYlol je Il8getiv.~.

122.19"1!!!!. (Du Boie-Relll0ll4, Yali'e POU88in). Je"tlUe "oullet f Ylude
konverpntll~ trig__triclk4 I'aCly (1) je 18bespeove)[y integro..te1.Dl

na <-Jl' • .1l'> , pot. je (1) Le1:leegu.e-Follrierovou !'adou f •

• , Y 0 d. 08118_ rex) Riem&lllldv soullet !'ady (1). Podle 22.16
je viucle f(x)" ,("lex). Ulijte n;rAt 9.29. Je ted7 F(x)"

x ~ .

.. ep (lI:) + Ax + B, kde ~ (x) .. J(J f(U)du) dt.

o 0

1014-7181
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Je ted,y

Spo4t1te. Ie

Pod1e 22.7 je

4 an .i.2 Ilh

112

be

.. I Y; (x) 00. AX dx. Ir:de
o

•

+

tt ",-.2h-;J(J~(I1)dU) sin nx dx.
o 0

:l.1r'

~2 / rex + aa)oo. AX cb:.

f (x)" 4> (x + 2h) - 2~{x) + 4' (x - 211).

I.ntearaoe PSI' parte. I

.2.2"

oc {hI "f 4' (x + 2I1)co. AX dx "
o

OpU per parte.
~r+.tA.

",{Il)· 1
2

( ~(Il)du
11 ~h

.us r js periodiolr:'. tad,y

J.1t'

oc (h) ":a j ~(x) [1 - 00. a{x - 2Jl)] dz.

oeStul! 0

.2.'it

J f!{x)CO. ax cb: • "'{a) - 2"'(0) +OC{-Ia)
o

~1t'

~ r(x)co. ax elx.
o

Odtwl. a a ("') vi41aa, Ie a. je J'otIri.rdv kCl8ficie11t f'uA!r:ce ~.

Pod.baI pro .0' b11•

ov.k;r iategrov.te~aa (0.

122•20 l P1'1klaeS.
<>0

J'wlIr:oe ~ I X -~~~ ~
11.".

2 ~).

ala ax
108 •

h.lr:dt.1

•

• , v 0 d. P1JUlI a 22.6 • a 22.19.

\12.211 PozAbk.,. VliJulIte ai, .e polr:~ lIAUe vita 22.19. je vita 22.17
_~. Vy.vl1llete podrob1lll

122.221 POZII.IIJIka. Vid1lll.e, Ie dude kOllyel'eellta1 trigoll.oll8 trick' 1'ada je
Lebe.cue-J'ouri.revolll 1'adou .",ao aoulltu aapl'. a. pl'edpokladll. Ie tellto
.ouaet je 1ebescu.ovlllq iateP1'8te1Jl;f. Obacal dalr: tento pfoedpok1ed
sp1n1a neat (via 22.20). MA•••••i tecIT psaatovat••s Lebe.cuedY

1014-7781 - 171 -



integral "neintegruje" sou~et ka!da trigonomstrick' ~e~y. N~koho by mohlo
napadnout, ada nen! mo!no zobacnit Labasgua1v intagra1 nato1ik, sby tvrze
n! v 22.19 p1ati10 baz da11!ch omezen! na sou~at konvsrgantn! trigonomat
ricke'~ady. Tento problem ja usp~§n~ ~elen. Takovemu integralu se zprevid
1. ~!ka K2-intagr'1 a plat! nap~. teto pikaa vita:
Sou~et ~ vAude konvergentn! trigonometricke ~edy (1) je K2-integrova
teln! na (0,2~) a ~ada (1) je K2-Fouriarovou ~adou sveho sou~tu.

Pozosmsnajme, !a K2- i nt agr'1 ja oprsvdu dosti obecQY. Nap~. zahrnuje
oejan konvergentn! Lebasguadv integr'l (pochopite1n~ - vvevltlatel), ale
take integral Newtondv (dokonca i Parrondv). Takto obecna dafinice nese
s eebou ovAsm jist' "oerozumna" v1sstnoeti. Je to vidlt, jest1i!s ss zm!
nu-a, is K2-integr'1 zshrnuja taka tzv. integral va smyslu h1svn! hodnoty.
Nep1at! tedyD8p~. dta: Je-li ~ lI:!-integrovata1n4 na <"0,2X>,
je,' f' K2-integrovataW oa < 0, .1C>; nsbe tedy nap~. m1uvit ani
o naur~item lI:!-intagra1u.

D. U-KNO~IIItY 4 K-KNO~INY

122.2'[ Daf'inice. sua Bc<-Z,J1:>. Jestlih jsou vllschny kos~ici8nty
kaida trigono.etricka ~sdy rovqy nuls, jakmi1s ma teto ~ada sou~et nule
pro kdda Xli <-:J1;',:it' >' B, nazvems mno!inu i: U-mno!inou. Ja-li E

takova, h axistujs trigonomstricka roda sa sou~tsm nul.e na < -:J1;',1r>\E,

jej!! koe~icienty nsjsou vesmis nula, potom mno!inu E oszvems K-mnoii
aeu, (Z f'rencouzskjch slov unicite, .ultiplicite.)

B :> A,

Uka!tel
Cvi~an!.

POtClll ja

Prazdna 1I00iioa je U-mnoiina. Je-1i A .-mno!ina,
B .-mnoiinou. POdmnoiina U-mnoliny je U-mno!ins.

.echi B all k1adnou voiti'n! a!ru. Potoll i: ja .-mr.o!ina.

N a v 0 4. BI~~ J'eB uzav~en' 1I00!ina k1adne .!ry. Fourierova roda
charekter1aticke f'unkca f' anoUDJ':' F all soullet nula v <- Jl:,:1l:> " l'

(proll'). Z Parasva10Yy rovnosti dms

Je-li h > 0, je

~ sin2kh ~..::::- 2 < ",b..
k"l k

Dokdtel

N , v 0 d.

n-1
z;
k=1

BU~ n p~irozene,
-1 c:

n - 1 < h - n; pak

1014-7781
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z
k=n

0<>

+L.
k=n+1

1 -e:.1.+1.~2h
k(k - 1) ..... n n •

122.261 Cviaan!. Jastlile an-+ 0. pak

DO

ain2 khlim 2- " o. Dokalta I
h ...... 0 k=l &e k2h

1'1 , v 0 d. sua e.::> 0. n pf'irosaM. I ak l -= E: pro k;:: n.

Pale podle 22.27 I>&e Sithk 1<.£, \h \ = 'E..
k"n k h I hI

n-l
Pro dost mal' h ja 2: 8._ ai(kh <. Eo •

1t"1 -It It .

[22.28 1 ~.!:. !'lacht pro trigonOlllatrickou hdu ja lim an = lis bn • O.

PotOlll pro Ri8lll8nDOVU fUnkci , t'to tsdy plati

li11l
h~O

,(x + h) - 2 F(x) + F(x - h)
h

= 0

pro ka!d4 xeii.. Doltaltal

1'1 , v 0 d.

=
F(x + 2h) - 2 F(x) + F(x - 2h)

4 h

+ 2 (a cos nx + b sin nx)(s~2nh )
n=l n n n h

!'lyni ulijta 22.27.

aoh
"""'2 +

I22.291 V~ta (Cantor). ~ald' konaan' lIlDolina ja U-mnolina. Dokalta!

1'1 11 v 0 d. Racht trigonomatrick' fada ml1 souaat nUla v

<-fr.1t"> '-[X1 ' . ' ."la} . Potallll:oat"icienty konvarguji II: nule.(Proll?)

Podla 22.28 a 22.16 lza ulit 9.19 a tady RiameDnova funkca nali tady
ja line4rni. DOJ<as dokonllime jakCl " 22.17.

·122~,01 Posnll.mll:a. V~ta 22.29 byla roku 1909 sobacn'na YOungelll. ktar! ukli-
aal. la spoaatnli anolina je U-lIlDolins. Dalli lias sa adl110, Ie kaldli
lIlDolina miry nula ja U-anolina. 41a v roca 1916 aaatroji1 D.E.ManAov
pt'fklad M-lIlDoli~ airy nula. (Tato llIQoUna ja a8llloshjmll nespoaatnli.)

1014-1781
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VSDik1D ta47 po4a8feai, 84a lI:al4' B8apo~atn4mnoiinanani .-maolina.
:& l'DXU 1921 pochUe.1i 'IIu xonat1'101koe dokonel$ch (a tea;, nespolletn1oh)
U-lUlolill. Speoi~ Cantoro'l'o diakontillutDa .1a U-lU1o!ina. Dodnes dell:
fa4a ot"ex, a8uvi8e.1icich a trigonometrick1ai fadami neni fel8na.
Opl'a'l'48'1';#a .'.1-co- 0 trigonoaatrickll faa;, laa doporu~it ro8s'hl' JRO

aopotlf'iel lari ••1:.1 Triaon.etrillaaki.1a r.1e47, KoskYa 1961,
17.111141 Triaoa.atrio Serie., C..bridge 1959 (az1atuja nO'l'1 rusk!
pl'ulacl) •

1014-718l
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»a1A! t~!dy £unke!

Obaah, 4. Funkell aba01utni apojitll.

'"B. Emitaj!e! fUnkee.
:!C*

C. Funkea altoro .,lIude lI:llA8tantn!.

»1" FUllII:e8 oaezan4 kon.,.:rl ty.

E. Funkea aaj!c! primiti.,n!.

,. runke8 a ltoneanou ~-.,ariac!.

G. Integroys til104 fUnkC8.

12,.11 »e£inic8. dell:n8me, Ie re41n4 funkce £ jll abao1utnl apojit4 na
<a,b>C~, jeatlUe plattl

n n

Z (bj - aj)<.J) >Z I£(bj) - £(aj) I <. Eo) •
j s 1 j s 1

SyaWa dech abao1utAi apojit!ch fUnkc! lila inte"a1u <a, b> anaafile

40 «a,b ».

12,.21 Cdam!.

(a) Ukalta, Ie 4C (<:a,b»C CC'«a,b» ('l BV (<:a,b;».

(b) Cantoro"a fUnkce je apoj.itll, all "arise! 1I:00eanou, 81e nen! abaoll1t
AI apojiU.

(c) Zkoumajte, ada nllaobell: abao1utal apojitll taAkee, .oullet 8 aouaiA
abao1utDi apojit!ch £Wlll:d je abao1utAi apojiU 1'WIII:cei

(IS)>I' Je-li £ ..eurait! Lebeagueb iAtegril ..ljall:4 t'unII:ce a de «.,b»,
je £640 (c:: a,b».

(e) 17a10.,te till opaanll t.,raeA! II: (4)1

(£) Jak;f je vat8h ...i lipachitaov811:oat! £UnkCe a jej! abeo1ut..!
epoji\oaUt
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(g)* Je kalde ~unkce omezen6 konvexity (viz oddil D) 8bsolutn~ spojite?

]2'.'1 Tvrzeni. Funkce t da~inovana na <a,b> je absolutnl! spojita, pr!lvl!

kdyl pro Iealdtl Eo > 0 eJdstuje cf > 0 talc, !e pre. lea!d,1 Ieone~nj

aysUa disjunktnich intsrvalO < an,bn>C <a,b > , pro Ietert

plat!
n

L \~(bj) - ~(a.)\ < e
j=l J

Doleal!te!

12,.4\ Cvi6an!. U1calta, Ie fUnkce ~(x) = vrx je absolutnA spojita ne

< 0,1>, ale pro kaldtl J > 0 exiatuje kona ~nj syst'm intervalO
n n

<aj,bp C <0,1> talc. Ie ~ I bj - ajl<J aj~l~(bj) - ~(aj)1 > 1.

Porovnejte tanto vysledek s de~inici absolutnl! spojite fUnkce 8 s pfed

chozim tvrzen:£al

12,.5:1'1 Tvrzeni.. Funkce ~
pravl! kdy! pro kddtl

derinovami D8 intervalu <a.b> je lipschitzovslee.
E > 0 exiatuje cJ ;,. 0 tak. h pro kaMy

n

konel!n1 &yatea intervalo. <aj,bj>c<a,b> • ~ (b j - aj) c::::d plat!

A

21~(bj) - ~(aj) \ < I::
j=l

{xnle <a,b>

= + 0"> (pro~?).

Sta6i doke.at, Ie neexistuje pos10upnost

takova, la ~'(xn) existuje v1S~tni a lim I f'(~) IA·
Ptadpok1adejte tady, Ie talcov' posloupnost sxistuje. Zvo1te

II , v 0 d.

1
h
AS(O'I1)2

talc, Ie I f(xn + h
A

) - f'(~)1 -i!: ° hn (phjdlite pttpadnA k vybrane

pos1oupnosti z posloupnosti t~). Zvolts °1 nejmenlii ptirozeoe

~is10 tskovtl, la 0lh1 ~ 1, pak volte °2 jako oejaenlii ptirozeotl

6ia10 takovtl, Ie (°2 - n1 )h 2 2 ~ ~td. (~+1 - ~) ~+l ~ \+1)'
2 2

Kyo! po1oUe <ai'bi > =<~'~.+ h1 > pro i = 1,2, ••••°1 •

<ai,bi > • <¥2 + h2> pro i = °1 + 1, ... ,n2 std. Palc plaU

gO co .

:E (b
i

- a
i

) < + _, 2. \f(bi ) - f(ai) I = + 00 •

i~ i~

Z toho anadDo od'l'odite spar.

123.61 PtikladT·

(a) Sestrojta abso1utnl! spojitou funkei. kter' neni 1ipachitzovsk'l

1014-7781
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*'~(b) EJ<istuje sbsolutoA spojitli f'unkca os <0,1>, kterll oeni monotonni

oe Udnllm podintervelu <0,1> •

• , v 0 d. Jeden p~iklad takov'
till postupovst tekto: .achtJk

t! Lebeaguedv integrlll k f'unkci

Ie £l«O,l>l \. U ~ 0
k,nER '

podintervald <0,1> •

Dokslta, la K_le,n
Je-li f'E£«O,l»

; GI ?).

f'unkca ja podlln v 4.21.d. Jinsk lze
ja posloupoost vlach rBcionlllnich

x2

~,n • {f'EJe(<o,l»dJ f'1 £0 (Xl - x21
Xl

jsou mnoliny uzsvfen~

\. U IL . ,mil neuroi
k,M. tl:,n

f' poladovsnll vlestoosti (. ~eho plyne,

Bud.

Xl'X2E J k }

.:e (<0,1».

pro kaiM

a tidkll v

In.71 Poznalake. UvAdoate a1 anovu rozdil ...i def'1n1ci sbsolutni spoji tosU
a podainkou lipach1tsovskoati v tvrseni 2'.~. UvAdomte ai till, jak vel
kou chybu b,yata udAlali, kdyb,yste samlnili tyto dvl def'ioical

( a) Zjiatlta, pro ktar' OC ,~e 11 ja f'unkce f':

pro XI; (0,1> , f' 1 x~ 0 pro xE<-l,O>

¢ 1
x~ x ain x f3
abao1utnJ spojitll

os <-1,1> a pro kterll DC E ~ _, f' darivsci oa (-l,l)l

(b) tlkalta poaoci (a), Ie exiatuje f'unkce def'inovan' na <-1,1>,
ktarll _, na tomto intarva1u lfa.toAdv iotegrlll, ale oe.' iotegr'l
Labesguedv 1

12,.91 eviaaoi.

(a) Racht f'E- '€ « a,b» n BV « s,b». Racht f' je abaolutnl
apojltll oa intervalu <s,c> pro kalM cE(e,b). Pak

1:e.~ « a,b».

(b) Ukalta na pfikladl, la pfadchozi tvr.aoi oeplati baa pfedpokladu
konel!noati variaca f'unkca 1:1

Bacht Ic~ ja otav~an;f interv.l a nacht f' 1 I -4 ~.12, .10'" I'rvraeni.

Pal< f' je

f'unkce 'f

koonai na I, prllvi kdyl axiatuja ceI

lIa I talt, Ila 1:(x)· 1:( e) +JY
c

•

a naklaaajici

123 .11\ eviaaof.
(a) .aeht t 1 <a,b>~~, .' <oc,{3> ~<a,b>, f',g absolutnll
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spojit!l. Musi psk bit ~ '" g abso1utni spojit4?

• 4 v 0 d. Po10lte f(x): I(l[ pro xe<O,l> , g(x)

pro XEO (0,1 > , g(O): O.

(b) Je-li 'l (a) f liplehihovskll, je f* g abaolutnll apojitll.

(e) Je-li v (al g lipschihovak4, n8lllusi f* g btt abaOlutni spe

jit'.

(d) Stall!., (a) dop1oit pi'edpoklad moootooie g k tomu, aby f'" g

byla absolutnll spojit"

B.1I' JJfiTJiTfci FUNKe:&:

12,.121 Denoiea. .eeht f ja 1'8'10' funkee defioovaoll na intervdu I c~"
Aalmeme, Ie f je kaitajic:li: IlII I, jestlUe pro kald!l xe I a koM!!

£:> 0 exiatuje ;r€I tsk , l& O<\x-yl<E a ~(y) :f(xl.

12'.1)1 Pfikla~.

(a) Diriehletova funkee je kmitajiei.

(b) .eeht f je libovoln!l funkee def'inovan' oa intervelu I c~.

Jeat1.Ue pro kddj interval Jc I plati f(J) : 11' je f'unkee f
kaitajiei oa I. Speei'1oA funkee f,g z 4.26 jaou kmitajiei na

Bl•
(c) Funkee f 1 I~Bl je kmitajiei na I, pr!lvl kdyl pro kald!!

t€~(~) {x€II f(x) .. t} n_!I izolovan! bod.

(4) Je-li f 1 I ---+ B1 lImitajici na I, g 1 f(~) ~ B1 libovoln',

je .* ~ kaitejiei Da I.

(a) Ja-li f I I-+ ~ kaitajief na I,. I J ~ I spojiU a mono

tow Da 01, ja f*. kaitaj1ci oa J.

(f) Je-li f 1 I-+ ~ lImitajiei oa I,. 1 J __ I oeklesajiei

Da J a je-li ~ konetaotll.i l:1a keld!l. ioterva1u <g(x-), g(rl>

(kde Xc J je bod ll8apojitosti funkce g), je fankee f'" g

nitajiet DB J.

]2,.141 Poso'-ka.
fankai a je

» , ., ° d.

Liboyoln!l funkee f 1 ~--+ ~ je soullt. dvou kmitajieteh

limitou poa1oupDosti fUnket kaitajieieb Da B1 "

Poulijte 2).l).b, 11.'.e, 11.8.b.

12).1, I 'hr.ent. Syet4. daeb spojittch kaitajteieh fUnkci oa <0,1> ja

prvnt kataaoria., 'e «0,1>-).

1014-7781
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N , v 0 d. PouJijte aO.6.b.

redy ddk.. existence apoji t4 .ell:oaatsntn! oitsj!d f'unlI:ce nemate
bIt provedea.etodoQ kategori!, .us!ae aa proto pokusit 0 sestrojen!
t4 to 1'un!l:ce.

la'.l?] Vita. Ixiatuja apojit' nekonauntll:! lI:III.itej!c! f'UDkce na <0,1> •

N , v 0 d. ' ••ch£ 0li c (0,1) jaou tak:ad ohvhDll lIII1oUay, I!a
)

(i) °1 " U (al'bi), al '" 0, b, " I, bi < ai+1 (i " 1,'1),
i-I

(ii) Jaou-li a,be CIa' a < b, (a,b)nOn • 0, lae pa't

(a.b) n 011+1 - U (oCi • Pi)' a -e DC1 <: ~1 -c oCl < ... <. ~J < b,
i"l

a + b ( ~)a E "'" ,.., •

<iii) ClaCQa+1.

Polotte: 1'l(z)" 0

f'l(z) • 1

pro

pro-
z4<ai·1IIi> , i-I,'

ze <al , b2 >
f'1 je lin".m! aa <bl,e2> a Ila <b.,-,>.

Indulte! de1'iaujte poaloupnoat {f'Il} tell:, Ie 1'11+1 (z) - 1'a(z)

pro XEQ...

jaoll-li a,bE Qa' (a,b)OOa - ~, plat:(

f'a+l(z) • :ta(e) pro zEl <DCa' f3a> •

:ta+l (z) ":tn(b) pro X€ < t'C4' ~4 > ,

f'a+1 (z) • ~ (f'a(a) + f'a(b)) pro

Z6.«<l' ~1> U<ot::" ~,> U ~o(,J'~J >, f'n+l je lina'ra!

DB intaMa1aah < a, DCl > .«~5'" > a aa kald.. intarva1u

<~i' o<'i+l> , (i· l,a,',4).

DolI:elta, Ie exiatuja apojit4 t'uIlkc. f' I < 0.l>---7~ tell:. I.

f'n~ f' aa < 0,1 >. IJItalte, I!a f' -' poladovaDll vlastDosti

(billa. ddk... si kraalat. obr'zaltll.

12).171 PaznUlta.
lit tollo,

1014-7781
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12J.181 Vita.p. Hecht
b
V r =
e

r j. spojit4 nekonstantni kmitsjici funkce ns

+ 00

<s,b> .

• , " ° d.
(a) P~edpok1'dejt., Ie

b
vr<+o<>
a

"Hecht 5P (,,) = V f pro
a

"EO <e, b > • Hecht II ja tako,,' runkc. derinovsn' na
b

I = <0, V f > , Ie If (lI(t» = t pro vhchns tel. Pai:
e

funkce h = r", & je abaolutnl spojit' (dokonce lipsehitzovsk',
jak snadno sjistias s derinice), podle 2'.1,(f) je h kmitsjic!

na I. Jelii:ol" kslae. bodt xeI, vs kteri. eXistuje h '(x),
ja h'(x) =0, je fUnkce h konstsntn! ns I. To je ov§em spor.

(b) (Jin,1 n4vod.) Hecht 't' (y) (pro ye E1 ) je poOet prvk1~ mnoH

n:y [xe <a,b>; r(x) = y} (tj. 1:'(y)all nebo 1:'(y) =

• + 0<> - 1:' je tav. Banacho"a indikstrix funkce f na inter-
b +00

vslu < a, b ». Pai: V r· j't'(y)dy (viz R. Sikorski,
e -00

Funkcj. 1'2Iecsywiste I, IYars....e 1958 nebs [Nst] l , • toho tvrzen!
snadrlo p}Yn.,

12'-191 ».finice.- lJecht f j. funkca darinovsn' na okoH bodu xE ~.
Asknslll8, Ie r ja lrJIlitaj!c! v bodi x (reap. kmitej!c! zpreve, resp.
lDaitaj!c! dna), j.etlila pro kald4 Eo > Oexistuje y e E1 tak,
la 0 < \ y-xl< E (rasp. 0 < y-x < E., resp. 0 < x-y -c e. )
e f(y) = f(x).

\2,.201 Cdaan!.

(a) Funkce r ja lrJIlitajici "bodi x, pr'vi kdyl ja kmitaj!c! v bodi
x buii sprava nebs sleva.

'.
(b) Zkoumejte v.tah 10k'1oi darinica lrJIlitejici runkce podle 2).19 a

1I10b'1oi definice lrJIlitejici runkca podle 2'.12.

(c) EIistuje nek1esajic! runkce r ns ~,kter'- je v kald4. bodi
xe:~ laIitajioi sprue.

12,.21l Tvrsen!. Hecht r je spojit' runkca na interve1u I. Pai: na keld4.

intervalu .Ie I, ns Diml neni f konatentni, existuje nespol!atni

mnoho bodd, " niehl nani r lDaitajici spravs.

1'I , v 0 d. Ja-li yE~ takov4, I. r-1(y) 7- I1l a ja-li "eJ

tai:ovt, Ie r(x)· y a pro kald' t:> x, teJ plat! f(t) t- x,

dok'iate SDsdnO, Ie r neni v boot " kmitajici zpreva.

1014-7781
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Srovnejte toto hr.ell! e vYsledlQ' 2'.16.

je dsrbouxoveU DS otevhnll. iDtervalu I c ~.

DeDi fUDltoa f polospojit' aprevs (ani shora,
je kmitajici 'I bodi Xo aprevs.

12'.221 Tvrlleni. 5ech! £ je £UDlto e prvDi
i .leva v keidolJll bodi DS intervalu
Aa I.

Ii , 'I 0 d. Poulijte 24.61~

12,.2,1 rYrllaDi. 5ech! f
lieobt v bodi ]1;0E I

pi adols). Pak f

Baireovy·tfidy kmitajici aprevs
IC ~. Psk f ja dsrbouxoveU

12,.24ft I Probl'~.

(II) instuja nakonstantni dsrbouxovalt' fUDltoe prvni Baireovy tHdy,
ktsr' je kmitajici v ksldll. bodi !l aprava i alsva?

(b) Je kal&( spojitli fUDkce souatea dvou apojittch kmitajicich funkci?

(c) Js kald4 apojit' fUnkce lisitou posloupDoati apojit1ch kmitajicich

fUnkoi?

C.* * FURCI SK:ORO dTJIlI EOETAlmIf

12'.251 Dsfinice. 5echi f je ra'W fuDkce dafinovan' Da ~. AakAe.e, Is

f je akoro vlude kOD.tutni, jeatlUe exiatuja o€~ talt, Ie

f(x) • 0 skoro vluds 'I ~.

12' . 261 CvilSeni. Dokalte, Is fUnkcs g,h a 4.26 jaou aItoro dude konstenwi.

5' 'I 0 d. Dokaaujts, Ie g(]I;). 0 a.v., h(x) ·0 a.v. ~ toau ataai

dokli..t, Is pro nU' k E. a libovolllou k-ttci ao,sl'· •• ,~
(kde ai· 0 Debo ai· 1) anolina tich x6<0,1) , pro nil dvoj

kovY roavoj ]I; m6 tvsr O,so.1.·.~OboOblOb2.·· , (kde bo,bl,···
je bua 0 nabo 1), a' airu Dub.

12,.211 ~foiklad. Je-li
konstllntDi fUDltce
'1111 Ie ~ js

He~ !ibovolD' naprlladnli mno!ina, axiatuje a.v.
e;> dafinovsn' DII ~ tako"', Ie pro kaldt iDter

l' (I) • H.

Ii Ii 'I 0 d. Vhodni pf'adefiDujta Dikterou a fUnkci • 2'.26.

12,.28II...a.
(a) .echi Gc 1

2
je Deprli.dDIi otevfeu _oliDS, ktsr' DeAi hust'

'I Ia. .echi pro kald' xE.~ extatuje t€~ tsk, Ie
[x,t]f. hr G. Psk ·exiatuje intervlll Jc ~ s /lisls s,bE~,
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• < b. [aJ =[b] nabo [.J = (b-1J • telt. !e plet:( bud
v"

(i) .rX{a}CG. (J X{b})n G = ,. nebo

(ii) J X{.}c axt(G). (J XLb} ) next G ... P
(ltda ext(4) " Int (1:1" All.

If' " 0 d. Ifejprva dokelta. !e existuja xe~'''1'Y2eEl' Yl 1 "2

tale. Ie [ %'''1] " axt(G). (x.72]e axt(G). Je-li Yl -c "2'

u1talta. la a:datuja Ie 11 a ra'l.n8 /liela 0<:. ~. 0( < 13 .telt.

Ie I x {oe)CG. I x{~}cext(G). Pololta

b" aup {tE<OC. ~>; a:datuja internl LeI hit. Ie

L X {lo} C GJ; !qnt jU anadno nalaanate /lislo a a interval J

1;aIe. aby bylo aplnllno (i). Ja-li "1> "2' u1telta .bdobnl. Ie
plat:( (ii).

(b) lIachi g.h jaou :fUDkce 's 2).26. Becht yE Ell' Bucl e libovolnll
f'Unl<ca de:finovan' na ~. Ie js :f'(x). h(x) pro xe g-l(y).

Palt gra:f' (:f') je aouvial' anoUn" huatl v El2 •

-1.',,, G d. Bualoot. plyna • toho. Ie plet! h (g (,,)O(xl'Xz"·

• 11 pro libonlu ~. ~ell' ~<,. Souvieloslo doltesujta

apora.. Ja-li A c gra:f' (:f') uani'an' i otevf'enll (v gre:f' (:f'll.

axiatuja G C liz ota"i'an' anol in. talt. Ie A" Q n gra:f (:f').

U1talte. la Q aplJiuja pf'edpok18dy (.); nacht J ja interval"

11 , ••bEill s 1;nseni (a).

B • axt(Q) " pi'ipadi (ii).

Oan.ame K =G. nestal-li pi'iped (i).

Zvolts dlla ee14 /lisl0 A. lfes'porDl

(ltde bi·O.l pro i=O.2.4•••• )

bj=O.l (i.0.l.2 ••••
• n

r-...._.,., .. .

cal' /li.l. k •••n.p.q. q ~ 2. /lia18 ai=O.l•
••••k.j·l.).'•••• ) loalt. sby pl.tilGI

.. ...
(OC) Kaoline K "Ieoh /liaal tv.ru A + O••o.l•••~Oll••• lOll ••• l

P q..~
011••• lOll••• lOb.0~Ob2···

ja poa-n.liaoa J.

( ~) Pra kald4 x£K ja g(x)· 7. h(x)e«a] • C.J + 1,) •

Hachi.· tXEK; [x.'h(x)]e B n (J x < ••b»] . Dokelta. Ie

• ~ f/J • Ie .xiatuja Xo&. t.lt. Ie h(xo) • sup l1(x).
xeJl

(tlYidcate ai. ie pro IMn4 xe~ nani [x. :f'(x)]Ehr(Q».

Ala anadDo nal..nata x£1I tak. la h(x) ~ h(Xo)' col ja hladan,t
aport

1014-7781.
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je libovolA4 funkcs.defiAove~AS

{fA) defiAoveDifch Ae ~ tek,

(c) Funkce h • a).a6 ma souvisl! grsf.

la).291 VUe. Recht f
pOS10upAost fUnkc!

Pele szistuje

(i) grsf (fn) je hust! v Ba•
(ii) grat' (fn) je souvisl!.

(iii) pro ksld4 neB je f'n" f' s.v.

(iv) lim fn(x)" f(x) pro v5echna xe~.

n"OO

• , v 0 d.

Srovnejts

Pololte fn(x)" f'(x) pro

fn(X) ,. h(x) pro

funkce z 2,.a6.
tento v,tslsdek s tvrzsD!a 11.S.b.

jestlUe h je

la).,oI Vita.

funkce

(il

(i!)

( iii)

(iv)

Necht f' je libovoln4 funkce def'inovan4 na

f'1.f'2 definovan4 na Bl takov4, Ie plat!:

graf' (fi) js hust! v B2•

graf' (f'i) js souvisl!.

f l ,. f a.v., f'2 =0 8.'1 ••

f' • f'1 + f'2·

lIT , v 0 d. Pololte f'1(x) = f(x). f 2(x)" 0 pro x.j;S-1(1) v S-1(-1),

f l(x) .. h(x), f'2(x). f(x) - h(x) pro XES-1n ).
-1f'l(x) ,. f'(x) - h(x). fa(x) ,. h(x) pro xeg (-1).

Srovnejte tanto Y,#sledek a tvrzen!m 11.7.c.

D.* FUNKeB OIlEZBd ][QNVEnn

(J f. 1\J-• po1olme

12).311 :oefinice. J(echi f je funltce na internlu <:a. b > a nscht

D = { ... Xo <: ~ « ... <:In ,. b J je dilan! intervalu <a.b>

Pro kald4 j" 1.2•••• ,n oznaam.

(J f .. f(Xj) - f(xj_l)
j Xj - xj_l

b n
I:f.aup2. \0 f j-a j"l

1014-7781
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dlllen1 inhrva1u < a, b >. OblO
b

~. .1e-11 I: ~ < + t>O , f'1klime,
a

Syet~. vlech ~e1 ome.enA kon-

Irde e.pre•• ee bere pf'ee deehna
b
I ~ ee nealY' lronvexitoQ ~unkce

a
Ie ~uDltce ~ _ o....noa konvent••
venty saa1l1.e BC C<a,b > ).

12).'21 CvilleD1.

Ca) Seetrojh ~ci cane. konventy, kter' nen1 konvem1 Bll (a,b).

(b) SpollUte kenvuitu line'm1 ~unll:ce.

12,."l ~raeJl1. lIechi ~eBC «a,b». Potoa v kalld4. bGdI XE' < e,b)

exiatuje ~;(x) • I'\mkee ~' je oae.ea' na (a,b). Nle v kalld'.+
bodi x£Ca,b) exhtuje ~~(x) a tunkce ~~ je mae.en' Be (a,b).

!2,.,.l CvilleJl1. llokane, Ie kal4' ~unll:ce omuenll konvexity je ebeolatni
epojit' na <a,b> ad koneanoa derivaei vhde v <e,b> s v1
jialrOQ enad epolletnl aAelliny.

In"'1 ~a. _ Kechi DEr(s,b). Potoa ~eBC ("'a,b», privi kdyl

~eBCI (<.a,o» a ~EBC « c,b» • .1e-li ~e:BC1 «a,b», peto.
bob

p1at1 I: ~ ~ I: ~ + I: ~ + \~;(o) - ~~(D) \ •
a a 0

.1e-11 ~ konvem1 na < a, b >, potoa

'b , ,
I: ~ • ~_(b) - ~+ (a)
a

In.)7l Vih••eoa£ ~l!£BCl("'a,b».

xe(a,D), ~* C.) • ~;(a).

Olll1a.e ~*I x .......... ~'(x),
b b -

Pot_ I: ~ ~ V ~"'Doltelte I
a a

12',"1 ProbU•• Pro ~eBCI«a,b» pololl.e

Ud •
Bl;lahodalte, ada n• U
je to noraa, akouaejte,

II
I: ~ + \~~(a)l+ \~(a)\.
a
je aoraoa aa pr.stol'll . BCl( «: a,b>). Poka4

ada 5O( <a,b» je Banaclldv proetor.

PosaUka. V 8II..,i81osti s poj... oa8llaa4 konventy lae llhuf'i dopo
rullit lllUlr;r publikovan4 .spf'. v lleeopiseohl BUll.AIaer.Jlath.Soc. 7'

(1969), '.'72, lJoaatahe~te t • ..til. 74 (1970), '89-'97, Irde Dldle
aal..t 4&111 ytaleclll;y.
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12'.40 I »et'iDiee. Omaa.e jJ qat_ 'fIeeh :f'uDItci det'iDovaDich.D8 ~ a M-

jieich Da ~ priaitivDi t'UDi:oi. DUa oaD8l1.. Ji>. qat'. 'fIuh 10-
It'lDl OIIaaaD!ch t'UDi:ci a 9. 0

[2,.411 OvUmi.

(a) 1JII:alte, la e(~)C: J;c!p. Jaou tyto iDk1uaa "oatN"'

(b) Bua t' I Z~ aiA; pro z il 0, t'(0) ,. O.

Poto. t'E~, iif:~.

(e) Plat:( ilIlpliltaeel . t'De~, t'D -+ t' (reap. t'D~ t)~t'E!J,

:I 2'.41.111 plyDa, Ie pre dvl t'unkca t',ae..fJ aallue:( bjt

I.akyt' aa tady ot'akB, jalt' da11i poladavky milia Itl'at

aa t'UDl<ca t',a, aby jil platilo r.ae!P. Prob1'11 lae t'omulont

obecalji; adl.e pH dllll.' t'UDi:ei 1 detillovaM D8 ~ aItolJllat pola

davq aa t'UDi:ca t'l, ••• ,t'DsJ', aby p1atilo f (t'1,···,t'1l1e .fJ.

la,·.u#lovillant.

(a) .eoht ! je t'UDi:ca det'illovan' D8 ~ taltov', Ie pro Itau.

t'l, ••• ,t'Il-ce(~) je 1 (~l,·.·,t'Il)e!P. PaIt I je apojit' •

• , v 04. Je-li z(k),. [zlk), ••• ,~k)J~[~, .......] .. z,

.f (:I(k» -+ 0( ~ 1 (z), po1oltel t'i(t). Zi pro t, (O,t )

a pro t hara t, t'i (t) • ~k) pro toe: <-)+r +~II: '

1 .a" - 0( II: > , :f i je 1iAe':rni D8 iAterva1ech tvarla

<~+1' j+r + "'II: >, <-7 - oCk ' 7 > ,
Itde oClt jaou voleDa tall:, aby 0 <: D(,II: < ~ ~ a aby

1

~

IfJ (t'l,···,t'a)/ < ~, IJ f (t'l,···,t'D)1 < 12k
_1_ a ..L -A1t a
r/'+1 as·
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(b) Ifechi I je liboyoll14 tace d.finovan' na I:I. takov' , Ie pro

bld4 l'e 90 je I (1') e !P . P811: i je lindrni na I:I.•

pro

II , v 0 d. Podl. (a) je ~ apojitll na Ii,. J.atl!!e pro nl!jek4

xe:B1 • h ~ 0 je 1 (x + h) + '1 (x - h) - 21 (x) ~ o. polone

1'(t) "X pro t¢(o.t) a pro t tva1'l1 ~. 1'(t) "X + h pro

1 1 >tIS <~+l + oclt • ~ - 0(1t

a dok8!te •

8 sb,y

1Iu44. l' ja line'rni na interve-

•

o -c ec.. <.....!...
.. 2211:

Ij-It ~ (f') \ < 2~
2-It-DtIt

Podle 18.4 je f line'rDi na ~.

,
je VoleAa hit, atlr

tG <-j+r. + o(lt' ~ - oClt)' It

( 1 1 > (1lech ~. ~+l + 0( It • ~

(c) PlaU doltonce tYraan!1 _.chi f j. libovolA' f'WIkc. d.tinov8114

AS .. \altov'. I. pro Itald' fl' ••••fAe 3'0 j. if (fl.··. ,1'A)e!?

Palt f j. 1in.'rni•

• , l' • d. Ulitia (It) doltaU•• Ie ~ jJl line'rni po ald4 pl'iJac••
Z taho jil t1'ra.ni anadao pl,yn••

12,... l C1'ia..i.

(a) .eohi l' j. t'unkce d.1'inovUlil A8 ot81'hn4. int.rvalu Ie I:I..
Dechi E.;:. o. A.m.... Ie t'unkc. l' IU 11& int.rvalu . I priai

thni f'WIkoi • pNanos\! £ • uistuj.-li tWlkce • I118jici All

I pr1Jaiti1'Di tamltoi talt. I. I 1'(z) - .(x) I c I:.. pro keld4

xe I.

(b) .ohi l' je tWlko. d.1'1D01'8114 All iat.r1'81u ~. "chi pro hid.

E. ;> 0 U l' primithni t'aIlItoi a pNanoaU E. Pelt l' U
priJaithai 1'wU:oi. DoII:..t ••

(0) .olli 'fl' ~2 Jeou libo1'olU t'unkce de:rino1'8n4 118 intenull

< ~':Jra >. .eahi 'f1(~) "r2(x2) a Dechi pro libo1'olA4
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t6~ je nejv11e

PotOlll f" fl •.•••fne~.

te<xl,x2.> plat:!. \ j"l(~) - j"l(t)/< t I ~\(~) - f2(~) I,
Ir2(:I:;l) - 'f2(t) I < t lfl(~) - r2(~) I Ifecht a4l. 1'ImJcc.

'fl je spojit' 'I' bodl ~ zpre... a f'unII:ce j"2 'I' bodli ~ zle'l'a.

Pak existuje spojit4 fWlkce 'P aannonn' na c ~':I:;l> tako"",

ie 'If (~) " 11(~), If' (~) ,. f2(~)' Dokaltal

(a) Ifecht I l, 12 jsou ot9'l'i'en' inteM'sly , necht I" I l U 1
2

je in

terval. Kecht f je fWlkce a.fino'l'~ na I, ktar4 m6 primiti'l'ni
funkci s pi'esnost:!. e. jak na I l, tak Aa 12• Pak f d primi-
thni 1'ImJcci s pt'esnost:!. e. na I. Dokaltal

If , v 0 a. Ifecht fl' f2 jsou pf'hluind fWlkce. JastlUe e:l:1a-

tuje x~Il('lI2 tak, ie 1'l(x)" 1'2(x) je dOltsz SIlIldD;f.

Pokud tako'l'4 x neexi.tuje, nalaznlite 'l'hodn! inteM'sl

< xl'Ia> C I l n 12 tak, h jsou splnliDy pi'edpoklady (c). Hledeno\!

fWlkci nyni aiskUla kOlllbinaci fWlkc! fl' f2' If z (c).

(e) lIUecht f je funkce defino'l'sn4 na ~,n.chi E.. > o. Kecht pro

kald4 xe~ existuje okoH O(x) tak, Ie f u primitivni

fWlkcispi'e8AoaU E. ns U(x). Poto.'f uprimithnifunkci

s phanoad E.:;:> 0 na ~.

K , 'I' 0 d. Z tvrzeni (d) s Borelo'l'Y vlty snsdno odvodite, Ie f
Il1Il. primitivn! fWlkc i s pf'esnost! E. na libovoln4111 omezandm inter
vsln v~. If.cht jPn jaon fWlkca z dafinic. primitivn! funlcce
a pf'e8Doati E na intervaln (n,n+2) (n ce14). Kyn! ataa! pro
v4at atajn4 "napojov4n!" jako v dOltaau tvrzan! (d) ns ksld'm intar

valu (n,n+l) (Pro funlcca ra-l' 'fn)'

Vita. Ifacht fl, •••,fn&~ a nechi pro kald4

jedna z funkci fl, ••• ,fn nespojit4 v bodl t.

K , v 0 d. Pro libovoln4l £ > 0, xe~ exiatuje okoH U(x) talc,
I. n-l z funkci fl ••••• f n lze na tOllltO okoli "nehradit konstantou".
Tilllto nehrezan!. snadno .astrojita k f primitivni f'unII:ci s pf'e8Aosti
E na U(x). Kyni staat poul!t 2).44.e, 2).44.b.

12).461 Cviaen!. Ukalta.

Ja-li hS'e (~),
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je fUnkc. z 23.41.b. Po10zte
1

• x- T~(x). (x: dl~kazu ge.P derivujts ~unkci

If Ii v 0 d. .echi ~

t ..
hex) • x ~(x), g(x)

J ~(x).)
123.41"1 Cvillen:!. au.! .fto lIyettl. vliech loUlni omezen:fch eproximetivnl!

IIpojitych ~unItC! nil .~ (viz t'lIIa 8.C). Ultalte,!e

(a) ~cito c90 ' .

(b) je-li § IIpojit'v En' ~l""'~nE..Jto' POtOlll

§ (~1"" '~n) e ..Ao•

P. J'tlNKCE S X:O.~U r-VARIAct

v t_to odd!!e poukUems D.8 jedno nspatmol zoba cn!!n! de~inic. ~unk

c! II k_llnou variac!.

12).48I11a~inice (Young). awl r> o. Rekn....., Ie fUnkce ~ de~inovan'
na < a, b ;> ail konellnou rvariaci, j.stlih I!b10

b' [n-1 .1..
''''';~. slip { z; \~(~) - ~(1Ik+1)lr]r;1l=:{a.xO",x1<"'<:sn'O b}}'
alJ D k-o

je konell~. SysU,. v!lech ~mkc! e konel!nou T-variac! na < II,b >
oea_ lI:J1lbo1s. SVr( < a, b >).

la,.491 evillen!.
(a) Je-l1 T-- (0,1) a ~E.SVl'( <a,b» n.konstsntn! na <: a,b >,

potOll exiBtuje v intsrva1u <: a,b> bod nlIspOjitOBti fUnkc. ~.

llekaltel

• Ii v 0 d. .echt ~ nabyv' maxima v bod!! c1 a minims v bod!!

ca' n.cht napf'. c2 < 01' Uva!ujte body "ke<a, b> (k'01, ... ,n)
takov4, Ie ~(1Ik). ~(ca) + : k, kde c = ~(c1) - ~(c2)'

(b) .echt ~ IIplAuje p1'edpoklady (a). Potu nen! ~ na IIld~1II int.r-
valli <(;(. I~:> c. <a,b> darbouxovllkli, pokud nen! ne tomto inter-

ve1u konatentn!. Dekaltel

• Ii v 0 d. PlJn. z (a).

(c)(") .ale .!t tuak.e ~ z (a) bod nespojitollti 2.druhuT Porovnej

te a pf'!pad. r = 11

lIU4-7711
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12,.50 I Pozlllimka. Ioungova def'inice 2'.48 Ilelli jediDja .oln;fm zebeclllilla
def'inice fUnkci s konednou variaci. Z'jeace 0 delli vlestnosti tfidy

BVr « a,b» odkallujeae na literatlml lljuanov, FuDkcii khsa Vr'
Vestnik Koskov. Univ. 2' (1968), '6-'9.

\2,.511 PoznUli:a. Rd~' tfidy intagrovatelJllch f'unkci ani Udn;f integr41
ade nebud8llle konstruovat. Odkazujue na uripta J. Lukel, oreorie airy
a integr'lu I, Itde je UI uvedena hd. probUIid k Wto tematice.
UpollorDuje.e peuse na oanadeni, ktar4ho ulh.e:

R(oCa.b»

na -ca,b:> •

je tfide rieaannovuy integrovatelJllch f'unkci

b

(R) J f' je Ri..anndv integral1 fUnkce r,

•
N( (a,b) ) system ne.tonovsky integrcvatelJllch fUnkci,

b

(11:) 1 f' je lIe.tondv integral1,
a

£, (II) je systea 1ebssgu8ovsky integrovate1n$ch f'unkc:C ne mnoU

nA K a

1014-7781
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Vstab f'uDltce a gre:ru :ruokce

Oba&lll 4. Vsd'leaoat Cf'lItd f'uDltc!.

B. Knolinovll. vlaetnoati grata f'uDltc!.

4. VZnALPOST GRU& PUKK:Cf

124.11 C'filien!. Pro neprll.sdu podmnoUny 4,B v E2 po1oUme

4(4,B) a mex {eup q(x,B), eup q(X,4)}, kde q je metrika v E
2•xli4 x.. B

Doi:dte'
(a) d nen! .etrike ani De a7atll..u vI.ch n.prll.sdlll!ch pod_olin ~

ani De a7at4.u vlach n.pr'sdll;fch _"lIich podmnol~. ~.

(b) 4 je .et.rilr:a De ayat"u vlach neprisdll;fch Ir:oapalr:tn!ch podmnoHn

-a.
la4.al evillen!.

(a) .ehi 1.,!f jaov. "'1. :twIIr:ce .efinova. nil int.rvalu

IC:~, .eahl 1'• ...., cpo Pair: 4 (gre:r (!fa)' Cf'lI:r (.f»~O.

(lIra:f :f'WlIr:ce :r,.-~ je lIDoline {[s,y) Isa., 7 a :r(s)} i.

Plat1 ob4obD4 tvrs••! pre bodovoulr:onv.r...oif

(b) bietaj! 4vA rdsD4 :runIr:oe 'f' 'If ••:rino.... De ~ talr:, Ie

cI(ard' ('f)' gra:f (If» a o. V,..aihe s toho, I. hreeD! (a) ••lee

ollr'tit•

• , v 0 4. Pololte 'f (s) • If(s) a a~; pro s 'I 0,

JO(O) • 0, ~(O). 1.

(0) Je-11 :f apojiU f'uDltca na intervalu IC~, 1f 11bovolnli

f'uDItO e defi.o..nli.. I a .1.-11 • (gre:r (?), Cf'lI:r ('If» ,. 0,

.1. 1'. 'If 0

(d) ••ohi cp j. darbouxoulr:' :f'WlIr:c. na intervalll IC~ hlrod,

Ie pro libovolAolll tp de:rinovanou aa I plat! I Je-li

4 ( ....:r (1)' gra:f ('/J) a 0, je 'f a If· Pair: f j. apojit'.

1014-1781
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• , V 0 d. I:dyby l' by1a neapojit' v bodi xo' by10 by molino volit

"f(x) • f(x) pro x JA xo' ljI(xo)· f(xo) + 'Z' kde '2 je

vhOOn' 1'lI'W /lill1o.

(d) nap1ati bez pi'adpokladu darbouxoV8kosti I

jaou spojiU f'w:lkce na koapakt.Dim interva1u

Ukalte, Ie tvrzeni( e)

(1:). .eehl ~ (()
I a' /

IC 11• lIeehl d(gra1:( JOIl)' an1:(jO» - O. Pall: J'a=i$ 'f .
• , v 0 d. B~ f: > O. Zvolae d::> 0 tall:, aby pro

~,~E I, I :;.-~ I -e cf platilo 11(:;.) - f(x2 ) I <:~. Je-11 llYni

d(&1'81:(1a)' &1'81:(9'» <: au({, t) je I".(x) -f(x)l~ E.

pro kald' xEI. II toho hne.i eaadDo p13na.

(.) Ukalte, Ie v tvrzeni (1:) ne1.e vYA8ehat ani pi'adpoklad spojitosti

;p ani pi'adpoklad komputaosti I I

124., I Ovi/len1. Pro nak1..ajioi 1:ank:ei 1: 4ennovanoll DS < a, II> ozna/lime

AU) • {(x,y) xE<a,b> , 1:(x-)~'yS:f(X+)}

lachi: :f, 1:. (ae II) jaou nek1eaajiei :t'uDkee na < a, b > J)ekalte

ekv1vale.oi ualedujieich v;frokd:

(1) 1111 1:a(x). :f(x) pro x& Wc.<a,b >, kde \tV je hust' II1II0
.~-
liDS v < a, b > , ktertl obaalluje body a, b.

(1i) lim 1:n(x)· :f(x) , .1e-11 x· a, •• II nebo x ja bod...--apoji tOllti :f.

(Ui) 4(A(1:.), A(1:» _ O. (Vb 24.1.)

124.41 Vsavi'aa' &1'81:y.

(a) Ixiat.je :fWlkoe, de:finovad.. ~,jejfl an1: je ot8vi'anou pod

1IIl01i... la'
(II) Dokalte: Je-11 if> spojiitl :t'uDkee 4&1:1I10va" na ~, je grat

(9' ) aaavi'au podmloUu ~.

(0) vveite pi'ikla4 .espojiU t'unkee !f' u ~,jejil pt je uavi'a
u podJuleUaa 12,

1014-7781
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(d) o1e~lt :f lok'llli olll8.en' f'unkce Il!l ~, je spojiU, pdvi

kcl3'1 gra~ (f) je v.aevl'eJ14 poollll1olina 12• Dokeltel

~ BUIlt' a f'tdkll gr~.
(e) DClkelhl Ib:iatuj. t'ankc. c;> det'inovaD4 Il!l 11 takovlll., Ie

grat' <1') je bll8t1.. Ba•

• , .. 0 d. tato v1aatnoat alii. napi'tk1ed t'ankce .g d.rino..anlil.
.. 4.a6.

(b) Mud bit t'uakc. a v1..taoeU (a) darbouxonkll.?

(0) ••emi ~ j. t'\UIkc. d.rino....D4 na int.rvs1u I. ..chi lInoUns

bedG apojUoaU l' j. hustll. v iDteMalu I. PotOlll grot' (1"
j. f'tdk' podaDolias Ea. Dokelt.1

(d) Ukane, I ••xiatllja t'1mII:oa r dat'iaoYBa' na ~ a Villd.

a.apojiU aa ~ tako"", I. grat' (€f) j. f'tdkll. podllDOUDS Ea·

• , .. a t. Velta.a f Dirichl.tovu t'ankci.

>II
(.) ••cbi l' j. darbo~onk' t'ankc. det'ino....lI. Da int.Malu Ie~.

Pot. fCl'a~ (~) j. f'tdklll. podllndina lila' pdvi kd,.1 'f j. SIlO

jit' ...lI8t4 podllllolin. intarva1u I.

• , .. 0 d. .ejcU'tve dokana: • toho, I. 'P D8l1t epojitlll.
v hll8t4 podJlaoliai I pl;ya••xiat••ce intervalu a«: I a IIte.l

oc ~ 13 tall:, la obi lIDeU~ {XE.11 'f (x) ~'o(.J,

{X£"I rex) ~ j3} juou huattl.. .1. Z Darbouxov,. .. laataosti

f'anke. 'P pak p17ael J x < IX, f3 > C grsf' (1')

114.6 I Souvia1l &rat',..

(a)

\

(b)

1014-7781
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'*(0) Dokalte, Ie axietaja darbouxovek4 tunkoe, jej!1 grat ne~! aou-

vial!.

N , v 0 d. Keehi g ja t~ea • 4.26. Detinajae·

~(x) • g(x), pokud g(x) # x, )O(x) • x + 1 potud g(x): x.

Ukalte, Ie tunkee jP a4 poladovan' vlaatnoati.

lI'
(d) Kachi '!P je :f~ca prvn! t!'!dy, deti~ovan4 ~a intervala

ICB1 • Kechi pro kaldl! dve bod7 x, x'6I, x<x' plat!

'f(x)E. J'({x,x')), j>(x')E. J'{{x,x'». Potoa «:rat ('f') je

aoavial!.

K 4 v 0 d. Jlechi gat (if) • AvB, A,B ,fill, A()B"~,

A a B jaou otev~~' i usevt.n'. Pololte

Al = {xeI j [x'5"{x)]eA) , Bl -{XE.I, [x'J'{x)]e: s}.
suo! x bod apojitoatt t~ce t Ii nIL (via 12.7).1 -~ _ _

Lae p~dpokllldat x£ Al• Pat exiatuja okoH bodu x v A{'l ~,

tter4 leU vAl. .1e-11 76~, 7 doatatellDll bUsto t x,

leU at,y6D/ intarval mnolin7 ~n~ obaabllj!c! bod 7, call

v uoUDlI ~. Z tobo doate~a.. , Is i traja! bod7 tohoto intar

valu laU v Bli Bvlek aleapoD jadeD •.deh mus! Ide10 v ~,

col ja apor.

(a) Kachi j> je tunkca prv~! t:l'!dy dati~avan4 118 otev~". i~ter

valu IC Ill' Pot.. ~4aladuj!o! hr.an! Jaou ell:vivala~t.!I

(i) " Je darbauxovakll;

(it) ~et (e/) ja aouvia111

(iii) pro tala. xES I exiatllj! poalollPaoati Sa..? x, 7.~ x

tell:, Ie ~ (x.u) ~ y{x), J'{71J.) -- f{xl,

DokaUa'

• II v a d.

27566 Pl)
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lIodul epojitoati

Obeah. .... lIodul apojitoati a jaho vlaetnoati.

B. Stajni epojit' fUnkca.

.... 1I0DUL SPOJITOSTI ... JEHO VLAS'l'NOSTI

~unkci S' (0, co )~

pro ail 1ia ~(x) =O.
x ..... 0+

O.nallani. lIachi m ja anolina vlach nBlI'porn!ch naklesajicich

-at', m. je JaIlo!1na vlech ee: m,

!25.2l De~inica. lIechi ~ je "'In, 1'lZlkea da~inoven' ne intervelu Ie:~;

pro J' > 0 po1oha

funkoe

" sup I f(x) - f(;r) I
x,;r 8i I

Ix-;rl SJ'
wI definovanou na (0, cD) na.jvalaa aodulem apojitosti

~

l' na into rn1u I; mieto W ~ piie... nAkdy pOUlie

tuje 1'unkee l' d.1'inovan' ne interva1u I tak, Ie S =
(b) ROllhodnite, zda ke kald' t'unkei .xi.

Wi
t

x, ;res I plat:!

w~ <1 x-;r \) •

Sem (reap.

w~em a pro

I ~(x) - fey) I -s

Cdllani.
(a) Doka!t., Ie

v jist'. pray'.. oko1i bodu O.

(e) .echi a > 0, c.>~(a)e~. 11l18i bit fUnkee w~ apojiU

DB (O,a)? lIuai bit loBeiraoyy tf'!dy na (O,e)?

125•• 1 Vllh. Funkee l' je stajnom!!mI spojiU na interve1u I, priYll kdy!

WitS ~.

1014-7781 27566 Z13
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SpecUW: Ifechi DC :> 0 a Mchi :rwikca ~ je DC -holdero'fslc'

na internlu I ('fis t"ae 14). Potoa w~emo'

125.51 C'fi/!ant.

(a) .echi f'uDltca ~ Je ao.notonnt ne o....n". intaMelu I.

Potoa W~E~, p"'fli kdyll! ~ je epojit' e o_zenll.

(b) Seatrojte f'uDltci ~,epojitouna <0,1>, pro kterou

li. J -lCAl~( J) .. + co' •
u_o+

(c) RozhodDl!h, lIda be aeatrojit ~unkei g na <: 0,1>, pro kterou

1,.1. J-1w..(cf) neexietuje.
0"_0+ ..

(d) Charaktarizujte 'fAeehQy !Unltea na inter'fa1u I, pro nAil!

lila J -lCAl ;(d ) .. O.
d'-O+

.. aax I~'(x) I
x6<a,b>

(a) .achi ~unkea f ., epojitou dart'feei De

w~(cf)
Poto. l..ia

d'-+O+ d

intar'f81u < a, b >

Dokall!ta.

·125.61 C'fi/!ant. ROllhodDlt8, lIda p1aU:

(a) lIIaehi oc ~ o. Poto. f'unkce ~ da~inovanl6 De intaMelu I

je ()(. -ho1darov*, De

J.-- J...IJ(-6)I (J)
f

I, priYi kdJ'1I! je f'unkca

_e..n'De (0, 00 ).

(b) Jeatlih f je f'unkea na inteMa1u I a platt

1ta J -(>GAl} (J) .. I:El1 pro oC e (0, 00), poto.
d'-+-O+

~ je oc -ho1deronk' na I a plaU: Je-li x:e11 takov"

Ie I f'(x) - ~(7) I -:: x:'1 x~7loe. kdykoli x,y~ I, potOli.

I: ~ x:'.

125.71 C'fi/!81d. . Seatrojta f'uDltei ~ Ila -c0,1> tu, aby pro ltall!d'

ec e (0,-) by10 . lila d'-4C.w~(d') .. + 00 •
U'~O+

125.8[ I'rob1.!V.

(a) Zkouaejta axiatenei dart'feea f'unkca

(b) V;yllett'eta utah f'unket w~+. a
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s. ST&Jd SPOJln FlDlltClI:

«! .. <e «0.1» mellt pro8tor vlech epojit!ch t'UDket

ne int.r1'el. < 0.1> e ••tr:l.ItOll- ~ I

f (t' .1) • 1\ t'-III· eup \t'-II •
<c.i>

]25.10l D.1'inio.. Pro <3"£ m; omelia. e[e'] anoUnu 1'hoh t'e ee ;
pro 1111 \t'(z) - 1'(7)1 -: (5 (I z-T'). kdykol1 «ae. < 0.1>.

J.8Uih .93 C ~ • hkn.... I. :f'uDkc. ano!1~.iJ j80U 8tejnll

spOjitli. j ..\111. V f > 03 cf> 0 'tJ t'e~ 'v'z.7<= <0.1> I 1"-71 <
<:J=~l:r(z) - 1'(7) I« E •

J)ok8U.1 :fuDkc. anol~.JJ j80U 8Ujnll epojit4. prllvll kdyl exi8tU

J. 6'E. m" to. Ie ~c~ C6'"J •

12,.ul Po.Make. .1.-11 1'£ ~. j. t'e'e [6"'] pro Dij8kll 6'emo
(n8pi'. 1'E.e[W~]). Yanik' ot,.ka. j8k "1'8lk'- j. V prostoru ~

anolins ~ [6') pro danl G'emo' Jalt dolt"•••• j.pro l1boYlllnl

den' 6'"e rn. 1IIl0lins fl[<3'J v.la1 -.8U". Pl'ev'W"fI Uin.

t'lIllkot l' pr.stoN re (1'8 -...,sll1 kat.,orl1) 8l! 8koro nikd. (1'8 8ay8

111 :try) DBahodgJ. s I'dn•• t'UIlIi:ct a 'eC6"J. Pi'ul1ljlt t'omul8ce to

ho'o 1'ut. J. obBd••e 1'8"flU 25.14. 'rete "fits j. dok'dne obvyklou

••\odo. k8"aorl1 (1'i. 20.8) lIB pcaooi1'1\7 0 buatotl (d. '.1').

12,.121 L_e. _.ohi E: :> o••6_, 6"'cmo' lI:d8tUJ. kG_. J> 0

e tunkc. 1'<: ee tak. Ie

(i) k >Il.

(11) lid -s C.

(i11) kdykel1 ,e~. I\t'-II\< J. ze<O.l>. potCllB

1,(z)-1(7)1> (3' (lz-71)

pro ka14' "e < z - ~. z - ~ >

J.!..
8

• Furlkci

n.be pro kald'

_ , l' 0 4. Pololt.

k> a, (3' (J) < ~

pro i = O,l, ••• ,k, Y

1014-1781
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Roalilte dn pi'!paql (ol )

(f.' )
f - [f1>~
f -(f}::t

'hrseA! (iii) pall: ply_ 1& odhadu

I_ex) - a(;y) \ <: \f'(x) - f'(y)\ -It(x) - a(x)1 - It(y) - .(y)\;>

:> If'( x) - t(y) \ - 2 J <: t:> G' ( 2i- ) -? G" <I x-yl). .

[25.131 L.... .ecbt e e me' Pro DE. detinujellle IIlAO! iDu ~c ce
tall:to I t.~. jutlUe exiatuje lI:e.. k~ D. tH. Ie pro 11:814'

xe. <: 0.1> pl.U !t(x) - tty) I:> 6' (lx-yl)

< 1 1
pro .,lieobJl. Y6 x - 211: • z - 4lI: >
Debo pn .,leolm. y(;. <z + ~. z + ~ >.
POtOIll _oliD. 'e' Au je 1'!1lk' ., pro.ton ~.

III , ., e d. .echi ae'e, Eo:> O. Podl. l_tl1 25.12 exiatl1je

ke.. J:> 0 • he 'e t.lI:. Ie

(i) II: > A.

(11) nh \I ~ E.

(iii) kdykoli f'E'e. II f'-h U< J. zE <0,1> , pot.

I t(z) - t(y) \ :> 6' ( , z-y , ) + Col. (, '.' \) pro bid'

y6 <z - ~, z - ~)aeb. pro lI:aldI ,yE (z +~, z + ~>.

Pro t.te t, z, y pl.t!

I (a+t)(z) - (a+t)(y)\ a 1f'(Z) - f'(y)! - I.(z) - a(y)l>

> G" (I J:-Y' ) + (,J.« J:-yll - 1.(x) - a(y) 1~ G'(\ z-y' ),

te47 a+tE Au'

125.141 YlIh~ .eobt <3"e 11\. Bltietl1je f'e ce « 0.1» tH, Ie pro

.,1ec:hD. .6 <e [6" J jut .::t1 {': f'(z) = a(x)} = O.

lIIIoliJI.tloh ts'l!, «0,1», kter< 'tlato .,l••tao.t DeaH, je 1.1I:e

teaorie'l' <e «0,1» •
• , ., e t. .eoai ~c 'e • Ae., jaou IIIlOUny 1&1...etl1 n.u,-A '" n "a' ce" A je l.uteaorie., l(!. .ubt

a=l
tE A. .~ ee [<3' J, B '" {Xj t(z) '" s(z)}.
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0( -holdoronk4 pro 14dn, OC > 0 ne 14dnIS.

jaou mnoliny Gn 1.ka

'e. Pod1a 25.15

Pl'edpok14dejte, Ie 1 1 B > O. Podle vAty 8.19 erlstuje xe.B tek,

Ie D(B,x)" 1. PoloUe i" {YI !:t'(x) - :t'(y) I>6' Cl X-Y I )} .
Proto!e BnB" 0 ,jest D(i,x)" O. Podle de:t'inice mno!in An
pro ke!d4 ne]l erlstuje ken) > n tak, Ie

.Al(1 n('x - 2ktnl' x + 2ktn») ::= ~

Protole lta k(n)" 00 , nent D(B,x) = o. To je spor, e tedy
n .... -

.llB .. o.

!25.l51 L.-a. Pro AE. at:> 0 poloue 6'D(t) .. n t l/n. Necht

OC > 0 a :t'E'e. J ..UUe erlstuje interval Jc. < 0,1 > tek, !e....
:t' je OC -holderovak' na J, .potOll uiatuje gE~ ':e (~) tak, Ie

g .. :t' na J.

)I Ii v 0 d. Doplite :t' konstlll1tni na kaidIS kemponanti <0,1>' J:

125.16[ Vita. hbtuja t'unkce :t'eE ce « 0,1» a tellto vlaatnostt: 1'Ia l/ldnlS...

tnterulu sc: '" 0,1> nent :t'lXlkce :t' O(-holderovskli pro UdM D( > O.

1IR0l1na ..acli :t' a touto 1'lastnoat.t ja rezidu'lnt v If: « 0,1 > 1.

1'1 Ii v 0 d. Pololte ~(t) .. n tl/n• Oanadta Gn mno!inu viach

:t'E e, pro nil uiatujo gE ce [G'nJ tak, 18

~ {XI :t'(x) .. g(x) J > O. Podla vity 25.14

""togorio, taklo G" £?1 Gn je prvnt katogorie v

f'wIkce a 'e" G nejaou

intarvalu sc: < 0,1>.

Recht: s necht: 11. ....:e-~(x::.l'-.. + 00 •

x-+O+ T(x)

Dualte, Ie erlatuje r« 'e [6'"] tak, Ie pro IMDt interval

sc < 0,1> nant t ele.onte. ce ['t' J na J.

1014-7781
- 198 -



T E • 4 26

Vity 0 at!'ednthodnoti

Obaah: 4. Vity pro jadnostrelUl4 darinoa.

B. Vity pro Diniho derhaoe.

C. Vilty pro ayaetriokou derivaoi.

4. vtrY PRO JEDNOSTIlANNE DERIVACE

126.11 ZObacnint ROUaovy vity. Xeoh! l' ja apojiU funkoe na intervs1u

<s,b> S naoh! axiatuja 1'(11.) ns (a,b). Ifach! a ~ ~< •.• <~ oS b

jsou nulov4 body funkce l' a n'aobnosui ~""'~ (ce~ ja nu10v:f!

bodsM funkoe l' n'aobnoati a, jast1ile 1'(0) = ••• s f(a-1)(c) "

s O,f(a)(o) ~ 0) takov4, Ie ~+•••~~. + 1. Pak exiatuje '

JE (a,b) tak, Ie , 1'(11.)( J) "0,'

• , v 0 d. Unite Dap!'ed pl'tpad, Ie vlleohn;y ko!'en;y jabu jednoduoh4
e pak taprvs pi'tpsd obecn! (poulijta aatellatickou indukci) - viz t41
[D II), kap. V, t 7, vita 85.

126.21 Vita. KsChi P je polynOll atupai a aajtot pousa "'111.4 koi'sDy.

Pal< POlyaOll pOr) (k " 1, •• ; ,11.-1) a' pouse re'ln' ko!'en;y. LeU-li

koi'en;y pol;ynOllu P v intervs1u < a,b > , leU v toato intarvalu i

ko!'en;y pol;y_d p(k).

Cviaellt. POIloct vAty 26.2 dokalte, Ie pOlynOll

p : XH- d
n
[(~ _ l)AJ (alna aulUplikathAt kOll.8tllAtu tn.

aza

Lepndredv pOl;ynOll n-t4ho atuplll) JU vlecbn;y ko!'en;y v <-1, 1 >

126••*1 Vita. Keoht l' je funkce apojit' All intervalu < a,b> a <
axietuje (vlaatll(, nevlutnt) v <a,b)" ., kde • je apoaetn6

1II10lina. ,re-li f'(z> >- 0 pro ze<a,b)" ., Je l' II.8kleaaj t at+

aa < a,b> •

• , v 0 a. Staat dok'aat, Ie 1'(a) S 1'(b). .eaht •• {An} •
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omall..Pro E>O

A ,,{ye<a,b>l \;/ z6<a,y> [1'(Z) - 1'(a) ~ -E(z-a) -E~ .!..)}.
nE 11 2n

~<Z

Dolealta, Ie A JA lil, A je intenal (tj. YEA, a"5 z:!i y -;>Z6A).

Omallte aup A .. e a dolealte (poaee! apojitoati), Ie eGiA.

Uvalujt. dva p~!padT (ofM, 0 .. 8k) a sjiatite (s v,yuJit!. ezistene.

derivee. 1';(0) nebo apejitoati l' v bodi c), Ie 0" b.

Vsbled.. k libovolnosti £ > 0 uI anadno doetenete tvrseni.

PomUlta. AnlllogioU vita li: viti 26.4 plat! i pro nerostoue! fUnke••
J'Ol'll1uujte ji. Odtud a s pfedeUsejici vity dosUvu.:

lieohl 1'unkee l' je apojiU na (a,b) (OlHzenlllll, neomasanll.) e

1';(z) .. 0 pro ztt (a,b)" M, kde M je .polletnll. POtOlll l' je

li:onatantll! na (a, b).

CVillan!. Ukalt., I. podm!nku spojitoati fUnkee r nelze zaminit
sa poda!nku apojitoeti sprava - 0 tOlll podrobniji viz D. Preiee, Cee.

pro pistov~! ..ta•• 94 (1969), 194-198. Povlilllnite ei, Ie z ddkazu
vlty 26.4 PlYn. tanto dodat.li: li: 26.4:

Vita. Xeehl jeilu aplnl-.Y pfedpokladT vllty 26.4. Je-li nev!e
1'; > 0 DB b.ustll pod_olini intervalu < a,b> (tj. kald! otevhn:f.
pod interval intenalu "'a,b> obaahuje bod, Ye kterllm je r; > 0),

,p8k l' je roatouc1 v < a, b > •
Lse toto tvrs.n1 obrlltitT

lobeenla! La~..ov;y vity.

(a) .eohl l' je spojit, t'unko. na intervalu <a,b> a darivaee 1';

eziatuje (vlaatJilf, nevlastm) na moUni p .. <a,b)" I, kda

I j ••poll.tAll. Ja-li li:" int'1';(z), E" sup r;(z), pak
:raP :dP

s v!jilllkou p~:(padd, Itdy l' j. linearaf na <e,b> , je

li:(b-a) <. 1'(b) - 1'(a) <. E(b-a).

If'v 0 d. Poulijte v!sleclkd s 26.4 e 26.7 na runkee

lil : z.- Ez - 1'(z) , h: z 1---+ 1'(z) - kz•

(b) • echl 1'unkee l' je apojiU na <a,b> a neehl existuje deriveee

1" na (a,b)" E, li:de E je konellAllllIloline. Potom erletuje

bod !. (e,b) tak, I. 11'(b) - 1'(e) 1-= 11"(f) I (b-a). Dokaltal
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Ii , Y 0 d. Poulijte LegrangeoYu vAtu 0 st~dn! hodnotA na kald1 in

terval Ie (a,b)"",!C, jebol krajn! body leU Y I:U{a,b).

126.91 Cyil!an:l. Pomod v6ty 26.7 odYo!te ,. Ie neaxistuje apojiU tunkoe ~

definoy'" na inteMa11l <0,1> takoY',!e ~~(x), = + _ pro

x 6 < 0,1) >" 1', kde P je apol!etn' mnoUna.

B. vm PRO DIIIIJlD DERIUCE

126.101 Bolleoya yilta pro Diniho derivaoe. Jraohl ~ je tunkoa apojiU na

interva1u <; a, b > a naoht ~(a)" ~(b) • O.

(a) Nen!-li ~ ~ 0 na < a,b> I exiatuja aleapoD jadeD bod

06(a,b)tak, la D-£(O) Z D_£(o) Z 0 , D+~(o) oS D+~(O) ".i 0 ,

- + .kde D ,D_,D+,D . jaou Diniho deriyaoa da£inoYa~ Y 7.8.

Je-li £ ~ 0 na <a,b> I je

»+1'(a) -= D+~(a) ~ 0 , »-:t(b) Z »_£(b) Z 0 •

(b) lIIan!-li £ 20 na < a,b> I exiatuje a1espon jaden bod OE (a,b)

tak , Ie 1)_£(0) ~ »-£(0) ~ 0 , »+~(o) ~ »+£(0) z 0 •

Je-li £ ZOna <a,b> I je

»+£(a) Z' »+~(a) z 0 , »_~(b) ~ D-~(b) ~ 0

• , v 0 d. DOkaa prob!h4 na a4kladi atej~ ayi1enk;y jako ddkaa
RoUany YAty.

126.11\ Cvi&eD!.

(a) Ukalta na pf't1tladeoh , !a pf'edpoklad apojitosti :f'unkoe £ je
podatatn.f. Odyo!te WI a YAty 26.10 BolleoYI1 YAtu.

(b) Z 26.10 odvo!te obvyk1;fs post.m toto aObeonin! LasranA"ovy VAtYl

lIIeoht £ je funkoe epojit' na intarva1u <a,b>. Potoa exiatu
je a1espoi jeden. bod 0 E,(a,b) tak,!e plat!

bu.! »J(o) ? £(b) - £(a) 2 »+£(0)
b-e

nebo D-~(O) '!i: £(b) - £(e) '6 »+~(o)
b-a

(0) Ja-li ~UIlkoe £ apojiU na inteI'Yelu <Bib>
na <a,b> I je ~ nak1eeaj!o! na <Bib> •
tonie a -jiat!oh darivaof" pojedn'v' t'ma 27.)

a ja-li l! £ 2 0
(0 ntahu mono-
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c. vm PRO SYJlETRICICOU DERIVACI

v predchazejicim jsme uk~zali zobecn~ni Lagrangeovy v~t! 0 stradn!
hodnot~, nahradime-li obyaejnou derivaci tzv. Diniho derivacemi.
V dalAim ae pokusime nahradit derivaci tzv. symetrickou derivaci
(0 ni se podrobnAji doatete V t~matu 9).

~ Cviaeni. Ukafte, fe pro symetrickou derivBci neplati Rolleova v~tR.

126.1)1 VAh. "acht funkce t je spojita na intervalu <a.b > ,

r(a) ~ rIb) = 0, necht existuje symetricka derivace f(s) na (a,b).

PotOll existuji dva body xl,~G(a,b) tak, fe

r(s)(x ) -: o~r(s)(x )
1 2

• , v 0 d. Dekalte najdrive lemma:

"echt funkca t je spojita na intervslu <oG., f3 >, necht existuje

t(a) na (oG, ~), necht t(oG) > t( ~). PotOll existuje bod

e6 (oG,~) tak,!e r(e)(c) ~ O.

(Plati dokonca, Ie axiatuje nespoaetnA mncho takovjch bod~.)

126.141 CYiaani.

(a) . OdYodte • YAty 26.1' analogii LagrangeoYy YAty pro symetrickou de
rinc1 •

(b)

(e)

(d)

1014-7781

Ukalta, Ie je-1i t spojit' na interYa1u (a,b) a aa-1i v tomto
intervalu na.aporDOu aymetrickou deriYsei, je t neklesajiei Y
(a,b). Ukalte, Ie ptedpok1ad spojitosti je podstatn!.

FuDkca t apojit4 na interva1u (a,b) a aajici v tosto interYa1u
alllatrickou derinci je na interva1u (a,b) lipachitzovsk4 (vb
tlma 14), pray. kdyl r{s) je ome.ena na (a,b). Okslte, Ie
phdpoklad epojitoeti je podstatl!llt•

Sestrojte prik1ad funkce, kt8ra aa symetrickou derivaci rovnou nule
na interva1u (a,b) a ktsra neni konetsntni v (a,b). Existuje
interval (..c... ~) C (a,b) tek, Ie funkce s tbito vlaatnoatai je
konatantni De (oe.. ~) ,
Co kdyl prid6ae Deyic ptedpoklad apojitosti funkee t?
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TEll A 27

Vztah derivace a monotonia funkce
----------------------1

[27.}] Cvi(!en:(.

(a) V prda rol!n!ltu je dokazOVMa v~-ta: Je-li f re'1O' funkce,
kter' Ill' v otevren<!1Il intervalu rc EI kone(!nou nez'pornou
derivaci, je f neklesajicL v I. Rozhodn~te, zda lze vyne

chat v uvaden<!1Il tvrzen! predpoklad konel!nosti derivace (bez doda
te(!n<!ho predpoltladu spojitosti funkce. Viz ttll 27.4.c).

(b) V 26.4 je uvedeno tvrzen!, ktert! je v jisttllll SIllYSlu obecn~j5!:

BUll f spojit, v uzavrentllll intervslu < a, b > e; ~ a necht
f: existuje a je nez'pornll. (vlastni, nevlastn!) v < a,b >'ll,

kde II je spocetn' mnolina. POtOIll f je neltlesaj!c!

v < a, b > • Ukalte na pHkladll, Ie mnolinu II nelze obecDll
n8hradit nespocetnou - treba ridkou - mnolinou.

* +(c) Doltalte tvrzen!: fEC«a,b», Df~O v <s,b) " ll,
II spol!etnA. Palt feb) ~ f(a).

II , v 0 d. Predpokl'dejte, Ie feb) < fee). Pro pro vhodntl

'YJ > 0 plat! f(b) + '1J b < f(a) + '7 a. lIecht g(x) '"

'" f(x) + '7 x pro xl: < a,b >. Pro itaiM ye(g(b), g(a»

polotte 'fey) " sup {tEO < s,b > get) '" s }
Pak D+g(1(' (y» oS 0 tedy D+f('f(yl)'iO -"l' Z toho plyne,

Ie f(y)€J(; ale zobrazell! r: (g(b), g(a» ----7» je

prostt!, tedy J( je nespocetnll. - spor.

li:r..2[ Pozlllimky.

(a) Z predchoz!ho vypliv', !e zobecnov~! t~chto v~t IIldle bit vedeno

dvoj!m s_real

(i) ll!sto derivace uvalujellle jednostraanou derivaci, derivoven'
chla (viz ttllDa 1 nebo [D II], kap , V. § 8), symetricltou

derivaci (viz t<!lDa 9) apod.

(ii) Poladuj8Dle nezll.porllost derivaca a jej! existenci e yfjiakou
jisttl mnoliny bodd. Jak u1tazuje priltlad funltce -agn x,
musae pt'idst n~ltter! dali! pt'edpolt1ad 0 funkci f.
KOllel!Dll je aoino obe zpdsoby vhodDll 1t0lDbinovat.
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?
V teato tll••tll ae bllde.e sabjvat nllkolika vlltelli. kter4 se vlltili-
nou vstahuj1 t bodu (11). Tllto problellatiee je bl1zkll rovnU
tll.a 26.

(~) Prakticll:7 a kaldll vlty 0 fUnke1eh nekleaej1e1eh je molDo ptechodem
k fUnkefa (-~) odvodit analogiokol1 vltu pro ~unlI:ee nerostoue1.
Spojenla obou 'lilt do.tenelle vldy vltu, kter' zajistjeh'pf'edpoklad~

tvrdf. Ie ~11DII:ee ~ je konstantni. BIld8Jae tedY vjslovnl ~ormuloV!lt

vldY pouse tvrzen1 0 naklesaj1e1ah ~11DII:e1eh; p~!sluAnll foraulaee
tvra.n!' • ddkaay pro nerostoue! t'IiDlte. pronate a11111 I

(0) Z keldll vllty pdYi Ilvedenllho typu a~leae odvodit aobeenlln! priai
tivn! ~e. at!. i dall! .obeonln! •••tonova integr'lu. Tyto ja~

noduchll dOalecSll:y takll nebud... p~fao ~Orllu:lovst - phneehue .ie
k ...oatatnolau studiu ai jako n"-it k rolin!kovjm pree!m.

"'*(d) L.. dok,..t. Ie exl.atuje ,aespoaetn' _oIina Il C.(O.l) tekov', Ie
plat! n'aleduj!oL tvrzan!l Je-li f apojit6 fUnkoe ne (0,1)

takod. Ie ~'(x) ~ 0 pro vleehna x co (0.1) 'Il. je f
naklea.j!d.
IInClliny • a toutll vlaatDoeU jeou pnhl ty mnoliny. kterol neobsa
huj! I6dnotl neapoaetDou 1188Yf'enou podllnolinu. DOII:aZ7 tlehto tvrzen!
jsOtl viall: doeti obt11n4.

127.,I Ovia••t:.

(a) P~ip..aita ai, Ie .xl.etuje apojit' neroetoue! funll:ee v intervalu
< 0.1> • kter' _ akoro villde v tate intervelu darivaei rovnOtl
allle. (I:apf'fklada Oantoro.. ~ualto•• viz 4.22.)

(It)'" DolI:alta tote Ul'llanil Bwl ~ abaol1ltal apojit6 v intarvalu
I. < a.b > a naohi t:' axl.etuja a je nea'por.w v I' Il.

kda Il Ja a1l10v" _dina. Pot. f(b) ~ f(a). (Jak a Ute
vlty v,plyaa. Ie ~ ja naklee.j1e1 v IT

• , v 8 4. ZYOUae. :> o,
(1) Ja-li xe;(a.b)' •• exl.etuj. d'. d(x.E.) tak. Ie prCl

o < A<. d' ja ~(x + Ala - t(x) > - E •

(11) latervaly <x. x+tl> • (0 <. A < d (x. e») ,pokr,fvaj1 (a.b)".

YO Titali8"1 a.,.alll. (Via [.1 II] • kap. V. I 1).

sui 4 > O. Podle fit.lievy vity (via taWI) arlstuj! diajunll:t

8! int.rva17 < xt. Xi + hi> • (i· 1.2, ••••n.). 1.I!e! v (a.b).

Xl < -a < ••• <:!Ia' 0< hi <. d (xt. E). tak. Ie YlllljU m!re
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mnoHny
n

(I ..... II) " U <"i' "i + hi >i=l
je menU ne! d.

(iii) Soullet ddlek intervalO < a, "1) , (Xi + hi' "i+l) , (i " 1. .• ,n-l) ,

("n + ~, b > je ....nAi nel a.

(iv) Vyu!ijeae-li (vhodno~ vOlbou d) abaolutri spojitoati funkce t

(pro intervaly< a'''l > , < xl + hl "t> , ' .. <"n + hn , b»

a pro zbyvajici inte.~81y volby 6issl hk snadno zjistime, Ie

f'( b) - f' (a) > - £. (1 + b - 3)

(c) J'ormulujte pr'vli dokllzantl tvrzen:! ve sD\Yslu poznUlky 27.2. b.

(d) Nesta6ilo v p~edchoz!m tvrze~ uva!ovat POUZQ jednostrennou deri
vaci nebo nap~iklad D+f'(x)?

127.4 I Cvi6en1.

(a)~ P~edpoklad absolutni spojitosti v 27.'.b je zna6nli siln!.
·Odvodfme vlitu obecnlijlii.
BUdi! t detinovani na intervalv I ~ (a,b) e necht p~ "liechna

,,61 je II f'(x) ~ 0

je neklesajici T I.

(Def'inice !/f'(") vi. 7.8.) Potom t

lit , v 0 d. Necht "0' YoGI, "0 < Yo a t("o) :> f'(y01.

E"istuje E > 0 tak, !" pro f'unkci r(x) " f'(,,) + Eo x

plat:( 'f' (Xo) > '('(Yo)·

nebo

D r(J )~ 0,

<'0

Odtud dostaneme ihned

Protoh 'f (yn) 

<P(Yn ) - <p (f)

II f(") = !? t(,,) + E ~ E..

l' )Y -" ,,- (;l -" tak, hn n 2n 0 0

El<istuje tedy jedint bod J E: < Xn'YIl >

'f (J) + r(f) -

<. o.

je baa< 0,

pro vliachne pl'irozantl n,

"0 + Yo .•
Buc! c = ---r-- a buo < "l' Yl> ten z intel'"feltl

< "0' c>, <c, Yo>' pro nllj! je if(xl) > f(Yl) (pro6

e"iatuje?). roatupnll sestroj!me poaloupnost intervaltl <xn'Yn>

do sabe za~azenjch,

co! je spor, nebot

(b) Buc! IIc(a,b) nul,o....' mnoHna. Potom edstuje f'unk:ce If spoji-
1,jJ. '(,,)ttl a neklesaj!c! na intervalu < a, b > takoTA,18 I = + 00

pro "e; II.

l014-71S1
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II , v 0 d.

(c)~ Z 27.4.b plyne tvrsenf: Budil f definovaall DB intervalu

I '" (a, b) a nechi ~(x) '= 0 pro skore vhchna xeI,

pt'(x) > - 00

v I.

pro vhchna xeI. PotOIl f je nekleeaj!c!

(a,b) darivaci (vleatnf nebo
v (a,b). Pak t je nekleaaji-

II , v 0 d. Budit lie I lInoUna ;'!lech x, kda !?t'(x) <. O.

Saetrojll.a k tllto lIIloUnl dle 27.4.b funkci tp Bua E > o .
Funkce f(x) + c.lf (x) apliiuje pfedpoklady 27.4.a, je tedy nakle-

sajfcf v I a protola £ > 0 ~lo libovoln! svolano, je i f ne

klesajici v I. Oddvodnllte podrebJli I

127.5*1 Vita.

(a) lIechi ee q:; «a,b» U duda v

nevlaatn!). "chi f' '= 0 a.v.
ct.

If'v 0 d. Podla 1.19 ja fOe ~(a,b). Z 27.4.c plyne, Ie f je
nekleaaJici D8 okol! kalddho bodu epojitoati derivaca t. Kechi
(lla' bll) c. (a, b) jsou vlacMy lI.ari.'ln! interva!y, na nichl ja t
nUlaaajic!. 5..i-li f nakleaajfcf aa (a,b), ja 1IIl0lina

F '" (a, b) <, ~ (lla' b
ll

) +~. Tato ano!ina ja ovll811 !'fdk'

() i • b d ji i ~._~ ~'I·. j IIv a, b • , Ja-l Xo E. o. apo toat ~ .......ca ~. e nutn

f'(xo) ~ O. (UvldOllta ai, Is t'(~) ~ 0, t'(bn) ~ 0 pre ka!dd

II.), tad,y r' > -00 na nljakda okoH bodu xo' a tedy t

ja neklaaaj!c! aa toato okol! - to je apor a maxiMalitou intervald

(a.' ba ) ·

(b) V pfedchos:ti: viti ataaf pI'ttdpokl'dat pouse existence der:ivaca

Y (a, b)" S, kda S ja apoaatA'. Rovnl! pf'sdpoklsdy 0 apo

jit08ti tunkca f lS8 saalabit.
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ObSahl A. Silo' dsrivace.

B. Body stejno.arn4 derivovateloosti ~UDkce.

C. Knolina bodd naepojitosti derivace ~UDkce.

A. SIW DERIVACI

J28.1 I De~inioe. Bua t ~Wlkce definovan' na otevf'en4. intervall1 I C~.

~ekIl..e , !e t'lmkce ~ IIll v bod. aEI ailoou derivaoi, jeatlUe

exietuje vlaet&! limita

. lim
(~,~]+(a,a)

~1'~

HOdnota Uto limity lIa.....e ailoou derivad v bodll aeI a bude.e

ji .1I8~it symbOl.. ~*(a). Osn8~.e

D~ ,. {"'E Ij axistuje Vlaatlllit ~'(",)} ,

D~ • {"'Elj uiatuje ;t"(",)}

128.2[ CYi~elll1.

(a) Ukalte, Ie

exiatuje-li
'"J)~ C D~ a pro

~*(a), exietuje

je ~(a)'O ~'(a).

8 jeou ai rovny.

Teay,

PlaU i

obr'cen4 tvr.elll1'
~ ~' *(b) Jleoni: a" D~. Pokud 8 je bolovaD!a bod_ lUlOUny D~, pal<

* def. *polol.e lim ~ (",),. ~ (a). Potoa plat!
"'-+a
"'.~

lim t"'(x) ,. lim t'(",) • t"'(a) ,. ~'(8) •
"''-'a "' ....
",eD~. Jl:6D:r-

(Limity v p~edcl14sej101a f4d1<l1 jsol1 limity v.hled.. k lUloliDi ~,

reap. D~.)
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If 4 ., 0 d.

pro vllachna

lC libov01D911 e » 0

x e. (a- "f, a+J) II Df

exiatuje J:> 0

e YE(a-J, a+J>,

tak, h

x-jy

plat!
\

f(y) - f(x)

Y - x
- ~(a> \ < Eo

Liait.ni. pi'eehode Y ~ x

Xe Ca-d, a+ "fl n Dt plat!

, '"tedy lim r (x) ~ f (a).
x"'a
x <!£ Df

doatanete, Ie pro vilecOO"

\r,x) - 1''''(al! < E.

Vztah D*C D' implill:uje

.. lia .f'(x).
x .... a
xu: Df

Poulitia (a) obdrlite tvrzeni.

(e) lIaeht s : je apojit4 v bodli aEI. Poto. r u. v boM a
81l1lou darivaci.

• , v 0 d.

(d) Ifecht

Pot011

If , v 0 d.

Poulijta .,§tu 0 attedDi hodnotli.

l' .'
a~Df a axiatuJa t v jisUa.ohvi'en4. oko l f bodu
f' je spojit4 v bodi a.

PouUjte (b).

a.

Poan4aka.
(i) Z (a) a (c) plyDeI e' apojiU v bodll a ==i> exiatu,;je f"'(a)~

axiatuja t'(a). lfepi'ipQBinaji v8M tyto implikaea aouvislost
tot411liho diraranoi41u a parci41nieh derivaci?

(ii) Z (c) a (d) plynal "chi axiatuja .,laatni t' v Jist'.

otni'm. Noli bodu aE I. Potoa t' ja apojit' v bodi a,
...pM.,lI kd,yl a e: Df •

128.)"" ~r"Di.
(a) lUDkca f &4 v bodl a ailllou dari.,aci f"'(a) (tj.

a e D;), pM.,1 kdyl jaou sp1.lliD7 n'81aduj ic i podm1nkyI

(i) axiatuja iDte"al <OC, ~> C I takov!, la '" -c a < ft
a t ja abaolutnl apojit' na < 0<. , ~ >

(ii) axiatuja .,laatni 118 t'(x) .. 4.
X" a
xlEDf

Poro.,najta a posn4llkou 28.2 (11). Tis t41 [D II], kap. VII, I U.

If , ., 0 d. ..chi ae. D;. Zvolta ra'lD4 ~iala 0(, ~

1014-7781
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< I1''''(a) I'+ 1.

(ex; < a < ~, < ec ,-13 > C I)

;.,~e<o<.,~> xllx2

\1'(:za) - 1'(;.)\

\:za-;.I

takov4, ta pro vlachoa

plat!

Olltud plJne Ii). 1>41a s 28.2.c vypl!v4 (11) •

• echi plat:( (i) a (ii). PoteD pro z e <0<:, p., > ja
x

1'(z) • 1'(0<:.) + (L) 1 1".

ZvoUa Eo > O. BlI:istuja cf> 0 tak, Ie (a- J', a+J) e < ex; , ~>
a pro xE (a- J, a+d), z;' a, xED1' platt

11"(x) - A I < €.. Ja-11 a - J < ;. < :za < a + J ,
potaa ~

\ 1'(~-_1'~;') _ AI. \ :za :;. (L) j (1"(t) - A) lit I~ E..

;.
(b) J'wlkce l' a4 v bolll a ailnou lIarbaci, pr4vI 11:11)'1 jeon eplllll1J'

n4alelluj1c1 pal1lll1nll:Yl

(i)

(11)

exiatuje interval <oe,(3)c I takov!, Ie aE(oC,~) a l'

ja iJpojiU na <~, f3 >.
+D l' ja apojit' v bolll a •

pro z· O.

pro z j 0,{
~ ain J:..

1'(z) " 0 z

• , v 0 11. .echi ali ,;. ZYOlte internl < oc, ~ > poUe (i).
Spojitoat plYne p~1.0 • daf'inica ailll' dartvace. Je-li ,+1' epojit'
v bodl a, odvo!ta. 7.9.c ~i 14.10.a, Ie l' je lipachit.avall:'
.. GlI:ol1 bollu .; IIJ'n1 pauUjte (.).

128•• 1 P~1II:lad7.

(.) 'ef'inujta

Ultalte, Ie f'unkce l' je abaolutnl apojit' n. <-1,1), lia t'(x)
z-'O

neexiatuja • ta47 neaxiatuja aaU 1'*(0). 'oll:alta toto tvr.en1

p~1ao a poulit1. 28.' •••.

(b) Palolte

-{:
pro tE (-:I.,O) ,

aCt) pro te(.Jl ' -:) , n=2,4,6, ••• ,

pro te<Zl~l ' ; ), .111,', , •..•• 0

27566 P14
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Pro xE (-1,1) pololta

£(x) • (L) ~ get) dt.
o

Dokalte, Ie £"'(0) = 0 a nesxistuje derivace r' v bodech

poaloupnoati {~}. IC a_u aloul:( pi'iklady s (a),(b)?

a. BODY srBo1llDllbQ DDIVOVA1'l!lL1fOSU FUJllCCB

v t_to oddilv. atna pi'adpokllldaj.a, Ie f'unkce £ ja de£inovanll

o tsk,(f) d'
UbOduJa>

x e, l"<~~ pro ktar'

E > 0 exi.atuja okoli

he (o,d) • v"ahnll

ke k.ld4au.

.e pro ....chD.

D. otni'aD4. intervalu Ie B1 a.ll D. I ..laatni derivaai r',

128., IDe£iniaa. Bod Je I aa nasty' bod.. atajDoll5l'1ll! darivovahlnoati

fUnkce £, jast1ila:

pl.tt
kda

~ (x, h) = £( rh) - £( x)
Ii - £'(x)

Bod J~I

jaatUIa Dani

aa nastv' bod.. DaatajDoalrn' deri.. ovatelnoati £UDkce £,

bod.. atejnoaArD4 derivo..atelAoati.

128.'1 Cdaent.
(a) Bod J £ I

priYl kdyl

je bod.. atejAo"rn' derivovatelnoati £unkaa £,

JED;.
(111) Bu.! JE I. Oana@a

\i!(Pld) = aup I~(x, h)\
I Ibl'lip

J:E<f-d;J+d~()I

pro p > 0, d > 0 a

o(..(j) • It.aup ~(p, d).
[p,d] +[0,01
p70,d ~O

Dokalte daladujiai hrzeAt:

'"(J) = 0, prll'" kdyl J ja bod.. atejAo.lm' dari

.. ovatalnOllti f'uI1kaa £.

1014-778l
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(c) ~e4y p1at1 nAa1eduj1c1 ekviValeaCel

ec (J) " 0 ¢=::::;} J je bod atejll.ollllrn4 derivovete1ll.oeti

f'unltce t < ~ reD;~ s ' je apojit' v bodl J .
If , v 0 d. Ulijte (b). (.). aB.a (ii).

laB.7" ICviaen1. .echi <a. b > C I • ~ > O. PotOtll lI.l101ill.a

G~ " {XI xe< a, b>. o(;(ll) ~ f3 )
je usav!'ena • i'1d1t' v <a. b > .
•. , v 0 d. "jdi'1ve dolt.lte

MdIt'. Te4y existuje interval

J( libovo1ll.4mu ~1 <'. ~

exiatuje bod j'e <a',b'>

tall:, Ie plat!

G~ " G~. Ifechi G~ neaf

<a'. b'> C G f3 • awl f £ <a '. b'> •

a pos10upnoati td'n} • ~.~ 0

a retllM a1s10 hIlS (- J;.. c{) - {o}

t ( f+ h~ - t (f.2 - t'( j') I> ~1'

Protole t'( f)· exiatuje. mdl.... na14.t ha > 0, \ha\ < \11.11
tall: , Ie

t ( r +. ha) - t( f> _~f +. 11.1) - t(f) > ~1 ." h
,

. 11.1a

t(ll +. hal - t(x)
Funkc. II ~

liz
a

t(x +. ~) - t(x)
II I---)

~

jsou apojit' "bod' J' •existuje okaI:! UCJ') C<a'.b '> bodu J'
tak, Ie pro kal~ bod

t(x +. ha) - t(ll)

ha

llEUCpp1at1

_ t(ll +. hI) - t(ll)

hI > ~1 •

> ~1'- t'(J")
- t( 1")

I, \

a.neate ci;" min [c{;. \ha\ ] • Ixistuje J'eU(~~.~e(-cf~.J~)

- to} tak, Ie

~"+.~)

~
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StejJlja spdaobu juo ae do.ll:a.ovele existence okoH U( fl"Il d0.ll:8lte,

Ie existuje otevfoeJllt intenal 12 c 11 a n4sledujiC:( vlaatnosU:

lb:istuje h. > 0, Ih.\ < Ih, I tllk, Ie pro kold' x EI2 plaU

:rex + h,) - :rex)

h,
:rex)

Bud..e-li peatupovet ti.to spdsob.m d41e, obdrli.e kle••jici posloupnost
otevi'e.D1ch lIIIloliA { x.} a po81oupnost bodd { ~} , '

\ haa I < \baa-ll < J~ ~de cf~" aiA [~, Ih211- 2 1] )
'Ilk, Ie pro kald' xeI. plst:!

:r(x + h2ll-1 ) - :rex)

baa-l
> ~l •

Ukalte, Ie pesloupnost [x.) je .olno voli t tllk, .by

Zvolte

PIIk pro kald' pfoiroseD4 aialo • plati

:r< '? + baa_l ) - :r< 7])

hza-l

Prstele ~ --'l> 0, obdrlite apor a exiatene:! derivace v bodl '7.
'fady G~ ja fidlr:' v < a, b > .

~ Vita. lIIechi :r je t'uDII:ee de:rinoveD na otevfen4 1ID0Ud KC~,
kter4 U v kelM. bodl xeK vlaaW deriveei :r'(x}. Pot..
..otiAa baM lIeapojitoati t'uDII:ee t' je tYP1l P~ a l.kategorie.
poraulujte podoba4 tvr••llf pro body lIeatejnoalra4 derivovatelnoati
t'uDII:ee t a pro body, ve kter,feh exiatuj••i1114 derivaee.

pllk exiatuji otevfoen4 internly

~,~ jao1l koneov' body

Ie:~ otevf08_,

Mechi

.1e-li-~c~ tllk, Ie U I k • I.
k"l

interval. IJr. M..hi

• .. v 0 4.

l014-778J.
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Bud v p~irozen~ ~!alo. Potom

Gr,n = {Xi xe:<~.blm>' ,"l(; (x) ~ ~ J.
v

je uzav~en6 a ~!dk'. Je-li 4 mnQ?ina bodd neapojitoati funkce f',
pak podle 28.6.c plat!

A =

OQ

U
Ir=l

co

LJ
n=l

<f.:,n
1.
v

R odtud plyne tvrzen!.

[ia.9 I Cvi~on!.
(a) Recht fUnkce r definovan' na otev~eD'm intervelu I .d

vAude na I vlastni derivaci e', Bu!· <a,b>C I.

Rekneme,!e f' je atejnomArn' derivace funkce f vzhledem

e. > 0 exiatuje J > 0it < a, b > , jestlite ke kdd4.u

taltov4, Ie pro vAechna he (0, J)
pro kted x + he I, pIaU

a v!!ichna xE<a,b> ,

Ip(x, hI I< e. , kde P je zevedeno v 28.5.

Porovnejte, jak tato definice aouvisi a definic! v 28.5. Uveate

pl"iklad71

(b) Jak zdvid poJ_ "steJAoaIna aarivacs vzhlsda. It < B,b>"

na intarvalu < a,b>' UveatB p~iltlBd71

1014-7781
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TIJIA 29

Z'-Ina liaity a derivace

Obuhl A. Zalna liaity a derhace.

B. StejAoallm' lI:onnrg8llCa v bodl.

129.1 I CYi~ant. ZopakuJte at vltu 0 darivovU:! "laUn:! runkce", II:terou zn'te
• pi'edn'lell:. Zkollllejte, .da jaou vlechny pf'edpoll:lady toIto vlty (napf'.
10ll:41nl atejnoalrn' lI:onnrgenca, atd.) podatatD4.

vaJa (a,b)C~, va_a apojit4

PotOlll p18U 1". 1.
)I , v 0 d.

(a) Zvolte libovolnl internl <c,d >C (a,b) a pro bid' DEI poloite

~. {ts <0,11> I !r~(t) - ~ (t)\< 1 pro dechna a ~ Il}.
Dokalta utita Baireovy vlty, Ie exiatuja interval < h,k >C<c ,11 >
a .06:)1 tall:; Ie Bolina ~ je hUllt' v < h,lI: > .

o
Posloupnost { l'~} je stejnl omezen' na < h,1I: >. Z Labesgueovy

vlty 0 zalnl limity e integr4lu a • vlastnosti neur6it4ho Labeague--

ova intear'l. ply.e -[XIF (t) dt " i~....[ r~(t) lit " 1'('.1.) - r(h)

a 1"('.1.) • P(x) pro '.I.e < h,1I: > Olltwl vyplfd, Ie 1"" 1
na jiat4 huat4 podaaoUnl intervalu (a, b), e telly i nele tvrzeni.

z teorie Lebeagueova
t41 ttato zpdaob"l

otevi'amjch intervald

(b)

1014-1781

V n'vollu (a) jaae pOIlUvali vlt
Baz jejich utitt l.a poatupovat

Oma. Gn sjedllooea:! vlech

pro II:ter' plat:!1

(i) sup p(t) - iat ~ (t) < ~
tel t€l

- 214'-

,

lC.(a,b),



( ii) _1 + illt' f<t).:: :f(x) - :fty)
n -te 1 x - 7

pro liboyoln' x, 7EI, x yA 7.

~ aup f (10)
1061

+!.
n

:fn, :fn --"":f. Il:ter'

a nav,noyuje pf"edpoll:ladOa Yit7

Dokalte: 00

(0(; ) Pro Xli n G je :f'(x) ,. f (x) •
n"l n

(~) .llnoiiD.7 Gn.' nE. jeol.l huaU Y (a, b).

(Poatupujte taktOI Zvolte liboyolni interval <c.d>C(a,b)

a polo!te Hi,-{ te:<c,4 > ; I:f~(t) - P(10) I < ~ pro

a ?- i, ae:. }. Z BaireOY7 Ylt7 vwlid., Ie axietuje in-

tend < h,k >Co <c,d > a ioE: • tak, Ie Hi
.0

je hust' Y < h,ll: >. Pro xc <h,k > 1IV01te ota'ri'an;f

interval 1 tak, Ie xe:I, Ic< h,ll: >, na Il:te"_ pleU

(i) ; pro :fa' a ~ i o buda ne I plaUt i podndnke (ii),

nebo' pro t£1 jut J (10) - ~ ~:f~(t):EP(t) +; :
liaitDu. p:t'echod. ovif"ta,!a (ii) plaU i pro :f. Ja ta47

< h,k > eGa' Gn je hust' Y (a,b).)

Z BaireOY7 Ylt7 plyna, Ie fl G.n ja hua t' Y (e , b) ,
n"l

I: l!ahol YwliY' dokuoYan' tynan:(.

(e) Jin;J aoln;f poatup dOkazu - viz 29.17.

129.) I POIID.Uka. Porovnajte vltu z odat..,ea 29.2 a Yltou pfoipoaenutou Y po-

uumee 29.1. Uvidoate ai, h ovlfoant apojitoeti :funII:ct Yyatupujteteh
v p1'adpokledech Ylt7 I: 29.2 je jadnoduiU ne! YyiatfoOYMf atajnomllrnll
reap. lok'lnl etajnoalm' kClJlYBrlilenea • p:t'edpoll:ladd pfoipoaenuU vlty.

129•• ICyil!ant. 58atrojta poeloupnoat :funkct

(a) V7hovuja pf"edpokladOa vlt7 • 29.1

I: 29.2;

(b) v7hovuje p1'adpokladOa YIt7 z 29.2 a nikoli p:t'edpokladda Ylt7
• 29.1•

• , Y 0 d. V7iat1'ata poaloupnoat :funket

:fn I x ~ ;; x2 ain i, xe(-l,l) a

1014-7781
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jsou apojit4 funkce definovsa4 na interva-

Pak existU,j.. 1:'p.
sda plat! vita I

P
Rozhodni te ,

Iilecht. f n' e, f ~ a

lu (a, b)c 81 t.akod', 19

spojit4 na (a,b).

Iil , v 0 d. BuA f Cantoro1'8 funkce na <0,1> (viz 4.22).

Poaloup-!10st f n ltonstruujte talttOI Polone pro nEll fn(O). 0,

fn(l) =1; je-li Kn ayat4m atyal~ch intervalO n-t4ho ~'du

lte Cantored dbltontinuu (tj. ~ = { (1/), 2/)} , 112 = { (1/9, 2/9),

(7/9,8/9)}, std.) • je-!i Ie:~, definujte fn(i) = f(I);

na _oHnil (0,1) - U I dodefinujte f n srojitl! ltonstsn-
ICS~Ulln+l

tami a na intervalech z Mn+l tslt, sby f~ byls spojit.'. Doltalta, Ie

f n ~ f nft < 0,1>, f~ -4' 0 ns < 0,1 >. Funlcee t:, jolt

znf.Jao, noa' l' < 0,1> spojitou derivaci - vy/iet!'ovan4 tvrzeni tedy

neplot!.

~i~.!l*] CYiaellli!. Rozhodnl!te, lllda plat! vllta:

Hecht f n, f, f~, ~ jsou spojit4 fUnkce dofinovon4 nn intervalu

(a,b)e El takov',!a fn~ e, f~~ l, 0 existuje vbstni

f'(x) pro ltdd' xe(s,b). Pak plat! 'f' = P .
N 4 1"0 d. Baa f funkce. ?dstevce 8.)4. Necht K

n
jsou taltov'

lton~an, nepr6zdn4 ayat4my otav~Bn1ch podintarval0 I na intervalu

< 0,1>, !e plati

(1) Je-li I, se Jin , je dist (I, J) > o.
(ii) Je-li A = U I e, de i , c < d, An(e,d) = fI ,

I6~

exietuje pr'vA jedsn intorval J,e Kn+] , Jc (c,d).

(iii) ~c IIn+l •

Funlces f n ltonetl'uujte podobnA jako v p~dch4zejicim p~ikladll. Ovl!~te,

!s aplJ1uji pNdpoltlody vllty a odvoiite aporl

129.7 [PoznUka. Pl'edeh4zeji~ dvll eviaeni W<azuji, !e pNdpoltlady vllt)'

z 29.2 nelze v nl!ltter!eh amllreeh "oalebit". Ro~a1ete si dalA! obdobn4

l1lohyl

129.81 CYiael1!. F01'lllulujte a dokalte vl!tu obdcbnou vl!tl! z 29.2 pro hdy funke!.
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129.9(,,)1 Probl'.. Recht funkea f je definova" v (a.b)eBl 8 f'(x)

exiatuje vlastl:lli pro Ylact-_'ls xe (a.b). .chi f'.. 0 na husttl

podmnoUnl inteM'a1u (a. b). RoshodDllte. ada exiatujt fUDkce f n,
ae apojitjai darivacaai ~a v (a,b) tak, Ie platt f n~ f,

,
f n --- O.

j29.l0 I ProbUa. Racht f n je posloupAoat funket dafinonn!ch na intarva-

lu (a, b,)C B:i.' k nial exiatuji primithat funkea••eeht ddle axiatuja

tUDkee f tH, Ie plaU f n __ f. Jak. jaou nutnd a poat811ujtet

podatnky pro to, aby funkoa f al1a priaitivnt funkei'

[29.11~Cdllani,

fUllkei,

.oht funkca fa dafinova" v

f
D

- f s je aplAlns pod.UIks

ujt priaitiwt

'VXoE(a,b)Ve >03 n.ew3J>0

[(.. > DOl \ x - .. \ <:: cJ )::;> 1 f.(x) - f(x) I -c E l.
Pak axiatuj. priaithn! funkce k funkc1 f. Dokalte.

(vis 2'.44) pro kald' f. ;> O.

PosnUks. TYnent a tohoto cvillent nei'llU prob14. 29.10. Dokaltel

129.121 Definioe, Suate f, f n, nEW ,f1IDkce 4efinon" na (s,b)eB1
takov', la plaU fa __ f. au! -oE; (s,b). iiemeaa.' Ie pos1oap

..ost . { f.) konnrsuJe k fuDkei f .tejnGalrDI v bod' x.

(endUe f .. =:$ f v xoe (s.b»). j..tlile plett!

't/E.,. 0

(Porovnajt~ atejnoalrnOu konv.raenoi vb'" .a .tejnGal~u'konV8r...o!
.s ..oliBIl)

la9.ul llts. sua {fn) poaleapAest apejittah funko! 4efinOYwch AS inter

valu (a.b)C:L, f ~f. Pot.. v kal". intern1. <o,d>'C (s,b)
~ .. .
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existuje bod xoe (c,d) tak, 1e plat! f n~ f v xoe; (c,d).

DokaUel

N , v 0 d. Bud

Hn = txe<C, d >
£ > O. Pro ka1d'§ nE: N poloUe

pro kaMe P;;' n, q ~ n plet! Ifp(x) - fq(x)\::::

Z Baireovy v~ty dokalte existenci noEN a intervalu

< h,k) C <c,d> tak,!e < h,k) C Hn • PouZitim' Be
o

ky pro stejnoa~rnou konvergenci obdr!ite dokazov&ne tvrzeni.

-podmin-

129.141 CYi~eni.

nechi

[ f n}· je posloupnost

v xoe (a,b). Potoa

spoji ttch funkc! ns (a , b) eEl'

l' je epojiU v bodil xo.

129.151 CYi~eni. Ulitia tvrzen! z 29.1' a 29.14 uke!te, Ie mnoline·bodd epo-

jitosti fUnkce r«;;.B
1
« a,b» je hUlltll v intervelu < e,b> (viz

daB 12).

129.16"'!Vlite. Nechi 1', 8, fa' ne: If jeou funkce definovantl na inteMalu

(a,b)e~, XoE (a,b). Jlecht jeou spln~n;r deledujici podminky:

(i)

( H)

(Hi)

existuje vlastni f~(x) pro hid' x€(a,b)

1'_~ l' ns (a,b),

f~==$.« Y XoE: (a,b).

a ka!d'§ nE:)(,

lII'v 0 d. Bud £ > 0, _,nelll. Zyolte xE:(a,b). Potoa

f.(x) - f.(xo) - (rn(x) - fA(Xo» • f.(x) - fn(x) - (f.(xo) - rn(xo ») '"

• (x - Xo)(f~(J ) - f~(J »,
tak, !e pro ., n .;:0 no'

x.aleU mezikde J
a J> 0

je

Z (iii) plyne

lx-xol<J

Odtud vypljv'

\ f(x) - r(xo) - (fllll(x) - fn(xo» \ ~ E. Ix - Xo I
n€. a O<lx-xol<cJ' je

fn(x) - fn(xo)
:J: - :Z::O

'=:;E..

1014-7781
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Lza nalezt kladne tak. aby pro 0 < I x - Xo I -c ~

a pro n ~ DO plati10

< JE.

a ted" a pouZi tim (iii) doatanet e , ~e pro 0 -< I:..: - Xo I < c\ je

t'( ~_=_~Xo ) _
x - Xo

~·.liJ ~~~~~~~ Pomoci 29.14 s 29.16 doka~te o~t vAtu z odstavce 29.2.

~9.181l ~vicen~~ Formulujte tvrzeni analogicke tvrzeni z odstavce 29.16

pro tody a dokazte jejl UvAdomte si rozdi1 mezi tfmto tvrzen!m a vAtou,

kterou zn'te z ptBdn'§ek.
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Intarpolaea a apro2iaaaa

Oba"l A. Lall'_p."7 iD.tarpolallnt po17IlOll7.

B. Waiaretraaao"a "Ita.

c. Dodotlq.

1'0.11 L_. _aeht" iD.tarnlu <a,b > ja MDo D + 1 rdmtch bodd,

a ~ 1I. < ~ < ••• < Sa ,s b. Dokalta, Ie anstuj t po17nOllllY -{

(k - 0, ••• ,1l) stupnl n-t4ho, tak, Ie

pre i tA k,

Pro ddkaa anatonea polaUa
n

Ln(JI:) '" 2- ~(lIi) ~(JI:),
i=O

p~i ddkaau Jadaoanallnoati uvalta poeat rdan!oh kofand pol1nomu a-t4ho
atupnl.

If , " • d.

Vito (~OY7 iatarpolollnt polYn~). Recht tttnkea ~ ja da-
-- n
~ia09~a IlO <0,111), l~ }i-o jaou body < a,b> jako" sc.r.
Dokalta, la anstuja pr,,,1 Jedan po17noa La atupnl nejv!le n-t4ho

tH, lIa

P.adaka. Pa17aoau La aa ~tk, Lyrtulged" intarpolallnt pOl1nOlB
a-t4ho stapal pro ~unkei ~.

1'0.'/ Cde_t.
(·a) Peaoe! '0.2 dakalta, la po17nOll n-Uho stupnl je jedno.neenl ttrean

..,jai hodaot_i" n + 1 rdan!eh bodachl

(b) Dokalta peaoet (a), Ie pro libovo1D4 nel, libovolnll navs'ja.

rd~ bod,)' t ~} ~-O' a libo"oln' ICe 11 uiatuja 11£11 tak,

10 pro liboyoln! polyDOIl P 1 JI: ~ 0oX- + ••• + on s "lastnostt

\ P ( lIi) , So IC, i-o, ••• ,1l plaU I ei' OS II, i-O, ••• ,n

(ro..,alata ddkladnll).
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-' pravA jedno telen!, ktar' lze pal1t ve tvaru
I

kde DC ij ne:aavid na P.

N 11 v 0 d. Uva!te. !e aouateva cn = P(xi), i=O•.•••n
n

Cj = ~OCij P(xi)'

tak, Ie

(x - "n)'...

(n+l)-deri vaci v inteMalu < a. b)

xe<e,b> exietuje Je(a,b)

f

(n+l) (I
f( x) .. L (x) + f , )

n (11-+1)1 .

( c)

• a v 0 d. Poulijte Rolleovu vAtu ne funkci

f (x) - L (x)

'f : y ~ fly) - La(y) - (x-~o) ... fx-"n) (y - xo) ••• (y - "n)'

"0.41 edami.

(a) aua <s.b> c.~. Poa~e:t )O.,.C dokalta. ie pti libo'fOliWa
n

.,tblru bodo. {xi.n} i=O (n=1.2•••• ) Lagrangeovy interpolll11nt

polyn~ pro funkci exp I x _ eX konvergujtatejnomlirnA

k axp na < a.b>.•

(b) Existuje spojita funkce as <a.b>, lI:terll tuto vlastnost nema.
Viz napt. I.P. Retanson, KonatrUktivnaje teorije funkcij, 1949.
aaat ), kap. II. Lze vlak formulovat toto obecnljlt tvrzent:

. n
Bua f spojita na intervelu < e.b) • buate l Xi.n} i-o
navzajea rOzn4 body z <a. b > (11-=1.2 •••• ). OznaC!llle ~(f)

hodnotu nejleplt aproximace f polyn~ stupnl nejv;fle n-t'ho

(viz )0.6) a ra = I18X ~ 11~ (x) I . kde i~ je defi

Rovua obdObnl. jako v )0.1. JeatlUe lia ~ Bn(f) .. O.
n~""

potu LR ==$ f ne <a.b > • Dokalte I

B a v 0 d. Oznaatme-li Pn n-tt pOlynoa nejlepllt aproximece pro

f (viz ,0.6). potoa pro xe<e.b) je

If(x) - La (f.x) 1 ~ If(x) - Pa'x) \ + ILn (f - Pa , x)1

odkud enadno dokatete tvrzenf.

Pti zadan' "matici" bodo.

dokazat (viz

n = 1,2, ....
n

{Xi.n}i=O •
LzerOatu ~ enadnt.

atr. 512), Ie ddy je

odhad rycbloeti

c:itovau v (b).literatura

nent ov!\em

Pozna.ll:a.
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( tlllltlli.

log n

eYJC'
str. 5)9

a tanto odhad nellie obecnl! i'4dovl! 1I1eplii t

). To je tllV. Bernetein-Fsberova vAta.

Iil. UIEllSTRASSOVA VETA

je epojit4 ~unkce na uzav~n4. intervalu
~ nab;fv4 as <a.b> svolho maxaa: polo!me

• DAle ozna~ime ee « a. b> mnozinu vAech

»eah£
Pot.. f'uDkce

Tvrzen!.

< •• b> •

1\ t' U "' ..x I f( x) I
xG<a.b)

f'uDkc:l: epojit!ch na <, a,b >. Hn mao!inu POlynolll~ atupoA -s n..
a II '" U i'n' IlokaJIte. h

D"O

(1) ee « a. b » je line4I'1irl (= vektorov!) prostor pi'i oby~ejnllm

det'imlvlln! soootu :t'unkc:! a o4eobku f'unkce a!slelll. DAle je H

lin".rD1 podproator 'e « a.b» nekone~rm dimenee (tj.
ke kaldll•• DeB .~Ie.e nal,lzt polynomy Pl, ....PnE; H, kterll
jaoll De < a. b > line4rni nes4vislll). Tedy i <e (< a.b > )
all n.konednou ,UJII9ll11L

. ,

(11) cp (~.g)" IIf -.11 je .etrika De ee «a.b». ve khrll

je '€( < a.b » l1plJlt lIletrick! proator. (Uvlidolllte ai, Ie kon

vergence v .etriee f je stejooaim' konvergenee.)

'"Db. PelolJlle Ba (f) "1M II~ - pU pre ee. <e« a,b».
. P€~

J4etlile fEce«a,b». neRo potOll erlstuje peHn tak.!e

..(~) .. lit' - PII. Ilokaltel (Takev! POlynOil P nas!v.e poly

.OIllSIIl nejlepA! aproxiaaee n-tllho atupnl pro fUDkei f.)

'"• , v 0 d. Z det'iniee ~(f) odv03te exiatenei poeloupnoeti

{ 1 ,. <II 11<'" 1PkJCa. hkovll.1e ~(f)- t'-Pk -~(f)+k

'"Pro tytco polyn~ Pit je 1\ Pk II :: II f q + E
it

(t') + 1 " ••

Poaoe! '.0.)•• dokalte. Ie pi'i ellDden:! . Pk(x) ~k)xn + ... + .~k)

.x:l..tuje It tak.le I aik) I ~ It pro i=O, n. k"l.... •

PlIIloe! Bol....-••i.~treeeovy vlty 0 .xietenci hromadDll hodnoty po

aloapaaeti Ilkalte, Ie exiatuje 1e II. • vybraJUl- pesloupnoat. {Pk }
A .1

takov,. Ie lim 1\ P - Pk 1\ .. O. Rya:C dokalt.e. I. P je hled-t
d ... - .1

polynoa n.jl.pl:! llProxi_ce.

1014-7781
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1'0.71 Weierstraasova vita. aua t apojit' tunkce na < a.b >. Pot_

ke ka!dllau ~ > ° axiatuje pol3'nom P tak. Ie pro vIIachnll

xe <a.b> plaU

I t(x) - P(x) \ <: f. •

DOkall vis [II II]. kap. VI. § 24. vita lSO.

I'o.al Cvil!ant.
1\

(a) ilia z6kladl )0.6 a '0.7 ai uvldOllta. Ie limite lila Bn(t) " O.
n-+-

(b) auA t apojitll funkce na El • "cht ke kalMau E. > 0

existuje polynOll P tak. Ie

I t(x) - P(x) I <. E pro v!echna XE~.

Potoa t ja pOlynOJa. (Uvldomte ai. 18 spojitou funkci na Bl
tady nellla obecnl aproximovst stajnOJalrnl po~yn~l)

III , v 0 d. Existuje posloupnost polynoad Pn tsk. la

na ~ a tedy pfirozenll atslo no tak. Ie pro v§echDa

II vlechna pfirollen6 atsla ••n aa no platt

Ip.(x) -Pn(x)1 < 2.

Tedy p. - Pn Je polynoa nultllho stupnli pro vlechna •• n ~ 11.0•

Limitnta phcAOd_ obdrltae t:» Pn + kon8t.

(c) 1In0lina et'«0.1» deoh spojitjch tunkct ns intervdu <0.1>

opathna utrikou P (t.l) " sup It(t) " I(t) \ je sspara-
J te<O,l>

bilnt .etriok/ prostor. Ilokaltal

1'0.9'*1 L_. Nechl t ., v ~ spojitll derivace a! do Hdu k e vnl

jistllho koapaktnilio intervslu je nulovll. PotOlll pro kaldll E: > °
"'"

U tunkce Iol (x) "V; J f(t) a-...t(x-t)2 dt--dariv8ce vlaoh flldd s je

lia sup 11,;t(j)(x)-t(j)(x)\= o. j=O•••••k.
A....oo xe; Bl _

.. , v 0 d. Ukalte. la I(j)(x) - t(j)(x) "n j (t(j)(t) -.l __

- t(j)(x» s-.:l.(z-t)2dt• ZvoUe E. > o~ t(j) je stajnoalrnl

1014-7781
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".,

dt + j ... dt I <

rtf

If.1 rd x-J
• V~ If ...dt + J ...

z-d -0'0

spojit' na Ii (prod?) a tedy 8xistuje cf > 0 tat, Ie pro

Ix - t I <cf ja \:r(J)(t) - f(j)(x)\ < ~ .

awl II > sup If(j)(x) 1 (ukalte, Ie tako"tl II exiatuja). Plat:!
Xbli

.~n(: [a-..hl
dt + 411

. 1

foO .~

a 2 d~.--
-lJ2

'?- + 411 l{ie-
I

pro "lacbAa d.atatalDJ "alk' x.

1'0.10"'IZoltac.ala1 Waieratr..a0!l "Itl. "chi lIe-ekeO.> , kda 12 ja

ot....l'eu podlmoUaa ~ • Poto. pro kald;f koapaktllt interval

< a, b > C n a pro taldtl E.;> 0 exiatuja pol,ynoa P tat, Ie

8l1P I.(j)(x) - p(j)(x)l.c E , j. O, ••• ,k.
x€<a,b>

.,,, 0 4. hi fC e:<>o(~), P(z)· ° pro zt! <"·O,6.tI'>ep(z) = 1

pro zS <a,lt >. Baa E > 0, polo'" f(z)· lJ(z) cp (11:) pro

zeD, f(z)· 0 pro z¢.fl. • Podl.1.-.tu '0.' .ziatuj•

.1> ° tH, Ie IlJ.l(j)(z) -f'(j)(z)! <: ~ pro "lechAa zeBl'

J=o, .... ,lq pro ite<a.b> t.d7 plett \1~j)(Z) -lJ(j)(zl! < ~.

oQ 1 2p
-,.nt ale "ade ~ - (-l)P elP (z - t) tOA....rauj. at.jno.lll'lll

p=O pI

II: .- A.(z-t)a ....h1..d_ It Z. tE <a.lt >. ObdollM tn...nt platt

pro J-ttl d.rt"ao.. J=O•••• ,11:. 2O,,01tu-l1 ted7 D doat.t.W ....111:01
a ,.,.

a pololta.-li P(z)· Yf~ ~ (-l)P .l.'z - t)2p jtJ Jl, bud. pro
p-o .,,-1'

zlt<a.lt> plaUt '.iJ)(z) -p(j)(z) 1< ~, j=O•••••1I: a t.d7

I (J) W( ) I < e• (z) -P z .... JOOO•••••k. ze<a.b>.

',c.nl 1:914..t.
(a) SJabal_
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De interV81u < °,1>, kte~ mejt spojit. derivaee a! do folidu k

na <0,1) • la ano!i~ ek
«0,1» savedeme metriku ~

vztahe. (OCt', II) ,,;E. eup !:r.(i)(t) - lI(i)(t) I .
> i=O te<O,l> .

-,
Pot.. ( 'ek ( < 0,1 >), ,,) je aeparabilnt .etriok! proetor.

(b) Pomoo~ .eieratraeeovy vlty 0 atejuoalrD' aproximeoi dokelte, !e
ke kald' epojiU f'uD.koi ~ na (a,b) exiatuje primitivJlt
runkce.

I Ii v 0 d. Zvolte <o,d> c (a,b). Bxiatllje poeloupnoet polyJload

{PIlJ tall, Ie p.~ ~ ua < o,d >. Bltietujt polyuOlQ' ~

tak, Ie ~"PJl. fedy ~~ t Jla <o,d>. Podle (Jtte~'i') vlty

exiatuje f'uD.kee • DlI intervalu <;.o,d) s vlastnoetai

(~(x) -~(o) )~II Ua <o,d>, .'=~ DlI <o,d> •

Iynt staU vyjlidfoit interval (a,b) jallo sjednooent roatouot poaloup

uosti uzavfoen;foh intarvald. DalU poetup ja Il7nt jU enadD;#.

C. llOD.lTKI

1'0.121 TvrzaB. Bud ~ apojitli f'uD.koe ua <0,1>

Potom exiatuje poaloupnoat polyuoatl l "a} ,
takovli, Ie ~(O)" O.

~(xl " ~ Br Jl ~
k=O '

(ltde ke kald'au Jl exiatuje ko tak, Ie pro vlleobna

... "0) tak, Ie-]t, n

.. ==* ~ lUI < 0,1> a lim e = ° pro k=O,l, •••-:u n'" 00 k,1l

• Ii v 0 d. Pro kald' pfoirozeD' atelo

tak, Ie I ~(x) \ < ~ pro vleohna

a najdllte 0u e. < 0,1 >
XE <0, OIL>' De~inujas

Zvolte polynoa :P
1l

tall, aby pro bid' xe. < 0,1> pletilo

\ PIl(x) - .(x)\~ i . polone ~(x) = ~ Pn(x)

a dokalte, Ie po81oupnost { ~} eplJ'iuje tn·.ellt vlty.

27566 P15
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/'0.1) I Vlh. swl f
ros1IIlae Pl (x)

apojiU tUDkee na <0,1 >
a . k

.. L ~ [f' (z) ] •
k=O

PolynomslI n p

NutnoQ a p.atalujtai p.~tnkou k tOIlU, aqy k liboYo~ apojit'

tUDkei t Aa <·0,1> arlatovala poaloupnost {P1 ,A}

pel,j'AOIlo. n p a vlaatnoaU Pp ,A~ t D8 < 0,1> je,

aby I byla r,yze lIonotoAAt na < 0,1 >. Dokalte I

• , Y a d. .1e-li ~ roatouat na <.:: 0,1>, poulijte

WeieratreaaoYu yita na t'UDkai t' * 1-1• Druhou 1mpl1kaci lIokalte

apore.; pfedpokl"'ejte, Ie eziatujt ~'Z2E < 0,1>, zl I ~,

pre All 1 (~).. 1 (~). J'wIkci t( z) .. z nemd!ete

aproziaeYat. Till obdrltte apor.
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Zande&lt .1uent"m:!cI:l fwu:c:!

Ob.ah: A. 6.,04.

B. J'wIkc. 10priuWI jako !'elan:! :ruU:ciOJ:Ulln:! ro.,nic••

c. n ...nt"rSl:!:rwu:c. jako him:! di:t'erenci4ln:!ch ro.,nic.

D. lUl.ro.,a rDYnic••

A. diaD

V pf.dn4ic. a ..tamatic~ anal!ay •• ., prYnta •••••tra

aav'dij:! :ruU:c. .in, log funkcion4ln:! rovnic:!. Zpra.,idla b.a d6kaau

.e vyalo.,:! n4aleduj:!c:! .,tty:

Vita A. Existuje pdvi jedno rdln' ll:!alo (kter' oana~:!B. Jl:') a

pr...,1 jedna re"ln' :ruU:ce .in tat, Ie

(I.l t'WIkc. .in .ie d.finonlUl., ~,

5l'
(II.l .in(x+yl + ain(x-yl " 2 ain x • ain( 2" - yl,

pro .,bchM x,y€. 11,

aill 0" 0,
%'

fWU:c. ain j. ro.tow::! v int.rYalu < 0, 2" >,
• 1.lta

x--O

Vita B.

(ILl

(I~l

(n~l

Kltiatuj. pr"~1 j.dna :runr.c. log • .,lastno.t.i

funkc. log j. d.filloYan4 ., intarYalu (0,+ 00),

10g(][yl • .LOg x + log y pro vl.chIla x,y,",~,

10' x "1
x-l .

L.hI<o a. ~:! o4.,od:! a4kladn:! "I1..tlloati t'WIko:! .in a 10.. J'\mkc.
coa a. aa.,.d• .,atah_

coa x " ain (~ - lrl

a funk,:. axp •• d.finuje jako inveran:! funkc. k funkci 10. n. in

hrYslv. (O,+--l. V pI'dblhu pfadn....k a. pak vlty A a B dok'U.

lIaanallas atraW 1I,Y1l8DkY, Jak1a ap6aob_.
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Zadneme nejdt1.e s runke1 log.

Ie log 1 =0 a z tvrzen1, Ie

Jej1 jednoznaanost vyplyne z tvrzen1,
• 1

(log x) "z pro kaldtl xC;:(O,+oo).

(OdOvodn6te padrobnil) Zavedeme-li runkei E vztahea

00 ,,!1
E(x) .. 2: -I ' xe:1i11. n=O n

lehko zjist1te, te teto aoenilUUl hda a8 poloer konvergenee +.oc,

nen1 tAlk' do~'zet, Ie E(O) " 1, li1(x + y) " E(x) li1(y) pro vAeehne

lim B(x)
z ... -oo

lim E(x) " + 00 ,

x~

"0 a Ie u'feran1 runkee k runkei Ii1 sPlJ1uje po!adevky

- ••• t

(IL) -; (II~). POMkud obti!n6jll1 je dOkaz .1Ity J. pro funkci sin.

Z anomd (Ie) - (Va) od.od1118, Ie runkee sin d derheee v!ieeh ttld1't
;J x5

a pOlloe1 TaylGrova rosvoje advodi.,!e sin x " x - 3T + 51 - ...
Ze.edeae-li nyni fUnkee S, C vztahy

S(x) " x - r. + ~

;c2 i'
C(x) " 1 - ar + 4T - .... xe:~

(obi aocninn4 f'a~ maj1 po1C11lllr kon'fergence + OD I) a zederinuj8l1e-li

:n: vatahu !It'" W {x ;> 0, C (f)" o}, uk8!elle, Ie runkee

S a reUnlI IIblo ~ vyhovuji tvrzen1 Yity J.. Jednoznadnoat t'unkee

aiD e 111ale !Jl: Pak vyplyne prtl.A z 1'~loron rozvoje (podrobDll pro

vachel) •

B. IUIKC& IDGJ.lU1'JIlB JAlCO iB§BNt ltlHICCIOIfh.Rt RovneB

Ull:'lell8 jiDI apOaob !'ellen1 fUnkeion4lni ro~ice r(",,) " :t(x) + :t(y)

- bea poll!it! IIOMi natch l'ed.

1)1·21 Le_. ICe kaldllmll a>l a kaldtlllu x> 0 exiatuje ce14 II

tak, Ie aa ~ i ~ all+1
• Dokaltel

• , • 0 d. {aafo je roatollc1 • Pro x i!: 1 'feda phdpok1ad--II -s pro vllechna a> 0 ke aporu.a x

In., I x.-a. Ite kaldn.1l a;> 1 e kaldtlau n ce14au, n 'l: 1 , exietuje

1014-'r781
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" > 1, pro nI! plat:( .n =-.. Dokatte'
00

II " V 0 d. De:t'inujte indukc! posloupnost· {"n} n.O, "0 = s,

"n> 1 pro noS5.

Pro ksldll s > 1 existuje prllvi jedna roetouc! funkc.

:t'l (0,+00) ~ E1 tsk, Ie f(Xy)" :t'(x) + f(y), f(a) =1.

Funkc. f je nay!c hOll8olllorf'i.... (0,+ 00) na ~. Dokalts I

II " y 0 d. Pololte "x"L: • <C • cal', • > o} .i • - x , .,Il
Pro j.dnosnaanost dok.lte f( x) .. sup ~; poulijt. '1.2 na a!s10 nx •

Pro existenci ovii'ts, Ie :f'unkee f I X~ sup ~ vyhovuje vitI!.

Uks!te, Ie

x,y> 0, a", n '" a+l• - x -. It -< n..:. k+l
• - y - a

V bodi

d :>

If(q) - 1'(x) - :t'(y) I < ~ •

~ toho doka!te poaoe! '1.2 I"danou idantitu. Funkee f je spojit'

x<e: (0,+ 00) I .volte ~ < E. , • Pal< aisl0 " podle ,1.';
x + J' .• x -c! 1o volte tsk, .by . x < " • ,,'ronn ----x-- > T' Proto!e

funkce :t' ja roatouc!, staa! ~ni pouza dok"zat, Ie 1'«0,+00»" ll:l"

131.5\ VAta. Ka Italdll.u • > 0, all existuje prllvi jedno apojit4 e ,
I (0,+ 00) --;0. ~ tsk, Ie f(q) = f(x) + fey), f(a) = 1. Dokatte'

• , y 0 d. Std! dok"sat jadno"naanoat. Zyolta b:> 1, najdite pe

dle n.4 f o tsk, aby fo(XY)" :t'o(x) + :t'o(y). Pololte h" :t':I':t';l.

PotOlll h je spojitl! "obrazeni E1 na ~, hex + y) .. hex) + hey).

Tudil podla 18.4 hex) .. c x a tady f(x) .. e :t'o(x).

Pozn'-ka. Funkci f • vllty 31.5 nazyv"•• 10gari ttAem 0 zlikladu 8

a pi§saa :t'(x)" loS. x. Naopak t.dy adlem. loSa definovat jako
jedinli apojitli fallen! :t'unkcionlilni rovniee f(xy) .. :t'(x) + :t'(y) n.

(0,+ 00), sPlDujici podminku f(a)" 1.

In.61 CYillenL Doka!te

(b)

1014-7781
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Ce) ja8t1i.. a > 0, a # 1 , petaa aobrasani inveran! k 10ga ne-
. x

a/v" axpOD.aneielou aa Zllk1ad... a (g I X~ a, detinitorie-

k7 k1ad_ l z ,. 1) i odvocha jaho z'k1adll.i ana' vlastnoati.

1111ita 1111 tea) arlstuja pro vllaehns
a-a

vyjaa bOOu [0,0]. Doltaltel

Zobr..ani t I [x,y1~ .! je spojitd v (0,+ (0) X~j

a na hreniei t4to oblasti,

II , v 0 d.

In.al hraan!. Libovoln4 spojit4 aobrezani g I (0,+ coo) __ (0,+ CO),

pro nil .Cx;,.)" gCx) g(y) a'tvar g(x) ,. za, kda ee~.

DoItaUal

II , " 0 d. Zvo1te b > 1 a datinujta t I ~ ---+ B1
t(x) ,. log g(~x); ukalta jako v '1.', la t(x)" e x.

[}ill Poan4aka. Zad.t logeritaus 0 libovoln4a dk18du laa tak4 jin;fm zp~-

aobaa. _j.. tunltci0n4lni rovniei t (Vi) • ~ t(x). ICald4 jaji

!'eilan! na interval. (0,+ 00), kter4 ja tH4;y 'e1 a neni identieq

Aula, ae Daatv' lopritma. 0 obaen'. a411:1adu. LIla Uk'zllit, la kalM ta

kov' tunkCa ja tvaru
-n

rr ) -, A_:l- - 1 ro.ri( Y oILa I Z ~ 1.... a-h pro niljak' ae. 0,1 u (1,+ 00 •

n-+ co a-I

Oi810 a n..tv4H 8411:18dam 10pritmu (.1a ( a ) " 1) a tW1kei .A..a
10pritua 0 dkladu a. It ddltaau tohoto tvnan! ja tfeba lUl810sti

doeti roze4b1'hoapardtu; h1avnil .e u!ivaji vilt;,. 0 monotonnieh a kon

"azaieh felenich rovnie

f [t(x) ] - fez) ,. F(x) a <f[t(x)] ,. .(z) f (x).

Poklld tW1kOa t,P (reap. f ,a) splliuji jistd podmin!r;y, pak arlstuje
<<:

tfida aonotona!eh !'elani ~ II kald' toto !'elleni 1ae zapeat veoreaa,

• Albol ja aolno odvodit (V). Z4ja.e~ 0 toto t4ma dobfe poslouii

knihll: II. ha••a, l'anationa1 aquationa, PO 1969, Warszews.

In.l0 I Pozn4aka. (Jin! pi'iro"llpt a~t'ob"Yedeni 10pritmu.)

Po10lta f(x)" f 4: . Ukalte, Is tsto flJ:lk:co je log_ritana,

1
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tj. aphuja anOll7 (IL) - (IIIx,) (vis [J I], kap, VII, § 2).

Ixponaneiele all AJD1 da~iAuje jako inveran1 ~oe k logaritmu
(arovnaj a '1.1).

1'1.11 [ Vita 0 neur4it!oh koa~ioienteoh. Ifeeh£ l'ad3'

maj1 kladDI polomlr kon"argenoe a nech£

...,
2b.J1
na() n

" jiaUm ekoH bodu O. Potom .. " bn pro "lechllll n, DohUe

(vis 21.T.b)1

Ifaoh£ je MAe dUerenci'1At romiee

podm1D11:ou 7(0) .. 1. Dokalt.. aa pf'edpokladu, te tato ro"nioe d

hlen! ~, ktari je _!;rUck' v bodl 0 (da Uma 21), je nutDi

" jiatdm oko11 bodu O•

• , " 0 d.' I: urll_t koe~icientd poulijte 1'1lou 0 dariveoi mocniAnd

1'ad3' a "'tu n.ll.

1)1. U I CdlSant.

a te~ jej1

- ,f1Dokalte, Ie !'ada 2 m' polomlr konvergenae +00 ,
n"O nl

aouaet je l'alllna 1110b)' )1.12 na ~.

1)1.14[ Poanllmka. 11vidomte IIi, til )1.U odlltraiiuje pf'edpoklad niatenoe
lIIlll!J'tiok'ho 1'1111111, kter! byl " '1.12 nut.Q;f (prolS') 0 »etoda 31.12,
n.l,' ja jeclDou a metod f'elan1 dUarenoi61A!oh rovnio-fellen! pomClot
l'ad. Zopakujte jeltl jedAou jej1 prinoipl

1n o 15\ CdlS.-1. Polo.a pro
a

l
a2 al +82• •• •• •

a kaple:m! aa .. L
n..c

Dekelts, la

II , " 0 d. Poulijte "Itu 0 "aoban! abaolatnl konverpAtn!ah !'ad
("is [D II), kap. III, , 4). '

CdlSlIIIl1. emaaaa-li ae " n.15 na re61A6 l[ a dllfinuja.-li ~ci
up p1'edpia_ up l[ .. el[.l[e~, lehko od"od:Cme declu:l;r anUM

vlaatAoati axponanci6ln1 ~Oll.

1014-7781
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]'1.17\ Oyi5.&1. OdahYe. '1.12 - '1.16 dokaxuji exiatenei exponaneialni
tunkee. OdYodta odtud, Ie arlatuje prav!! jadna tunkea log hkod,
Ie ap1D.uja podmillky (11.) - (IIlL) I1Yodu. Ukena, Ie vyneehlln!m kta
~koliy v1aatnoati (IL) - (III:r.) aa neru!i jednozna5nost. Vypil!ta
da11i Y1aatnosti funkee log.

1)1.181 Oyiaenf. Ketodou odatayed '1.12 - )1.16 dokalte exiatenei 8 jedna
xnaanoat tunkea ain a vlaatnoatai (Ia ) - (Va) I1vodu.

_ a v 0 d. Aelta rovniei y. + .1 2 0 a poaateaniai podzinkami

.1(0) .. 0, .1'(0)" 1. Pro jednaznallAoat ukalta, !e kalM tunkce t

ap1D.ujie! (I.) - (Va) je ana1YtieU v bodl 0 a !'eli uvedenou roYni

e1. Poulijte viity )l.ll.

131.19\ OYil!an!. lfalUl8l!te, jak 1ae z 31.18 yybudont teorH goniometrick$eh
tunkei.

1'1.201 Cyiaen:C. Pololte v analytick'. vyjadfeni ain, kte~ doatanete

v )l.18, • ltaap1emi a 8Jl81ogieky toto u1!iiite pro hdu vyjadi'ujiei

eee , Dokalte, Ie pro libovoln' • koap1emi, ... l[ + iy, je

e Z .. eX(eoa .1 + i sin .1) (Eulerdv utah).

I)1. 21 l PoznUlta. Z Euleroya y.tabu 1ae pohodlnl dolta.at KoivreoYu 'fItu,
rovnlll • Dliho p1J11le, Ie ItOlllp1ami exponeneie1a je tunkee 2 ~ i-~rio

dielta, toldy napf'. n_a v k0lllP1am:£ia oboru inverani tunke 1.

D. EULEROn ROVnOE

Ife .avlr p!'edY.d..e pro zpeatf'eni jedan pf'iltlad funkeionalni

rovniee.

In.22*IEulerova rouie••

f(X + rs» .. f(x) (&l

Ukalte, Ie jedi.ra !'eien! Uto rovniee " . E1, Itterl1 uji DarboUIOVU

Y1aatnOllt, jeou konatanty.

If 11 v 0 d. _eah! f .a Darbouxovu vleatnost a ap1D.uje (~)

pro vieahna xeE1• _eeh! exiatuje BeE1 talt, la r (a) > O.

Po1olte If (xi .. x + 'f (x) a ukalte, Ie If n(x) " l[ + n cy(xl,

Itda "f°(x)" Xt tpa(x)" '1f<tpn-1(x». DI1le ukalte, Ie

(fltpn(x) J .. 'f(x) a pro vhahna xe <a'lf(a) >

1014-7781
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'It(a) ~ tpll(X) -s lfll+l(a) (.to ~)

JeatUh (£ ltl.) neplaU, pak exiatuje bE (a,tp(a», pro nU
naat8v~ jedn8 z t~ohto dvou .o1nost~1

t(b) < tpn(s) < tpn+l(a) ,

lpn(a) <. 1jIn+l(a) <. tpn(b) •

V prvD.!. pi'!padli exiatuje oe (b, f(a» tak,!e 7fn (c ) .. tpn(al.

Odtud 9O(s).. JO(c) s a = o. Obdobnli uk8!te, Ie nemd!e aastat

ani drulli pi'!pad. Z (tflltl.) pl,yne

a - x'S n [f'(x) - 1'(s)J ~ a - x + p(al

pro vhohna xe<a,ljl(a» a vliechna neN. Tedy pro

xe:<s, 1f (a» je r(x) = f(a). Stejnoukonatrokoi lzs prov4st

v bodli tp k( s), odkud plyne, la r (x) ,. r(a) pro

xe <Wk(a), Wk+l(a) > . Jelikol lis 'If'k(a) " + OQ ,
T I k_oo

plaU f(x)" r(a) pro vliechna x~ a, a tedy i pro xesl•

1)1.2, I CviC!en.!.

1014-7781
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'rBMA )2

ZUiDDoet u ~et dvou prominn!eh

Obllllb I A. ZMJDDOSt limit.

B. Z_lnnoat parci'J.nteh derine:!.

A. Z.AdmfosT LIIII'r

Vite. Je-li :t'W1kee

( (») lim :t'(x.,.)
(x.,.) ... [e.b)

1'2.21 Cvid8l1t.

:t' apojit' 't' okol:! bodu (a,b), potoa pleU

.. lim (lim :t'(x.,.» .. lim (lim :t'(x,,.)}.
x.e,.... b ,.+bx.e

(el Uvldaate ei phent v!snem aymbo1d't')'etupuj:!eteh ve vstahu (0') I

(b) S'ellt pre plebloat vstllhu (0), Ie :t'W1kee :t' je spojit' v bodi
(a,b) ,

[x,)') ~ [0,0) '.pro

pro

Cviaent. Limit)' 't'8 vstehu (0) oansate po !'adl (I), (II), (III).
»'le nechi (e,b) .. (0,0]. Dokslte dsleduj:!e:! tvrsentl

a) Pre f'uI1Ir:ei

{

71:7

~ 2
:t' I [x.,.1~ 0+r

neexietuJe (I), existujt (11),(111) e (II) .. (III).

x .. 0

.. (II).

pro )' i 0 ,

pre x ~ 0,
. 1

{

X r s ain.
[x.,.)1-+

o pro

(III), .xiatuj:! (I).(II) a (I)

:t' I

ne.xietuj.

1

{

,. + x eiD7"
:t' I ( x.,.].........

o pro ,... 0

neexietuje (II) ••x1atujt (1).(111) a (I) .. (III).

(c) Pro f'ulkci

(b) Pro :t'tulkci

(d) Pro :r.nkci

:t' I
{

X ein.l. + ,. e18.l..,. x
[x.,.]t--+

o

pro

pro 71:7 .. 0
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axiatuja (I) B neaxistuja (11).(111).

(a) Pro f"Wli:ai

+ y sin.!. x pro [X.7] "[0.01.

pro x =7 =0

axiatuja (II) a neaxistuj! (1).(111).

(f") Pro f"lmItai

{

!If + x sin.!.
t I[X.7]~ ~:2 7

axiatuja (III) a lIesxistuj! (I). (II).

pro (X.7] ;, [0.0].

pro X" 7 " 0

(g)
Pro rlmltai, { r.2 2

~ I [X.7}1-+ ~~l

existuj! (II). (III). (II) JI (In)

I'2. 41 CYi~SlI1.

pro [X.7] F [0.0),

pro X"7=O

a naaxiatuja (I).

(a) Zjiatite ••da existuja rUDkaa r I S2 - 'J. takovll. la neaxia
tuje t'~ a limit (1).(11).(111).

(b) Zjiatiita, ada axistuja f"Wli:aa f" I 1li
2

_ ~ takovll. la axiatuj!

limit7 (I).(II).(III) a viiaaho7 jaou nsvzllj.. rdznl.

(a) Dokalta nllaladuj!a! tvrzen!: Bach! axiatuja limita (I). Bach!
v jistl. okol! bodu b axiatuj! limit7 lim r(x.7) " 1'(7).

x-. a
Poto. axiatuja limita (III) a (I) " (III).

B. z'riNJros~ PARCIALnCB DERIVACf

V tcato odd1la aa budu8 .ab!vat aBAnnoaU paraill1ll1ah darivea!.
tj. zkouadn!m, ada plet! rovnoat

Y<. air a2f"
(-".c) ~x (J7' (a.b) " 47 4 X (a. b)

1,2.51 Cvi~an1. Ukelta, Ie pro f"unkai

1014-7781
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v bodt [a,b]

jitost f'unkc!

oll:oH.

= [0,01 neplat! rovnoet (.p.). Vylleti'ete tlU spo-

(}:f of' 3 2:
e, 7X' -,-y' Jxay v bodll [o,oJ, reep. v jeho

a2: a2:(a) .acht f'w1Il:ce 3x3y , ayax jsou spojiU v bodli [a,b].

Potca p1aU (~). (Via napf'. [Il I] , vita 170.)

z af' af' j [](b) lIIech" f'w1Il:ce' ax 'ay 118:l. v bodll a, b totl1ln! d1feren-

ci'l. Potllll p1aU (~). (Via [Il II] , vita 191.)
2 .

(c) .echt a:f erilltuje v okoH bodu [a,b 1 a necht a:f je31 2 axay
apojit4 v bodt [a,bJ. Potoa exiatuje i 3:f (a,b) a pla-

:JyJx

Porovnejt. nevz'ja. jednotliv4 tvrsen! s pi'edch4s.j!c:l.ho
Ultaltel

t1 (.p.). (Via [Il II] , vita 192.)

I,2.71 Cvia.n!.
odstavc.1

(a) J'unkc.

o pro x=y=O

apliiuje pi'edpoklady " '2.6.a • neapliiuje pi'edpokledy " n. 6. b.

q "# 0,pro
:f I [x,y) 1-1-~ {

';'Y' ain ~
)

o pro q=O

apliiuja pi'edpoklady v '2.6.b a neapliiuje pf'edpoklady v n.6.c.

:fIJ_~

Phdpokl'd.j-

je 0....n4 na J. Poto. ekoro vluda ne J .ria
I

( ~) (Ddkas tohoto tvrsen! je aolno nal'at

22 (1960), '-4.)

sc B
2

je otevi'eD! interval a bua

. ~:f a:f 3 2:f
J existuJ! 37:' :17' 3x3y·

lIIecht

•• na,,!c, Ie

~tuje~ • plat!

v aaaopis. Math. Nachr.

f'w1Il:c. 1:.8kov', Ie ne

a 2:f
axly

1'2.91 Ila:finic.. Becht :funkc. t je d.:finovan' na okoH bedu [e , b] •
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Pro "!la1'" h.k po1ohe F(h,k)" t'(a+h.b) - t'(a.b+kl + t'(e.b).

Dvojnou 1ilaitu (pokud e:rlstuje 1I1aetni) 1i11 Fa,k) ,. M(a. bl
Th.kJ~tO.O)

nU"'!le dvojnou derivsci t'unkce t' v bodl (a, b ].

132.1°1 Cvi~en£. Dokafte n'a1adujici tvrzeni:

(a) a!:; (a.b) ,. lila (1i11 F(kk»,.~ (0.0), obdobnl
k~O h""O-az~

lIechi exietuje

~, 8aE (0.1)

(b)

v obr4cea4. pofad£ (po~'dnI t'ormulujte toto tvrzenil).

a2t'
3z37

tek. Ie

11 , v 0 d. Pou!ijte vltu 0 .t~edni hodnotA.

4t' 1L
(e) lIIechie:rletujf 37' ~ v okoH bodu [a.b]. nechi

t'unkce Poto. plati (~)

e hodnoty v t4to rovnoeti jsou rovDy M(a,b).

(d) Porovnajte (e) e tvrzenia 32.6.c.
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fBMA "

Spojitoat ~unkei vioe promi~eh

Ob...h: A. Spojitost po pf'irakd.eh.

B. Funkee odd'lenA monotonni.

A. SPOJlr03'r PO PifJlUCH

~ Cvilleni.

(e) Dokelte, Ie ~unkee

pro LI,7] ; [.0,0],

pro I=7=0

d n'eledujiei vlaamoati:

(i) pro "!leehna IE.~ ja ~unkea ~(I,.) 8PojiU na El ,

(ii) pro deohaa 76~ je ~ee ~(. ,7) apojit' na ~,

(iii) ~unkee ~ nani apojiU na : ~.

(b) Dokaite, Ie ~ee {a
1----40' --&oI.I+ya : [I,7) 1 7

pro LI,7] ; [o,oJ,

pro I=7=0

d n'aledujiei "laemoati:

(i) pro kald' k e ~ je t'unk:ee r I I ~ a(I,kI) apojiU

118 ~,

(ii) ~unkee 1p I 7~ a(0,7) je apojit' na ~,

(iii) £unkee g neni apojiU na Ea.

(0) Dokalte, Ie £unkee

h : [I,7]o )
o

pro [X,7] ; [0,0] ,

pro I = 7 = 0

d atejn' "laamoati jako t'unk:ee a se evilleni (b) a na"ie:

1014-7781
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(d) Dokelte, Ie funkae

{

e-1/~l

e-217?-+y2
UI I (x,11~

o .

pro

pro

x fl 0,

x = 0

-' A6aleduj!a! vlaatAoatil

(i) pro vleahna 0 E 11 e _,DE: II je funkae

f I X ....... U1(x,a~D) epojit' na El ,

(11) funkae If I Y 1--+ W(O,y) je lIpojit4 De El'

(iii) funkae f nen! lIpojit4 na E2•

( e) Zjiatite, kter' II A6aleduj!a!ah Il.vah je lIpatnt a pro II :

(i) Funkae

[x,l)~ {:

pre Xl = 0,

JI
pro Xl fl 0

nm! apojiU v poUtku.

(ii) J'wlkce J ., v poll'tku parcinn! derivace a

~ • 31.(0,0) = 0
3x ~l •

(iii) Funkce' J -' v po/!4tku apojit4 parcUln! deriveae.

(iv) JU-li funk0l! v po&6tku apojit. perci'ln! derivaae, IIIIl i

tot4ln! diferenci'l.

(v) JU-li funkae v poll4tku tot'ln! diferanai41, je apojit4,
tedy funkce J je epojit4.

1".2.1 Oville.!. Bwl f funkae II ovi/!ani: ".l.b . a nech£ {[Pi'qiJ} je

poalogpDellt vilech bodd II &2 a raoion'lnai lIoufadnioemi. Pololte
.... 1

F : [x,y) t---+ L "':I f(x-pi'y-qi)'
i=l 2

(a) DokaUe, Ie " kald•• bodl a aleapon jadnou iraoiwln! aeui'adnia!
je funkae F apojit4 (poulijte "It II t4..tu 48, odd!l F).

(b) Dokalte, Ie v kald4. bodl a raoion4ln!.i aOufadnicemi je funkaa, F
"llpojit' po kald' p~aoe tate bod.. proah'lIej!a!" (poulijte
'1eieratraaaovo kri tariUlll pro atejnoalrnou konvergenai ~ad).

(a) Dokalta, ,Ie v kal!d'. bodl a raoiwln!ai lIoufadniaemi je funkoe F
ll8apojit4 (podObn4 I1Yaba jako " (a) ).

In., I OviClen!. Anal.ogiokoull.vahu jako n ovill.n! ".2 pronate a i'lmli:ani

II odatavaa ".l,a a d.
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•

13:'.4\ Cviaen!. Uka!te , Ie s t'unke! z odstavea ".1.e nen! mo!no provllst
uVahu z ".2, tj. neexistuje t'unkee F I E2~ E1 s nlis1eduj!eimi
v1astnos tai I

(i) v kaMllm bod' s alespon jednou ireeionli1n! sotrl'ednic! je l'

spojitA,

(ii) 'I ka!dem bodA s racion41nimi so~adnieemi je nespojitA,

(iii) 'I kald9m bodA s racionli1nimi so~adnieemi je "spojiU podla
kaldll pi'illky" ,

(iv) pro kalde P, q e R nistuje

[~1"111--- [Plq] tak,

poa1oapDost {[~I"nJ} I

!e l' (~IYn) ~ 00 •

• A v 0 d. V oko1! ksldllho bodu spojitosti je t'unkee omezenA.

1,).51 Pozn6mka. Dda1adkam obeenll Ge1t'andovy vAty je nlisleduj!c! tvrzen!
(dOkaz 'liz Alexejewiozl Analiza t'unkciOll.8lna, PIN 1969, str. 2'5-8):
Hecht t'Unkoe t' I < o.r > x <: o.i > ---+ ~ je "epojitA na rovnobU
kAch s os.i". Pote. exiatuja mnolina f c < a,l) takovA, Ie

<O,l> '. f je prvn! kategorie a kd"! bod mno!iny f x < o.i» ja
bod.. spojitoati tunkoe t'.

1".61, I Prob1ll.. laak!tll aa otA.ka, ada je mo!no aestrojit t'unkei
t'IB2 ---+ ~I kterll je "spojitll po ka!de pfiaee" a mno!ina bodO nespo
jitost1 t'Unkca t' je nespoaatnA (rasp. kladn4 m!ry).
Je mo!no podat oharakterizaoi mno!iny bodd nespojitosti t'unkoa a tlai
to v1.atnostllli1

1,,·7 I Cviaen!.
(a) Z p1'edchllaej!c!oh pto!k1add vypl!'I4 , Ie spojitost t'unke! f{x,.)

• f{. ,T) pro vliechna x ,,,,,,111 Il.S ~ a spojitost t'unkce f
aa -2 nejaou ekviva1entnt. 00 1&e totei 0 jejieh vo:tahu?

(b) Vlianite ai till otAzk;r existance parciAln!eh derivac! t'unkc!

z odatavcd ".1 a ".2.

(c) Lae aestrojit t'unkei f na 112 tak , eqy

(i) t'unkce t'{x,·) a t'{. ,T) bTly v Jill stejAomlrDI spojitll

pro vllachna x,,,e ~I

(U) :f'unkce nebT1a spojiU Il.S :Ia?

(d) Dokalte vatu1

'Je-li t'unkce f{x,.) spojitll na III pro ka!d' XE~ a je-li,
pro kaldll ZoE -1 I et - ,,,) apojiU 'I Xo stejnodrDI vo:hlad_
IE "e~ (co se t!m p1'ealll! roa1llllt1) I potOlll je jH funkca t'

apojiU Il.S 12,
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OvAdomte si ro.d{l v pfedpoklsdech (c) a (d) •.

(e) Dokslta t~1 n'slsdujtc! vAtul

. Ja-li tI.u1kca ~( ••1) spojit' ns ~ pro kald4 1e~ s atajno

..Ami nhladall k xe~ iipschit.ovSk' ns ~ (tj. erlstuje-li
, ..

E> 0 t8k. Ie pro vAechDll x. 1 • 1 € ~ plstt

I ~(X.7') - ~(x.1") I ~ E \1' - 1 .... '). ja ~ spojit' All 12"

Platt toto tvr.eat v p~tpadA. kdyl p~ipUlltt..e. Ie E .~Ia .'vi

sat All x (tj. kdyl pouse ~(x•• )€ LiPl(ll) pro kald4 x€11)T

I".•'" IOviaeni. .acht ~ I ~~ ~ .. d81edujtd vlBstnosUI

(i) pro kald' xIS~ je ~(x•• ) polynOll.

(il) pro ksld' 1€~ je ~( ••1) polynOll.

Potoa ~ je po17nOll va dvou prcall.!lD/Ch•.

@';!I VAta. Bait ~ ",lA' :f'unkcs datinovaU All otnfen4 IIlIO!iJllI Qc 12,
PhdpoklMejll8. !e pro ks!d' xoE. 11 je ~UDkca f '1'0 de~inovsd

pfedpise.. 'f% .. ~(xo.7) 8POjU' lIS aDoliAI .
o

x.'" { \
Q 0 .. 7E.~; ['1'0.7 Je.Q) s pro kald' 10El1 je ~lIIlkce

'P7 (x) .. ~(x.70) spojit' a aonotollDt ns ano!inA
o

Q*.10 .. {xE.~ ; [X.70JEQ}.
PotOll ~ je spojit' lIS G.

£ > 0 erlstujt

J 7 - 10 , < -rzl'

I7 - 1 0 I < 'Y[ 2"

pro

pro

pro

Uvldoate si n'.om! 8117s1 Uto vi t7.

N , v 0 d. Zvolte [Xo .70] e Q. E libovolA4.u

J > o, '7.1> O. '7.2 > 0 tsk. Ie
E.I ~(x.70) - ~(xo·1o) \ < 2"

\ ~ ( x + c1.1 ) - ~(x + J.7 ) < E,2o 0 0

I~(xo - J .7) - ~(xo - J. 7 0) I ~. ~

awl n: ..iD ('7.1.712 ) a bUll

xo-J<x<x.+d a

[ '1'.7 ] E. Q takovt bod. la

7 0 - "/. <: 7 < 7 0 + '7. •
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l' ja da1'inovaU. na GoUnll lie En'

Auna.a. Ie l' je oddUenll 1II0notonn!

Pi'edpoltlAdeju. Ie 1'unkee Y7 je neklesaj!e!. Potoa

(1'(xo - d.7) - t'(xo -J.7 0 » + (f'(xo-C .70) - f'(Xo.70
») -::;.

~ 1'(x.7) - 1'(xo.70
) ~ (f'(xo+J.7) - 1'(xo+J.70») + (1'(Xo+c!;70)

-

- 1'(Xo.70
») a odtud ji! pl,yne tvrun!.

1".101 Dennie.. "chi t'unkca

Bachi iE. •• 1 ~ i ~ 11..

v proai~ lit. ,jaatlila je .onotonn! v promll~ Xi p~i "pevni zvo

len!eh" oatatn!eh prOlllllDDjeh. (Pracizujtel Funkee f' m~le btt nekle

aaj!c! ..abo II.8roatouc! v promll~ xt v z~vielosti na volbll zbtvaj!e!eh

prOlllllllJl/eh. )

1".111 Omall.Ai.. Pro j.dnoduehoat z'piau zave<1me ..'eleduj!e! oznallen!1

X" (X:!. ••••• Zn_l)eB.._1 (Jl ~ 2).

Pro cf' > 0 a x'e E.._1 de1'inujUle (n-l)-dimansion~ln!kryehli

C(x'.eI')" [xeBn_1 1 \xi - xiI ~ c! pro i" 1.2.....n-l}.

lInolina vrchold krychle C(x'. cf) je lIIDolina 2n- 1 bodd x takovteh.

I. IXi - xi I" d' pro kalde i = 1.....n-l.

1".lalL..... Buah "2> o, J>o, 7'e~. x'CS~_l'

B " C(x'. d)x <7'- "l • 7'+ "]: » PhdpulAdejlle. Ie l' je re4lnA

t'Unkca definovanA na B. khr' je apojit' v intervalu <7'- "l. 7' + 1. >
pro kald". pun' x EC(x'. cf) a oddilenll .onotonn! v promllDll,1eh Xi

pro i· 1 •••••n-l. Poto. t' ..abtv' aaxima na 1IID0linll H v bodll

[x"'. 7 *J. kd. x* je vrahol kr,yehle C(x'. cf )•

• A v 0 d. Z pfedpokladu oddlllen4 monotonie v prollllDDjeh x1 ••••• Xn_l

pl;yne. Ie pro bid" [X:!...... :I)a_l.7]eH je t'(X:!. .....Xn_l. 7) S

< ,+P '+J')- l' (X:!. - ~ •• ••• ZR-l - • 7 pro jiatou ko.binaei znalll"nek +.-.

J:aldA z 2n-1 f'unke! 1'(x{ + Eo1 J •... '~-1 + f'.n_l J'. 7) nabyvil,
.axima DB inte1"Valu <7' - '2. 7' + "2 > v jiate. bodll

+
7 " 7 ( E1•• ... Eon _1 ) . kda, I::i " - 1. Odtud ji! pl;yn. tvrzen!.

1".U*I.Vllta. !leehi f' I [~.'·"'~_1.7]t---Jo 1'(X:!......~_1.7) je re4ln'

t'unkea 4.t'inovad lllI otni'en" JIIIloliAI Ge.~ (n ~ 2).
I

•
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Pfedpokl'dejme, Ie
v prOIllAnD!ch z1
Dll a•

r je epoj1t4 v kald~ promAnn~ a oddAlan' monotonni
pro i a l, ••••n-l. Potom runkce t je spojit'

• , V 0 d. Dakas prove~te indukci. Pro n a 2 je tvrseni obeeleno

V odatavci ".9. .echt n> 2. Protole t je apojit4 V promlnntCh

~""'zn-l a odd.len' 1II0notonni V ~, •••• zn-2 pro pevn' zn-l a y,

je runkee t apojit4 v [~"",zn-1J pro pevn' y. Ivolte

[z', r' ]€a a ~ > O. Podle indukl!niho pfedpokladu exiatuje

J> 0 tak, Ie C(z', d') X{Y'}:a a \1'(z,y') - t(z',y' )1< i"
pro vlleehna zEC(z', cf). lIechi i.z:; 1 -:: i ~ 2n- l ) je !lDolina

vrehold kr,yehle C(z', J' ). Zs apojitoaU f'unkee t podla prolllllnU y

plyne exiatenCle kladn!Clh l!isel '71' 1 S i::i ~-l takov!ch, Ie

C(z', d) ~ < r' - "l l' r' + 'l 1> c: a. pHl!em! pro deehna

y€<y' -71i' r' + 1'[1> platt 11'(z;. y) - 1'(xi, y') 1< i·
lIechi '1. • lIIin L'7. 1 ; 1 "" i::;: ~-l} a polone

H a C(z', d);J( <,. - "l,y' + '7,>. Poto. pro h!d! bod

[z~.y Je. H, 1 es i ~ an-l platt I1'(z!, y) - t(z', y') I~ e. •
Podle odatavee ".12 neb!v4 runkee r hodnoty sup t(z,y)

[z,y]OSB
v bod' [z'f, s" J, leda z-. je vrcbol ler,ychle C(z', cl' >.

StejnA be dok4aat, Ie runkee l' neb:fv4 .inima v bodl [z",,., y '" .oJ,
lede z"'''' je vrahol ler,yehle C(z', cf). Odtud ae ji! anedno

dolellle, .e pro libovoln4 (z,y]e.1I plaU I t(z,y) - 1'(z', y')1 <

< £.

1".141 Cvil!eni. Uve4te p~ikledy 1'unlcai, kter' ukesuji, !e pfedpoklady

o 1I0notonii v odataveich ".9 a ".1' nci 1IIoino vyneClbat.
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T i. 4' H

univars4lni fUDkc.

Obeah I 4. Pojem Wliv.rell1l1i :rWlll:ca.

8. Ullinralilni fUDkc. a beireovat' ti'i47.

'6vod. Vy....ltl:!lui Ilajprva. v
:rUl1ll:c." •

,I
'J I

jat~. alQ'alo cMpa.., "waivers.Uto

If.chi j. dh aysU. g:- :rUllkci )da:rinov8Dlfch n. intaMslu

t1C~ • a.lma.a, Ie :rUllkc. F i d.:rinov.... ns lBI10UIli t1 x t1 ja

tIIliv.r....1I11 :rlDlltc! pro sysUa !I" , j.-U splnina nllsladujici

poda1nka:

Pro kaldou :rUIlkci :r6 g- axistuja t:rG t1 tak, I. plat!

F( .,t:rl .. e, tj. r(x,t:rl" :r(xl pro 1'll.chna xeJ.

'1 cal'a teaatu daav :rUIlkc. _ad dCV konallnoa fUDkci.

zavad••a dsl.dujic1 oanallanil .Y'(B:LI, resp. /\ (B:LI, reap.

t(! (B:L1 blli! aysUa vlach :rUllkci, 1'IIap. vhch labesgullo1'll)[y ali'ital

~ch :rUI1II:ci, resp. vlach apojitlch :runkci da:rinovanlch na 11 • 4Da1o

gicky d.:rinovaU ayattillJ' :rUIlkci na < 0,1> anellllla .J', /\ • re .
Ind.x 1 (naboi'al a oanall.n1 syattiaa analli lBI10linu vlach :runkci a to

hoto syaUao, ktBr' nab!vaji pousa hodnot a intaMa1o. < 0,1 > (aapi'.

1;p (B:LI, 1J", 1e apod.l.

1,"'.21 Cvillan1. Ollnallta .ohutncst lBI1o!~ • vlach pi'iro••~ch lliaal aya

bolaa a, aohutnost lBI1o!1ny vlach boM intarvala <0,1> 8yabo1..

0, lIohutJ!.oat 1BI101~ !.P syabo1_ i.
lJII:alta, I. plati a<cc:.~.

1,4., I Cvillan1. ..obi aohutnost sysUau g- :f'unlI:c! da:rinovanlch na inter

va1a t1C~ j. najvllla rovna c (resp. je viti! nel c). Potom
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§".exiatuje (reap. nee:ld..tuje) uDheretUnt t'UD.kee .~U&u

Doke!te I

1'4.41 Problo. IomoClnlite, all. exiatujt lIDinrulnt :t'unkce pro ay.U&y
t'Ullkct

(a) Y,

1)4.,1 Problo. BOllhollnlite, zc!a e:ld..tujt ,UIl.iverail.lnt fWlkce pro ayaW..,

:t'unkct e (~), ltt' (~), e. lc-e.
II , '" 0 d. Unite, Ie hoClnotami Il.8 JaI10linli 'IIIech recioD.l.lntch lltael

v B1, reap. v < 0,1> , je apojitl. t'Wlkce Il.8 -1' reap. <0,1>,

jednoanallnli ur1l8ll.8.

, V aouvialoati a pfedch4zejtcta odetevcem ee nabtzt otil.aka, alia
existuje \IIl.herel.1D.t f'Unkce(pro ayatll. ~), kteril. ail. jeltli nlikte~
dallit vlaetnoeti.

CvilleDt. Dokslte, Ie neexiatuje apojitil. \IIl.i"ersil.lnt t'Wlkce pro ,ayat••
'e, reap. 1~ •

• Ii v 0 d. V prvea pl'tpedli unite, Ie univeral.lnt t'tIllkce by byla
o&ezenil.. V drub.& p~tpadl lee odvodit apor n6l!l1edujtctm obrete.1

Z'IOlte poelollPnoat t'Wlket t'• .;l'l?:, t'n-? s, I: Uato .fuD.kcta

by auae17 exiatoVll1t hollnoty t.6<O,l> tak, Ie by platilo

1'( _, til.) '" t'.. bietuje hroaacblt bOd poeloapnoeti { til.} - oall.811te ho

t. Ukalte, Ie potom plaU I'(_,t) '" t'. Vhodnou volb~u t'Wlkce t' 04

"oate apor.

134.T I, Cville.. loahodnlite, zlla exiatuje apojitil. uninralllni funkce pro

ayatea ce (~), reap. 1 'e (~) •

• , v 0 d. V pr'll.. pf'tpadl ulijte Oantorovy dialoD.l.lnt ..todY.
V druh'& pf'fpadl phdpokll.dejte, Ie tall:ovl. apoji til. uninreil.lnt t'unkce
I' exiatuje. Je-li pro kllldll nE •

.., • { :tEo lee I e:ld.et-gje tt'E < -n,.>! tsk, Ie plett t' = I'(t,tt')

ne < 0,1 > } , jaoll JaI1oliD.y .. Wla"h.I." 1 <e a je

0.... 1~.
1

II. 6.' hll:, Ie... obaahuje vaitf'nt
o 0

1014-7'781
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bod. Snadno sestrojite posloupnost {t'k) , t'k€ lin tsk,!e

t'k - 1:, f<t l'e • Pak postupujte podobnA jako ~f'i ddkazu v 34.6.

134.el Probl'.. RozhOdn6te, zds existuje ~pojit4 univers41ni 1:unkce pro

syst'lII Of'oc «0,1:», occe (0,+ 00), vllech O<;-holderovskjch

funkc! definovsn,jch na intervslu c 0,1 > •

Z1:oraulujte pf'esnA a pak '!'elite obdobnj' prob14m pro syst'lII t:unkc!

oe k , II:/iOH.

8. UNlVEBSWU rom:E A. BAIRllXlvsa 'rRtDY

He! zsanete '!'ellit dall1~ dlohy, seznamte ae e v1s1edky telllstu 12.
V daUa u!:l:Y'lIIa tam uve den'ho oznaaan!.

134.91 CviaeDt.

(a) Poloue

<0,1:>

8 - e a definujlle baireovek4 funkce na intervaluo
at.jnA jako v 12.8. Plat!

B
O

c ~ c. ••• C 811 C B~ eSC: 1\ c Y;

uvldoate ai, co zatia vite 0 univera4lJ1ich funkcich tAchto ayet'md.

(b) Tvrzen! 8 12.8 dokalte toll pro funkce definoven4 l1a
«; 0,1 > x < 0,1 >. Tf'idy baii-eovsll:!ch funkci na tOlltO inter....-

lu 08naa:mae analogicky 130' 1f31 ' ••• , 113
00

, ».
Ulivejta pous. tvrzeai, II:ter' jets doll:48elil

..vede_ obvyll:1.Ym zpdsobell lIIatrill:u.

kter4 ja univera41-FeB 1 ,funkce

Va7aUIIIUII , v 0 d.

134.10:1'1 Cviasnt. DoII:alte,!e existuje
ni t'unkc:( pro ayst_ ee.

~

Zvoliae ayat'. otev1'eD!ch intervald Ia:J., ••• '1111: c (0,1), kde

11:,111 , ••• '''1tEo ., a l1'alsdujicai vlastnostail

(i) exietuje-li ie., 0 =;; i =E II: takov4,!e ni '1 iii' pall:

I I- - ~iii' .. ,~("l Ill'· •• '''1t - ,.;
-,,----

(11) pro kalM klE H pIaU I c. I
Ai'···'~+l nl'···J~

PoloU. Z

(I ) -c
~J ••• 'At

-{8e<o,l>;

1/11:.

exiatuje
00

8e n I 1,
11:=1 1I1'···'~
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V prostoru 'e zvolilll9 systllm otevl'eD!ch kouli S
nl····'~

tsk, aqy m~l v1aatnoati (ii) a (iii), kde miato symbo1u I piAeme

S a sby pro kald4 ke. N hoi'i1 systll. dech kouli haru

3t;., ••• ,~ pokr,yt! prostoru 'e .

Det'inujme zobrazeni f; Z~ ~, rI t.....-+ 'ft tak,
e>" _

sqy pro te ll, {t} ,,() I by10 (() "n S
k:1 t;.""'~ I t k"l t;.""'~'

Dok'hme, le zobrazeni 'f je spojiU na anoUIli Z a sobra

zuje proator Z n8 prostor Ge.

te.z.

Definuj.a d'le t'unkci

pro

""1(x, t)

X6<0,1> a

.. y\ (x)

pi'edpisem

Dok'hme, Ie tato t'unkce ja apojitll. na _oUIli <, 0,1> x Z.

Ulitfa vjs1adkd z 47.22 1ze t'unkci ~ rozAii'it n8 mnolinu

<0,1> x <0,1>, pi'ille.l rozlii'aDi J je II ti'i~ 13 1 ,

Funkce I je hledanou univeradlni 1'unItci pro ayllt<!. ce.
134.111. CViaeni. Mecht je ddna poa10upnoet t'unkci 1'nEI\. Po101.e

1'lx 1----+ limsup f'..(X) , je-li vjru vpran koneaDli .v oatatnich pHpa

dech po10U.. 1'(x) .. 0. Pro strullnollt savedame oznalieDi f' .. Lim f'a'

kter' all. prl!yli popsaa.1 sll\Ys1. Potoa t'lXlkce f' je baireovsk'

(y kter' Beireov~ ti'id~ 1eli?).

Vys10vte 8 dokalte obdobn4 tvrzellli pro lIyst4JaY ]300 , .Jf3 k'

78~ .
N , v 0 d. Operaci Lim popilite pomoci bodovjch 1i.itnich pi'e-
chodd a sk1l1.ddni f'unkci.

*CViaan.i. Oznsaae Bo mnoUnu dech t'unkci ze ti'i~ 8
0

" ee,
kter4 jsou restrikcemi polynOllld s rsciondlni.i koat'icienty na < 0,1>.

fC
Bodovjlll 1imitnim phchodem vytvoi'ima mnoliuu B 1 obdobnli jsko

*z ti'idy Bo vytvoi'fme ti'idu B1• Ukslta, Ie p1ati ~ .. 81 •

N , v 0 d. Ulijte Weierstrassovy vlity 0 aproximaci spojitl! f'unkca

polyllOJaY •
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1"'.1)1 Cdaad. Vyjl6dl'.te kald4 XE < 0.1> po.oe! da..t~ho ro ....oj.

(A.p1'ipodU.a .'pi•• jadDOIlt.~u p.riodou 9. tj. kOAlUc:! ·._~i

dadtk.-i·). 'roto .,yj'd1'eA1 je j,adAoane/!A,.etalic. a. da..tinnou a'r

kou oaneate po. tupDll ~. Z;z. .... Poto. f'lII:lItc. -'I.: I x~ '\:. k e:••

jeou .....aI. f'Wlltce a al • (Funkc. -'I.: pf'il'asuja atelu x atalo '\:.

~8D' k-tou cif'rou v das.tinn'. ros.,oji at.ls xo)

Cdaan:(.

19
k

(x)

Pre kald' k&. daf'iAujte f'uDkoi e k p1'edpia..

- 0 pro xoE < 0.1> "{11k}. 19k (11k) - 1.

PrYky .y.t4au a: Is. sa1'.dit do prost' posloupnosti Pl.P
a

••••

Pololta pro [x. t ]&<0.1:> x <0.1>-1'. (x.t) -::E Pk(x) ek(t).
k-l

Funkoa 1'. laU .... Utd.]J3 • j. tIIliv.rSlllnt f'WIItc:! pro tl'tdu Bo'

DoItalt.1

I,•.u[ ada.lIi. Poldts pro Did' t&<O.l> ••e •

.-t.(t) _ ~ ~-1(2k_1.) (t)

k-l 10k
(tj. ja-li t a.pe4no va t ••ru t· O'.lea., ••• , j.

hl(t) - O,~.,.,... , ha(t) - O'.a.'.lO•••••td., uI:!.,4aa n'sor

Mho a'pieu. i k4yl- neat acal. korektra1).

Pro ka14' • e. daf'inujte iDdukc:!

pro [x.t]E<O.l> x<O.l>

' ••14.

JlUalt., Ie 1'.0£18

'e j. f'uDkoa d.n,no....n' ., o4st• .,ci

• , ., • 4. P.alijt...t ..atiokeu iadUkci • Y,f.ladka • p1'e4ch'aej:(c:!ch

....ta.,'O'. lmUII ia4ukl!al:! krak pro....ate tutel

••chi 1'£ "+1' Pot_ .rl.tllja poaloapnoat {1'k1 f'tIIlkc:! s tf':(dy

.... 1'1I~ t , B.a.ta t ll£ < 0 . 1 > tako"", I. 1'.( ••t k) - 1'k •

Ukalta, I. j...1_ .,ybl'8t, t*e <0.1> tun'. Ie lI:k(t") - tk'
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Poto. plat!

pro v!iechD.a JCE <0,1> •

134.161 PoznUka. Obdobnll lze zjisti t, !e f'unkce

1'00 : [x,t]~ Lim. Fk (x,~(t»
k-1>+-

•
1 + a1 (x,t)

lim.
....... 0<)

'f I [x, t ] l--'»

je universllln! f'unkc:{ pro ti'!du I' 00 •

Mstodou trensf'initn! indukcs lzs tyto vysledky dills rozl!i'it i

na ti'tlly BIG ' kde oc js libovoln' spol!etn' ordinllln! llblo (vis,
poznllmka 12.20). V I!llsti 0 universllln!ch f'unkcich pro beireovsk' f'unk

ce zs eyet~~ ~,ke:B I atd. by bylo pro nils do jiet4 dr:J pohodlnllj

iI:I: pracovat s f'unkcemi, khr4 nabyvaj! i nskonel!njch hOMot. Protole
jeou pi'edchllzejici odstavce psllny vslai strul!nll a jds 0 dvahy dosti nll

rol!n4, doporul!ujeme, aby pi'i zpracovu! byl0 pouUto p'lvodniho prusM,
tj. ul!sbnice [liat] (nebyvll vllak snadno dostupd).

1'4.171 Shrnut1. Shrneae vyslsdky z pi'edch'zejicieh odst8vcO, jimil ss ~ten'i'
sventwilnll pod robnll ji nezabtyal:

X:e kaitd~ ti'tdll ~,ke.R, a Boo existuje universllln! f'unkce,
kterll je prvkem syst4au JB . Odtud napi'. plyne, Ie mohutn08t tlIehto

syst4mO nen! vlltAi ne!. c. Pi'sdchllzej!cieh vyeledkO lze u!it k doplnll
n! t'.atu 12 nllsledujicia zpOsobeal

IH.le' VAts. Pro ti'!dy baireovskYch f'uakc! plst! Bn+1' Bn "Ill, pro keld'

ceU nezllpom' I!!elo n, a 8' Boo " Ill.

li , v 0 d k dOk8ZU. Recht existuje tako,,' ne W, Ie pIaU

BD '" Bn+l "'••• '" B. Recht Fn js unhersllln! f'unkce pro ti'·!du I'D.

Pololte .1 (x,t) = ain (l,aex (FD(X,t), 0»)

pro (x,t]e<O,l>x<O,l> 8 dills

a iP(x,t)

Funkcs r nabty' as < 0,1> x <0,1> pouzs hodnot 0,1

a js f Eo18. Funkee f' I X ~ 1 - <p (x, x) je prvksa eyst'.u

8 a telly exietuje toe < 0,1> tek, Ie f' '" <p(. ,to).

Odtud odvodh spor ('f (to,to) "112). Pro f'Unkci 1'00 provsd-

ts analogickOU dvahu.
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134.191 Poznl6mk:a. Analogick4 tvrzen1 plat! i pro ti'1dy B~. kde r- je

spoaetn' ordin'ln! a1s1o.

Poznmu:a. V [Nat] je citov'n vf81edak L. V. Kantoroviae. Pomoc:!
tohoto "f!81ec!ku lse na14st pro tt'1du ~ univers'ln1 :f'unkci v tl'idll

~k+l' k =0.1.... • Pro k=O srovnajte a odstavcam J4.10.

Problu. Mated'l tohoto UlI8tu poskytujs !moho jadnoduchfch probl'
mo.. vhodn;?ch k procvillov~. 'Probl'. 1'o11l.ulovsn;? v J4.6 lse napt' •
• odi:rikovat t1.to spo.sobeml ZjistAte. ada existuje spojit' :t'unkce
., takov'. aby pro kaldou 1'unkci l' s v,ylett'ov~ho syst'.u 1'unkc!
exietovalo t1' tak. Ie 1'unkce P( •• t1" -1' je konstantn1.

IJ4.221 l'roblu. Ilozhodllite. sds existuje konellu lII1lt'itelM f'unkce P

def'inoved ne < 0.1> 11: < 0.1) takov'. aby k libovoln' 1'unkci

f' E /\ (reap. f'E. 1/\, axistovelo t1'E < 0.1> tak.!e plat!

l' '" F ( •• t1" skoro vliude" < 0.1> •

. N , v 0 d. Doks!te. !e libovolM f'unkce 1'E./\ je ekvivelent-

n1 (tj. je rovna skore dUde' nijaJe 1'unkci '1&B2•
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TEll A )5

Xoovexni mno!iny a koovexni ~unkce v ~

Obaahl A. Xonnmi lI.Do!i~.

B. Xonvem1 ~unkce.

C. Totllloi dif'erenain konnxniah ~Wlkc:C.

D. Hlubll1 vlty 0 konnmiah lI.Do!inllah.

B. Antikonvexan mno!iny.

Text tohoto t411.atu je rosdllen do nlkolika oddilo., kteri 1.e po proatu
dovllni prvdho oddilu ~i.ti vaelku nezllvisle na soba.

De~iniae. Pro

X(II) • {x 6Eal

IIc En osna~..

x· "';' + (1 -OC)lr:!' oc:e: <0,1> ,

Ilnolinu II nssn.e konveXlli, plati-li X(II) • II.

Vysvltlete geOll.etrick! v!snsa definiae ".1 s uveate jednoduah4
pf'iklady konvemiah lI.Do!in. Uka!te, Ie koule U(x) 0 atfoedu x
ja konvexn! .oo!ina.

Zjistlte, .da prOnik a sjednocen! konvexniah moo!in je oplt
konvemi anolina.

Jeou-li II, P konvemi IIIlO!iny, jsou mno!i~ II + P, .::l. II tu4
konvem1. Dokalte'

ChaI'Gkterizuj1t.e l1plol konnm! ano!inJ' v II'

Zjistlite, zda uzllvlir a vnitfoek konvemi mooHny je kon....xni.

Pro kon....m1 JRIlo!inll II plat:( Ii'. (i) 0 •

( a)

(b)

(a)

(d)

(e)

(~)

(g) lfeahi

Pot011.

II je konvexn! moolina,
DC a + (1- oc::: )be. ••

a£ II, be hr .,DCe<O,l).

(h) Xechi .c~, II. > 1. Pro xe~_l' ye III pololime

liz· {YS'J,1 [z,7]e.} , »y. {xelln_1 1 [X,7]E: .}.
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Je-li II konvexn! lAIloUna, jsou i lIInoUny IIx ' ri' konvexn!

pro vhclula x61i:a._l' "eEl.

(en) Pro IIC:~ a.echi 11(11) '" {~ (x-y); X,YEII}.

Zkouaejte vlas~a.osti mI1o!iDy 11(11) v z4vislosti 118 vlastnostech
mI10Uny II.

BOd XIS Ea. a.azvsllle konveXll:! 11nellrn! kOlllbil18ci bodd

exietuji-li nezllporn4 lS{sla OCl'•••• o(. tek, !e plati
III

2. OCi '" 1.
i'"l

Dena.ice •

1'5.4[ '/lite. JIJ10Una IIc Ea. je konvem!, prllvll kdy! ksld1 bod x. kter!
je konvexni liD.drn! kOlllbil18ci bodd z Il. leU" II.. .

II II v 0 d. Indukci podle III doka!te, !e konvexn! linellrni kombinsce
• bodd konnm! lIlI10Hny II leU opit v II.

~ De~inice. lie chi IlCE
Il

• Nejmenl! konnxni mnoUnu obeahuj!c! mI1OU
nu II budeme n8llpat konvexna obelem lIlI10Uny II a budeme ji Zl18lSit
ch II (zkratka angliclrllho te1'lll!Au "convex hull").

Plat:! tedy ch II" n{ P; lIeP, J:(P) '" p} ,.
,

Doka!te pOIllOC! '5.2.b. Ie tato definice je korektni.

1,5.61 Cviaent.

(a) Dokalte.!e lIlI1o!iD.a vllech konvexn!ch linellrn!ch kombinac! bodd
mnoHny IIC~ je pdYl mI1o!iD.a ch II.

N , " 0 d. Je-li p,. J:(P), lie P, je mnoUI18 vl!lech konvexnich
liD.drn:(ch . kOlllbinao:( bodd z II lSast! mnoiiny P.

x je konvemd: linellrnd kombinac! boM

(b) Pro IIC~

N 1\ v 0 d.

plat!

Kechi

di a II ,. dia ch II. Dokaltel

POtOIll II r - x 1\ 'S I118X (1(" - ~ \I , \I y - ~ II i. UUjte

iD.dukce. (Viz til. '5.26.b.)

(c) Ukalte,.e kr,rchle C(x, cf) je kon"eJ:Dtm obalelll lIlI1o!iny s,,!ch

"rchold (via ".11).

l,5.71 Def1niee. .eohi. IIC:~ je konvemi ano!iD.a. Budule i':(kat. Ie

funkce f I II _ 1
1

je konnxn{ na ano!inll II, jeetlUe lIlI10Hna
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X:r" {[x,d

1".81 Oyi~.n1.

(.) Dokalt., I. pro n a 1 je d.:rinie. ".7 ekYiY.1entDf a d.:rinic!
13.1 (.rovn.j 13.29).

(b) Dokalte, I. (tak juo pro .a1, via 13.6) :runkc. je konvem!

n. IUlDlinl Me B., pNYI kdyl pro y!iechne ~'lt:!€X, .e(o,~ '>,

. :r{~ + (1-.) x2 ) ~ • :r(~) + (1..) :r(za)' (~ )

1,5.91 PoznMk.. .1.-11 .plAlin. DarOyaoat (~) pro YI.chna ~,za E M

• jiaU p.ul no1aJd • E(0,1), n••/V". t'uakci :r .-konnm! a.

anolinll M. fait. Y .. ..j1 .-kcaY.2A! :rQDkc. podobal Y1.ataoati

juo Y ~ (d. odd11 13.0), aebud... aa jiai vlalt podrobalji ..b!nt.

(Vi. B. Del6ll:, fiber konn:n IIIld interna 1'lIaII:tion.n, aowi. eina V.r

.ll....in.run. YOIl beibn, Arul. UIliY. Sci. Budapeat. da Rolando
BCitvoa DOD., a.c. !18th., taus V, 1962.)

Oviaw. PROC! 'r,faladkd • t ...t 13 • 18 1l.1..alta t -konnm!
:runkci Y la' kt.r6 .. tyto Y1.ataoaUI

(i) pro kald. xe~ ja t'uakc. :r(x,.) apojit' 11. B1'

(11) pro .'dIl' 7C ~ nm! :fwIlr:c. :r(. ,7) apojiU.

Vlt.. .1.-11 t'unk:ca :r konnlllll! na otn:l'ell6 1I00linli MeB., pot_
:r ja apojit' na X•

• , Y 0 d. Zna. 11bovolAll XoE M. P. axiatuj. cJ > 0 tak,

!a 01ll(xo' d)c. X. Knolina Ylach Yrchold kr,ychl. O.(xo' J) ja ko

lla4n6. :r j. proto n. Il! 0....11'. Odtud Pl1D8 a.a••noat :r n.

O.(xo' J) (poulijte 35.6••• konvexitu :r). Osna4t.

I: ,. aup {I :r(x) I; XEO.(Xo' J')}. ..chi 4'I. x ja 11bon1Jl;f

bod. U.(xo,d); olll185t. u a II~I (z-x.).

Bod x Creap. :&0) 1•• Yyj64l'it jako kOllvezD1 11a"'m! ko.binao1

bodd xo' Xo +. (reap. z, Xo - .). UiiU. neroynoati (<:1)

a )5.8.111 lUI t7to k_binaoa obdrl1te bojici n.roYll108U, • kt.1'4 p17n.

UZ-ZoU.

l':!II je 4olm.G. apoJit08t :fwIlr:c.:r v bodl zo'
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'135.121 Cvi~.Di.

'(a) Ukatte. te v n'vodu k 35.11 je dokonce dok4zAna lok'ln! 1ip
Bchitsovekost funkce f (viz 14.1).

(b) Pokuste se dok'zat spojitost (popf. lok'ln! 1ipschitzovBkost)
konvsxn! funkcs pomoc! t~matu 1) (funkci parcia1izujte ne pf!m
ku. rovnob!tnou 8 i-tou OBOU).

135.13*Ivats. Konvexm! anoUna lie En js 1ebssgueovsky mllfite1n' a

An (hr II) .. O.

N , v 0 d. Utijte )5.11. Fostupujte indukc! d1e dimsose prostoru

ED' fvrzsn! zfejm! plat! pro DF1 (vis 35.2.d).

Jlaznal:!!Ju pfechod od 0 k n+11 R"scht Me En+1 • M = IC(II).
00

Proto" JI .. U (Jlnu
O

+1(O.k » . stal:!! se zabyvet pf!pad_ omezelll!
k=l ,

mnoUny JI. Oana~te 1Il1 = {X&En ; exietuje Y6E1 • [x.y]e.JI}

a pro X&1Il1, Jlx .. {YISE1; ex,y J E IIIJ.
Pod1e indukl:!n!ho pfedpok1adu je ~n(hr 1Il1) =O. D'le po1otte

pro XS~ 'f1(x) = inf IIlx' 'f2 (x)= Bup IIlx' VyuHjte konvexitu

funkc! fl. -C(2' aplikujte 35.11 na tyto t"Unkce na tnt 1Il1•

Dostanete. !e grafy t"Unkc! r'1 Itnt~. 'f2 , lnt 1Il1 jsou

.1n+1-nu1od anoUny. UUjte jeliU Fubiniovu vatu a obdr!!te

.In+1(hr JI) .. O.

Tanto dOkaz je ptirozent. niko1i v§ak neje1egentn~j§! - pokuste se
na1~zt e1egantn!ji! - utijte napt. apar'tu s 35.2.c.

c. 'rOT1J:tIf DlFERENClAL 1C0NVEXNtCH FUNKC!

V 1).2 jsme uk'za1i, te mno!ina bodd. v nich! konvexn! funkcs
na E1 nem' derivaci. je spo~etn4 a tedy nulov'. Pokus!me ss 0 zobec
~n! ttchto ~vah.

\)5.14[ Cvii:!en1. lilnoUna bodd. v nich! konvem! funkcs 118 En nem', toUl-
n! diferenci'l. nsaus! bjt epo~stn'. Doksltsl

Vita.

Potom

v bodt

, 0
Necht t je konvexn! funkcs ne Cn " Cn (0.1/2), Xo & Cn •

f -' v bodt Xo tot'ln! diferenci'l, pr'v! kdy! f m'
at:x parci'ln! dsrivacs ~x ,i = 1 ••••• n.o ' I dXi

1014-7781
- 254 -



pIaU

pro libovolnj bod

derivace -Ix: t'(xo)'i
v tAchto bodech plati: Ke katdllllUDIlle ukai!te. ite

Sporell dokaite.' ite pro libovolnll xEi Cn
+ grad 1'(xo)o(X-xo), kde grad 1'(x

o)
=

(i=l •••••nI,

N 1\ v 0 d.

1'(x) a- 1'(x
o)

r ;) 3' ]
= L-,-;c;: 1"(xo)·····~ t'(xo)

ve kterllll existuji vAechny parcilllni

E. » 0 existuje cf;> 0 tek. ita

/I x-xo II <. J ~ t'(x) < t'(xo) + grad' 1'(xo)o(x-xo ) + E.1I x-xo 1\ •

Odtud shrnuUiII plyne tvnen:!.

135.16*1 VAta.

(a) Polome i}

Di lt pro vAechne

(utijte ".15) •
11 00

U U D
i=1 1t=1 ik

Aidkos t 1II10l1n

D=N II v 0 d. U1talte. Ie

pro i=l•••••n, k£5. kde Cn " C
Ill(0.1I2),

(Oddvo~te korektnost det'inice Dik , )

Pc tom mnoUny Dik jaou vl!eclul.Y uzavt'elllll a An Di = o,
00

kde Di " U Dik •
k=l

N II v 0 d. Ddkaz prvllho tvrzeni pronate aporem: Je-li
;:)+ ~- 1

Yn -+ x. Yn6 Dik • ~"'i 1'(x) - a"'i 1'(x) < T

pak podle 35.11 existuje j tak. te

;:)+ ~- 1
~ t'(yj) - ~ t'(yj) < k' tedy Yjf. Di lt • cot je hleden!

spor. X dOltazu druhll allati'tvrzen:( utijte v!sledkd z t'matu l'

a Pubiniovy vAty.

(b) Oznaa.e D anoitinu vAech bodd z C.o• ve Itter!ch neexistuje

toUln:! dUerenciU. Poto. D je typu'6 a prvn:( kBtegorie

v C.o• pMa8ll1 .JnD = O.

dIe (.) je D typo 'er.
i. It doeelte 8 (.).

135.171 Shrnut!. unUm pt'edchozich v!sledkd dokalte tvnen:!:
Je-li t'unkce l' Itonvexa£ os otevt'en' mnolinA _. POtOll II!I eltora vAnde
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nee%iatuje, je typu p~ a pry' katesorie v M.

1'5.18-' PosnUka. .asklU ae oURa, "da ch&rBkterist1ka mnoUny boM, v niehl
konftm! 1'W!kce ned toUln! di1."erenci'l, U'lsden4 v '5.11, je l1Pln4;
ora ro"uaae toto I je-U MCK. otni'en4 konftm! DoUns, Dc M nulo
v,, typu '6'. a prvn! kate&orie v M, lIdaU potoa edstuje kennm!
t"uDkoe 1." na K tak, a~ D byla pr4vl ano!inou vlech bodO, ve kte
r,fch t'unkce 1." n_' tot4ln! di1"erenciU.

Odpovl! je "'pom, nebol lae dolt"'", Ie !Ulolina bodO, kde 1."ualtce,
konnm! ne :s." n_' toUln! di1."erencU1, leU na spolletnt lIII10ha
lipachitBovelQfeh nadploch4ch (a exiatuj! Dulov' mnoliny print kahsorie
typa '6' , kter' tate daabloat n_aj!).

KOle.. ae teay novu pt,t, "da tate poallldl1! charakteriatika je l1plnll.

D. m.uslt rin: 0 JtOJfVEDdCB 1Il'l0~mCa

v teato odd!lu jll odvo"eno Dlkolik ..llkladn!ch vAt 0 konvllxn!ch
_oUn4ch v "I t;rto vlt;r jaou dOleJit1- prost:l'edkea pH hllldlln:(
v jist'. a~alu ".in1."n!ch".lli ".a%ia4ln!ch" _olin lli bodd.

1".191 Cdlleni. ",chl _C B:L; osnellae aymbolllJll • * ayDIlltrbaci anoUD;r
_, tj. _olinv.

K'" • { 7 • i (;rl - 72) I 71'''2e M} •

(a) Ilo"hodlllte, lIda plat! pro _, PC ~ tvrnD!1

Me P ~ K'"c.p*,

(KUP)'" ••"'UP"', (KOP)'" ••*np*.

(b) Charakteriaujte M*, je-U .UbovolD! inhrval v ;.

(c) Ukalte, la plat! obllcDi

.. *%". ~ -lIeM •

1,5.20I Cdlleni. Pro .e.., a > 1 aefinu,jll.lI aymatrbaci takto I

.echl %""_1' "1'''25 ~, pek

.'" • {[%, i ("1 - ;r2)] 1 [%'''i] £ M, i"l,2}.

DUe polol.e
'i ,,{[lI,-:r] 1 [lI,,,] Ii:: KJ.
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(a)

(b)

( c)

* ~Co snBlll8U vytv'i'en! anoUa M, K lPlOlUtriCky'

VyileUujte 811II i vlaatnoati K* v ~, .. > 1 a all:Blta, Ie

p18t! K*. U {[z,y); yE i (K
z

+ i)}
z e. B.;1 '. z

J&-li Ke~ konvem! 1In0!ina, potoa i 1In0!in.Y M"'. M jaou
Imnvew. Dokalte I

*..:di_ M - di_ K,1,5.211!!!!.:.. .chi Me.. je konnm! lInoUna. Potoa

.In(K''') ... .l..(K).

If , v 0 d. Je odvo... prv4ho YIItBhIl llIijte vyj~i'en! M* II ".20.

ROVAOBt booBe dokasovat indall:ci podle dimelll8& pI'Oatoru. ~. Pi'!pad

n=l' AeaiA! obt!l! - llIijte '5.19. Indukan1 krok dokalte poaoc!

* '"Fubiniovy vit3i uva!te,!e plat! (M)z· (Kz ) a llIijte ".1'.

evia.d.

libovoln4

lYI>t

1".2,1 Vita.

"chi Ke ~, n > 1, di. M 'S 1,. K" 'i pottS pro

y£~ plat! di. (W) ~ [au (1 - 4y2. O)J a pro

j. Ii' .. Ill. Jak Be Em norsc pf'i di_ M • 4'

(a) If.chi MC:~ j. kOJ:lvemt lInolina, dis. M 'S 1. Potoa plat!

.lll(K) 'S .All [Oil (0, ~ ) J .
If , v 0 d. Ulijt. opit in4ukce. Bud••• dokasovat obeCJlljl! ~or

aulil

Pro Pc", p" Je(p) platt

kd& '11l · ..l1l [U.(O, ~ )] •

Obt!bijlt •• adl. jev1t j.n proved..! indall:l!a!ho kroku••allll8l!!

a. U.t l1prav I

In+l(P) .. .A.n+1 (P * ) .. f (f4z) 4y .. (In(p*)y 41"

~ ~)y, ~

je nutJllll aUt od1ul4u ?5.22 a ntah. V. • ,.I11l[u. (0,.1>1 •-
(b) ••chi, Ke K.. Potoa plat! .l1l(K) ~ Va. [d1_ K]· .

• , v 04. llOkas st.U prov4st jen pro d1_ Me. (0,+ 00 ).

tJl1jt. pf'1t.. (a) • '5.6.b.
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1'5.241 Prob14.. Necht lIeRn , diu II = 1.

Co lse ~ici 0 ano!ini K?

135.25l Osnaaeni. QlIr.(II). keN. snaai mnoUnu vliech konvemich line4rnich
kombinac! nejvtlle Ie boM anoUDiY lie ~. DIll" definujll" rekurent
na phdpieeDl 1ID0UAy r(II). ke HI

r(II)- 1:(11). z:!t(II) = K (z:!t-l (II». k=2.'.... •

1,5.26[ Cdaea:(.

(a) Uka!te •. le plati rovnoet

N 'v 0 d. U!ijte indukce vshledell k" Ie.
DO 00

(b) Ukalte. h plat! ch II - U r(lI) _ LJ Qk(Jll.
k:l Ie:l

135.211 Vita (Carath'odor:r). Pro libovolnou lIe~ plaU ch II: cf+l (II) .

N , v 0 d. Vyu!ijte linedrad s'vieloeti • veletord V p~ipedi, !e
a> a, Je-li zE qa(II). • > A+l, poto. xe cr-l (II) .

I".HI Lealaa (Badon). lIleah£ anoUna lie B. .. eleapon n+2 boM. Potoa

existuje 4c II talc. Ie eh 4 () eh(1I " 4) # 11/ •

• , v 0 d. PodobAi jako v '5.27 ~yu!ijte line'rni s'vieloati ke!dteh

n+l bodd ano!iD(Y Ii najdite ~ ~ell a oCl....OCIe"1::!.

tale. Ie pro alespon jedD.o i € {1 1e} je "'i # O.

PQlolte 4: {xi; "'i > O}.

Vita (B"ll;y). .eeh£.2) je ayet4a kOAnxnieh podmno!in En' obaahu
jici aleapm .+1 _olin. .echt

(i) a;yat4_.23 je konellJa,f. nebo

(11) ~lec~ _oUny s ~ jeou leoapaktni. lIfecht kaldjch n+l

anoHIIl a !2J .. neprdzdn! prdnik. PQtca celt ayeua.J.3 DUl

nepr'sd/lt prdnik•

• , v 0 d. ..cht plati (i). D6kas pro~eate indukei podla polltu mno

lin syat'.u .s . V indulcama kroku vyulijta lelll1Bll '5.28. PleU-li

(ii). ph~eate ~Itu na p~ipad (i) ~yulitill koapalctnoati.

1".,oI C~il!elll!. Nechi r > O. lie... Becht JDDQUna II ad eleapoii

8+1 bodd. "oht Ice leald' (n+l)-bQdov4 lIII10lini Pe II exiatuje bod
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:apE: Ell" talc, Ie P c U(l»,r). Potoa exiatuje bod XEEn hk, Ie

II e. U(x,r). Doi:alteJ

N , y 0 d. Ulijte ylltu 35.29 lie eyatt!a JB = {U(y,r); YEll}.

N , y 0 d. Ukalte, la K(II)

Vita. Pro k OJRpaktni lIlllolinu lie~ ja IDolina ch II kOJllpaktni.

je koapaktni 8 poulijte 35.26.8, 35.27.

135.32*l JungOYB Ylita. .achl

jedna uzayfellll koule

lIe~, dia II ~ 1. PotOJR axistuje pr'Yll

B = U(xo,ro) a tllIito Ylastnostai:

(i) .lie. B,

(U) ja-li ~ = U(~,rl) uzayrau koule, pro ni! IIc;~, potOJR

~r 1 roo

PlaU : (..f,)

N , Y 0 d.

= W {r; existuje( a) Existence. lIechl r o XfSBn hk, Ie

IIc.U(x,r) } • Zyolta { r
ll
1, rll.~ r. PotOIl. axistuja podpo-

aloupllost { rli.} poSl0Upll08ti {r. } a posloupllost [~} ,

DolI:alta, la

lie U(x,r) •

Je ted;y

(1l+1)-bodod.

(b) Jadnozlldnoat dokalta s8llli • podlliJli:;y (U).

(c) Odhad. Poaoci 35.30 ui:slte, la sta~i pfedpokl'dat, Ie II je

V to.to pi'ipadll pai: ui:alte,· Ie xe ch II.

11+1
x '" Z. OC i ai (aiEll), hkle pro kald.

i=l

jG. ( 1, ••• ,11+1 J pl.aU

r 2 ,,(~ o(i) r 2 -(aj-x)
i=1

1014-7781
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135.33 I Cdllal1:!.

(a) Sestrojta JaIloilinu II talc, .by va vztahu (,.t)

tila rovl1oat. Charaktarizujta nejprve pro 1122
z vAty 35.32 pla

talcovd JaIloiliny II.

(b) Charalcterizujta,vAechny anoiliny II, pro nAil je nejmanA:! (va ~ya

lu velikoati polOlllrll) uzavl'e11ll koula obaahuj:!c:! II prnnika.

vlach uzavl'eD!ch koul:! obaabuj:!c:!ch II.

1".)4(,,)1 Labeaguedv probUa. Xoapaktn:! konvexn:! anoUna IIcEn ee naz!v'

uninretllnia zak17t:(a, jestlUe ka kaild' mnoUnA Ae: In a VlutlllOet:(

di.. A ~ 1 exietuje a.uklidove'k;f pohyb r zachov'vaj:!cf orientaci

(tj. eobre.a8d En na ~,ktard vznikne aloilenia otollenf • posunutf)

talr:. Ie r(A)C II. Podle Jungovy vAty 35.32 je

U :(0, V2(:+1 )

wlivardln:!lll eakryt:!lll v ~. Doaud nenf vyt'ellen probld., ktert zall't

kn etoat! rOl'Duloval B. Lebesguel Popaat univerdlnf zakrytf v E2,
kteral atl najmenll:! Lebeegueovu mfru.

Potoa L naz;fvtlme nadrovinou v prostoru In • mno!iny

L+2 tlt€-'l aOlt ~ b}, L-"{ltEEn; aolt ~ b)

uzavl'eJl,fai pOloproatOJ7 urllan1ai nadrovinou L. Jestlne mnoUna

II c -. leU: cal' v L+ ,reap. L- a L ('I II Jl 11l, na.1v4me L

opAmou nadroviJlOu anoUny II.

1".'6[ Cdllan:!.

(a) )(noUny L. L\ L- e derinica 35.35 jaou konvesnf.

(b) Neoh~ II je koapakta:( lIlIo!ina v En. Oznallf..e-li ayaUa vlech

opArn$ch nadrovin 1U10!iny II aymbolem 'elf a jaou-li L

POpAny tak, Is plat:( II c L+ pro decha. LIE eelf ' potoa

plat! n +
cb II " L.La"

(c) PouUjte (b) k vyj'dt'enf kompaktnf lI:onvemf mnoUny.

Pozntlaka. V presi ja llaato nutnal 1'elit optimalizellnf dlohy tohoto
typUI Bledaji.e estl'6l,y 11n-'m:! f'ulIkca na mnoUnll l'eled apecitlln:!ch

1014-7781'
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souatev lind.rnieh nerovnosU. GeOllletrield interpreteee tohoto prob14Dlu
je teto: jest ne14zti op~rnou nadrovinu konvexniho tAlesa, kter4 je
prdnikem .konellni mnohe uzsvi'eD3eh poloproetorO, je-li dlln emiir n01'lll'13
Uto nadroviny. Tyto ,llolly se !'ell! Dletod8llli t.v. lindrniho pregruaov'
ni.

135.381 Cvillellli. JesUUe libovoln4 dvA opArn. nadroviny (kter' jeou spolu
rovnobUM) kOllpaktni konvem:! mno!iny XC~ maji tou! vsdlllenoet,
l'!kUe,!e X IIlI konetantll! Ui'ku.

JlIalB11nUe kom.paktni konvexn! lIII1o!inu X konetantni Ui'ky y B
2,

kter' neni uzavi'ell\1lt kruhsm.

135.391 netiniea. holina Xc Bn ee nllll!yll

(i) antiltonvelllrl, jeatli!e pro kaldl! body x,yE'. X, X t" y, a pro

kaldl! Dl f: (0,1) plat! m x + (l...)y; X,

(11) m-antiltonvem:C, jeaUUe me (0,1) a plaU:

pro kald4 body x,yeX, x '# y, jest • x + (l...)y~ X,

(iii) tot'lnA aSlJll9triclt', jastli!e pre kala' xeX a pro kald.

ye Bn, Y '# 0, erlstuje 0: > 0 talt, Ie pro kaldl!

cfe. (0, cJ;.) jest x + JyfSX nebo x - cf., ~X.
(Viz S...reus, On antieonvex e.ts, Rev. ROID. IIPA U (1968),

1399 - 1401.)

135.401 CYilleni.

(a) Ilustrujte pojmy zsvedenl! v detiniei 35.'9 na pi'ikladeeh.

(b) Dokatte. Ie lIlonotonn:C sjednoeen! /Ill tikonve mieh (resp. m-antikon
yemieh) mnolin je antikonvem:( (resp. lIl-antikonnmi) mnoUna.

(e) Dokalte,!e poclllno!ina antikonvemi (resp••-antikonvemi, reap.
toUlnA asymetriclt') mno!iny je antikonvem::! (resp., m-entikonvex
nf , reep. toU-1M aaymetriek') !molina.

(d) Dokalte,!e kald' i -antikonve~ mnolina je totlilnA asymetriek'.
IIaleznhe totd.lnA aeymetriekou !molinu, kter' neni t -antikonvex

ni.

1'5.411 Prohl'.. Vylletf'ete vztah IIlIld konverltou mno!iny X a antikon-
vexitou mno!iny hr M.

1014-7781
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j,;.421 Cvit!e.u!. .ech~ tunlcce g I 11- 11 je tHdy <e 1 v 11•
Potom grat g je antikonvexni ano!ina v 1 2, pr4v~ kdy! g nem4

I'dnf inr1exn! bod e nen! 1ine4rn! ne I'dntlm interva1u.

I';.4'I Prob1'm. Existuje sobresen! f I <0,1/--7 I, a v1astnoatmi

( i)

(ii )

(iii)

1'(0) ,. t(1),

1'( <0,1> ) je antikonvexn!,

Udn' 4 I'llzn' body t (<: 0,1» ne1el! na kru!nici ??

1';.44l Cvit!en!.

(a) Ukalte, Ie ka!d' mno!ina MCI1 1ine4rnA' nez4vis1' nad t!lss8m

R (viz 18.9) je Il-antikonvexn:( pro ks!dtl mE (0,1) n R.

Kdd' HlIIIls10va b4119 js tedy m-antikonvem:( pro ksldtl mE (O,l)()R

Y 11 (a je nespoo stn41 ).

(b) Pro kaldtl 116. (0,1) n R existuje nsdi'ite1n' .-antikonv9xn:(

mno!ina Y Ii (vis 18.19.c).

(0) Unite, :&da be (b) roz§:ci'it na pi':Cpsd liboyolntlho 11,",(0.1).

1".4;1 ~ Z'dn4 tot'lni ssymetrick4 podmno!ina 11 nem4 k1sdnou
Lebeagusovu .:(ru•

• , Y 0 d. Nech~ M je tot4lni ssymetrick'. .11 M > O.

Pomoc:( 8.19 odyoate spor•

Pak exietuje

js spot!stn4 sntikonvexn:( mno!ins.• ech~ n a:: 2,

XE.~ tak,

MeEn
Ie IIU {x] je antikonvexn:(.

If , Y 0 d.

nYchviemi
Ukalte, Ie mnolina Ylech bodd 1e!:(c:(ch na pi':Cmk4ch urae

dVojice.i bodd:& Il.' je prvn:( kategorie yEn.

135.471 Vita. Ifech~ n ~ 2. Pak existujs antikonvexn:( mno!ina, hust'

yin·

If , v 0 d. S poulit:Cm le_atu 35.46 S9strojte mnoliny An. neN

s Y1aetnoatai

(1) pro kald'

!Ix-yll
n~If, xe.D exiatuje ye~ tak. !e

< ..l..n

(ii) Anc An+1 pro naN.

/
/

1014-7781
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(D Ja libovo~. pfedea zvolan'. hust' aDo!ina v Bn ) .

PouliJta '5.40.b.

1)5.481 VAta. biatuJ! t -8l1tikonvellll:C aDoUny "n. nE If tek. la

~.

If , v o d. Ifachi H Ja H8IIIelove bUe (via 18.9).

Pro nEB. riE. R pro i ::l: 1, .•• In, pololte

A(rl'r2•••• .rn ) " {~ rihil hiEB. hi ~ hJ
pro i~J}

U .(rl..... rn).r i s.R

neB

1014-7781
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or i II A '6

lIonotonni trana1'ormac.

Obaallt A. De1'iAic., dll::ladn1 vlastllosti.

B. V.tah .onotoni. a spojitosti.

A. IlUIIfICB: A ZW.•nvt VLASTJlOSTI

1,6.11 De1'inice. J1ekn•••• I ••obra.eni l' da1'inovall4 na IIllOUnll lie~

a hodRot.-i v In j.

(a) .0000tOI1ll:l:, j.aUU. pro lI::aldlf x. yell plat:(

(1'(x) - 1'(y» 0 (x - y) ~ 0

(b) 9" .onotol1ll:l:, jutlil. pro kald' x, yell, x JI y plat:(

(1'(,,) - 1'(y» 0 (x - y) > 0

(c) ailDJ .onotonni, jastlila .xiatuj. kon.tants c > 0 takov',

Ie pro kald. x, yE II plat:(

(1'(x) - 1'(y» 0 (x - y) ~ c 1\ x - yl\2

( Jl ••• \\ j ••ukleidovek' n01'lla v ~).

1".21 Cvi4.a:l:. Srovn.jta d.1'inica • odatavc. '6.1 a d.1'inie1 monotonn1

1'1:IaII::c. pro II, =1. Jak vypadaj1 aUd .000otOllll! 1'uukc. v ~?

I".,I Cvi481l1.

(a) J.-li A I :a.a~... lille'r:a1zobra••n1••koUJll8jta n4al.duj1c1

podll1ukyl

(1) pro v••ehna xe.. j. Ax 0 x ~ o ,
(11) pro vila chna xe ..., ",1'0 ja Axox > O.

(iii) .xhtuj. 0>0 tak, Ie pro vi.chna xe:a.a j.

A x 0 '" <I: c II",U 2 •

(b) Zko1llll.jte nu~ a poata4uj1c1 poda:l:nll::y lI,a toUln1 dihrenci41

d T .obra••~ T. aq, or q,10 .onotonn1 (r,r•••onotonn1,

1014-7781
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silnA monotcmn!) zobrazen! (enalogiok~ pro 11, kde Sa v;y!ieti"uJe

souvislost znem4nka derivace a monotoniel.

1,6.41 Omezenost.

(a) Sua £ monotonn1 zobrazen! ~ do ~. Potoa obra. libovoW
ome.en~ mnoliny je omezen4 mnolina.

N II v 0 d. Dokdte sporez.

(b) sua £ monotonn! trana£01'lllllca de£inoyanll na U(O, 1l+ E.), E > O.

Potom anoitina £(U(O.R») je omszen4. Okane na pl':l:k1adll. Ie

je-li e: = 0, pal< tvrzen! n811.ull:! p1etit.

a. VZTAH II)NOTOIIII A SPOJlTOSTI

1,6.51 Hemispojitoat. sua K otevl'en4 podmnolina .. a £ .obra.en!

definov.... nB JIII10linl K," s hodnot.i v ~. Aekneme, Ie sobre.en!

£ je hemiapojit4 (spojit~ po po10pl'!akllch) y bodl xo~ _, jeat1ile

pro kald4 wE ~ plat!

lim £(xo + t w) =£(xo).t_O+

Cvi~elll:!.

(a) Unate pl'iklady t1'8nB£01'lllllci, kteri jaou hamispojit, a nejaou spo
,jiU a1eapoD v jedDO. bodl. (Srovnej a UlBatem ".) ,

(bl(?T) predpokl11dejme. Ie zobrs.eDt £ je helBispojit' v kald'lB
bodl En' JaI< vypadll mnolina bodd apojitoati f'lmkce f T IIdIe
b;1t prllzdn:llT

Tvrzeni.

Nsch{ pro kald' y EO ~ plaUt

(. - fly») 0 (xo - y) :;: O.

Poulit:Cm apojitoati aka111ra!ho souainu jil vie

N Il v 0 d. Pro 1ibovoln!l sat> 0 pOlolte y =Xo 

anadno dokllieta.

tz.

1'6.e[ Vita. au! £ lIonotonn1 a he.ispojiU sobrueni ~ do 'In'

PotOlll £ je spojiW. Dokaltel

1014-7761
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If II v 0 d. Ifeeh{ :xn. __ Xo 8 f(Xn)"* f(xO)' POd1e odstsv

ee )6.4.a existuje konstanta L > 0 tak,!e nf(:xn.) 1\ -::: L.

Pod1s Bolzano-Weierstrassovy vilty exietuje vybranll poeloupnost { ,}

a wE B. tak, Ie f(,) ~ w. Pomoei odetavee )6.7 dolte!ta,

W '" f(xo)' Odtud odvoata epor.

Saetrojte epojitou aonotonhi transforaeei

trausf01'llaei 't I ~ -+ En takovou,!e

't nani spojitll. (Srovnej s 16.10.b.)

~ takovou,

neexietuje (arovnej s

a

la 1i11 Of (x)"
nxo~""

Seetrojta aonotonni(b)

(a)

"6.10. (TT) I
(a)

(b)

ProbU'"1"

Charaktarizujte ano!inu bodd ~aspojitosti monotonni transformeee.
(Srovnajta s 16.7.a.)

Charakterisujta IIlIlO!inU bodd, va Itterjeh mil aonotonni transforasea
totlllni diferaneilll. (Srovnejte s 16.12.)

f aonotonni a epojit' zobraumi En do Bn ,

'" 00 , pak f(~) '"~. (I: ddltazu se pouliv'

1'6.11*-1 Vita. Ja-1i

lim nf(x)U
UxU-'90

jieU aodlfikaca Brouwarovy vii ty 0 pevnlla bodu.)
-

Poz-'-lte. KonotoDD1 tr...foraaea 1.a daf'inovat v obeen!eh Hilberto-
yteh proetoreeh. Plati vita 8D810gieJt' tvr.eni v toato odetavei, poao
oi Ittar4 ea dokazuje axietanea e1ablho fellani ne1inellrnieh parci'lnieh
difaranei'lnich rovnie elipticlt'ho typu.

1014-7781
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'f j. • '7

Hamonick' tUllkc.

Obsalll •• D.tinic. 8 80:ls4a:! '9lasmoati.

B. Dirichl.t0'98 1110ba.

C. BamonicW t'uDkO. '9 ~.'

I: ha%SODiclr;1la tUllkcia, 0 nichl pojadn''9' toto t'.., '9ada flea.f
IIllI:tar!ob t;ysiUlIl.fch problll..a. Tyto probl'~ 8d. 'VIall: tommo".t
nab 111ama, atan'i' ae 8 nia! a..naf podrobnlji '9 i.orB paroiuDfoh
di1'.ranci'lIl.fch rO'9l1ic, ro'9nic ..atamatick' f';ysill:;y, ai '9 taorii potell
cilllu a harmonicll:!ch tUllkcfch.

•• DD'DIICK A zlrr,mrf VLAS1'JlOSTI

1,7.1] Daf'inica. "chi l' ja 1'Ullkc. d.1'ino'9anll Il8 ota'9fellll anolin'

(x) (i=l, ••• ,n).

xaG d.ri'9ao.

OaIlal!l&a symbolalll t::. l' f'UIIkc i

Ill.

A l' I It-~
i=l

xEG.

iam.... , I. 1'Ullkca l' ja ha1'lll0nic1t6 DB anoliDA G, jaaUU.

(i) l' ja apojit' Il8 G,

(ii) I::.t II 0 na G.

1IIl0lillll '9hob hSl'I8onioll:!ob 1'Ullkc;': na G o8nellaa £II(G) (1IIkd;r

pous. ~(G».

P08nM11:a. JkI'9Aici 6. 1'(x) = 0 (·na~· j. twIItoa t) .. f1kj

Laplaca.._ ~... Prflq a!'(G) jaw ta~ .poji" ..... J.8IIl-o'91

ro'9Ai...

1014-718l
- 267 -



Cviaeni.

H !i v 0 d.

'[\(x, y)

komplamiho

Ukalte.

Pro

(resp.

l!isla

Ie axietuje naepojit4 feAeni Laplaceovy rovnica.

[ x. y]e E:!' [x. yJ 1- [0, 0] dat'inujte

Cf2(x, y») jako relllnou (raep. imagin!i1'll.i) l!!iet

-(x + iy)-4. Pololte

t'(x, ri =
~(x,y)

e . cos 'f2 (x. y), t' (0. 0) = O.

PotOI! Ii t' = 0 v E2 a t' neu spojiU v E
2•

1'1., I Cvil!eai. Dokslte nIlsladujici vlsetnoeti syetemu

body, tj. pro ke!dtl y 1- x(eEn)
tsk. Ie h(x); hey).

(a) de,.., (a) tvoH (vzhledem k obvykl,tm operscim) lindmi prostor:

(b) Hecht he de"",,( 0), al c a otevt'en!i. PotOlll

he dt'",,(al ) (korektnliji llycholleli pslit hi al E £".,.(a
l

) i.

(c) Hecht a = U a",. 00e otavfen4. Hecht h je tekod
oC£A

t'unkce DB O. Ie he. Jeh/, (0",,) pro kddtl DC E A.

PotOIl he 'dt",,(0).

(d) Systa ;;em- (Bn ) oddliluje

existuje h E .?e"" (En)

1)1.41 Cviaeai. Uraete dimensi prostoru Je",,(O).

pro kaldtl kE.. V pfoipadl

• , v 0 d. Pro

[X:!.·.. ··Xn]~

ha1'll0nick4 aa ..

n > 1.

a kX:!.
oc E E1 je t'unkce

• co. k (x
2

- oc )

n =1 stl1eii na pol!tu

koaponeat llDoiiny a.

1'1.5[ Cviaeai. awl Fe. Je,...(o). RoshodDite, zds 1ae r vldy spojiti

rodifoit DB G.

1,1.61 Cvil!en!.

(a) awl a c In otevfoen4 lIDolina. t' t'unkca De a.

exiatujia Jt'
--;;- (i=l.....n). PotClll zobraseni
<7 Xi

[ Jt' (x)..... Jt' (x) ]

3~ dXn

lI'eoht aa

lIDoliny G 40 :m. bud..e anaah ~d t' (gradient t'UDkce t'l.
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Je-li v zobrazen;{ G do En' v = [V1••••• Vn] e exietuje-li

pro keMe xe G derivece·

G neZVeMe divarganct

(i=l •••••n). potos runkci

de:f'inovanou na

n

E.
i=l

" (zkretka

Dokalta. Ie : ~ r
za pfedpokladu axistenca

= div (grad r)

p~tsluAn#ch derivact.

a ~ o,
(Ja ovAa.

Pro x E G darinujlla

intarvalu (a.b) C ~,

a<Uxll<b}o

Becht g a6 derivaci v

aua G ={XEEn;

1\ x1\ = (&. x/) 1/2 0)

v(x) =x 0 g (UXU)o

Potes div v = 0 ne G. pr4vi kdyl axistuja ce 11 tat. la

(b)

g (t) " (s.b)

=c(naboli x
• I xl JL ).

(c) Becht runkce h" derivaci druheho ~du v (s.b)eE1 a nacht

opAt G = {xe.~; a < 1\ x n< b} 0 Pro xEG darinujama

. I'(x) = h( II x 1\). Ja-li n > 2, je

FE at'",dG). pr4v6 kayl exietujt ~tale 01' 02 tat. la

Pololtex
/(xll

h(t) = 01 \2-n + 02 v (a,b).

If 4 v 0 d. PlaU grad I'(x) = g°<ll x \I )

g(t) =; hO(t) a ulijte (b).

(d) Z:f'ormulujte podob~ tvrzan! pro pHpad n = 2.

(a) Pro n = 1 podejte charekteristiku Je1 (G) pro libovolnou
. otavfeaou Go

(:f') au! G C In otevhD4 mnolina (n > 1). 01= G. lIachi 1:

.. spojite dariuca druho!ho ~4du na Gj bua R:;> O.

\10Pro pololte

R2 t=
to \
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Potoa fe ~(G). pI'llvl kd)'1

Dokaltel

P.a~a. Uvidoate si ••e r (r(t» .. t. Podejte geoaetric

k.lI iJlterpretoci aob...,,_i 'f
(.) Je-li 11. 11

2 e deAl-(G). poll 11 je konstantDi na bid. t..-

pon_tl Dolin)' G. Dokaltel

(h) ..jdlte vlecha)' tunkce f je~ proaiDa4 a touto vla.tnost!1

Je-li 11 e.Je",,(G). je . f'" 11 edt'm(G).

"N , v 0 d. "jp~e 4Dkalte... f je apojit'.

(i) Najdite AUtU a pOlltoaujtct po4a:Cllll;r pro tunkc•

•• ve.:Je",.(G). ab)' 11 • v E )e..... (O).

I,.,.T I 'fIta. Bull 0 C:.. Aeprbd8. _a•• a ot..1'o_. Bu! f spoji-

t' f1IIIII:c. Aa I, ho_iet6 Aa G. Pot. e:ldatujt

111' lt2E hr 0 t.... f(1:I1) ~ fez) ~f(1I2) pro 11:0105. ze G

(tav. vita 0 ..cia. a aiJliau haraonickfch funkc!).

DokaIt.1

• , v 0 d. Bull.,. - oz f( z). a f - ••z f(z). .ch{
ZE II lI;E hrG

IIr > -f· 'ro aal' E. > 0 plaU pro funkci .(z) .. fez) + E z2

(Jo ovl.. ~ - z 0 z.) Bu!

t·47

- ..•
(i-l•••••n).jo

\

d 2,(¥- ~ '0

3zt
.a 41'Ub6 atranl jo vlok

-. > - ••

Protole Jo

8. DIBICBLJ:l'OYl *-ellA

• ~ G ~~. Sal f

..chl .ziotuj. llpejiU 1W*oo

Dafillic.. ... Gc:.. .t..,I'o_.

apojit. tuatoo .. KlI'aIIiel aIlolin)' II•

• .. I , ..... Ie

•• Je_(O). • - f no hr G.

'ot. ftIIIkei • .....,.,... hl.1l1a II1richlotC!!J dlob,y (pHe1 7 '

- 2TO-



k aDolini G _ f'uDkci t). lID.olinu G(; ~ nanna recal'mi.

jastlile pro k e ! d 0 a tunkci spojitou 118 br G existuja ~aAani

pHSluA_ DirichletoY7 11l~. lID.oIiD.7, kter4 najsou regulllrni, nanaJlla

iregulu..u.

1)7.9J !!!!.. (jednosnaClnost Dirichletoyy 1110Q).

sua G C ... _seu ot8YhM aDoUna. sua t apejiW f'tak.

D_ hr G. Potc. arlatuja nej,,;fb jedJrD fidem DiriohlatoY)' 111_

p~ialu1D' k t _ G•

• .. " 0 d. ~ijte 17.7.

In .10 I CdCleme. I_ pMk18dl ulI:alta, Ie phdpoklad oJll..enosti ja " '1.9
podst_tIII·

• , " 0 d. Zkuste poloUt G - t :K E _.1 a:K n > 1} at- 1
A8 br G.

1)7.111 C"iClen1.

(a) s-d G c'" OMseu otnhM. .echi ha j. peel., .,

.tunll:oi apoji t;fch A8 /I a ha!'ll.OIlicJr1oh A8 G. ..( ,..loup-

noat {1Ia) kOD'f8rpja atej__1'111 na hr G. Pot. {Il.al
konnrsuJe eteJn_l'I1I De G. :Dokaltel

• , " 0 d. Ulijta )7.7•

(II) Pro r> 0 palone G - { :KE 1.1 O<I\lI:lI < r 3,
Deahl "le t(lI:) .. 0 pre 8l1:l\- r, teo) - 1. Ukalte,

Ie naexiatuje hlani DiriohletOY)' 111~ pflialu1a1 k t a G.

ja

o ...
He. - p

~ p

hleJU P Diricbl.~

o ~ p ~ 1 A8 G.

• {lI:6-'1 f< h' <' I'}

P1'edpokl6lejte, Ia exietuje

Y)' l1loQ pH.lda k t e G. Pot_

Pro ..1'- E > 0 u"elujte De Gt

t1mII;oi Jle (lI:) - =p(lll:l) + per) , kde pet) - 10' ,
=p(e) + per)

pro D-a, pet) - ,2-D pro • > I. Protoh Be (lI:) 

I :K I - r, BE (x) - 1 pre UlI: 1\ - E., ja f'lmkoe

uaodoW a Il8kled1a6 Da br GE • PocU.'7. 7 ja HE

A8 Ge.. l1Di noUe ••0. Pre bid' Ee.(O, 1 sll)

• , " a 4.
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o ;;i F(z) :::!: He (z); odtud. pro e."" 0+ vyjde F(z) " o.
Je tedy F" 0 na G, tak!e ~(o)" 0, ao! je spor.

(a) rrans~oDllujte Laplaaeovu rovniai do poUrniah soui'adnia.

1:17.l21 Pozn*nka. lInoUna G, z pl'ikladu '7.ll.b je tedy iregullirni.
V dallii. seatroj1me pl'iklady regullirntah mno!in v W2• lIno!inu v§eah
Itomplemiah I!iael ztoto!n1me obvyltlia zpOaoba a E2, Pl'ipomeiime, h

.if " eee r + i ain r

C. HAIlIIJJIIcn FlBKCE V ~

1'7.1):1'1 Cvil!ellli.

,(a)ll'lInoUna U(1I0, a) " tZEE2; I. - zo' <; aJ je regullirni.

pro reo (O,R), fe <O,21i:') (tCllauto integrtllu se nllltdy !'iltll

PoiaeondY inte~l). U(1I0 + R .if )" ~(1I0 + R eiy> ).

Doltalte, !e fUnkae u l'e§i Diriahletovu d10hu pl'is1ul!nou

It ~ a U(1I
0

, a). [Derina! lIB integral!n1m znamen1m zjistite,

Ie U je ha1'll0niolt6 na U(1I
0

, R). »Okaz spojitosti u ns

U(lIo,R) je ponllltud obti!nlljAi.]

(b) au! G C 1:2 otevl'en, h hal'llloniak6 ~unk:ae na
u apojiU psrai'lni derivaae deah l'ddd na G.

G. Potom
Dolts!te I

h

maHa oItoH bodu

N 6 v 0 d. Zvo1te 110 e I) a vyhtl'ujte, h v doatatel!nA

PouUjte '7.9, '7.jJ.~i\ e vAtu 0 derivo-

1014-7781

v6ni za integral!nim zn8lllen:ht.

(0) Pl'i atejnllm ollnal!emd jalto v (a) p1atil
51"'

U(1I0)" 2;; J ~(1I0 +R .i1' )dJ (tn. vUa 0 prOmllra).

-~

(d) aua h hal'lllonicld a ouzanAl" 12, PotOll je h Itonstantni

. (tzv. Liouvi11eo"a vllta).
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If 4 v 0 d. POlIOe:( )7.9 a )7 .1'~C odvoc!ta, Ie pro kald<! R> 0

ja 11(0) .. 1 1st
i&7' J z .. r a i ep •2k heR a ) 4 • Zvolta

~.

Pro R> r odhaclnite I her aiep) - h(O) I pomoc! Poissonovs

integr41u pro U(O,R) a uval!ujte R _ 0'" •

of'
(a) sue! G C B2 oblaat ( .. otavtan' a souvia14 mnol!ina), nachi

~CiJe2(G), hn ........ h v G. Poto.jabu! h£ +00 ns G

nebo he~2(G) (tzv. Barnackova vita).

H , v 0 d. Najprva dokaltal

(*) Sue!ta takov', la h(z ) < + 00o

U(z R)CG Poto- h -_ ha 0' • -""ll v U(z ,R).
o

K dOkazll tohoto tvrzaAi zvolta E > 0 tak, aby

U(zO,R + E.) C G; nyn! vyj'df'eta hodnoty t'unkca

II-. - ba (a > n) v krubu U(zo,R) po.oc! hodnot t.to

t'UDkca na hr (U(zo' R+ E» (Poiaaono.v intagr41).

Pro z E U(zo,R) vyjda odhad

o-:; ha(z) - ~(.) ~ (R;e/ ('1.(zo) - hn(Zo») •

Odtuc! Jil tvraeDi v ("') plyna.

PoloUa II" {zeG; h(z) < co}. POlIoe! ("') dokalta,

Ie II ja otavf'eD4 i uzavtaD4 v aouvial' anolinl G.

Ja-li II .. G, Ja podla (* ) t'unkea h hal'lllonick' na G.

(t') su! GCB2 oblaat, he se2(G), hii: 0 na G. PotOlll ja

bu! h;: 0 na G anebo h> 0 na G. Dokaltal

N , v o d. Vylattujta poaloupnoat ~ .. n • h a pouUjta (a) •

1'7.141 Poan4aka. Vltlina tvrza., t'onllulovallleh Y '7.1) pro B2 , plat! obae-
ni i pro ~. ('lyalovta ja kupf'. tU pro ~.) Vyj'df'eni Poiasonova

intagr41u Ja ovl.. jiM.
ZaU. v!aa, Ie v B2 ja libovollll kruh regulllrJlli mnol!ina, kdetto krub
a nihol! ja "vynachu" atf'ed Zo Ja anolina iragul4rni. VeniU tady

otbka, jak poznat, zda dan' anolina ja ragul'r:Ili. JIilkteN odpovlc!i
na tuto ot'.kll a 4al1t int'orRaea 0 DirichlatoYi dloaa v Bn lza nal'zt
napf'. v pttatupDl pa.... 514nku J. llattk: Dirichlatova dloha, Oaa.plat.
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1,.,·15I

mat. 82 (1957), 257-a8a, nebo ve akriptech teorie potenci41u II.
(Vis t41 [oJ IIJ , kap. XIII, § 10 - cvH!en!.)

Po' t ..... VlanIII.e ai movu n6kter!ch vlaatnoaU hsraonick;fch t'un!l:c!
..~. Uvalo..U jaae proator' X = la a jeho' otnhu podanoliJu'.
EIol44 otnhD4 1IIl0linl U' jaM p1'il'a4ili ayat'. 1'unIl:c!, ktert jaM
snallUi de (U). Vae, Ie Je (U) je lin811m! proator rdln;fch
spoji t;fch 1'tmkc1. ..... tedy de1'inov'no sobrase:n1 (osnall..e ho ;;e. 1

Je I U ----+ de (U) ayat~au otnhu;tch 1IIl0lin v X. toto sobrallen!

JUl vlaatnoatil

(i) Jaou-li Ul c. Ua otevi'en4, je Je(U~) c .Jt'(Ul ) .

(11) Je-l1 U' Mu"', U'" otevl'enll, a je-li l' 1'1mk ce

Il8 U t;akov' , Ie l' E ~ (U«:) pro kaldll 0<-, potOll

1'. ~ (U) (dopouJUae lie 84e .enUch nekorektnoaUl.

Iob,.aenf a tI.ito vlastnolltai lie naa;fv' evazek ("ahea1'"l.

DIV.• va., Ie v X a:datuje "doatatealllll" lIIlolatv!. regu3.tlrD!ch mnolin
(phanlji 1'elle_ e:datuje otevh'" bUe .etrickllho proatoN la' kteri
je tVol'ena regaUrmai lIIlolin_il. Zjiatili jaM till, Ie liaits nek1e
eaj!c! pOllloupnoati haraonick;fch 1'unko!je bu! 1'Unkce haraonick' nebo
t'un!l:ce identicky rovna + ~ •

V pi'!padl ~,o kterlla .luvw, byly ha1'lll0nickll 1'unkce de1'inovtlll1
jako apojit' hlaat Laplaceovy rovnice. Je ovl... ulitea.. ~let1'ovat

,scela allatralttllll a..&ky, kteri aaj! vlaatAollti VYPllanl! v;fle. V de1'ini
ci regu3.'l'SIt IIIlOU~ je pot.. vhodn' poladovat, ab)" pro kaldou apojitou
t'un!l:ci l' nll hl'llAici e:dlltovalo pr'vl jedno hlen! Dirich1etovy 1110b)" ,
kteri je nes'porM, jakaUe l' =O.

Ren! nutnll vlet1'o..t podmnol!iJu' 'Ia nebo I., tyto proator,y 1..
neh'radit jiat1ai t1'!4aai obecn;fch .etrick;fch nebo topologick;fch prollto
ra. !eorie, kteri vyletfouje vlaabloati 'obecn;fch hs1'lll0nick;fch 1'1mkc!" ,
•• naa;fv' azi...tiakll teori. haraoniok1ch prolltora.

101.-7781
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Of t I( ... '8
Nlkter4 Ylty 0 posloupnostech

Obash: A. Cauchyova vita.

B. Stolzovs vita.

•

.... C...u::HlOVA rn...

Cauchy ova vita.

ja..... posloupnoat

Bud {an} pOl!lloupnoat

I b} vztahea: b "..!..L • a n

re'ln!ch a!sel,4efinu

(al + a2 + ••• + Sn),

Poto. platt: extatuje-li liaita lta .. "'" (vla.tDt, nnlestn!l,

exiatuje i lta bn a lta bn ".... Dokalte I

If , Y 0 d.

(al Ifecht sprvu "'6~. Exiatuje IC> 0 tak, Ie lan- ...I~IC

pro ylechna ne If. Zvolte £ > 0 a najdlte inde2;1

no' ~ (n1 :> Jlol tak, aby

Ie. 1 < e
pro dachDa- ...

2
'n> a o

b o <: e pro ylIeclma n » ~n 2"
(na aU. s'via{ a l ? ) a vyulijte nerovaoati

..!..
a +

pro kald. n:> nl' Obdobnl pro nsvlaatn! ... (vb til t D II J ,
kap. II, I 4, Ylta 28 a cviaent 2).

(b) Ulijte Stolscvuvlltu - '8.6.

Poan'aka. Vita z edstavce '8.1 sloul! jako z4klad tzv. Cesarevl
sattee! metodl (ds Una 4').

1,..2 I Cyiaent.

lta e.'

1014-7781

Ukalte, Ie adle ezistoyat lta b. a nenua! exietovat
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Vita. sua
lIn+llill --",J..

~

Dokaltel

t~) poeloupnoat kladn,1ch Iliae!.
n

Poto. exiatuje i lill ~ a

lIIecht existuje
n

lill ~ = J.

a:> D'le vyulijte posnatku, !e

• , 'I' 0 d.

(el sua nejd~ive

pro bleW

o < J. -c + ""'" • Zvolte E:> 0 (0 -:: E <. Al

tak, aby ~ (A- Eo In-no -c 8n < ~ (A+ e In-no
• 0 0

n
lila Vi:" 1

n
.J.-e.<~<A+f

pro kald' A:> ~. Obdobni pro A" 0 Ili J." + 00

(b I Poulijte toll Callchyovu "itu ne "!res

t (10. "1 + lo.(a/~)"'··· + log (~/an_l»)'

Cdaenf. Dolullw

lillW ~+l :so
~

obeonijli t'frzellii, Ie vldy (ap :> 01
n n

li.W va;:== liuup va;. :; l!Jaaup ~+l

1'8.5l Odaelli.

(a) POAoei vit7 )8.' vyevitlete, pro/! je Ceuchyovo kriterium pro kon
.... rpaci fled "silnlijli" nel d 'Uelabertovo kriteriua•

• alesnite d'le p~iklad hdy, 0 jeJiI konvergenci lze rozhodnout
CauchyovlJa, ale ne d'Ue.berto'l'1a kriteri••

(b) P.lIIIoe! vit7 )8.) Ilkalte, Ie lill -1L " e.

~

B. STOLZOVA viu

1'8.61 Stolsova vita. Ifechi t ~) je libO'l'olM posloupnost a {7n\
je rostoue! p.D8loupnost re'l!ltch /!ieel, kteri Dlln! shor" o.ezen'•

•"chl existuje ("lasta!, Aevlastail lillita lila ~ - ~-l " J..
n~O'I 7n - 7n- l

POtDII

1014-7781

" J.. llokaltel
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N Ii v 0 d. Ddkaz rozdAlte II8 dvll Illiati.

(a) 4 G~. Odvodte z def'inice laity lInplikaci

V
E>O

- 4

a pomoci toho odhadnllte vtraa I~ - 4 I
(b) A - nevlaetm. Ukalte,!a je aolno pouUt (a) na pfoe1'ric8IloU

hodnotu.

I)8.71. Oville••

(a) Srovnajte Stolaovu vlltu e l'Hoepitalo1'ta pra1'idle••

(b) Ukalte na p~1kladech, Ie Stolaovll 1'lltu nen! aolno ·"obrlitit".

(c) UkaUe, Ie nel.e vynechat pfoedpoklad ne_zenoati poaloupnoati

(d) POIIloci Stolzovy vity urllete
n2 ill:

ial
8- a-n 11:+1n

,

lill Bn' II:da
n.-.OO

1014-7781
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TEll A '9

HromB~ hodnot7

Obaah: .... Bramacm41 hodnot7 posloupnost:C.

B. Poaloupnosti tunkc:C.

C~ Pi'ero.,~.,Uj !'ad a komplexnimi ~leD7.

.... HRClIlADIl't HODllOTY POSLOUPNOSn

139.11 De1'inice.

n!ch ~:Csel

B* ({Bn»

nechl: Mla

1'9.2 [ CYi~eDt.

Zopakujte ai pojem "hroaacm41 hodnoty· posloupnosti "l!Il

(.,is kupf'. [D II] , ksp. II, § 2>. OznB~e eymbo1em

mnoliml .,hch hromBdmdch hodnot pos1oupnoaU { an) ,

B ({lin» = B*({an»n~.

(B> Udejte "",tah 11. eup an' lim inf' an B H'" (lBn}>'

(b> Posloupnoat tan) je omezBDl!I, prhli kdyl H (tBn) > = H'" <{anl>.
(c> Naleznlita poaloupnoat { an) tBk, eby mnoline B(tan» byle:

(0( > pmdDll, ( ~ > jadnobodo"", (iT> d.,oubodod, (cf > cel' ~ •

. Cyi~em. sua aE~. "chi ~,. n a - [na] (tn. zlomko.,l!I Mat

~;(ela n a>, n = 1,2,.... UNate B( t an .}~l v z'vialosti

na toa. zda a je cel', racion'ln:C ai irecionl!l1D:C. Viz kupf'.

[D II], kap. II, § 2, cda. ~ nebo t41l11a 46.

1,9.4\ Cdaas;(. Dokalte nl!leleduj:Cc! tvrseJd;

lllechl: l' je apoji tl!I tunkce na uza'fi'elllll. intervalu J c ~,

nechl: tan)c:. J je poaloupnost takod, la lIt({IIn»c J.

Potaa H ({1'(an » ) " l' (H ({all» ).

N , v 0 d. Uvalte, le jde 0 ~dkas dvou. inkluz:C. Pf'i ddkesu jecm' ulij

te napf'. Bolzaao-Waiaretraaeovy vlit7 0 hro.ecm, hodnotl amezan' poa1oup

noati, pf'i ddkasu drub' pBk Reineho de1'inici limity.

1014-7781
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a.

ceUst-

Cvi~em.. Naleznite H ({ sin n §t' a J::l) v zliviSlosti na

Ukalte odtud, Ie lim sin n x existuje, prlivl kdyl x je
n"'oo

vym nllsobkem k.

N II v 0 d. PouUjte )9.' a )9.4. Viz till [D II] , kap. II, § 2,

cvi~. 6, 7.

1'9. 61 Cvi~en:(.
(a) Ukalte, Ie mnolina H ({ an }) je uS8vi'enli" 11 pro kaldou

posloupnost {lin}'
(b) Ilaskitll ae oUzka, zda charakteristika lIllolin 1t({lIn}) pom6c!

uzavi'enosti (v (a» je uplnli. Odpovl& na tuto otlllku je pozitiv

n!. Dokalte, Ie 1ibovolnli uza"fenli lIllolina v 11 je mnolinou ko·

ne~njch hroma4nfch hodnot ur~itll pos1oupn08ti.

If II " 0 d. Viz [Q - 0] kap. 5, § 2.

Poznlimka. V [Q - 0] je pod ~arou k tOIlUto problllllu uveden "jed-
nodulli" nllvod dOkazu pi'edeI111ho t'frzeni od ruskllho pi'eklsdatele.
Je tento dOkaz sprlivnf?

1)9.7* I 'lYraeU.

(a) Bu& {aa} OIDSzami poSloupnost. Pote. mnolina H(t~}) je

seuvislll, prlivii kdyl nistuje vybranli p081oupnost { Yn} • pea

loupnosti t a1aJ takoVli, Ie H(tlln) = H({.ynJ) a liaita

1111 (Yn - Yn-l) = O. Dokaltel
n"'-
Uviidomte ai, Ie v twato pfipadii (poulijte )9.6.a) je lIllolina

H({~J) bucho jadnobodovll nebo ja uzavi'el!if interval.

Nil" 0 d. Nech£ je splniillll podm!nka 0 vybranll posloupnosti a

nech£ posloupnoet {an1 nen:! konvergentni. Zvolte

~,x2E.H({anJ), Xl <: ,. Staat nyn! doUzat, Ie kaldll

Je (~,,) leU vanoUni H({anJ)' Druhll impUkace je snad-

nijl! •

(b) Je pNdpoll:lad OlII8zenoati posloupn08ti {~} v bodl (a) pod
statnj?
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B. POSLOUPJ:OOT FImt.C!

P~ipomaDme YAtu, Ie z kald4 omezenA poa10upnoati re41njeh ~iae1

1ze yybrat konyergentDd poa10upnoat.V tomto oddi1e uk41eme, Ie tato
Yita nep1ati pro poa10upnosti re4lnjch funkei.

1,9.81 Definiea. Ramellle, Ie poa10upnoat fwlkei {fn} na mnoUni II

je atejnA ollesaD, jeaU!!a exiatuja "> 0 tak, _Ie neroynOllt

Ifn{X) I ~ I: plat! pro deehna xE;:1I a YAeehna nE.R.

1JII:41ama Y da1UlII, Ie axiatuje pos10upnoat fwlkei {fn} stejnA omeze

njeh na nAj8k4. intBMa1u< a,b > , pro nil lUnA podpos10upnoat

nall:onyerguje.

j,9.91 P~ik1ady. Buate tn' Sn detinov4ny ns <a,b >c E1 pNdpis8lll1

tn(x) " sin n x, Sn(x) = n x - [n x)

-Ull:alts, Ie l'dJa podpoa10upnost poe10upnosti t f n) ani poeloupnoeti

{an) nekonnrpja na < a,b >. DoII:8lte toto hrzeni pHilO bell po

lIOei n'sladUj1a1 YAtT1

sa znaloatai tuna Lebeaguaoys integrtllu lBa odyodi t Yltu znsanA
Obsanijl1.

139.10,.:1 Vita. Bua t olllazan' , labesgueoyaky integroyateIn' fwlkea na inter-

Yalu < 0,1> (tj. t~£(O,l». RosAit'me t periodiell:y na E1
a pariodou 1. P~dpokl'dejllle d'le, la f nen1 na interva1u <0,1 >

skoro vluda royne jiat4 lI:onatantl. Potoa I'dn' podpos10upnoat poe10up

nost! {t(llJI:)J::l nakonYerguje ua UdnAm inteMalu <a, b > C Er
B' , Y 0 d.

Pro liboyolDl o...eni interval .< 0<. , 13 > c 11 je
~ 1

(*) lta Jt (u x) dx ,,( ~ - "")Jt; ozna~ma
n~" 0

'"

&=11

g(x) na< ajb> , zYo11te-1i
/ /' p../ ,

g = 1im--ff'('\' x)dx =( ~ -"')11,
II:~-

aG

Odtud p!yne, Ie

jSlle pouli1iT) •

t{~ _x)~

- f3
jut f

~ '"
ta"",) (/I(x) -.) dx " O.

e.Y. Y < a,b > (jak4 YAty

<0<. , f3 >C <a,b > ,

(ii) P~dpokUdejme, h

1014-7781
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(iii) Aplikujeta-li (~) na :f'unII:ci \ :rex) - II I a intervsl
-8-

<a, b :> ,dostl!.v4ts lim jl:r(~. x) - III dx '"
11:-)00

tV

a

aladx,

,A-

dx s j I g( x) - III dx = 0
..,
~

/ I :r( x) - III dx = 0(vysvitlatel), tudil

f =)( a.v. v <0,1> •

Zopakujte si n4sledujici vllty 0 pf'erovn4vlln! hd.
00 .,.,

Hecht hda L: an konverguje abeolutni (tj. ~ (. I < + 00,
n=l nsl n

an6 J!i) a m4 soul!at s , Hecht { ~} je proet4 posloupnost obs ahu-
00

jici pr4vll vAechns pfirozen4 ~!sl•• Potaa fada ~ ~ (vznik14
k=l '"'k

z rady

soUlet

.-
L a "pferovnlin!m" ) je takll sbaolutnil konvergentni a m4
n=l n

s (viz [D II] , kap , III, § 2).
00

Riemannovs vital Hecht fada 2. an a re4lnj1li ~leny je nesbsolut
n=l

ni konvergentni. Bua s~ El (pHpadnii s '" + 00, S = - 00 ).-Potom lze hdu L an pf'erovnat tak, aby mBa soul!et a (tj.
n=l

eristuje prostl!. posloupnost {nk} obs.hujici pr4vi vliechna pfirozen4-~isla tak,!e 2 an. = a). (Viz CD II] , kap. III, § 2.)
11:=1 --'"

Vllta. ....
(a) Bud dlins konve rgentrd fads 2: a. Be sou~telll a. Buate L > 0

nsl -n
e [ ~J prostll. posloupnoat obsahujici pr4vli vAechnB pfirozen4-~isla takov4, !to In. - k I < L. Potom fada 4 Sn. je

- '" k=l --I[

konvergentni a m4 soUlet s ,
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N a v 0 d. Oclhadn6te rozdH

m

z
k=l

s vyu!i tim

Bolaano-Cauc!l;yovy pod!RinkY a t eho , Ie 11111 a = O.
n"'QtO n

diverguje (reep. leonvergujs

....
2:-
le=l

(b) Ukalts. Is tvrzeni z (a) Delma oheen! zlepAit. tj. js-li dana

prosta posloapnost l~} obSahujiei pravA vAeehDa pfoirozsna <!lis

la. pro nil lim sup I~ - k 1= + 00 • existujs konvargentni
k~+-

foada ~ 8_ takova. Ie
n=l -u

a

00

Z a i.
le=l ~

(e) VyAetfoata••da platil ....
Pro lealdou nsabeolutnA leonvergentJllt foadu .2. sn a pro kaldou

n=l
rostouci 1'unlcei 1'(x) ds1'inoVRlIDu na < 1.+ 00). lim 1'(x) =+ OC>

:Z~+OO

sxietuje ·pfoerov.w:.1" {~) tale. Is l~ - lei ':5 1'(le). k=1.2 ••••- '
a ~... bwl divsrgtljs nebe konvsrguje k jin~.u sou<!tu net

k"l "k

(L.e jeltA Davie hodnotu tohoto sou<!ltu pfoedepsat?)

....
• " • (::;E ~)

n=l
ktera vsnilcnou •

00

Oana<!lw. awl dana foeda Z ~ e k 0 m p 1 e x n i • i <!llsny.
n=l

ozna<!l.s laDolinu sou(!ltd vAach konvergent-

hd,y ~ an pfoerovnl!n;(m. Dale zaveC!me
n=l

toto o.nallen11 Rs+." max (Ra •• 0). RS-lIl = ...in (Ra lIl. 0),

nich fad.

Syabol_

IIl+ • ••ax (Ill •• 0) • IIl-. = ...in (Im •• 0)

pro kald' .eli. Zhjlal jsou to D8lIlaporna Ilisla a je

+ - + - IIl-Re ."Re. - Rs •• IIla=IIl III .,
IRs •1" Re+ • - IIIl .1" I.+ • + III-+ Ra •• ••

011811 .b!vajici Ilasti je lIlobacn5m;1 RiamsDDOvy vllty na foady IS koma
plaxnai Illany. V literatufoe je POWlS uvlldAno. Ie nsablSolutn! konvsrgent
ni hdu IS kOl8PlaXllliai Illeny be pfoerovnet tale. Ie vjsledna nda divergu
je. PIaU dale lRDoh.. obacnlljli vlltal

1014-7781
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0'"

awl .2 an konvergentn! !'ada a komple:m!mi ~leny. Potom bud II
n"l

obsahuje jedint bod nebo obsahuje pr4vi vieohny body jist' p~!mky

nsbo ob&ahuje deehna kOlllplem:! a!ala. Jej! ,dOkall je upraven II al4nku

V. Jarn!ka: Ober UIDordnung unendliehen Reiheu., Vistn!k Kl'lll. Cas.
Spol. Nauk 1927. kda ja vylietfen mnohem obeonAjA! p1'!pad.

. 00

OOkall vity rozloUme na nikolik Mat!. Rada 2 an bUl! sUle
n"l -hds a kompl. l!lany. Zfejmi staa! p~edpokl'dst. Ie ~ a "0.

n"l n

an "0. Potom pro kald' re'ln'....
~ aa- (lin e-if)
n"l

bud obi konverguJ! nabo obi divarguj!.

N , v 0 d. Sporem.

Je-li
00

2. ~ " 0,
n"1

DO

2. \an \ < + 00. je dle zn"" vity
n"l

(viz I1vod) II(~ lla) ,,{o}.
00

Neeh~ v dalA!1Il ~ aD " O.
n"1-~l \S.rJ "+ 00. Vzhledam k )9.1) reslU:ema dva pl'!pady:

I. pro alespon jedno r;
II. ~ IRe (lin e-iCf) I " + 00

1l"1

UE~.

00

<Po tak. Ie ZIR.ra e-iTo) \<+00.
Ie n"1 \: m

i :Jt'
ja pl'!mka u e iC<P0+ 2" )

Neeh~ exiatuja

Potom

1)9.141. Pl'!pad I.

N , v 0 d. Z )9.1) a z
CO<>

~ \s \ ,,+ 00 vYPl!v'. Ie obi ~adY
1l"1 Il

~ Re- /••-i(ro + ~)'
D"1 ~ Il • /

1014-7781 - 28) -



jsou divergentni. Radu
oc> J£
2: Rs fa e-1(1'0 + 2») "
n"l \'n

00

.2 Im (a .-i'"('o\
n=l n ;/

1.. tedy p!'erovnat k libovoln'mu aou/!tu (je neabaolutnll konvergentni

s rell~ ~lenyl. Hakonec sta~i uvllUt, Ie abs. konvergentni !'eda
0<> i
Z Re (an e- f o) U sou/!&t O.
n=l

1'9.15[ Sm4r divergenca. Nejprve dokelte toto tvrzeni:
....,

(a) awl dline hda ~ lin a necht
n"l

~Iznl " + ex>. Potom exiatuje elespoii

jedno r, 0<; ~ 'f <!!: ~ (nazivanll smllr divergenc. hdy

-L s ), ktsN U tuto vlaatnostl Pro kald' c! > 0 je
n"l n

,,+ 00
, ,

kde aMUm. phs ty index;y n, pro nill je

H Ii v 0 d. DOkaz proveate metodou vlolen1ch intervsld, nebo sporem
s aorelovou vlltou.

Potom v kald'm otevi'enllm ~hlu d'lk:r

( b)

(c)

lInoUna vllech amllm divergsnce dan' i'ady je uzsvi'enll.
<>0

LILa necht pro kdd' reliln'
n"l -..

" + 00

00

n. sxiatuje alespoii jedsn smllr divergsnce i'ady ::E an.
n"l

N Ii v 0 d. Poulijte tvrzeni (a) na ~el (r -f ' 'f+~)

je

Pi'ipad II.

(a) .echt a "0n IS ~IRe(a ,e-iCf')I " + 00
n"l n

Potom lze tuto i'adu pi'erovnat k libovoll1l!mu sou/!tu.

rellln' Hecht a jsou amllry divergence

1014-7781

• Ii v 0 d. Bas ~jmy na obecnoati bill! 'fo" O. Ukalte nejprve,

Ie posloupnost t an ~ 111s rodoUt na ~tyi'i "disjunktni'posloupnosti

{~}, {~}, {~}, {~} tak,le
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00 00

~ Re bn : + 00 , :E lIm bn I < + 00
n:l n=l- oc>
;E Re b := - 00 ~ lIJa cn \ < + OQ

n:l n ' 11"'1

00 """"~ IJa llon = + 00 , L- Im f'n : - QO ,

n:l n:l

Ia llon ~ 0 Im f'n < 0

Volta najprve' bn a cn na z'tlalloli toho, Ie
<>0

jsou amliry lloivsrgenca falloy ~
n:l

fo : 0 a

Js-li z libovoln4 komplexed ~ialo, bua

ni" reliln!ch ~liBti kol..

taktOl 'Pomoci lloj a f'j zejietime

~liBt! kolam b, pomoci bj e c j "IcOllih'-
00 -a. Na BoOOty ~ Im b , z Im cnn=l n n:l

-a + bi !" • - i 2 (I.a bn - IJa cn ) .
n:l

P1'erovn4ni !'alloy k soootu z nyni .konStruujama pooobnl! jeko v llodkezu

Rismannovy vlity poetupnli

"komihAn.!" imaginlimich

ne.ueime br't ohlallo, nabot jsou to i'a"y abaoluti1li Iconvsrgentlli e jajich

BOOOty jame jil oos~atli. Na ~laAy ae dj a ae f'j ovle. br't ohled

musimsl (Proveate va1mi dstailnlil)

00

(b) Hecht 2 Bn : 0,
n:l

<f. Hecht sxietuje emlir "ivargellCe

pro Icald.

pi'erovnat Ic libovoln4.u aoulltu.

tak, Ie-~ an
n:l

cP+J1;"
/0

nend jaji smlir divergence. Pote. l.a !'ellou

N , v 0 ".

(1) Po"le 39.15.b,C exietuji amllry divergence 'fl' f2' 1'a"y
00

~ ~ talc, Ie
n=l

1014-7781

a 'fl je IIl8ximlilni, <f2 je lIlinimlilni (ll8krea1ate I) •

V I1hlu (otevi'anf.) (r1' 'f2 + 251;) nani tady Udn;f smllr divar-

gencB, tj. f'2 + 2% - 'fl <. :n: a te"Y
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cP < % ,
I 0

o < fo - 'f2 <:. % •

(ii) Bud &Ina t!'i a!sla 'fo' fl' 'f2' kterl1 vyhovuj! nerovnosti

uvedanol v boM (1). Potoa lze ka!dtl komplem! C!!s10 z vy-
i . i

j l1d t'i t va tvsru z = 0(; e 'f0 + 04. a
1
'fl + oc a 'f2

012

kda aGo' d .oC
l' 2 jsou kladnl1 C!isls (vypoC!ti!ta <£0 s 0<::1

poaoo! 0(;2' 1m s, Ra s I).

rozlobla'disjunktni!"ns C!tyi'i nekoneC!ntl pos-

+00 ,

= + t:::>O

tsk, eby

! \1m (bn a-irO) I <

~ 11m (dJ:l e-ir2) I
n=l

= + 00,

..., -if I
-=:;- 11m (e a 1) < + 00£- n ' ,
n=l

....
2. Ra
J:l=1

<>0

2Re
n=l

(iii) Posloupnost {~)

10upnosti ~bn} I {on" tdnL

-ir.
(bn a 0) = + 00 ,

(Vyulijta toho, Ie Cfo' ri' 'f2 jsou smi!ry divergenca.

lIakonal!nost pol!tu z])Yl.!ch C!lanll nezspolllente zajistitl)

(iv) Bud dlino koaplem:! 6!s10 z. lIejprve utvol'me

•s "o

..... -iet> i(r: +tr) 00 -i'f2. rm (b a 10) _ a 1 2 ~Im(s e 1)_
n"l n n=l n

Her, +;!) oQ -if:
_ a 2 2 .z. Ia (d a 2). Jednotliv~ kroky nyn! reelizujeme

n-l n

taktOI Vyjl1dHilla

a zafoadime bJ:l' 0J:l a dn v ainimollnim poC!tu, ala tak, a])y

-ir. ~ -i~
L Ra (bll a 0) > ~j i z; Ra (011 a' ~>.A.j

-if:.2: B.. (~a 2) > ~j' Polo!ime Sjn = Zj - f'jn -

i'fc -i", if. ~ -i'fj if: -!If:
-8 ° 2.B.a(b.a o)_a lL.Ra~na l)_e 2'zRe(dna 2).

1014-7781
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(Sumaani inde~ neapeci~ikujeme.) OpakovAni tohoto poetupu rea
lizuja hledan<l pf'irovnlilld. (Proveate dehilnlll).

tak,!e lim an ,. e.l
j-+ 00 j

exiatuje

00

Aadl! ~l ao p~ihdme mnolinu • (~ 80),

kdeco! je mnolina v!lech hromallnYch hodnot poeloupnosti {en}'

sn = i~. (Koaplemi ,!islo a € a (Z 80) , pr'vl! kdy!
k=l 0=1

nekooe~n8 posloupooet p~irozentch ~iael {OJ}

~.17l Hromadnll hodnoty.

Uka!te, !e plati tato tvrzeoi: (analogick4 '9.2, 6)

(a) • (~l ao) je uzavren'.

-Z. a
n=1 n

( b) Je-li Mne V komplemt rovioli

tak,!a a(~~)
uza~en' lDOo!in~

,. .. ., exiatuja i'ltd8

N , v 0 d. Zvo1te v » apoaetoou hue~ou mnolinu 8 d8~ioujta

(c) Vy!leti'ltta, kdy a(~ Sn) ,. fIl
n=l

N , v 0 d. Pokuste 8e najit vztah a tvrzantm '9.1).
00

(d) Vytvo~e ajednoceni a(~ e~) kda uvsluja.a v!lechns

pi'erovnAni {~} . Ne p:f'ik1adach ukalta, Ie tate anoHIlII IIdl.

"

bft pr'zdn' oabo tvar\1 fo + r l f1 + r 2f2' kde fa' ~l'

fo jaO\1 komplexni ~is1a a rl' r a · jeou bUll oula o.bo pro

biheji vAechna cel' oabo vAechoa re'ln' ~ia1a (6 rdzn!ch p~ip8ddl.

Lze uk'nt (vis 'f;tlle citovant ~lwk V. Jamika), I. tim jaou

'fy~erp4D3 vAe~ molnll p~ipady.
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.

I:ri tliria konvergence i'ad

Obaah: .l. Ifutn" poda!nky pro konver&enci i'a~•

B. Obecd kriterilB konvergence.

C. Integrl6lD! kriteriua.

D. ZObecnin! aademardavy vity.

II • Zobacnln! integr4ln!ho kriteria.

.l. IllUTri pODIlfma: PRO ICOIfVERGEIlCI ilADY

C'I'illam!. Podal!nka lim aa = 0 je nutnou pod,.!nkou pro konvergenci
n+-.....

i'ady 2: ~. Uka!te na pi'!kladi, ~e tato podm!nIta nen! postBlluj!c!
n=l

pro konnrgellCi tekov~ i'edy.

140.21 Cvillem. Ukalte ne pi'1kladi, Ie pro posloupnost {an} nez'pornjch

~ nll!aal naatall! roVlloat lim an =0 ke konvergenci ~ (-1) • an.
a-.oo n:rl

Srovnejte tento vtaledek a Laibniaov!akriteriem.

140.,I L..a (aea!lan! podJa1nky' uvedellllll v 40.1).-Ifechi L 8. konverguje a lim n.~ n:iatuje. Poto.
n-l &l n..... CIO

lim n ~ • o.
n+_ _

Ukalte na pi'!kladi, ~e a konvergence ~ an neplyne
n=l

ezietence lim n. an.
n"'-

• " v 0 d. Polo~te

140.,1 L_a. Ifechi {Sa} je neroatouc! poeloupnoet_nez4pornych ll!"el_ .
a .:E. an konverguje. Potoa lim n, an = O.

-'211 D~.oo
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11 , v 0 d.
,

Odhadnita pOlBoci
000

L
k=n+l

~.

140.61. Cvi1laD1. lIa pt'1kladli uka!te, h ani podminka lim a, an = 0
11.'-'00

neni posta1lujic:f[ pro konvergenci f"ad a kladn;fmi 1Ile~ i pro tan}

neroatoue i.

140.11 Ovi1le.ai. JIll pf"ikladli ukdte, !e podlll1nku ze 40.5 DItl.e jU f"lldovll

.eailit, tj. zvol1me-li

nezllporn!ch 1Iiael { 8n}

lia n l +1: lin = + oc> •
n-+oo

~ ;> 0, e:rlstuje neroatollPi posloupnoat-tskovll,!a ~ L konverguje a
, n=lD

B. O~ XIUTERI1lIl 1:01lVE1lGElCB

140.81 ~ (ICUIIIIII8r).

lIechl tan.)' {bnJ jaou posloupnosti kladnYch lliael a !"ade

3
f>O

L(n! 80) ~ (~1; E) J, potlll hda

~ - bn •,diverguje.-~.!..
11.=1 bn

Jaatlile

.....
~'L konverguje. PlaU-li
n-l ~

(11) :3 '\I [(11. ~ no) .~ (~ "li 0)], pOtOIB !"ada
DgEN nr=JI

diverguje.

R , v 0 d.

(i) Ukalta, h t bn8n } je kle.ejici a ted)'

-.2: (8nbn - "n+lbn+l) je konvergentn1. PouUjte ~n1 aromtlva-
n=l
c1ho kriteria.

(ii) Lae rovDDuodvodit • pod11ov'ho kriteris.

140.91 Cvi1len1. VyelovtB I:Ulllllerovo kri teri,. v limitllll1 t'oI'llli.
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140.10 I CYil!en:(. V pl'ipadl volby bA" 1, bA" A, bA" 11 log A Yyalovta

pl':(alu1D6 kriteria. (PealedJ1:( volba div' tzv. log a r ita i c k 4

It r i t e r i u a.)
00

Ukalte na pl'!klB4ech, Ie l'ada ~ an a kla~i 1I1eI\Y,
11=1

.ale konvergovat i divergovat.

lim "'D = 1,
0<:-+-

Je-li•
~+1

= --Omaae

pre Itterell Ja lia ~ = 1,
A~OO ~+1

<Pfoip-nte a'.u_bertovo kriteriumll
an

pillM Je-li lim ~ # 1, lze POl1Ut
·n~oo n

Raabeen kriteriUII (nlba bn " n ve viti 40.8); je-li lim ~A = 1,
A~OO

neU.., 8IIi "abe."o kriterillll t'4nI v!eledek. Proto opllt pelolme
\

~Il • 1 + ~. Poaoci 10.ritaick4ho kriteria dokaltel

Zjiatlte ~f, CO 1•• tyrdit 0 l'adl

•

divergl1je. BeAi-li

A J'n(£.)
rll " 1 + 1- E.

D

-~a
n=l n

.-
2: a, jestlUe plaU
D"l A

(Il ~ DO) ~ d
ll

<£. ) 'i:" c..> ] •

0<: e. -c 1 pclelit

3
aeell

_zed, IIIUeae pro

., pl':(padl, Ie

140.1)I Gaunovo Itrit.ri... lI.chi { ..l je poaloupAoet kle4nlch l!:!eel a

-2.. L diVBrgentn!.
A-l -u

.,...
.2:. a Itonvergentn:( a pro ec < 1
A=l Il

• oc +

Delio "". 1,

Delio IX-. I,

je

Je

Itde {h} je omszenil. Palt pro oc > 1

140.141 C..ill... ..chi oc, ~,r jeou ItlBd114 1I:!81a. Urllete po1011l1r

Iton...r.-ace • aocAinD4 l'ady
coo2:" ~<t>C+ 1)... (pC + a + 1) (3 (13+ 1) ... (t>+ a + 1) ~

..0 al r<J"+1) ..• <T+Il-1)
(\Irf. a._o..a Il,fllerp_tri*, foade) a urllete poaoci ......a la'iterla
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cbovu:C f'~;y pro z,. B v Avis10ati Aa 0(., p, r .
• , v 0 d. Vyjda B" 1, konverpaca pro r> 0(. + ~ , diftZ'

geAca pro r- o; + ~. Pokuate aa po_oc:( Aba1ov;y JlIIrci'JA:C

suuca vyietf'it konvergel!lCi pro z· -B (konversu,je pro

d> oG + ~ - 1) (viz t41 45.2.a).

(:. I!lTEQIW.ld XRITBRIllII

140.151 Vita (....c1auriIL - Cauchy).

au! t apojitll, k18dn4 a I18roatouc:l: tlulkca na lIltarvala-Potoa Z f(ll) iItonverguje, prhl kd;rl niatuja t-llDI
n"l

Dokeltal

• Il v 0 d. Vb [D II], vUa 24', atr•••

Ilustrujte poulit:C Uto vlt;y De pf':Ck18dach fad wa

I
1

~o ~1 o(.t
A (log A) ••• (log log ••• loa Il)

. k-kr't .

kde 0(.0"" "'k jaou re'!n' /1:(818, q tall: va1U, la vlacbJli1 1Jl~

140.17 [ Cd/lalli. Vyietf'ata, sda nlkh" pf'adpoklad;r vlty 40.15 (ap03it_t,

. tladn08t ,laonotonie t) 8e nedaj:( vypuatit.

14O.lS[ 'fIta. "chi tunkca t U v lIltarvalu < 1, -) ep03itoa Prta1

derivaci a necb{ 11_ t(z) • O. Potoa vlaatD1 11aits
X-.,+OO

lila (:i. t(z) - f t(z) d z ).-+- k-l 1

I t'(z) r (z) dz, tds fl (z) .. 1/2 - z + [lr J •

• , v • 4.
I

Ulijta Soninovu tor-uli 8 41.4•
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140.191 !!!!..(Bard,y) •

Keohi ~ a6 spojitou derivsci v-exilltuJ1 (-.wtonov;,) j ~(x) dx ,

1

intervll1u < 1, + 00) a nech{-j I~'( x), dx •

1

konvs rguje •

.....
.L ~(Jd
p1

• , v 0 d. Ulijte vilt;, 40.18 (db b;T1a dok6Pna v Proc. Lond. lIath.
Soc., (2) 9 (1910), str. 126).

Pot_

140.201 CviaeD!.

(.)V7ietfate konvsrgaaci hd;J
-.L (log nlP e1<>'n (p, DC "6Wl.
n"l n

/40.211 Yllt.. .echi ~ m6 llpojitou deriveci v < 1,00 l a nech{ existuje-
(lfewtono.v) J ~(x) dx. ..ch{

1

..,..
J ~'(x) sin 2kKx dx" O(~r)'
1

kde r > O. Potoa

00

.2: ~(k) kOl1verguje.
k"l

tlltalte, Ie
0<>

. (,:) (x)" ~
) n'"l

sin2~nx

:rt"n

pro as1' x • ulijte 40.18.

'l7letfete konvergaaci hdy

("', fi, r "'In' a1slal.

SnadnD nahUdneu, ••

1, d;J O.

o -c p;: 1,etaai v,yaet~it jen p~1pac!7

J- ei<>exr
DIlle dx exilltujll, prllvA kc!71

1 xf3·
0<. » 0,

K , v 0 d.

~ + T> 1. Int.poll1 [I :I"'(x)r dx, kde ~(x)" e1o(.x0x%

1

existuje, pr'vI kc!71 ~? r. V tlIchto p~1pedech aplikujeme
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Bardyovu vlltu. J.-li 0 <. r <. 1.

vyu!ij.lI. pHlIlo 40 .18.

1 ~ ~ > o. r+ P» 1.

tak.aa zv ol!lIIll-li

sta~i u!it (a-l)-n4sobn6 integraei p.r

- volt. l1~eln6 prilli thni f'unkee k r' 1 Je-li

o < ;r < 2. r: P > 1. u!ijt. vity 40.21.

a••t4v' pro toto krit.rium n.dostupn!.

§ 1.

aby

o < ~'

P~ipscr

Vzhl.dtm k p~edehozfmu sta~! dok4zst exiatenei integr41u

1f'(x) f (x) dx. Zde vyu!ijeme t ohu, Ie
1
f(s) (x) ....., (ioe-fla xa(7'-l)- ~ei"'xr

a(r - 1) - P < -I,

partes. (Pozorl

D. ZOB~ BADAMARDOVY virr

V dalla {aj]' {Zj} apod. bud. znall.nat poaloupnoat r.4ln!eh

nebo kOllpl.xnich lIis.l.

oc>

j. konvergentni. pMvli kdyl foad. ~ \. j I
j=l

OCI

Cvill.m. za.,..h. poj8lll konvergentniho n.konellntlho aoull'inu TT.jj=l

a zopakujt. si n4s1.dujie i vltu 0 souvisloati nekonelln!eh aoollin11

s n.konellJlljlai hd8llli I-Soullin 1l u + I.j I )

konv.rguje (viz ttll tol.. 45).

'lIta.

(i)

~sledujie! vtroky jsou .kvhalentn!:-Erlstuje • It)l tsk, Ie hda .:E \1 _ z j+l I
j. "j

konverguj. i

(ii) hd.
nula.

absolutnli konverlUJe an." soullet

j. 0II...n4.

platt (ii). potoa exiatuje

• p081oupnost {1/. j } ;:.j> •

J.eUiI•

II 4 v 0 d. Jeatlil. ~ada v (i) konverguje. psk z eitovan' vlity 0 ne

kon.l!8teh soullin.eh odvo!te. I. posloupnost {I }oO, j. 0••••04.
• j J"

.E. tsk. Ie .j'" 0 pro
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Asda ~ \ 1 - III j+l \ (ae 111) konvarguja. prllvli kdyl
j=a Zj

oo:>

SOU1!sSM koovergujt 1'a~ ~ IZj+l - IIIj I ,
J~II

~I_l __1\
j=a Zj+l Zj'

111 II v 0 d. Ulijta pfedchozt vlity.

·140.261 L8IIIIla.

takovol1, la

-~ zk bk konvarguja
k=l

lila ~ = O. Potal
k .....

pro ksl!dou posloupn09t
00 ,

2.l zkl < 00 •

k=l
DO .

Jastlila 1'ad. ~ lilt ~ konvarguja pro kal!dou posloupnost [bkl

....
takoVou, Ie 2: 1>. konverguja, pak

k=l -II:

• , v 0 d. lCdyby naplatilo prvm tvrzent, arlstovsla by posloupnost

(St.~t volit nap1'.

= C)oC) •

konvargovala k oula.

Doksl!ta (p1'i dOkalllu druh4ho tvrzani). Ie posloupoost
n

poto. volte Lh. 1. tak. aby B = 2 h.
-II: J n k=l-k

{ ~) ja omazanll;

(>C

Potoa !'ada 2: B
D

(11I
0

- 11I
0

+1 ) ' konvarguja podla pfedpokladu. lIynt
n"l

aP1ikujta prvot allat.

140.271 ~(Had8llard) •

• Ils1adujtc:! podlllillky jsou akvivalaotnJ:!l

(1) bistuja .e. tak, la hda -z. \1 - Zj+1/z j \ konvarguja i
j=a

(11) ''1'0 kaldoll poslo\IPoost { ~} plat! 1

t,lilt "0 pro nakoneanl lII1ohosi, la kdyl

(>C

2: .. L konvarguje.
k"1 ')1:')1:

<>0

JesUUa plat! (i), potca podle 40.2' i'ady Z\Zj - Zj+l l,
j-.

konverpji, col spolu s Aba10vou parcililmd sumac!

konvarpja, prllvli kdyl 1'ada

...
2 \lIl11 j - lIaj +l l
j-.

dllv' (ii). (U.ldoate

• , v 0 d.
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potom (ii) nep1at1.) Ddkaz (ii) =;> (i) dokon~ete pomoe1 40.26.

VlIta. suate poeloupnosti tekov~, !e

en "-1 pro ke!d4 n e bn+1/bll = (8
11

+1/811)(
1 + en) pro vlleehne n,

Potoa Ms1eduj1e1 v"§roky jeou ekviva1entn11
~ ~

( i ) Hada L. a konve rguje, pr'Vli kdy! konve rguje i'ada ~ bnn=l n n=l

(11) fad a

00

.z::le\
n=l n

konverguj8.

N 4 Y o d. Polotte za&l = (1 + 01)···(1 + e ) a pou!ijte vllty 40.27.n

140.291 VlIta. sua { zJ} poa1oupnoa t takov'. Ie Ii. zn = z.-- n~oo
D<>

\
zk_1 - zk \

Potom f'ada 2- nekonverguje pro !4dn4 me: N.
k=a zk_1 - z

me If nekonverguj1 hdy

JestlUe f'ada

ka!d4

.,.,
B. ,= ~ z
-11:-1 n=k n

.-
.L zk konverguje a
k=l

k
s, = 2:..
-k n=o n

.....
:E..
k=l k

nekonverguje, potom pro

kde

If , v 0 d. Lze ps4t = 1 -
- z

- Z
a u!ijte vllty

40.24.

Pf'i dOkazu druh4ho tvrzen1 piiite 1 - ,

\40.'0 I VlIta (DinD. SU<1te

a opllt ulijte vllty 40.24.

00

1ia dn = O. f'ada Z. en
n-+oo D 2 1

konve rguje ,

diverguj1:

1014-7781
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00 clI: 00 'it c:>O clI:_1 - ck - 4
k_1

- d
k

~ 2- -- L 2-
~-1

,
~ dll:_111:"2 11:"1 11:=2 ck-l 11:=2

DO "kd. ~-1" L cJ' ~" L dJ".J=II: J"l

Dokelt.1

140 •311 CYi~an!. 11ustruJt. p~sdchoz! vAty na p~!k1adech.

B. ZOBBCNJJd INTE<lR.lL1mlO KRITERIJ.

140.)2 [ Vlita. ».cht r Je nerostouc!, nsz'porDA runkee De interva1u

<oe l' 00 J. Bua t oe
J } posloupnost re'ln!ch ~!se1.

(1) Jest1Ue srlstuje M1 > 0 tak, Ie oCj +1 - oCj
". Ml=

pro vllschna.....
j ret) at
«,

JE: II a Lebesguso.v integrlll
00

lI:onverguje, pbtom hd. .L r (oC
J

)
J"1

lI:onverguJe.

(11) JestlUs erletujs ~e: B1 tak, Ie

<>0 •

diverguje.

pot ClII. ~ada

)40." I CYi~eat.

(.l Porovnejh 40.)2 a vlitou 40.15.

( b) Ukalte, I. hda ~ 0(. P
J

• - OCi
J=1

0<: .> 0 • poa1oupnoat {oC
J

}

• 0> O.

konvergujs pro ka!do! pEoN

takov ou, !e . liIRGcc - oCJ ) =
J+1

•

140. ,... [ ~!klacJ. Mlij.e runkc1 r spliiuj!e! phdpok1sdy vAty 40.)2 (1).

DerinuJme poa1oupnoat {e>e;J} taktol

k=O,l, •••

Protoh 1ta (0(211:+1 - 0(211:) "0, ne1ze uUt vllty 40.)2 (il.
k"''''''
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00

Pi'esto vilak ukslte, Ie f'sds .2:". t("'"k) konverguje.
k=l

14O.J5l Pozndmka. Ptsdchozi ptik1ad ukazuje, !e V ptipad~ (i) by stsai10 ptsd

pok1adat, !s pos1oupnost {"';jJ je sjsdnocallllUa (vysv~t1ste podrobn~

jil) kons~ho poatu pos10upnosti, ktsr4 sP1DuJi ptedpoklsdy v~ty

40.32 (i). V ptipad~ (ii) by staai10, s~ pos1oupnost {oCj } obsaho

va1a jednu pos1oupnost splDujici ptedpoklady v~ty 40.)2 (ii). V!s pro

vadiijts podrobnii I

140.)6 [ Vita. o < "'mo < "'"n+1' n=l,2, ••• ,li111 DC = 00 ;
n~oo n

potom hds

nscht :t'unkc. I js kladml s nek1uajici na intsrva1u < "'1' 00 ).

ao

Hecht konvergujs Lebasgusdv intsgr4.1 J ~t
t (t)

~ "'\ (-1:...._ 1) kOnVSr~ja.
n=l 4' (oC Jl OCn "'n+1

H a v 0 d.

konvergujs.

Ukslts nsjprve, Ie hds

00

2
n=l

"'n (1 1 )
,/, (DC ) «"n - «n+1
T Jl+1

140.37 I Pozn8mka. Vita 40.)6 js speci'tna pt1padsll n'sleduj1ciho obscnaho

tvrzsn11 HSOh! jaou spln~D;Y pndpok1ady vllty 40.'6 a necht '1! je

tunkce nsk1"ajici s kladU DB intervs1u < IXl' 00 I,

pot 011

d10
'£=(-10)--'+=-(-10)- < 00 ,

konverguje.

00

je konsan'. PotOll hda .2: t(k)
11:=1.....

Lebssgu.edv integr4l Jt(t) dt.

o

Odhadniite roldll

je konsan4 nszaporna s mI~its1-s .. L sup It(k)-t(1ol\
k=1 1:e<1I:-1,1I:>

konvsrgujl, pr'vll kdyl 1I:,0nnrguje

140.38 [ Tvrsea (Brink).

n,'na interva1u

• , v 0 d.

lecht tunkce

< 0, 00 i, Hecht

d =n

n

L :t'(k)
k=1

-j
o

:t'(t) dt.,
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(Ukalte, Ie p"dchozf vAte je zobecnJnfm integr'1nfho kriteri., kter~

.IUlte • p,.dIUllky.)
_ n

V t = sup V t
o n 0

konverguje, p~vl kdyl I<onverguje

je nez'poI'lllll tunkce a nechttIfechi. -je Itonell~. Potoa !'lIda ::E t(lt)
_ k"1

Lebesguedv integril J t(t) dt.
o

-PotOlll f'adll ~ t(lt)
k=l

n
je re'ln' tunkce, pro nil sup V t <: <>0 •

n 0

neabaolutnJ konverguje, pr'vl kdyl erlstuje

vlaaW
z

lia Jz ... 00

, 0

t(t) dt •

If , " • d. RoZlolte tunkci t - t l - t 2 , kde t l, t 2 jsou ned

porn' neroatollPi tunkce ns < 0, DO) (naPi'. poaoe! pozitivnf a nege

tiYld variac. - vis [D II] ). PotCB. aplikujte vAtu 40.'9.
140.411 Det'inice. Ifechl [ ,} je posloupnost ItlednYch l!fsel tako"", Ie

lia· ~ - e,
it--
pro nil 8Jr;

Pro z> 0 detinuJae II( x) jako pollet tAch ~,

-~.
JoaUi.. ,.da It-l' Itonyorguja, potom i~o+x lI(x) = O•

• , " 0 d. Uspoi"dejte poaloupnoat t 8Jr;} tak, aby by1a nerostouc f.

Pal< yYdijte podllfldq ~ - 0 (It) ("is 40.').
140.4' I CdlleA!.

(a) FuIlkce II I X 1--+ lI(x) je neroetouct: na (0, 00 ).

(b) Seetrojte pos1oupnost {~} bit, aby-a a~ feda ~ ~ divargova1a.
][-1-Vita. lieda ~ , konverguje, pdvl kdyl

]["1 _ 00

konverguje. Plat:( jK(X) dx - ~ 8Jr;.
k=lo

st'le vlastnosti • 40.411)

lim x K(x) " 0
x .... 0+

00

integr'I J lI(x) dx
o

(Pos10upnost (~} u
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• , II ° d. Oplt uspoMdejte { ~} v mOJ1otonn:( poSloupnost

a cd lIoate pro E > 0 vatah

no

11<:':) dz " Z ~ - e. lIe € i, kde alll +1 3- € < L
O•k=l Cl Jl

te ulIedSDll ~ada konverguje, ulijte 1emmatu 40.42.

V p~:(padi, te tato ~da diverguje, poulijte nerollnoati

81f lI(z) dz ~ (1/2)

E

kdedyz-lJ(z) "

140.451 Clli~~. Poaoe:( lIity 40.44 lIyjlld~te Rie..DDOl/U dzeta ~ei (vi.

tlIaa 41.7). Doatanate pro z > 1
00

- z J ~l
1 y

1014-7781
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Odhady rych10sti konvergence
a diver~nce n~kterych ~ad

IntegnUnt odhad.

Dokaltel

f + f(l).

k1adna a neroatouct funkce na <1,+ 0<> ).

dt.

n n

2: f(k) ·~1
k"l 1

k+l '

Odhadn~te f f(t)

spojita,

71

f~PotOlll

(a) Bua

platt :Je-li tato hda konvergentnt,

<>0 """

:: 2. f(k) so, jf
k:n+l n

Odtud

!'ady

odvoate integralni'kritlrium pro konvergenci
00

2:. f(k) I
k"l

a divergenci

(b) Je-li f spojiU, kladna a neklesajtci funkce v <1,+ 00),

n n n+l
je J f + f(l) ~ L f(k) ~ j f. Dol<eltel

k"l
1 1

Cvi~eni.

(a) Pomoct 41.1a ukalte,!e lilt
n"'- log n = 1.

= 1,

0<:+1
ec +1n

n

LItfC
k"l

lim
n....-

je

0<; + 1

n"'-+ 1 e
~--+ "" nO<:

n '

0<; > -1

n

L kc(. "
k"l

ukalte, Ie pro

dokonce je pro 0( 2 0

Pomod 41.1a, b(b)

Lze ovAem dokazet vice (viz 45.6).

1014-7781
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(a) PotuBta aa v;fa1edak 41.1.a jelitll upf'eanit I sua r .poJitl1.

naro.tou:! runkea na <1,+ -I, lim rex) '" o. PotDm eziatujex--
v1aatni1imita lim (i. r(k) - J r) '" e

n-+- k'"l
1

a pro vhehna nE If je 0 ~ 0 - J~ + i fOt) ~ f(n).
, k'"l

1

If 11 v 0 d. Pro ., n pi'iro.enl1, n:> a doaf-anema

- :± r(k) '" ± J(r(t) - r(k») dt S
k9B+l k=m+1

k-1

n
..c .L:. (f(k - 1) - r(k») ,," f(m) - r(n).

k9B+1

O41e pouUjte B-C podminku.

(b) Ap1ikujte tvrzeni (a) na funkee J:..
x

jsou tzv. Eulerova konatanta a 2!l
6

Soninova formule. Ifaeht

~ (~) '" .~ - x + [x] •

-f(a)r(a) - Jb f r'

a

•
r' je .pojita!l na < a, b > ,bua

b
Pote- > r(n) ..r f + (0)(b)r(b)

a<ntib J )
n eel' a

(inteilN1y ehlipeme jako RielD8nnovy nabo

Ifewt onovy) •
b

f f r'·
a

"Je-1i na'fic r apojitll fWlkce na < a,b > , 1.. p_t

G'"(b)r'(b) - G"(a)r'(a) +i err", kde G'"(x)· / f (t)dt.

" 11 'f 0 d. .alaU-li v (a, b > cal' aida, ja 1m atrana nula a
intasraot par parte••jiatime, Ie totlll pIaU pro pravou atranu. "1811
li v (a,b) eaU aislo a je-li b caU, doatana.. 1iaitnia pheh04_
pro t ---.,. b_

1:f + t~\_ ~(t)f(t) - f (a)r(a)
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1a nyn! uV4lime, !a 1iB1. ~(t) = - '2 = (.)(b) - 1. V obecmfm pi'!-
t-.b_ )

padi rozdiil!me interval na konaany po~et intervall~ pI'l!ivi uvdoven4ho

typUI (a,[a] +1>, «(a]+l, [a1+2>, ••• «(bJ, e >
a vysledky se~teme. Je-li nav!c f" spojita, poulijeme na integral

b

/ ~ e' in.tegraci per partes.

PoznAmka. Funkce f 1I01e nabyvat i kOllPla xn!ch hodnot I

141.51 evillelll!.

(a) Odvodte ze Soninovy fonnule nerovnosti v 41.1 (pi'adpok14dllme mo

notonii a spojitost pry' derivace).

(b) MlI-li funkce f spojitou ti'at! derivsci, lze na integrlll
b

/ 6' f" opit poul!t integraci per partes pH vhodn' volbi primi-

tivn! funkCe k funkci 6". Opakovl!nill tohoto postupu dosteneme

tn. Euler-llaclaurinovu f01'llluli (vis t: J II] , kap. XVI).

Vyjde pHmo

a stejni jako v t'mstu 45 zjist!me,1

8n

-j 6 ( X)

x2.
1

1 +=

Poulijte Soninovu fomuli na funkC1 log xl
<OC>

dx - J 6'(x) dx

x2
n-! ~X) dx

nl en
11+ 1

n a
log

Cvi1l8lld.

kde

ai_annova dzeta funkce. x > 1

Ie konstanta 1 + 1Gh) dx

1 x2

Pro

je rovne

je

.!.. log 2 %
2

..-.

J (x) =~
11=1

1

z?-

Ukalte, Ie t'w:lkce' J lIIlI v intervalu (1, + 00) vilechny derivace.

POIIOC! vysledkd tohoto t'matu uka!te, !e existuje vlastn! limita:

1m (F (x) - : 1)' (pouUjte 41.1.a nebo 41.4~ Tato 1imita je
x ...~) x ,

rovne Eulerovl konstanti (viz 41.).b). 0 vztahu Riemannovy dzeta funk-

ce k teorii lIisel viz tllma 45.

1014-7781
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141•8 [ Abelova paroililni sUlllaoe. Zopakujh si nejprve pi'islulnou Mst pi'ell-

nliaky (viz [D II], kap , III, § 5). V praxi je velmi ~asto u!ite~;1

tento jeji integrlilni tvar~

Bua "'1 < «2 < •.• posloupnost re'ln;1oh ~isel, lim oi- = + 00 ,
n.. QO n

8 1 , 8:z ... buate libovolnli komplemi /lisla. lIreoht f je rdlnli nebo

komplexni fmkoe definovanli na </Xl' x >, kter' mli V tomto fntervalu

spoji.tou prvou decivaoi. Potom

Z. ~:f("'n) = A(x):f(x) - ;X A(t):f'(t)dt, Me
al*'"h~x "'1
A(t) = > aa.' V soooteoh sl!itue pi'es ta n, pro n!t cCn

(J(11i o;rt t

spliiuje uvellenou podminku.

N Ii v 0 d. A(x)f(x) > a t(.;l )
~~"'n"'x n n

x

jan r'(t)lIt "

n

A(t)r'(t)lIt.

Cvi~en1.

(a) Bua Xe <0,2Jr>. Potom hila

<>0

2-
n=l

oos nx
n konverguje pro

xE (0, 2 n-), lIokonoe konverguje stejnomlirnl! v k8!Mm intervalu

(J, 2ff-d), kde 0 < J < .s: •

N Ii v 0 II. POloH. oCn " n, r(x) an = oos nx,

Pro ollhsll A(t) =~ ccs nx pouHjte bud pi'im~ho vyjlidi'eni
• 14!.nSt

tohoto soootu pro oelli t nebo 41.4.

(b) Podobn! vyiletrete konvergenoi i'all- -L sin nx 2. oos nx
n=l n n=l n~

(0) Odvodte z :f01'lllule uvellen~ v 41.8 Soninovu fomulil

N Ii v 0 II. Polotte

1014-7781
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Oballb I ~. Z411:ladJU v18lltnosti.

B. Kocninn'!'ady na konvsrgenllni kru!nici.

C. Limity na konvergenllni kru!nici.

D. Dsrivov4ni JloClninn!ch !'ad.

E. Regulilmi s singu14rni body.

Zopakujte 8i vie, ,ClO je v'-,z pfedn4Aek zn'-o 0 lliselnjch ~adllch

a Jlocninn!ch ~adllch. Pro hlublli studium mocninn,Ych ~ad je nutn' je vy

ht~ovat v komplexnim oboru - neni-li v;falovnll ~elleno nAco jin~ho, jsou
~le chllp4ny vllechQT vyllet~ovanll ~ady jako ~sdy komplexnich llisel (mno
linu vllech komplexnich lliael znallime dille symbolem E).

~. zbcr.ADwf VLASTIfOSTI

Cvilleni.

(a) Dokslte tvrzenil Ifecht plati
00

L ~ konverguje.
n-l

\al<+oo.n Potom hds

(b) !fa z411:ladl zn'-!Clh hrzem! 0 !'adllch a nezllporn;fmi llleny z:f'onnulujte
a dokalte dall! vity 0 absolutllii konvergentnich hdllch v komp1emim
oboru.

142.21 De:rinice. Ifecht an' ZoE... Potom !'adu

2. lIn(z-so)n , Z~ E,
n=o

Mslda. _n:L.ROIl ~.4cnl s lroe1'ici.nty an 0 stfedu so' DUe btId...

pa'ti aisto ;[ pouz. ~. P~i vyllet~ov4ni vlastnosU mocninn;fch hd
n=o

ae adl8Jlle o_:Iit na hdy haro (oddvodnlte pro.lll)

Studuj8lle proto dna pouze v1aatnoeU !'ad 0 atfedu O.

la..J,IVlta.lfeClh~ hda ~ konverguje abao1utllii v bodll zlE E. Potom kon

verllU.Je abao1utnl v bid'.. bod' 8E B pro nIljl platt 1s \ ~ \ 811 •

1014-7781
- '04 -



De:f'inice.

Cislo R

Je-li U

Polobe R = sup { I IS'; z E. E, Z Snzn konnrguje}.

(0 S R" + """ ) naz!vpe polanlr konvergence mocninn4 hdy ~.

(zo' r) s (_ E. ..... \_ ., < r)
'" - 0 '

C (zo' r) = {ZE.E; \. - zo' " r), naz!vpe 1Ca = U(O,R)

kruh Itonvergence a Ca" C(O,R) konver.pnl!n! kru!nice mocninn4 hd.Y ((1;).

Tato te:minologia souvis! s vl!lstnostmi hdy ~,kterl! vy1leUfma

v n~sleduj!cim odstavci.

142.5 I Cvil!en!. Doks!te tate tvrzan!:

(a) Necht hds «9 konverguje v bodll ZlE.:S. POtOlll Itonverguje sbso-

lutnll v ks!d4m bodll zEE, pro nllj! plat! I ZI «: \ zl' •

(b) Rada Q;) konverguje ddy v bodll O. Je-li R = 0, Itonverguje

(absolutnll) pr'vll jen v bodll O.

(c) Je-li R > 0, konverguje foada ~ ebsolutnll pro kela.! ZE.Ka

a diverguje pro kaM4 ze.E"Ka.

(d) Je-li R > 0, konverguje hda ~ v "R 10kUnll stejnomAml!.

142.61 Cvillen!. Necht pro po81oupnost {an} koe;i:ic1ento. i'ad.Y Gt> plqti

W = lim sup VI~\ < 1. PotOlll i'ads Lan ab:olutnll Itonverguje.
n~-

Je-li W > 1, i'ada z:: an diverguje. Pro polomAr konvergence R

i'ady (J;) plat! R" w-l , kde klademe R = 0 pl'i tv " + QO

a R=+oo pro w = o. DOkaltel

142.71 Cvilleni.

(a) Seznamte se s v!sledky Z odstavcd 38.' s 38.4. Rozhodnllte, kdy lze

vyj'di'it polomAr konvergence R hdy Gl)) pomoci {anY v jedno

dulillim tvaru ne! pomoci :f'ormule z 42.6. ZiskBn~ poznatky aplikujte

v n~eledujicich uloh'ch.

(b) Vypolltllte polomllr konvergence mocninn4 i'8dy

142.81, CVil!eni. Url!ete polomAr konvergence R n~sledujicich mocninn;?ch f'sd:

(i) 2:nl zn (11) L(n+l)"'Zn+l, kde oCE.~,

27566 Pi?O
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!42.9[ Cvi~IIIl1i. Vypootilte polomilr konvergence mocninJ:ll! hdy

2n+l
B

2n+l

js tato ~eda Maclaurinovt- ro.voje. ~unkcs

lamllr konvergencs Maclaurinova rOBvojs ~unkcs

Bvlak jsjich polc.llr,y konvsrgsncs jsou r~.n4.

Pro .1:O#El
VAtanllte l!Ii , Ie ~unkcs arc.tg i exp (viz toa n

sxp)

arctg.

- ur~sts najprvs po

jaou ti'idy e"" v Jill'

B. JlOCNINNE wr NA ICONVERGENCNf KRU~NICI

142.10 l PoznUlk:a. Vahlsd. k preblelll8tics, kterou ss budsme v tomto oddilu zsb!

vat, pi'edpokl'due dlIle, !e pro poloml!r konvergence R ~ady <J:) plat:!

o<a<+oo V kaldt!. bodll ae. E, v nilml <J:) konvsrgujs. ozna-

~ima sou~et tHo hdy a;pmbol8111 ~(z). Ibloifinu vliech Be. E, pro nU h

da ~ konverguj. oana~ime D(~). Plat:! a~ejmll ~c. D(~)C. ~uCla.
Ba. ~j~ obecnoati 'a v dallim oma.ima ns p~ipad R = 1 - od~vodnllts.

pro~ ja to molD'.

142.111 Cvil!sll1.

(a) Nejdtts D(~) pro ~ci ~ ur~snou ~adou (ii) v 42.8 pro

"'- ~ 0, reap. pro OC< -1.

(b) .ajdUe D(~) pro ~ci ~ ur~snou ~adou (ii) v 42.8 pro

0(£ <-1,0).

N , V 0 d. Ulijt. aubatituc. a =exp it. Tim p~svedsta ~ohu na vy

Iet~ov4ni konvsrgenca !'ad re'ln!ch ~unkci rd.lnt! pro.ilnn' na intsrvalu

<::O,2~>. Tohoto obratu 1I&a pH R = 1 ulit i v jinjch p~ikladach.

(c) ZkoUlZsjts. ad. konvsrgencs mocninnt! ~ady vylat~ovant! v pi'edch'.aji

cich cvi~an1ch j. na 01 at.jnomirua, reap. absolutni (arovnaj

42.').
142.121 Vllt. (aobecnln;( Dirichl.to"•• Abelova kriteri.).

Nsch( {lin) j. poaloupnoet kO.Pla~ich ~unkci DB Pc B a {bn)
pcaloupnollt ~c1i na QC.I. Pots hda 2an(x) • bn(y) konvsrgu-

ja stajnomllmll na _oliAll [x,y1 E P x Q, je-li aplnllna nlkterf. • n'

slsdujicich podminak:

(a) hda L ~ konvargujll stajnOlllilmll na P a bn j. monotonni

1014-7781
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V souvislosti s 42.1) je prirozenll reAit tuto dlohul

n

(b) posloupnoat an =~ ~ je omezen4 na Patbn} je aeno-

tonna posloupnost re4lnyehfunke!atejn~omezsnYch ne Q a atej

nomA rnA (na Q) konverguj!e! k nule,

(e) rada .La konverguje stejno~ml! na P a funkee
n

Y~ \ bo(Y)\ + 1:.1 bn(y) - bn+1 (y) I je na Q OJDszenll.
n

N4vod. Ozna/!te Em = supJ\L~x\; x~P, D>II}
1. k=m+l

pro mE N. UUjte Abelovu pareillln! sumaei a odvoAte odhad .

\± ~(x)bk(Y)\ ~ €om (\bn(Y)\ + ;t... I~(y) - bk+1(y)l)k=m+l k=m+l

poulijte BC-podminku.

142.1) I Cvi/!en!.

(a) U~it!m 42.12 doka!te, ~e rads z 42.11.b konverguje etejno~~

na mnoUn~ {ze Ej \.,\ ~ I, Iz - 11 > e J pro kaMI1 eEi (0,2).

(b) l4ocninn4 fada Z(n+l)"".n+l, ""e <-1,0), m£N nekonverguje

pr4vl! v m bodeeh C1 (jak jaou tyto body DB C1 rozlo!eny?).

(e) Sestrojte moeninnou radu, kter4 nekonverguje na konvergen/!n! kru!

niei C1 pr4vA v jedinl1m danl1m bodA zleC1'

(d) Sestrojte moeninnou radu, kter4 nekonverguje ne konvergen/!n! kru!ni

ei C1 pr4vi v bodech dsrul kone/!n11 mnoUny lie C1'

142.141 Poznlimka.

NaleznAte moeninnou radu, ktera konverguje na C1 pr4vl! v bodeeh dan~

kone ilM mnoUny II C C1• Rden! teto dlohy podal .,. SierpiIiski.
m-l

142.15l Lemma. Pro ka!dj m~N polo!me g,.(z) = ~ zk. Pro z =exp it ,

te<- ~, -::> plat:( 'llm(z) I ~ ,:. JestlUe je te. <-:n:- ,11: > ,

It \ ;;;. E. :> 0, plsU l!fro(z) I x
E"

N a v 0 d. Pro t l' 2 k-"lt, k eela ,plat:(

l!fro(z)\ = \ (Sin ~t) / ( sin ~ ) \

142.161 Pi'iklad (N.N.Luzim, 1911).

Dokdte, ~e pro

1014-7781
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-L-
11.=1

2221 +2 +••• +(11.-1)z ( ~(z)+zm ~ (z exp c- 2!i) ) + •••

... + 11.(11.-1) (z exp
z ~

(_ 2~(m-lli») =
II.

neltonverguJe v Udnl!m bod~ konvergenC!oi kru!nice C1 a plat:!

N II v 0 d. Utijte BC-podminlty a lemmatu 42.15i pomoci ~j lze ke kat-

dl!mu z a ltatMmu 11.6 N oall!zt lte If, 0 ~ k < II. t ak , te je

\ ( (
_ 2lt~i))I>- 2:it"Ilia z exp II. s- II.

je-

= - ~,

prllv~ v

~ady z p~ikladu 42.16.

b2lt = SJt· b2k+1
ltoovergeoC!oi krutnici C1

{~} je posloupoost ltoef'icieotd mocoionl!

Lb ZO kde
n '

ltooverguje oa svl!

Doltatte, Ie ~ada

k = 0,1•.•.

142.17' I Pi'iklad (I'. Sierpiriski. 1912).

Necht

din'm bod~ z = 1.

Utitim tohoto p~iltladu ~e§te obdobol! ulohy jako v 42.1) -v§ude oahraate
ve f'ormulaciah alovo "oekonverguje" slovem "ltooverguje". Tim vy~e§ite

ulohu f'ormulovanou v 42.14.

142 .181 l'~iltlad (A. Pringsheim) •
..." It

1'lada L (-1) 0 • zn,
0=2 o.log 0

kde k = r log 0 J
n . L log 2

mil pol~r ltonvergence R = 1 a kooverguje v§ude na C1 , av§ak oikoliv

abllolutni •

N II v 0 d. Polotte1
o.logo

Znaml!nlta v posloupnosti

-z:
0=2

•

Ultalte oejprve. te

It
(-1) n
o.log na =n

Def'inujte

ltde2"'-1

Plat:!

log

1

It EN.

m::l 2,', ...

dx <
x log x 211.-1

pro

Lo < c -II.

se st~idaj! po 2k C!leoech,

0=2DLl

cm = ~_ 1 I aLl \
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J 2m
dx = [log log x J~-l = log m Je tedyx log x

~-l
m + 1

log m < c < log ....J!!.... + 1
m-l m m-l ~-l log ~-l

Odtud vyp!jv', ~e posloupnost cm

U~ijte Leibnizova kriteria na tadu

konverguje-::JE.. (_l)m-l
noo2

monotonn! k nule.

.-.
Z konvergence tolto tady plyne konvergence tady ~ an (pro/!?).

n=2
Vy!ettovaD8 mocninn8 tada konverguje v bod! 1 neabso1utn!, je tedy

R = 1. Nyni uUjte 42.12 a ulca~te, h na 01 '-{1) konverguje vy

!ettova~ tada lok'ln! atejno~rn~.

Stejnou metodou lze konstruovat jeAt~ da1Ai zajimavol ptik1ady.

Ptik1ad (T. Vijayaraghav~).

2La zn= z' _ z2.' + L_
n 112

loIocninM tad a
2.,2 ,n

z + +_z__
2 ••• n

n
z2.'

+ •••n

(pro n'zornost u}iv'me nekorektniho ~pisu) mil. tuto v1astnostl

necht .A (resp. B) je mno~ina v!ech bodd konvergen/!ni kru!nice 01

vyAettovane mocninne tady, v nich! tada konverguje (resp. diverguje):

potom plati 1= B = 01.

N ll. v 0 d.

kde m€ N

kn'iVyhttujte body z Eo 01 tvaru z = exp ,m
je dostatel!n~ velkej roz1i!te ptipady sudych a 1iChYch k.

142.201 Problem. lIocninnll. tada (J;) , pro kterou plat!

a jeji! pol~r konvergence R =1 mll. tuto v1astnoatl

je-li II C < -:1l",K) mnoHna v!ech t takovych, ~e tada konverguje

v bod~ z = up it, je II typu J'C!rcl' Doka~te I

typu J'lfTcI'

Poznl!.mka. V souvis1osti

zda k 1ibovoln4 mno!in~

s ptedchll.zejicim

II c. < -1t'.:iI:)

odstavcem neni dopoaud znll.mo,

1ze. sestrojit

tadu ~ s konvergentni kru~nici 01' pro kterou by p1ati10 (viz

42.10) D(f) =~ u {.ze. 01 I z =exp it, te I(}. Je znll.mo tel!ieni

tohoto problemunapt, pro mno~inu II otevtenou, resp, uzavtenou

(S. Mazurkiewicz, Fund.llath. , (1922), str. 52-58), resp. pro II typu
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,

•

F(J' (F. Herzog, G. Pir!lIlian, Duke Math. Journal 16 (1949), str. 529

-5)4) •

Nliktertl specill.lni pJ'ipady konstruk:ce J'ady pMel~ru! k daM mnoUn/! II

jame vyJ'eAili v pJ'edchozfch cvi~enich a pJ'ikladecb (pozor na r6znY

viznom symbol~ 111). upravte konatruk:ci ze 42.16 tak, aqy pomocf ni
bylo molno hUt tanto probl'm pro pHpad, kdy < - ft,1l') " II

je interval.

142.221 Literatura. DalU infoI'lll8ce vztahujici ae k t,to problametice lze
nal'zt v knih4ch
T.J. Bromnch, An Introduction to the Theory o~ ~inite Series, London

1926.

A.J. lIarkuaevia, TAorija analiti~eskich fUnkcij, dil I., lIoskva 1967.

C. LIIII'l'Y NA KONVERGERIlHf KRUZNICI

142.2'I Poz~a. Je-li fUnkc. ~ de1'inovllna mocninnou J'adou ®, je
epojitll na kald' mnolinli lie D{1'), na nil J'ade <J)l konverguje etaj
nomlimA. PJ'edpokllldue oplit, !e polomlir konvergenca R = 1. Budeme vy
AetJ'ovat otllzky exiatence limity 1'unkc.' l' v bodli J 6 Cl vzhledem

k jiet~ podllnolinllm IIlllOUny D(~).

142.241 Cviaant.

(a) Dokalte, Ie v ka!dem bodA ~Cl - {i} exietuje pro 1'unkci l'

danou J'adou Z zn limita lim 1'(z). DIlle plet:(
z+J ,ze D~

11. \~(z)1 =+ 00

.... l. Z6Dt' '

'1Umnlite si, Ie Zliroveii plat:( D(t') 1""\ C
l

= fl.

(b) V daUia .e o.... zime na J'ady ~ a konvergen~n.i kro!nici Cl
a bud.me vylietJ'ovat pouze limity v bodli J = 1. Zd6vodnlite,

proa je toto .olru! bez 11M na obecnoetil

k2.25 I 'l'vrzell1. Nech~ linEO B. Len konverguje. Hecht: ~unkce t' je

de~inovllna J'adou Len zn 'e nech~ pro mno!inu lie U(O,l) existu-

je konetente AE < 1,+ """) tek.!e sup { I~= ~~I; ZEII} ~ A.

Pote- .xiatuje nIlaladujtci limite e plett

11-. t'{z) = t' (1) = Len
.-1. .....

1014-7781
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N e v 0 d. Uiijta vAty 42.12.

142.26[ Cvicani.
(a) Porovnejte ptedchezejici tvrzani s Abelovou vAtou, ktarou .nata

z pi'ednllliek.

(b) Pro dana AE <: 1,+ 00) popilita gaometripky mnoHnu

{ZE-U(O,l) ; Iz - 11 ~ A} •
1 - Izi

Hakreeleta pfislullD! obrllzakl

< P + 1. Pf'i lilRitnim pf'echodu s _ I, ZE K je

Stac:li. proto d0k8zat, !e pro z __ 1 ja

Oznact. P =.3£ an' zn, Q" t lln(l -
n=p+l n=O

lim :r(z)
z"'l,"111

Necht anlS E, fad. ~an zn me polomAr konvargenca R = 1

• urcuja :runkci :r. Macht K ja mno!ina z 42.25. Hecht dala axistuje

a plati lila 11 ~ "0. Poto. je 1 ... D(:r) • plat! :r(1) "
.. 2:. "lila :r(s).

n s<41, ..K
Ka!dellu z E K lze pf'ihdit P" If, p" p (a) tak,!a plaUN II V 0 d.

1
P EO 1 - I zl
p --JJ + c;JtQ •

:r(a) - ~
n=O

Pak je
p

:r(a) - z: a = I P - Q I :s Ip I + IQ I •
n=O n

Zvolte Eo > O. Ja-li p dostatellnA velika, tj. Iz - II doatata/lnA

malo!, je pro katdo! n~If, n> p aplnAn vzteh In ant <: E •

Nasladujici naanallenA odhady provadta pi'esnA • via f'adnA zddvodnAte:

\pl" \~n~(z:)\< ••• <.E.
n=p+l

mno!iny K (A ja konatanta z 42.25) taka

\QI ~ ± IBn (1 - Slll)\ ~ ± n'8xl(l - a):S-
n=O n=o

a vzhlad.. k vlastnostem

P
-1~••• ~A.p

n=

Pro dostatellnA valko! p je i I Q \ < E., z Ileho! vypljv' dokezovan'
tvrzeni.

Poznllmka. Uvedena vA ta je vAtou tzv. l'auberov. typu (viz tolma 4').

142.28\ Poznllmka. Je-li i'adou GP de:rinovlina :t"unkce s, pro nU je

D(:r) "~UCl' neplyna z vit, ktero! jame dokazali, spojitost :t"unkce :r

na D(:r). Lze aastrojit i'adu ~ tak,!a D(:r) = ~U C1' adak moo

tina bodd naspojitosti funkce :r ja husta v mno!inA Cl (H. Steinhaus).

1014-7781
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D. DERIVOV!Nt IIOCIIIHNfcH W

Je-li 1: komplexn! 1:unkce komplexn! prom~n~ definovam!

v oko!! bodu 1I0G E,

n4m oboru, tj. jakO

de1:inujeme derivaci
1:(z) - 1:(zo)

z - zo

obdobn~ jako v re41-

pokud tato limita

existuje v E. Takto definovana derivace m4 obdobn4 vlastnosti jako de

rivsce v re'~m oboru.

142.,o1 CviaeGd.

(a) Dokslte z4kladGd vl'jty 0 derivov4n! komplexn!ch f'unkc f komplexn!
promen04 (derivace souatu, souainu, .,. ).

(b) Z1:oraulujte a dokslte tvrzen! 0 spojitosti souatu stejno~~ kon
vergentnl ~sdy spojitich funkc! ~ 0 derivov4n! ~edy funkc! "alen
po alenu· (pro komplexnd ober l l ,

142.)11 Tvruni. JU.-li mocn1.nn4 hda (J;) kladn;9: poloml'jr konvergence R,

d til polomir konvergence i ~sda

~.je poloml'jr konvergence vyAet~ovan4 ~edy
00

1:'(z) = Z. n an zlll>-l. DokeHel
n=l

A
00

~ln ~ zn-l

vlln1kl' form'lnim derivov'nim ~ady ~ ·alen po alenu".

142.,21 Tvrseni. Recht R

Potom V KR plati

kde R je
t:vto hd:v

PoznUka. Redy Gb> a A konverguj! ob~ y 1St'
jejich poloml'jr konvergence. Mnoliny, v nich! konverguj!
ne CR mohou dak byt rozn4. Uvedte p~!kladt

Z phdchozich tvrzend plyne pro ze:KR a libovolnll

kE. N vllorec pro k-tou derivsci ~ady-f(k)(a) =~ n (~ - l)(n - 2) ••• (n - k + 1) an zn-k
n=k:

Speci4lnl'j plBti 1:(k)(O)

Va tvaru
1:(z) = 2:

= (kl).ak, takle ~adu

1:(k)(O) k
kl • II

lze till ps4t

(Porovnejte tuto 1:ormuli s Taylorovjm rozvojem.)

1014-7781
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142.J5 [ Lemma. Necht ~,nEE pro m,%I<=O,l, ... anechtplaU

Potom plat!

00 "'""2: 2- \ e.,n \ < + <:>0

m=O n=O

0<> 00 00 """22 lIm,n " 2.z. __,n
m=O n=O n=O m=O

PoznMtka. Ukane, le bez pt'e<lpokla<lu ('Jl<.) nemusi rovnollt platitl

N Ii v 0 d..... "'"
2:2:
m=O n=O llm,n

Podle znlimYch vAt zddvodnAte rovnoati
k ..... _ k

= lim 2:. L 8:m. = lim 2:. 2-
k-+ <>0 m=O n=O ,n k~"'" n=O m=O 8:m.,n

00 """

K ndhadu rozdilu hodnoty 2. 2. 8-. a v!razu na pravl! atranl!
n=O m=O -lII,n

ptedchlizejici rovnoati u!ijte pt'edpokladu.

\42.)61 Tvrzemr!. Necht tada <:t> mli polomAr konvergence R > O. Potom

pro zo£~ a funkci touto tadou definovanou Plat!

....
fez) = 2

k=O kl

pro kdM

N Ii v 0 d. =
...,

=2-
m=O

. m- z )o

PlaU

~a :2. (n.)(Z
n=O n.=o m

=

v oboru, kde je

PoznMtka. Srovnejte nalezen' vyjlidteD1 t(z) z t,to vAty a tormuli

z 42.J4.

JTe-li t(z) " 2101:>, z&U(O,l), lz. tadu vpravo lIlUldnO

••Ilist. Rozviiite funkci t v mocninnou t'e<lu 0 att'edu Zo£ U(O,l)

a urllet. poloml!r konvergence takto vzniklt! tady. lIallrtnAte ptialuAn;f

obrlizek. UvAdomte ei, !e jame <Ioeud nedok'zali vAtu 0 jednoznallnoati

rozvoje funkce v mocninnou tadul

Doka!te vAtu 0 jednoznallnosti rozvoja tunkce v mocninnou ta-

du (viz Uma 21). UvAdomt. ai, h pracujeme v komple:mim oborul
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B. Dlt!IJIulf A SINGllLAlud BODY

142.,gl Poznmaka. V teorii t'unkci kOJl\plexm promllnw! doeoiv~e k vjsledk~,'
kter.f pH arov!l'n{ a analogickjmi v!sledky pro funkce relilnt! promllnntl,
by se mohly zd~t pfekvapujici. D 0 k , z ali jam e, !e funkce
t ur6eu jako aou6et :l'ady (J;) a kladnjm polomllrem konvergence R

m' v kI'llim konvergence Ka v ka!dtlm bodll derivace v§ech i'lidO.
Plati ttll n~aleduj!ci tvrzeni, ktert! nebudeme dokazovat.

142.40 I Vita. !fecht funkce s, detinovaml na mnoUnll U(zo' r), r > 0

ad na t'to mnolin6 vlude deriveci. Potom exietuje mocninn~ :l'ade 0 atfa-

du Zo

plat:(

a polomiram konvergance 1\ ~ r

ZIln(Z - zo)n ,. t(z).

tak,' Ie ne uvedent! mnolinll

Poznmaka. Teprve tato Vli1ta, kten ae probird v p:l'edn'§ce z eneljzv

v komplexnim oboru, n4m umolmd objasnit souvislost mezi vlastnostmi
tunkce t ur6entl mocninnou :l'sdou a velikoati polomliru konvergence

R ttlto :l'ady.

142.411 Detinice. Nech{ :!'ada (J;) u kladnj polomllr konvergence R.

Ozna6me jej i aoul!et oplit s; V ka!dtlm bodi z£Ka lze l'Ozvinout

funkci t v Jl\ocninnou :l'adu 0 stfedu z, jajH kruh konvergence

ozna6ime K(z). Polo!ime Gl = U K(z). Bod ze cRnGl nezve-
ZE£ Ka

me raguJ.~rn:!m bodem a bod ze Ca" Gl singul'rnim bodeJl\ dent! funkce

t , resp.:!'acl;y

142.421 Cvi6eni. Na konvergenaM kru!nici Ca :l'ady ~ s polomi!raa kon-

vergence REt (0, + <:>0) leli alespon jeden singul~nmi bod. lIno!ins

tliohto vlech singul~nich bodd je uzsvfe~ v

Pozn~a. Funkci f ur6anou :l'adou ~

CR, reap. v :S,

nelze roz§i:l'it z Ka

na U(O, r), ,r> R tak, sby toto roz§i:l'eni mAlo v U(O, r) vliude

derivaoi.

142.0 I Pozn~. Funke! f ur6enou :l'edou (J;)' lze roZ§i:l'i t z Ka ne

Definujeme f(zl) pro

ze.Ka' kde ZlE!. K(z).

mno!inu Gl (viz 42.41) zfej~ zpdsobem:

IIIE Gl pClllooi rozvoje funkce f v bodli

Doka!te korektnoat ttlto definice.

J42.44 1 P:l'ikled. gNete mno!inu Gl pro t'unkci r, uNenou :l'edou ~ zn.

Jedinjm ainguldmim bodem ttlto funkce ne S je bod 1.

1014-7'781
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142.45[ PoznUka. Uka!te,!e regulllm! body tady ~ nelllus! b;1t prvky
mnoUny D(f') a prvlcy mnoliny D(f') n CR nemus! bit regulllrn! body.

Lze napt. dok4zat, Ie !Ildnt bod konvergen~! krulniee Cl tady
:I: 42.8 (iii) n8ll! regulllrmm bodem t4to hdy.

Praktieky je ve1mi obt!l~ zjistit, kte~ body konvergen~n! krul
nice CR, R > 0 tady ~ jaou regullirDi. Dokalte toto tvrzenil

142.461 ~ Recht hda ~ m4 pololllllr konvergenee B· 1. Roninellle-li
f'unkei f' touto tadou ur~eDOu v lIloeninnou i'adu 0 sti'adu .~" 112,
je bod 1 regul4rDi11l bodelll f'unkee f' prllvll tehdy, .4-li nelezenll
hda polOJlll! r konvergellOe B' > 112.

142.471 Poznllmlca. Nl!ktenl praktiek4 poatupy, slou!ie1 k nelezen! regulllrnieh
bodd, jaou zaloleny na modif'ikBei postupu, VYPl!vaj!e!ho z vAty v 42.46.
Pro tady a re4ln!mi koef'ieienty plati napf. n4aledujie! tvrzenil
Jestlile pro koef'ieienty tady ~ e pololllllrem konvargenee B· 1
plat:( nl!kterll z n4aleduj!eieh podm1nek

(a) ~ ~ 0 pro .,Aeehna nEIf,

(b) nebo ~8zl=-OO ,

Pozdak:a. Vialedek z 42.4' nIla pMdd! k nllsledujie! IIYneneal
Funkei f' urllal10u hdou Q;l a klad.D;1lll polOJlll!ra konysrgenee R
be rozll!tit pop.~ postUPllll\ z ~ na 01' odtoo atejn;fa postupe
na ji.tou mnolinu °2, atd. _apad' aile pHrose.. oUska, kdy .e tento
proen ·zasta.,i·, tj. ,.da edatuje DE If tsk, Ie plat! On" 0n+l ••••

tato ot4aka a j! podobn' deli! ot'ak;r sa jil .,ymyk' ro••ahu tohoto t'••
tu, .atk'te .a .,Ask • niml ., teorii f'llIlkc! kompleD! promlAM pM studiu
t.v. an.l;ytiektch f'unkc{.
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Saitaci metody

Obsah: A. Derinic., regul'rllli s monotoruU matody.

B. C,,-e.rova a Abelova eaitac! metoda.

C. Ri.mannova eaitaci metoda.

D. Limitovaci metoda D.

E. Souain !'ed.

P. 1'euberovak4 podlllinky.

A. DEnlIICK, RiXlULARRi A J«>NOTOm IIE'l'ODY

Oznsame eymbol... X lIIIlo!inu v§ech konvergentnich poeloupnosU
re'lD$ch aise1- Pro ko!dou posloupnost tan) E X jsme definovali
jeji limitu lta ~ (zopBkujte si derinicil). Vime, Ie exietuji
poeloupnoeti, kter4 nemaji limitu, nejeou konvergentni (uve~te p~ikledl),

Chceme ny~ i nakterta nekonvergentn:Cm poeloupnostem p~i~edit jakouei
"limitur, p~iaem! toto p~i~azen! mue! byt v jiet~m smyelu "rozumn'",
V tomte t4matu nsznaa:eme, jak tohoto cile doe'hnout.

oznaame jeAtl eyabolem L
(Uvldomte ei rozdily m..i pojmyl
- ~ada - eoulSet hdyl)

mnolinu v§ech konvergentnich ~ad.

poeloupnost - limita poeloupnosti -

f-souatech atpek hovo~:Cme 0 saitaci metoda,
.,..,

souato. hdy .2:. an'
, n"O

o zobecnilllit0h souateoh.

Derinioe. Jleohi P
zem mnoliny P do

je anolina poeloupnost! re'lnfch aieel, f zobra
11. Potom dvojici (P, f) nazveme limitoveoi me-

0<>

todou a ~ik_., Ie keld' posloupnost (an} n=O z P je limitovMa

.etodou r k lli81u f({aJ); aisle j({an) pall: nazyvee f-limitou

posloupnoati tan}' lI:r'toe jej i zobe cnl!nou l,imi tou.

Jestlih vesmeme v Uto derinici posloupnoet {sn}:""O Msteanych

Mee-li naopak definovMu saitaoi metodu, lse ne jejimzl1kledll ss
v~et limitovaoi metodu. Vysvatlete a prove~te detsiln!1 Je Ihoetejn4,
ktery z obou zpo.sobo. budeme uHvat, ,nebot eanaoi a limitoveoi metody

1014-7781
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a(f).
coo

.2: s "
n=l n

a(ZS),
00

2:. a "
A=l n

...,
ZS-Lan=a,

A=l

spolu Asvdjem jednomsW souvisej:C. Revnil Aebude podststD4, sda \Ofty
budeDIII formulovat pro' sMtsc:/; /!i lillli tonc:C 1Il8tody.

"""
,Jrestlile !'ada ~ aA IIIll za zobecnlln,t soul!et /!:Csl0 aE:&l (s/!:C

n=O
tac! metodou f), snsll:Cllle tc:

<>0

t - L. a :: at
n"l n

OMobnll pro SObeCA!lJmU limitu (ZL).

143.21 Regul'rmd metody. ZtajmA nebudoU,a:Ct velkf vtSn&lll vllechny dvojice
(P,f), v dslll:Cm budeme po!adovat splnlin! jist!ch "roslIIIlD3ch" VlsstAOSt!.
Rskneme, Ie limitovac! metoda (P,f) je regUl'rn:C (IIi kr'tce f je re
gul~A:C limitovac:C metoda), jestlile jeou splnllny podmfnlty:

(1) P je lindrni prostor (pti obvyltljch operec:Cch) a

f je line'l'Iili zobrazen:C,

(iiJ Xc.p a f({Sn) = lim~ pro {~)€.X

nefinujts obdobni regullirnJt siHtac:C metody I

V dalllim ult'leme Ie existuj:C dvojice (P,f), ltte~ Aesp~uj:C ani podm!n
ltu (i) ani (ii), s Ie podmfnlty (i), (ii) jeou nes'vis14.

Pt:Cklady.

(a) Bua p" [{an):=o ~E 11 , ao je ireCion4ln:C)

f : f({aAl) "1 pro ka!doli pOS10upAost ta.3 E P.

Ukalte, Ie (P,f) nesp~uje eai (i) ani (ii).

(b) .echt, P je syat4a vllech POSI0UPAost:C,

f({an) " lim an pro konverpAtni POBlOUPAOSti {aA} ,

f({ an}> " ao pro neltonverpntn:C poaloupnoati.

Ukalte, Ie (P,f) apiAuje (ii) a nesplAuje (i).

(c) NalesnAte pt:€klsd (P,f) splAuj:Cc:C (i) s nesp~uj:Cc:C (ii).

(P,f) je monotonn:C,Rakneme, Ie S/!~tac:C metoda

(iii) -L ~ 0 pro viachna a E. ~:f' - .:E~ ;::. O.
D n=l

Lae de:f'inovat obdobn;ta zpdsobe. mOAotonn:C limitovac:C 1Il8todyT
Ne ka!d' ragul'1'BI:C ..toda je monotona:C, j. ultasuje dsleduj:Cc:C pt!kIad.

Monotonn:C metody'
jestlile plat!:

C~aA)e P,

~ Pt!ltlad.
(a) Osnsama c prostor vllech konverpAtn:Cch tad, L ..olinu vllach

tad a "ltoAataAWai" Illsl13, phanll ji:

1014-7781
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{ ~aJ:J .. L, pr'vil kdyl a1 = a2 = a, = ...

awl P = e G> L (direktm sou1!etdvou velttorovjch proetorO).

Pro t Lan} E P, { ~)- = {cn )- + (.4} ,{ L Cn } E C

-po1olllle f'({~})'O 2. Cn - J..
n=l

Ukal!te, Ie (P,f') ja regul'rm, nemonotonn! s~itac! metoda.

(b) Podejte (od1i!iD$) pHk1ad n••onotonid, "guard .~itac! ••tody'

N'a1eduj!c! vAta ukazuje, na jek~ fady 1114 smys1 ap1ikovat pojem zobec
nAlIilbo sou1!tu regul4rni lIIonotonn! metodou.

14,.61 VAta. IJech£ (P,f') je regul'rDd monotonn! sa!taci metoda, nech£....
~~O pro vllechna nEN, nech£ La =+00 •n-1 n

Potoa l' ,. .2: .. neexiatuj. (tj. {.Lan}. Pl •

.echt (P,f') je regul'rD! lIIonotonn! aaitaci metoda; nech£

Potom
QO

s: - ~
n=l

+ <>0- -~ + L-
n=l ~ = n=l ~ =

nekonverguje, ale nech£ exiatuje

Dokalte I Lze vynechat pi'edpok1ad regulari ty ~i monotonief
Je tedy vidllt, Ie regultrnd lIIonotonn! a~itac! lIIetodou 1ze kromA konver
gentnich fad a~itat jen hdy ae stf!dav,1llli znllll~nlI;y.

Z Uto YIlty dokalte n'sledujici tvrzend:

+
~ = I18X (an,O),

14,.7-1 Prob1'.. Pro jake aaitac! metody plat:!
00 00

ao+ZS-La = 13-2:. an '
n=l n nCO

Rovnoat ch4pajte jeko dvll iap1ikBce, tj. pt'me se, kdy p1ati00 _

(a) 13 - L an "a ==> ZS - 2. ~ = a - aonCO n=l

(b) -ZS - 2.
MOl

a=a==>
11

VylleUete tedy, kdy zobecnlln4 1iaita .'via! na koneaJllll mnoha ~lenech

pos1 oupnos t iI

14,.8 I Cd/!em.
(a) Ukalte, Ie exiatuj! regul'rni a/!!taci metody, kte~ s/!!taj! tutel

hdu k rOZII!m sou1!tOm.

1014-7781
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N Ii v 0 d. Zkuste po~it p~ikled 4).5•••

(b)· Je motno sestrojit i regullirni monotonni saiteoi metody s touto
vlastnosti?

B. CESAROVA A ABELOVA SMTAC! IIE'l'ODA

V tomto odstavoi uvedeme dvA ddlelit. Baitaoi ailiBitovaoi metody.

14).91 Def'inioe.

(a) C e ear 0 v • • a ita 0 i • e t 0 d a. Zvolm.

lim
aQ + al + ••• + an }

existuje vlaatAi -
n"'- n + 1

e def'inujme zobrezem f'o I Po -- &.L pi'edpia.m

8 +-1+, •• +8nf'( {&oJ) "liB -'o=-----= _=_

n-p- n + 1
•

Liaitovaoi metoda (Po' f'~) je podla t'.atu)8 ragul'rni a nasty'
•• metoda Ceaarova ai metoda aritmetioktoh p~ArO. (prvn1ho i"du).
Bud••e ji znaait aymbole. (C,l). Z ni mO!.me vytvoi'it aaihoi me
todu (proveate podrobnAjil), kterou bud..a oznaaovat stejni.

(b) Abe 1 0 v. a a i t'ac i met 0 d a.

existuje vastAi lia
X" 1-

pro polo!me

..... -
A - L ~.u. 2 ~ e.

n=O x-'l- n=O

Pr'vA d.f'inovan' saitaoi metoda (PA,A) s. naztv' Abelova (sneae

ni (A». Regular1ta Abe1<lvy metody plyne z Abelovy vAty, kter"

je probir4na na pi'edD4Aoe.

(C,l),&0 =.(4). (DIlle

(b).) Do.ka!tel
'-L
n=O
vis

Vzteb Abelovy a C••a1'Ovy metody.

(e) 0 vztabu .aitaotch metod (C,l) a (A) hovoi'i t.v.'-FrobeMoVll vital Recht L all = a (C,l). Potes til
n=O ,

je matoda (A) obecnAjAi net metod.

1014-7781
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n + 1

·O+81+···+·n6' .. --"---=~_---!:!...n

•6' (n + 1)~
n

()O

,p- = (1 - x)~ L
n=O

je an = o(n) a taU 8n" o(n). 'l'udU i'&~

E>n(n + l)xn konvergujt 81eepon na interYBlu

1'(x) .. (1 - x)

Proto!e

(-1,+1) •

• akonec poulijte vztahu
00

f(x) - e = (1 - x)2 ~ (n + 1) (~_e)Jtl
n=O

II: ~azu tvrzent.

....
(b) Uke!te,!e ~ada ~ (_l)n n je eatteteIn' Abelovou metodou, ale

n=O
nen! sattatelA4 aeaerovou metodou. Odtud vYPltv~, Ie (A)-metoda je

Huteani aUnijli1 nel (C,l)-metOde.

[.,.111 Cv1a.-d.

14'.12\ Cv1aeDi.

Ovi~e aonoton11 eattactch metod (A) 8 (C,l) •...
Ukene,!e A- lim e.Q = lim (l-x) ~

x ..1- n=O

Odtud odvo!te epeci'lnt vteledek, je-li posloupnost {en) konvergent
II!.

C. 1lUIIA1I1fOVA SotTAC:f METODA

poaloupnoat. Bu! • takov' funkce v < O.+ 00 ).

"chi ll'atei:iM soullty tvoH omezenou
00

Ie l »:
o

•
00J... -1

o
Polo!me G(x)" 1 + ~x g.

o
Potom pro ka!d' h> 0

-,
konverguje hda 2 8a G(nh). Jeatl1le f(h) je jej t souaet e je-l1

n=O
e .. 11min1' aD' T" i (a + S). A = i (S - s).
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00

ca '" j \g I , POtCIII

o
~ - os /:) S limint' f(h) !i: limsup f(h) S ~ + cr A

h~ 0+ h-+ 0+
Dokalte I

•

It 4 v 0 d. Pomoe:! Abelovy perei4ln!

- (m-lL. an G(n h) '" lim ~ sn [G(nh)
n=O ....- n=O

sumace odvodime

- G (n+l)h)] + all G(an») •

Je ovliem lim G(x) ,. 0
x-.-

a d4le

00 00 (n+l)h

L \G (nh) - G(n+l)h)\~ 2 f 1&1~wUl'
n=o n=O

""" nh
Odtud plyne konvergence 2. an G(nh) pro b;" O.

n=O
DIlle dokalte tento "pOllloenf" vztah I

(*) limsup \f(b) I s or limsup Ie I •
b_O+ n

IC tomu zvolte 0<: > lilllsup Isn' a no

n > n. bylo \ snl < 0<.. Pek

n

\f(h)\ ~ ~osn (G(nh»- G (n+l)h)
•

pf'irozen4, aby pro vlieehna

.,.,

+ o<>j 1.1
o

PrvllU s,Htenee m4 limitu 0 pro h --+ 0+. Odtud· (*) plyne snadno.

t ~ b + ••• + b s. -T.
II. 0 n n

Je limsup t = S - ~ ,. An limint' t n" a - '1' = - t::. ,

limsup ltn\ ,. ~ Polo!1Il9 jeliti-fi(b) " 2. bn G(nh) ,. feb) - ~
n=O

a aplikujme K4me limsup \fl(b)1 ~ US,
b-O+

ted;y

limsup 1'( h) ~ l' + CJ li.. Podobni pro 1aint' 1'( h) •
h_O+ 11_0+

1",.141 CvH!en!. Zvo1t9 v 4'.1) funkei g spliiuj!d vlieehny pf'edpok1sd;r

t8111 uvede.iU, shy G(x) " l sinxxt pro x > 0, G(O) " 1.

Sestrojte da1li! funkce g, sptnuj!e! pf'edpok1edy·z 4'.1'.

- )21 -
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14).15 [ Cvi~eni. Ponechme ozna~eni z 4).1). Plati toto tvrzeni:.....
Jestli!e f'ada .2: an konverguje, pek existuje lim 1'(h) a plat:(

n=O h~O+

"'"2:. ~ ,. lim 1'(h).
n=O h-'O+

JI 4 v 0 d. Plyne trivillln6 z 4).1). nebot pek A = O.

lim 1'(h) = A.
h-O+
~ielo A

Jeetli!e existujePonechme ozna~en! z 4) .1) •De1'inica.

"'"
hlcname. Ie !'ada z: ~ je Ra - sllitate~ k aislu A;

n=O
naavslH Ra - soulltem Uto f-acl;y. Je-li speci4ln6 G 1'unkcs z 4).14,

budeme f'ikat pouse R-souaet a misto ~-sllitateln4 budeme f'iket, !e.....
2:. an je ellitataln4 RiemeDnOvou slliteci metodou.
n=O

14).171 CvillaD:1. POiloei 4).15 uke!te, !e slliteci metode Ra je regull!\rni.

14,.18 *1 Cvi~ltIDl1. Pokuete aa aaatrojit f'adu, kter4 neni konvergentni a je
allitataln4 RiamBDDovou elliteei metodou.

14,.1111 CvilletU. Roahodnllte, ada Blemannova sllitac:([ metoda je monotonni.

143.20 "'"I ProbUJa. PorovnejtAt RieJll8lllllovu sl!itaci metodu s jinJlmi s~itecimi meto

dami. ktanI znl!\te •

14,.211 PoZJdmka. Blall_va slliteei metoda al!\ ana~nou Mle!itost v teorii
trigonometrick!eh f'ad (viz tl!\ma 22).

D. LDD:TOVAc:f IIErODA. D

&,.22' HUlltota. V dali!iim ukIl.Iame pf':Cc:led jeliU jednl!\ aajimavl!\ limitovaci ma-
tody••ejdf'ive vAak zavedeme niktenl pojay.

au! d!lna r 0 a t 0 u e i posloupnoat S = {nil (mdle bjt nekonel!nl!\.

lI:ond•• prl!\za6.) p f' i r 0 a an! e h lIi8el.

Da1'inujJae hora! a dolni hustotu posloupno8ti S vatshy

D"'(S) = limsup i 2: 1
A~O<> Jai"' n

D",(3) ,. li1DiM'1. 2. 1-
D.~C14 D JaiS n
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JestlUe D"'(S}

pos1oupnosti S
,. D.. (S}. nszyv~me tuto spo1e~nou hodnotu huetotou

a zna~!me ji D(S}.

10.2) 1 Pl'!k1ady. Ur~ete huatotu (resp, horm e doln! huatotu) n~e1eduj!cieh
poa1oupnoatf:

~ = i1+1 + f , jeetli!e

pos1oupnoat pl'iro-

n1,2, ..• ,2 •

kde

(a) Sl je libovo1nll. prll.zdall nebo'Jkone~nll. roatouci
zenyeh ~:!ae1.

(b) S2 ,. ln2}: 1

(c) ~ = l2n}::l •

(d) S4 = {~1:1

k = 28. + ,e. kde

00

Definice. Nechi {1I:n.) n=l je poa1oupnoat re~lnyeh ~!ae1. baa t€ 11,
Ozna&ae aymbo18l1l {nj ~ .. t ~ poe1oupnoet tlieh pl'irozanyeh ~!se1 n,

pro nlil je ~ ~ t (ehll.pejme ji jako roetoue:! poe1oupnoat - toto je

molw! d!ky dobr4mu uepoN.dll.n! pl'irozenych ~!ee1).

R!kll.me, !e poaloupnoat {~}:1 je D-konvergentm k D-1imitll .l,
jeat1Ue pro kddo! e. > 0 plat!

Ukalte. Ie D-1imita je definovll.na korektnli, tj. jeatlHe

D-1im ~ = f D-lim ~ ,. "[. POtOlll J ,.
'l •

N , v 0 d. Pl'edpoklll.dejte, Ie f + 7- . Z toho vyplyne, !e

D{nj '~-),\ >- e} =0.

(a) Uvedte nAjao! pl':!k1Bdyl

(b)

hustota poa1oupnoati vlleeh pl'irozenyeh ~'!ael je 0 (uvelte. Ie

ajednoeea:! dvou poa1oupnoat! a nulovou huetotou - ehll.panll. jako mno
Unovll. ajednoeem, ktert! je uapoi'II.dll.no do roatoue! posloupnoati 
je oplit poa1oupnoet a nulovou huetotou).

Ukalte, !e 1imitovec! metoda D je regulll.nm a monotonn:!,

Obt!lnlljll! je pouze dOkaz linearity tll.to metody (tj. (i)

Utijte k nAmu ink1uee

kde

z 4).2}.

{n ; I~ + Ym; - ( j + "l ) I ~ €} c {n j I "n -J1~ :} u {n j Iyn- 'l' ~i}'
j = D-lim "n' 1. = D-1im Yn'

14). 251 Cvi~ea.!.

N , v 0 d.
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je omezen'.

vlastnll i'!dT)

•
+~

II

necht posloupnost L~}

Doltaltel(Co no tato vllta

I " o. Ozna~ta Hn NPo~at tllch i

IXil ~ E,. Potoa lim -A = 0 •n..,..oo n
xl + • II,.

~! vhodnll odhadnllta zlomelt

Vita. Hecht D-lill ~" J
PotOl8 lia ~ " f cc.n.
H , v 0 d. Pfedpokl'dejte,!e

(1 " 1.2•••••n), pro nil!

14'.271 Tvrzes!. liIechi D-lilll "n" f . necht f'W1II:ce

epojit' v bodll f· Potom D-lia g(~) " g(J i.

(Opit porovnejte e "lt18llickoll" vltoll.)

g : Il~ 1 1 je

Dolta!tel

B. SOuCD iWl

V tomto odetavci budeme aplikovat a~!tac! metody na souain i'ad.

Vita. Cauchydv souain i'ad je !'ada

ltd. c ,,2: a1 b j (rosepUte').
n 1+j".lI

<>0

Jaou-li i'ady ~ an'
. n=O

00

absolutnl ltonverg8llts!. ja i i'ada .2: 0a abaolutnll Itonvergentn! a
n=O

.-0 -...::>

plaU 2 C
il

• ~ an ~ bn (vyslovte obacnlljil! vlltu 0 nllsoben!
n=O n=O n=O

absolutni Itonvarae.tn!ch i'84I).

Uvedellli vllta pro souain nemus! plaUt. po!adujeme-li pouze neabso1utn!
Itonveraenci obou i'ad. U1tdte I

• , v 0 d. Uva!ujte i'edu ~ (-l)n

n=O Vn + 1
a jej! druhou mocninu.

14'.291 !!!!.- (Mertens, 1875).

•
Doltaltal

jsou Itonvergentn! i'sdy. z nich! alespon jedna

""'" """
Itonverguje absolutnll. POtClll Cauchydv sou~in!'ad 2 "n' ~ bll.'

n=O n=o
0<> DO oco

Itonverguje a plaU 2. Cn = 2. an Z. bn•n=O n=O n=O

.echt
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II Il " 0 d.

Ba' CIIl n-U

00

lIech! i'eda L,a konverguje absolutnli. Ozna~te
n=O III.

~IletellD4 soul!ty pi'islulin.jch !'ad. Fotoa plat:(
An'

,. B
P-II~.'PkdeC .i.. B .~ ... ~

p a=O p~ a=O m,p

pro a" 0,1, ••• ,p, ~ • 0 pro a <t p + 1. Koencienty Am,p rm,p
jsou omezeDJl stlljnou konstantou pro V§echne ., p. JestlUe polo!:!.e-Cf.(p) ,. .. Pm p , pak !'ada L f.(p) konvergujil stejnomll.:rni na mno-

• m::l -Unli II (zde se pou!!vIl absolutn! konvergence i'ady ~ an I).
n=O

llyn! sta~! ukllzat, Ie
0<>

lim C = lim 2. .. ~
p"'_ P p-+<OO.=O lI,p lim ~m p =

p-+- '

Platt tsto vlite i pro jin' sou~iny, nel je CauChydv sou~in1- 00

14'.'0l Wta. !tech! 2am = a, Zb.. = b jsou konvergentn! !'ady.
n=O n=O.....

PotOlll (C,l) -L: cn
,. ab. Doka!tel

n=O

II Il v 0 d. Ukalte, Ie
Uo'V'o + ••• + ~·n

n + 1 ~ uv. jesUite

F. TAUBEROvsd POOONKY -Kaldll konvergentJd !'ada L a., ae soul!telll B je (podle deti-
n=O -u

nice) e~!tate1DJl libovolnou regulllrn! lIletodou k t'mu! .o~tu. Obrllcenli
ovliam ne kaldll .a!tatelnll i'ads - kupi'!kladu (C,l) - je konvergentn!.
Vlity, kte~ i'!kajl, za jakeho dalli!ho pi'edpokladu je B~!tate1DJl i'ada
jil konvergentn!, ae naztyaj! vliti Tauberova tyPu. DodatBan.j pi'edpokled

teto vlity se obvykle pak nsztyll taubero".kllpodm!nka pro danou s~!tac!

mBtodu. UkIl!ellle nlileolik vlit Tauberova typu pro metody cc.i: a (Al.

Vllts. )lechl
OC>

2. an = e cc.i i,
n=O

nech! ~~ 0 pro It=O,l, •••

co<>

Potom L. ... = B.
n=O

Doka!te' Jakll je zde tauberovskli podlll!nka1
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OC>

143.)2 [ Vilta. lfech{ 2: ~ " .(0,1) , nech{ axistuje vlaatn:!
n=O

al + ~,~2 + ••• +n~ <>0

lim PotOJll L an " s • Dokaltel• •
n-+<>o n=O

Pomoe! 4'.'2 ukalte, Ie existence vlastn:! 1imity

ja ta!l:' tauberovsk4 podm:!nka pro metodu (C,l).

lllrlstuj! da1eko obecnlljli:l: teuberovsk' podm!nky pro metodu

cc.n, napf':!kled omezeDOst .do1a pos10upnoati {nan} je tekovou

pOcD!nkOU. 0 toa aa 1ze doa!st v kntze G.B. Hardy, Divergent Series

(ruskt pf'sk1ad • roku 1951) ai v knize \G.M. Fichtengo1c, Kurs dife

rancialnovo i intagralnovo ieaisteDija II, Roakva 1959.

14)." [ Ovi/!all1.

lilll nan
0....,.-00

14'.)41 PoZAllmka.

14,.)51 CviaaJli. .a1emllte pro Abe10vu metodu teuberovakou podm!nku obdobnou

4'.31.

1014-7781
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T j. A 44

.ero1'noet1

Young01'a nero1'noat • Ukaite na sat1adi obrasku, ie plat!:

• eobi t je apoj1ta a ro8toue! tunkee na 1ntenalu <0,0>,
c ;> 0 a t(O) _ o.

Jt(x)dx
o

Pakpro a6<:O,o>, bGO<O,t(o» je

ab

PI1 d~tasu poui1jte vstabu ,

- xt(x) pro kalde x > O.

Zj1etete, tdy plat! rovnoatl

Pro a, b ::;. 0, p > 1,

CdceD!. Z odatavce 44.1 dotelts
1 1-+--1P q

vbodnou 1'olbou tuntee
aP bq

plat! p + q ~ abo

t:

Od1'Oate, kdy plat! rovnoatt

J1n,y d~tas teto nero1'noat1 1'1& [D II J, tap. V, § 12, 1'eta 101.

Poace! 44.2 dokaite:HDldero1'a nerovnoet.
1 1- + - s 1.P q

p> 1,II: • l, ... ,n,proHecbt

Pat •

a sjietete, kdy l' te-

plat! tsv. HG1derova nerovnoet

Odtud 11m1tnim precbodea dotaite, ie pro 11bovo1ne dve poe1oupnoet1

p > 1, ..! + ..! - 1p q

1 1

~ [2.lan\~P [~\bnl~q
n-1 n-1

to nerovnoat1 plat! rovnoet.

1014-7781
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144.4\ Ilinkowsll:eho nerovnost. Pro l1bovolne posloupnosti tan)' {bn) ,

p ~ 1 plat!

~ ~!r Lla + b IP P ~
lle_l n n

a pouiijt_ H6lderovu nerovnost.

Prostor lp'

lp - (tan) I

Pro p ;;. 1 oenaclle

~lan\P <+oo}.
n-l

lede .1e

lIDolina veech leollplexnich (resp. realnych) cis_l.

(a) Doleaite, Ie pft teto definici souctu

tan) + { bn } - {an + bn}

a nasobleu leollplexnill (resp. realnill) cislea

( b)

.1e lp linearni prostor nad tileeell leoaplexnich (resp. realnich)

cisel.

Zobrsuni

aul vlastnosU

(i) rUsn~):;?: 0 pro leaidou Lan~elp'

(ii) rClan}) - 0, pray", lI:dyl an - 0 pro lealde nel.

(iii) r({an} ) -111'f('lan~) pro kalde AU a {an}Elp '

(iv) retan· + bn)~ r((Bn}) +f({bnJ) pro viechna

{an] t {bn} e lp'

'fed7 eo braun!, f I [t~} . (bn}] -+ r({an - bn~)

Ltan} • {bn} ] e lp x lp .1e astrita na lp'

(Zobrauni r s vlastDOstlli (i) - (h) se filea norlla na 11
nearnia prostoru.)

(0) .etriOIeY prostor lp s aatr1leou ) definovanou v (b) .1-

1014-77lil
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up1Qj aetricll:y proetor tj. poe10upnoet la(II:»)c 1p je kouyer

gento! pr'~i tehdy. jeet1i1e plat!

V 3 V V [(II: ~ 11:0)~ r( a(k+j) ••(k» <: E.].
f. >0 ko&.. Ite. JEW

• , ~ 0 d. Obt!ln5ji! je pouse ddll:al poeta~ite1noeti podainky.

Olna~e a(II:). {.~1I:)}:1 • Pall: pro pem' 11:6 • .,yho.,uje

poe1oupnoet {a~II:)J::1 oby~ejn6 Bo1Iano-Cauohyo.,1 poa-!nce a

tedyezietuj! anEB1 tall:. Ie 1ia a(lI:) • an••yo! dokalte. Ie
, . n+"" n

a. tan)E1p a ~~+.J'(Il(II:). a) • o,

/44.61 Cv1~eni.

(a) DolI:aite. Ie pro k • 1, ••••n je tuntee

1014-7781

(b) POllloei (a) od.,o~te. Ie pro 1,e P1 4; P2 je lP2c 1
P1

•

DolI:alte. Ie tuto inll:lusi nan! molno nikdy IBIII5nit .a ro~no.tl

- 329 -



f :t Il A 45

S~irliDgoYa a aabyiayoya Yi~a

Obaah, A. latonaan. aouci~.

8. S~irl1DgoYa formula.

c. aabyiayova vi~a.

Daf1D1ca. lachi

118 P • P Ylaa~D!
J1~~ D

Pn Ja c!aalna po.loupno.~. pololaa

-rt Pk' n· 1.2.... J••~l1ie .x1e~uJa
11:.1
a nanuloya. pak fit.... i. n.ton.cui .oucin

T-

Tl Pn konurguJ.
11001

nakon.cui aoucin

t P. Je-li p. 0
...,
il Pt diurguJ ••

nebo p. 00 fitue. Ie

!45.2l Cvic.d.

(a) Dotai~e. I. 118 Pn• 1 J. nu~nou poda!nkcu pro kony.rgenci
+00 n.....oo

lrt Pn. Je ~a~o podm1nta po.~acuJ!c!?
11001

(b) la &atladi (a) uyazuJ•• pous. ~y nakonaan••ouciny. pro nel Ja

Pn> O. n. 1.2~... a o&D8Cae Pn• 1 + an. Dokaz~. DJn!.
+-

Ie .oullin TT (1 + an) J. konYergan~d. prayi tdyl fada
n.l

.:>0

~ log (1 + an) J. tonYergen~d.
11001 .

(c) Je.~l1le aI na konellui poc.~ indexd J. aD> 0 Debo an <; O.
00

pat .oullin ~ (1 + an) Je tonYerg.n~n!. prayi kdyi fad a
n.l

:E aD Je tony.rg.n~n!.
n.l

1014-7781
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• a ? 0 d. U?aite, ie sa dan'ho pfedpo~ladu je

pouiijte ero?na?ao! ~riteriua a (b).

(d) Dokaite, ie eouaiD iff (1 + an) di?erguje ~ 0, pra?i kdyi fada
e<> n-1z;, 10g( 1 + an) - - 0- •

(e) Ja~o ap1i~aoi ne~oneaDich eouain~ sjietite OhO?8.D1 Gaueeo?y hyper
geometric~'fady 40.14 pro x- -1.

)J a ? 0 d. Osnaate an· n-ti koeticient hypergeo.etrick' fady.

Vyjadfete

T-&X-~+l
n ~de poeloupnoet

je nutn' a etaa!, aby

Pfedpok1adejme nejpr?e, ie

Sta~!

r-0<. - ~ + 1 > O. Pa~ pro....
Protole jde 0 fadu Z. (_l)n an'

n-1
n-1

1ia !'n - O. Ale IT a~+l
n .....,.. k-1 a~

jeD ~ Do

Ilena.

tedy dokuat, Ie dinrguje ~ o. fo do~aite poacc! 45.2.d.

Pro pi'1pad r- oc - ~ + 1 - 0 unite, Ie po41e (c)

konnrguje a tedy 1ia an';' O.
n-+""

145.) I f?l'Ilen!. .echt {Pnl je roetouc! poe10upnoet prvoHeel
00

(P1 - 2). Pro x > 1 je IT 1 ) (x),1 -.n-1 1 - pX
n

kde J je Riemanno?a dseta t~oe (ds tNa 41). Dokaitet

II a v 0 d.
1

1 1
- pX

n

- 1

~~t
•

Vynaeobena koneanaho po~tu ta~o?ich Hen~ doetane.e ?yjadfen!
N

p(.) 11 1 Z niho odndte- I •x 1
- P:

• ~Zo E p(.) - 2:- .i, 1 Odtud ihned p1yne ?ieledek.
kX •x k-1 kX k_If+1

1014-7781
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CdceDi. Z pos1edn! nerovnosti v navodu k 45.J odvo~te, ie-a tedl, ie lrT 1 1 diverguJe k + 00 •

kd 1 --
Pit

Palt ale talte
-,-r (1 - 1-) diverguJe It 0 a pod1e 45.2.d je

1t-1 Pit

fada divergentDi. Z toho ihned p1,ne, ie prvoc!ee1 je

00

L 1
11:-1 Pi
neltonecni anoho.

B. llTIRLDGOVA JOBIlULB n

nl ~ (t)~ .
n

2 (~) ,a protoie

Je tedl

145.6'4 8tirl1ngova to_ule.

(a) UvaiuJ.' poe10upnoet nl
bn - log II' Je

n
n n

b. - "> log It -nlog n - ;E. (It - 1) log (1 - ~ ). Pro 0 ~ t < 1t=l 1t-2

~ t k 1je, jak a.Uto, log (1 - t) - - .4- k a tedl pro 0 E t E"2
1t-1

t 2 , 2 J10g(l-t) --t----t • e(t), ltd, 0<8(t) ~ 1.
2 J

b - - t (1 - 1:... - -.!.. + £ ~ 81e» ,n 1t_2 2k 2kC J ItC It

OdtQd

b. - - (n - 2) + i
V,ietf..e Il1n! aoueet

n

e. - 2. ~ . Podle viie uvedeneho je pro It:> 2
1t-1

1014-7781
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Odtud

log II 1" 1 - •

Bx18tuje 1;8d1 dutn! latta

lila (i.! - log II) • 0
n-+oo t.1 t

(tzv. Bulerova tOlletallta). Oe1tea tedy adiea. tvrd1t, Ie exietuj.
daetn! 11mit a

( 1, 1 III ella • 1ta bll 1" n - 2" log III • 11Jl og nH/2 •
n.... oo n-"CtO n

(b) K ura.lli t'to 11Jlity odvodia. tsv. W.llieovu torauli

11Jl
II~OO

1 [ (211)11]2
211 1" 1 (211 - 1)11 ,

tde (211)11.2.4.6 ••• 211, (211 - 1)11 • 1.).5~ •• (211 - 1).

:r/2.

I a v 0 d. o1e-l1 II lIuaperd oe14 111Blo" pololt. ,III. ! 'e1~1I.x c1x.

r 111"1
5nadllo lIahleduete, i. 10 • 2 ' 11 • 1, 1111"2 • II 1" 2 III '

12111"1 '::: I 2n < 1211_1 (II ~ 1).

Odtll.d
(211) II

(211 1" 1) II
1£< (211-2)11
2 (211-1)11

,

( 0)

Pis••e-li nylli Walli80vll. forauli v. tvaru

s: , 11Jl 1 [2
211

(111)2 J
2 2111"1 (211)1 '

d08tan8a. 8rovlltDia 8 vyeledt•• (a) elladuo, I.

n" III ellOdhadlli.e II1ni obybu. B.... all· log nll+1/ 2 I

a. log ~.

all - ~+l • -1 + (II 1" !) log (1 + ~)

~Og (1- ~II) - log (1 + ~II)·

• -1 + 211 + 1
2 •

• -1 + (211+1) •

1014-7781 - ))) -



hdy 0 < 1 1
1r(Ir+l) - 12n

Kone~ni doetav"e tsv. St1r1ingovu forauti

nl -

a
12n

e , Irde o -c h < 1,

o < ~n < 1.

145.7 I Ov1~eD:!.

(a) Poa~e! Stirlingovy foraute .e~tite fada
00

Z. (n10g~:~t -1).
n-l \:

• a v 0 d. Upravte n-ti ~aete~nt sou~et d1e Stir1ingovy foraale.

(Vyjde ~ (1 - log 2») •

(b) Poa~e! Stir11Dgovy forau1e vyietfete po1oair R Ironvergenee fady

~ nn n
k- "::T'" % a alraite, ie pro % - R fada dherguje, pro
n-l n.

x - -8 Ironverguje.

o. llBBYllBVOU vlu

v teaatu 41 .e adiete .etlrat s Rieaannovou dseta fanke! definova
00 1

aou pro x > 1 vatah.. f (x) - .z. -. 5nadno be uka-at (vis
) n-1 nX

45.3), Ie pro It > 1 je
<>0

IT 1- In-1 1 - px
n

,

kde Lpn} je rostoue! po81oupnost vieeb prvo15!sel. onea na81edaj!

eieh uvah je odvod1t DB sak1adi tohoto vyjadfeni niktera tvr.eD:! 0 ros

10ieni prvo~!8el, tj. 0 chovan! fankce ~(lt) pro velke hodnoty x

(~(lt) osna~uj. po~et prvo~!sel nepfevysuj!cieh x).

145.81 hneD:!.

1014-7781
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pr.oc!a1a .eDi! nebo ro.na r.
n

K(x) ::: n + [x] - ~ [: ] +
jd j

PotllllldejJIIll
n

2: [.L-J ...+(-l)n[ x ].
1,j P1Pj P1····· Pn
1"'j

DOkaitel

• a • 0 d. Vynech"e-11 .'.orky oe1' caat1, udll1"e ehybu nej.iie 1
a tedy • ce1" .jra.u nej.jie 1 + n + (~) + ••• + l~) _an. Je tedy

1r(x) ~ a + an + x IT (1 - p1 )~r + ar + x fr (1 _ p1 ) •
j_1 \ j j-1 j

'yn1 uniae, Ie IT (1 - .!...) ~ i k1 ~ lOS r - 0 a .hodnoa k1adnoa
j-1 \ Pj k-1

konatantou 0 ~1s U.a 41 nebo u.aite, Ie je loS (k + 1) - loS k - '

-t < t ' kde J Ii (k, k+1») •

Je tedv -'t" (x) Er r + ar + x pro .aechDa doat.teenl ..lka.. 108 r - 0

r. Vo1!ae-11 r - 0(. 108 x, cc < 10~ 2' doetane.e anadno, Ie

pro .aachua x ~ a ja :1l; (x) oS B: 1 ~ ,kde B: je j1eta08 oS x

konetauta. Odtud ihnad plyna 1ia ~(X) - 0, tj. pr.oc!ae1 je
x......

"podatatnll a'nll" nai pf1ro.aatch 4!a.1.

Poena-lea. Doka.aDi odhad nen! def1D1t1.n!. _.toda • toato bodll poui1-
1 ¥ r ..toa o.le. sfejall nejde slep it, nebot "chyba" a je pf!111 .a1ka opro-

t1 odhadu pro aouc1n Jrr (1 - ~j) , kterj je - jak anadno nah1'dne

ae - daf1D1t1.n!. K a1eplen! odhadu pro ~(x) byehoa tedy potfabo

.a11 jednak j1DOIl aoa.1e10at ...1 fankea.1 :J&' a J. nei b;71a u.a

de_ .118 a elll1e pale jeanllji! odhad;7 eho.&n! funkee J (pouUl1 jue

.e akutecnoet1 pouse odhadu pro rych10at d1••rsenee haraoDiek' fad;7).

Odcm!.

Jal1koi

Z 41.8 .yjde pro x > 1

dt.

je 108"""J(x) - IT
_1

1 ,

kde ~(x) je fankee oa.aena • 1Dter.a1u

.1014-7781
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<1,+00). z 41.7 II1IU va., jail: lie "chod." funll:ce J (x) pro

x ~1+. Odtl1d napfill:lad j1l plyne, Ie nellll\le platH odhad

.1t'(x) ~ It x'" , Il:de It a oc jeol1 II:ladna lI:onetanty, oc < 1•

• a v 0 d. Z vile lludeDjoh vstaho. odvoate, Ie log J(x) by byla

funltoe oaeuna v intervalll (1,+"")' 001 je epor e vieledltea

J(x) (x - 1)~ 1 pro x -.-,. 1+.

145.1°1 Prvo~!eelD& vita. It odvosen! preenijiich odhado. byohoa potrebovali

"opa~a~ vyjadreni )i (x) poaoo! ~(t) nebo aleepoD nijalti Bpo.eob,

jalt odvod1t s vlaatnoet! 1ntegra1o. vlaetnoet1 1ntegrandll. Taltovi poetllp

eltllte~ni lae nalaat a poaoc! niho odvod1t elavnoll "prvo~!eelnoll vitll"

11& .-t.x) log x • 1.
x-+ OO X

(Hadaaard, de la Vallae POlleein, 1896.) Poanaaenejae, Ie tento vatah

1.. podatatni ue!l1tl ex1etllj! Itladna Itonetanty It, eX-, P talt,

Ie pro dechna x ~ 2 je

I%'(x) - J dt
log t

2

,

tj.

je vialt "vhodniji!"dt
log t

x - Vi"
loi Vi

Pro vyevitleni Ilvedae, Ie

+

'unltoe

(Vinogradov 1968, i <~C:1-)'

Jdt x
log t • 10g~x

2

xf dt <: fi- 2
2 10g2t •

1012

log x f dt
log t

11& • 1.
x-'- x

,j~
2

nei loi x.' Ileaentun! do.ltu, poalivajio! pollae aaltladnioh vlaet

noat! 1nt.grala, poohasi od P.BrdGee a A.Selberga a 1'011:11 1948 - v1a

napr. Specht I Ilement81'e Be.e1ae del' Pr1a&ahlaltae, Ber11n, 1956.

1014-7781
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145.11*1 aebyievova vita. lxi.tuJ! dvi tladne tonatanty Cl, C2 tat, ie

pro viechna x;;. 1 Je

x
log x •

Dokaitel

• a v 0 d.

•2-1 <: Vii 2-2n (2n) « J...
n V2

bU~ poa~e! Stirlingovy foraula 45.6 neboTento v.tab odvo~te

na .'JI:ladi vatabd

(;nt ~4D < tr (1 - (2
1

J )2 ) -c 1,

Pro n ~ 2 plat!(a)

tODatanty

•

a odtud eDadno pouiit!a

•(2n).1t" (2D)

1.-
. log 2~

Pou!it!a (a) vyJde Jr (2n) > ID
108 2 D

nerovnoaU R" (x) :;I: % (2 [T]) odvodiae existenci

Cl a aebyievovy vity.

24n 1

-.;- l~nt •
V ro.kladu e!.la (:n) De p:rvoeinitele ae vyakytuj! pouse prvo

e!ala .eni! nei 2n - JeJieh poeat Je tedy neJv;ie Jr(2n).

Ixponent u prvoe!ala p v roakladu t:n) Je neJv;ia I:: ~n

(ukaite I) a tedy

( b)

Z druh' atrany taide prvoe!alo p, pro Dil Je D <' P ~ 2n

Dutni dU! i!!alo (2:). Je tedy n%(2D)-R'(n)~{:D)

a odtud pouiit!a (a) doatane.e axiateDei klad~' kODatanty DC l
tat, Ie X'(2D) - Jt'(D) < DC 1 ro:-n .
Z tohoto v.tuu plyDa pro x ~ 2

R(X) - .n:O) <.. D<:2 log x

a pf!padnli Jinou tODetantou "'2:> O. ayB! Je (Z(I) ~ t )
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e vhodnou Iconetantou '"3 > o.

Pise.e-l1 nyni aieto x postupns ;1 (1.0.1••••••

log ~
tj. pro 1::: B aeeteme. vyjde

log 2

log(x)$(x) • oitr'2(lOg t~)Jt'(:j)

tedy .n: (x) .. 2 oco x
log x •

\45.12!Odvadte 8 llebyinovy vity exhtenc1 1I:1Bdnych 1I:0natBnt 03 a 04

talc, Ie

Jaki viele~elc l.e odvod1t • "prvoe1e.lDe vity"?

1014-7781 - 338 -
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TillA 46

lIiktere lliBelni-teoreticlee YlastDOsti realDjch llisel

Obsah, A. Diotanticlee aproxiaace.

B. TranscendentDi llisla.

A. DIOPAIITICd APROIDlACIL

146.11 Diriohlstova vita.

(a) Je-l1 0(. ell' £ ~ O. exiatuje raeienalDi llislo r· t
(lBe pfedpoleladst. ie q > O. p a q nesoRdi1D&) tale. ie

\ 0<:- - p/q I <. E •

11 a v 0 d. Bud 11 pfirossl1e. : < e. a uvah.1te il1ter-

val, <: • Ie: 1) pro visohDa oela Ie (v dl1lessu Be pod

statnl vyuiiva tav. Arehiaedova vla.tnost realnich llisel).

(b) V.noha (i praletlcleich) dloh'ch .1. uiitellne vidit • .1ale .1e pfl

dane. e.;> 0 vellei .1_enovatsl q alomleu. pro 111.11 plat!

tuseDi B (a).

Doleazte tn. DlrlchletovR vitlll blld t:<! 1 a oc Ell '

Potoa exlstu.1! eela nssoudilna lliela P. q tale. Is plat!

loe - p/q I -c l/qt.

11 , v od. Uvaiuj te [ t] + 2 ll!sel mce - [mo<:] •

(•• 0.1 ..... [tJ) a 1 1Dtervalu <0.1>. Milsi (odl1vod-

l1ite proll!) ez1stovat interval <[t).1+ 1 • [tl:\ >
(.1 • O.l ....[t]) • v Dial lsi! alUPOD dvi a tichto ll!.el.

Je.1loh odslltsnia do.tans.e exietenol pflrosen6ho. q. q ~[tJ<t

a celeho p tale. Ie plat! uvedene nerovnostl. (Posor DB DG

rac10nalDi I )

(c) Je-l1 DC. lraeionalDi Hslo. ez1atuje neleonellni _oho dvo.1lc

P. q oelich n••olldilnich lli.el tale. Ie q > 0 a

1014-7781
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10(- ~ I -< 1/q2 (od.odte s b I). Je pfadpoklad 1raa10na

l1t7 l!:£da 0(. podetatni?

(d) Van1t' DJDi pf1roaen' ot'.ta, jat lae .leledet (c) sleps1t, tj.

ada pro taid' 1ra010ualDi ~ .a nero.noat

1
\ IX - p/q I < q r (q)

netoneiSni Dobo fdeni • oe!iob neaouclilniob p, q, tde r je

uijak' kladua tQDII:aa, 'f (q) > q. Lse utasat (Hurw1ta). ie

lae .011t ~(q). r5 q a konatautu V5 nelse dale obeoni

niUcyat. Ukaite, ie pro 0<:. Y5 21 • r(q). e q, tde

e > V5 .a n8ro.neat 10<. - p/q\ -c q r(q) nej.lh konel5ni DO

ho feleu! • oe11ob ueaoudilniob p, q.

• a. o·d.

neeU utab

o£ • 11-c • od.odae a u.alo.an' nero.-

•

CdiSeDi.

(a) Bud DlDi

<1,+ 00).

r(x) ~

Ptue ae,

x uek1eaajio! tuntce na 1nterYalu

ada ex1atuje 1ra010ualDi is!el0 OC, pro

nn b7 n8ro.noat ("') aila netoneiSne Dobo fdeDi • ael10b

(a tUdii tat' uetoneiSni anobo feieui •. oe11cb neeoudilnicb) p, q,

q > O.

( b) Pro u pi'1roaeu' blld Ku DoUna .lieob 0<. E; 11 tako·l cb,

Ie \0<:. - p/q\ ~ \ qf'(q) pro .iecbna oela, q ~ n.p, q

Ukaite, ia Dol1D7 Ku jaou fidd a 118a.fen' • III hd7 anoline....
K. UKu ja prd tatesor1e • 11, Bx1stl1ji ted7 oce 11 " K,

n-1
OC 1ra010ualDi (proiS?) a pro toto DC .a nero.noat (*) neto-

ueiSni anobo feien! • oe!icb neaoudilniab p, q,

od4.odnitel). fia j ..e pro.ed11 ts•• ex1.teniSni

q > 0 . (podrobni

d4k.a.

(c) Konatrukoe je ponitucl .10i1tijif, ale lse dotasat troabu .!oe•

• ejpr.e ukalte ua.ledl1j!o! 1e....,

1014-1181
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Lemma. Jaou-l1 a, b oel& uaeoudllna a!ela, eX18tuj! eela a!ela

xo' Yo tak, ie pro x· xo' y - Yo je

('" 110 ) ax-by.l

Vaechua 'esau! tato ro~u1oe j80U poto. dana ~.tahy x- Xo + b.t,

Y - Yo + at, kde t je oe14 a!alo.

~e t~aru ax - by 8 0811.1 x, y a ukaite, ie d

Pro abytek t~raaD! dokaita, Ie plat!-l1 (110 '" ), ja

Kou8trukce. Bua ... 4•

11 a ~ 0 d. U~aiujte uaj.aus! kladu' a!alo d, ktara laa

dll! a

~yj&df1t

1 b.

• b{y-yo)'

Poloi.e po. 0,

J1ed uedporua

• 1. J80u-l1 j1i det1Do~ana Pu' qu
•

n, nolae Pn+l a qn+l talc, aby

pro

A f{qu) 6- qu+l <. (A + 1) l' (qu)

Poui1Jt8 ;Le_atu.
<>0 ((11) Bua oe, Pu Po ~ PU+l ~).lia - .- + - ,n.._ qu qu u-O qn+l qu

"de fada "on~arguJe. Dale plat! pro U • 0,1 ••••

1 Pu
..2 1

<oG - qu <. 2 •qu qu+l A - 1 qu qU+l •

B &~ 0 d.

1 ,

q" q"+l ~ A
2

q"-l q" (k.l,2, ....... ) •

(111) a!do ~ je 1rao1onalD!.

q <.

B & ~ ta", abyZ~ol.e u

a dle .(11)

q > O.

Ja

\oe-

0(. • p/q,

•

o d. Becht

A2 _ 1
..2 qu

1 \pqu - qpn\__ ~:.e.-",-_"'::""',,-

q qn qqu

tj. eoi je 8por.
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(1v) lerovnoet (>I: ) ma ne~onecni aDoho fdem v eelich p, q,

01 nerovnoet \oC - p/q I > 1 .1e eplninaq » 10q r (q)
pro viechna eela p, q, q> O.

I a ... o d. Pro 1.lSaet bud p a Pn' q • qn a poul1J.e (11) •

BUdte p, q cela, q > O. Url!I.1 n tall:, aby

qn-l ,;;; q <:: qn' Potom dle (11) .11

q \0<: _.2.\ ~ q ( I~ - Pn I - IIX - ~l) .>q q qn qn

1 A2 q
>

1 ll- A ) ~
~ A2 _

1 A2 _ 1 v
qn qn qn+l qn t

2A -A-l >
(A2 _ 1)(A + 1) ,

1

10 'f (q)
•

Kelanefun~c1

p(. ta~,.ie nerovnoet (*)
neeoUcllllnjoh p, q, q > 0

.1e aplnina pro vilchna cela

~(q) Ix1etu.1e 1rao1onalni l!ielo

ma ne~onel!ni lIlDoho flleni v oelich

a nlrovnoet IDG. _ pIq I >' 1
10q f( q)

p, q.

146.) 11'I Cv1l!eD!.

(a) Bud

( b) Jeou-l1

II:lael1,

.1e-l1

• a v 0

3e-11

1'18) ,

t" 0

'tkladna fun~oe e1efil1Ovana na 1ntervalu <1,+ 0<> ) a bud

lIlDol1na vhch 1rac1onalDich oc;<EBl ta~cvich, !e nero'f-

noat ( "') ... nell:onel!nll lIII1oho hieD! ... celich nuouellllnjch p, q,

q> O. UlI:aite,!e .11-11 IeBl 1nterval,.1e Inllr nupol!ltna.

'fl a 12 d1'll funkce, eplnuj:(ci viie uUelene pfeelpo

t£ Bl , exietu.1e x£Il"'l' Y€IIY>2 tall:, 18 t aX + 11

t "0 In naUst uE:Mfl' vo=; Il 9'2 ta~, Ie t ... u v•

d. Poelle 46.2. b .1e .11 ' Mer prvni lI:at8gorie •

AC.ll III1Ol1na resielualni (t.1. .11 '\ A .1 e prvD! lI:atego-

Be.ll redelualni, Jeou lIII10UQ AnB, A + t a pro

1 tA tall:e res1dualni.

(0) Ukalte, Ie anol1na )('1' Je t;ypu Gd' (Mn s 46.2.b .1eou uude-
ne).

( d)

1014-7781
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eoby a dolul.aat podstatnl doe: Bt,ta E.. {E:i~:l poeloupnoet

nul a Jednicek. Volme v bodl (i) konstrukoe 46.2.c Pn+l' qn+l'

takto: je-li en+l• O. necht plat! Ay"qn)4> qn+l< (A+l)r(qn)'

Je-li' E.n+l • 1. necht plat! (A + 1) r (qn)4> qn+l 0< (A+2)r (qn)'

V obou pf!padech Pn+l qn - Pn qn+l • 1 a pro urcitoet volme

qn+l nejmeni! moine. Tim kalde poeloupnoeti e pfifadime Jiste

iracionaln! O:£elo oC. ""'e. • Ukdte:

( i) Pro kdde aCe plat! tvraen! uvedene De a'vir 46.2.c. pouse

konstantu 1/10 nutno ponlkud ameniit.

( ii) Zobrazsn! Eo -OCe J e prost ll. T!m dolt'hme: Bxistuje

kon8tanta c > 0 a nespocetn' &Dolina iracion'ln:£ch c!-

eel OCE (0.1)

oce (0.1) (>l<)

(proc?) takovych. ie pro kaldll toto

ma nekonecni &Doho !eien! v celych P. q.

j8 8plninaa nsrovnostq > 0 \0<: _ p/q I > q ~c(q)

pro viechna cel' P. q. q> O.

(e) Volae Dav!c v konstrukci 46.2.c aa Po' qo libovoln' ne80udilna

c!8la. qo > O. Vi8ledelt 8e amIn! pouse v tom. ie nerovn08t

\ ex; - p/q \ > q r(q) dokazellle pro q;;' qo' Odtud do.taneae:

Bxistuj e nespoeetn' lIIDoZina .7' c Bl hU.8t' v Bl takov' e ' Ie

ke kalduu aG6~ existuje kon8tants c. c(O(.) > 0 tak.

h nerovno.t '''' - p/q \ ~ qrCq) je 'aplnina pro viechna

cel' P. q a nerovno.t (>l<) ma nekonecni mnoho !eien! v celyoh

ns.oudllnjch P.q. q> 0 (volte v konetrultci 46.2.0 aa Po.qo

viechoy dvoJice celich neeoudilDich c!eel. A. 4,5•••• ). Dokai

te. ie lIIDoiina • je prvn! kategorie. PoltU8t8 8e urcit JeJ!

typ (Gd'6" ?)I

146.4[ Liouvillova vita.

(a) .'eleduJ!c:£ vita (Liouville. 1844) ukast,tJe. ie kofeny polynollld

e celoc!.elniai koefioienty .e nedaj! p!:£lii dobfe aproxiaovat

raoionaln1J1li c:£.ly.

Bua n pfiroaene c!8lo a bua P(x) polynolll n-teho etupnl
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8 C.locie.lnimi ko.ticienty. J.-li oC kor.n tohoto polynomu, tt.rY

neni raeionalni. ciel••, exietuj. tonetanta c (savi.la jen na poly

nomu P) tak, ie pro vseohna e.l' p,q, q > 0 je

loG - p/q I ~

N a v 0 d.

e
qn •

( i)

(11)

Staci predpokladat,

hhtuje J:> 0

i. ~ je realne a t.dy iraeionalni.

tat, Ie pro 0 -< Ix - <:><./ < cf' j'

P(x) ,. o,
J'( i11) Buh. p,q e.18., q> O. Neni-l1 (.x: - p/q I ~ J ~ n '

0,. p(~)- pl:)- P(",) -l: -"") p'(f)'

q
j. td.

0 < IJ-oel<cf •

Odtud ~n ~ IP ( : ) I~ II \oe - : 1'
tde 11-8uplp'(x)! :> o.

\x-oel<o

(b) Posnamka. V roc. 1955 uk'sal Roth, i. sa predpoklad~ Liouvill.ovy

"ilty lee pro taUe Eo > 0 naUst tonetantu 0 > 0 (savi81ou

j.n na P a E.) tat, ie vidy j. e
2+f.q

146.5 I Chincinova "ita.

(a) V 46.2 jem. ukasali, "jak mnoho" v. emY81u kategorii j. realnjeh
c1eel, ttere maji jiete vlaetnoetl "shledew k aproxlmael raelonal
n1ml ciely. Uk'ieme nyni, jak j. to e Lebeegueovou mirou tilehto
lIlllOiln.

(b) Vilta (Cbincin). Bud

<l,+ co), rex) ~ 2.

~(x) funke. deflnovana na Intervalu
00 1

_eeht fada L 'f (q) konverguje.
qal

Potom eX18tuje mnoilna Sell Leb.8gu,OVY airy nula tat, ie

ke taldeau 0<., oc f S mdie.e naUst kladnou konetantu 0

(.av1elou jen na <>c) takovou, Ie pro "ii.ehna oel.' p,q, q> 0

j. loG _ pIq I ~ 0

q'f (q)

1II , v 0 d.

(1) _eoht pro kaide pilro.ene q je Sq aDoilna teob

lOl4-778l
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""6<0.1> pro nU pro vhodne ee18 p' j e (,. ).

( 11) A1( 5 ) ,;~q l' q

(1ii) Bua 5 • ri a 5 • Fotolll 1,1(5) • 0 a S
Q..1 q.Q q

ep1nuj e poladavkY v§ty.

(c) Lze uk&llat (ddk ... je ve1lll1 eloi1ty). Ie je-l1 r roetouei

"""
a fada ~ ~ diverguje. ex1etuje aDol1na· » Lebe8gueovy'f.1 <f,q/
lIliry nula hit. Ie pro kalde oG ef» lila nerovnoet (:I') nekoneo

01 mnoho hieni v eelieh nesoudUnich p. q. q> O.

146.61 Cvioeni.

Vy§etfete jednoetranne derivaee Rielllannovy fl1Okee. Vyietfete take

p/q

pr 0 fl10k ei '.f.
1 p

qf(q) pro x .. q •
P.q ee1a ne80udi1na. q > O. Ukaite. ie t ma koneonou

variaci na interva1u <0.1> a ulcaite. lie Je-l1 x 1raciona1ni.

x~»J" potom t: bua neex1etuje nebo neni v1a8tn!. (PouUt!ll

vity 0 derivaei fllOkee e koneonou variaei odtud p1yne jint ddkas

pfipad. kdy! kladellle fl1Okoni hodnotu v raciona1nim bodi

lIli8tO lc. rovnu _1_ J DC Ell ' (Vyhthte 1 epojit08t.
q qtJG·

exi8teno1 Riemannova integra1u takove funkeel)

Recht j80u ep1nin,y pfedpok1ad7 Chinoinovy vit7

Bua f(x) .. 0 pro x iraciona1ni. f(x) ..

( a)

( b)

Chinoinovy vity.)

146.? I Problelll.

(a) 010hu aproximovat jedno rea1ne oie10 oie1y raeionalnillli l ..e

Ilobeenit taktol Buate ~ij rea1na oie1a. i ..1.2••••• r.

j • 1.2••••• 8. Ftejme ee. jak "male" mohou bit eouoaeni (tj.

pro i.1.2 ••••• r) vir allY Ti • 1811x1 + $i2x2 +••• + 818%8- Y1 1.

kde %1.%2 •••••%e. y1.y2 •••••7r jeou ee1a oie1a. ktera nejsou

eoucaen9 rovna nu1e. Ana10g1i Dirieh1etovy vity je nae1edujiei

Kroneckerova vita.

tak. !e

1. 1,2,. ..• ,r t

1014-7781
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I a Y 0 d. PoetupuJte analog1eky jake v 46.1.b: uYaiujte

v II' body 0 eoufadn1e!eh ~11ml + ••• + ~1eme •

1 • 1.2•••••1' "poeunud" do jednotkCYa kryehle. kde

aJ • 0,1,_ •• ,i.

(c) 11ademe-l1 v Kroneekerovi viti e. 1, d08taneme tmv. e1multann!

aproximaee: Jeou-l1 dana 6!da e1 • e2 , •••• er a pi'ireu

n' t. eX1etuje pr1romen' q a eela 6!e1a P1. P2•••• 'Pr tak.

Ie P11 1 1
Ie 1 - - ~ t 1/ !' ~ """'1;-+""1'-'/"'1'-' 1. 1.2•••••1'.

q qq .

• ~ieae klaet1 otamku podobni jako Ye· 46.1.d. Vte1edky j80u do

j1et' miry analog1ek'. Aqalog1eky jako v 46.5.b ukalte Ch1n61no

YU Yitu v toato obeen" tvaru:

Bu~ ~(x) nek1eeaj!e! k1adna

(0.+ DO) a neeht 'f(x)" 2.

funkee def1novana na 1nterva1u

lecht rada ~ 1
q.1 'PC q)

e . 1. l,2 .....r.
qr(q)

Posna.ta. Viti uvadin' Y prYn! 6'et1 tohoto t'aetu patf!
de tSY. teor1e d1etant1ekich aproximae! (v1s napf. kraenou knibu
J.W.S.Cae.e1e: An Introduct1on to D1ophant1ne Approximat10n).

,

kOnYBrguJe. Potoa ex1etuJe 1IlI10Uns Rc:lr Lebeegueoyy miry nUla
tat. Ie je-l1 e ; [81, 8 2 ••••• 8 r ] c :II''' R. ex1etuje konetanta

e (saY1ela jen na ~) tak. Ie pro viechns eela Pl.P2•••••Pr .

s > 0 je

Ie1 - P1/ q I ~

0< p - Aq < q. co! je apor.

• echt f. p/q. kde P.q jaou pf1romena neaoudU

q > 1. Bud A prirosed. A < VIi < A + 1. Poto.
- All 0_ 14' <nq - Ap < p.

na 6!ela.
VD • nq

p

B. !rIWl'SOBIDIRU1 IHSLA

\46.81 Cv1CSeni.

(a) l:i.e~na 6!ela ebyykle dUae pouse na 6!a1a rae10nalni a irac1ona1

n!. Ukdte, Ie pro pfirouna n je '{ii bu~ 6ido pfiroun' Debe

1rae1onaln!•

• a Y 0 d.
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Pozn&aita. Zob.cnlt. pi'edchod tunni pro ~ ,

(b) R.alDa ciala viet adl••• rosdilit J.iti podl. naal.duJiciho hl.
diall:a:

V.tinica. !ill:.... I. r.'lna n.bo lI:o.pl.xni cialo ~ J. alg.
braicll:a••xiatuJ.-li pOlyno. P(x) atupni al.apoD prvaho a c.lo
Ha.lnimi lI:o.tici.nty tall:. Ze P~) • O. V opaenu pHpade na
slv"a DC tranac.nd.ntDi. cial•••

(c) Ukait•• Ie:

(Cantor,

J. tranac.nd.ntD! •I!!elo

Mnelina tranac.nd.ntD!ch cia.l J. n.apoc.tn' a t.dy
1874) .x1atuJi tranacandantDi ciala.

00 m'" • 2. (-1)
..1 tAl

Kalda racionalDi cialo J. alg.braicIl:6.

Knoiina algabraiCklch cia.l J. apoc.tni.

(i)

( H)

(Hi)

(d) (Liouvill•• 1844).

H , v c d. Je-li q. iD', .xiatuJe cela p tall:, i.

IDC- - p/q I < 2(~+1) I • q;+1 • Odtud plyn. tranac.nd.ntnost

podl. 46.3. Irac10nalitu 11. dokasat Jall:O v 46.2.c (iii).

(.) laprot! tOAU (uv.d.no bas dllll:alu) .xiatGJi tran.c.nd.ntDi Hala

0<.. , pro nU nerovno.t I DC - piq 1 > 4~2 J e .plnina pro

vi.chna c.la P.q. PodobDou vlaatnoat .. ci.lo 0.123456789101112••••

146.91 Tranac.nd.ntnoat ••

(a) Studium tranac.nd.ntD!ch ci••l J. velai obtiina. I.D! napfiklad
dopo.ud Iniao, J.-li lulerova konstanta (vi. 45.6) tranac.nd.ntDi.
Zealfi•• a. proto poua. na vyi.tr.ni irac10nality, pripadni trana
c.nd.nc. cia.1 • a ~. Tyto ddll:asy hraly hiator1cll:y v.lmi
ddl.i1tou ulohu.

(1) I!!elo • J• 11'acionalDi (I'ouriu. 1815).

I a v o d. I.cht ... p/q, p,q pril'ozena. J.
q

-h < (q~l) I ::¥1 < .- L col J. apol'.qr k.o

(H) l!ielo :It' J. 1l'acionUDi.

••• je

J.-l1 t polyno. a I'(x) • t(x) - t"(x) +

~t(x)a1D x dx • 1'(0) + I'(~).
o

Je-li nyni ~. p/q a pr1ros.nymi p,q, n pr1ros.na, bua

1014-7781
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f(x) .ii qD XD
(:Jl" - X)D•. vipoatea 1I.11etiale .nadDO, Ie

1(0) + l(Jr) .1e tladDe cele ai.loo Integral llle ale odhad-

DOUt vir8llelll ~, (x:qY~ ,col pro ,.,elta D .1e IIIsDli

Dei 1.

(iii) ai8lo ~ nemaie bit tcf8n8a tvadraticteho polYDoau P

8 C8liai t08ficienty (8p8cialni ai.lo ~2.18 iracionalni) •

• a v 0 d. Po.tuPU.1t8 jato v (ii), a18 vOlt8

f(x). ;, (P(X) (P(x) _ P(O») 2D •

'"(b) ai8lo e .18 tran8c8ndentDi (H8rlllite, 1873) •

• a • 0 d.

(i) Je-li f polynoa, l(x). f(x) + f'(x) + fn(x) + •••• .18

~8-t f(t) dt • 1(0) - e-x P(x).
o

(ii) Xecht ao + a18 + ... + aD8
D.a.tde aO, ... ,aD .180U cela,

aO,aD ~ O. Z (i) d08taD8l11e, Ie
t

l(O)et - pet) • ell: f e-t f(t) dt (II:. r, ... ,n), a tedy

(11i) Bua f(x).~ xp-l

t

atet 1 e-t

a
(x - t)p ,

f(t) dt. (~)

II:de p .1e prvo-

aido, p > laol , p> n, UlI:dte, Ie P(O) .1e ceU aido,

tt8re neni dilitelne p; 1(1), P(2), ••• ,P(n) .180u cela

ai8la dil1telna p (pouli.1te L81bn111ovy foraule pro vypoaet

der1.aci 80ua1nu d.ou fankci).

(iT) Plati If(x)1 < (p-h, (nD+1Y pro xE <O,D> •

Ve .irau (*') .1e ella (111) devo ceU aido nedUUeln'
p. tedy oel' ai8lo rallne odnuly••irall vpra.o je pro d08ta
teani .elt' p v ab80lutDi hodDOti .enli nell. coi .18 8por.

146.101 POlln&all:y.

(a) V rOC8 1882 dok&eal L1nd8ma1ln. Ie ai8lo ~ .1e traD8c.ndentni

a tia .la8tDi 1 De.oln08t r.lI:tif1kace krulnice a kvadratory truhu
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(k tomu v1a V. Korinek, Zak1ady a1gebry. ~ 52). D~kas je v sa-
\

k1adi podobny ddkazu tranecendence e. ale vyul1va fady v1aet-

noet1 a1gebra1ckych (komp1exn1ch) c1ee1 a vatahu e~1. -1.

(b) Lze dokasat obdobni vitu podetatni e11nijA1 (L1ndemann. We1er

etraee): Jaou-11 0'1' DC2••••• DCn navsaje. r~sna a1gebra1c

ka c1a1a. a1.a2 •••••an a1gebra1cka c1e1a. ktera nejecu eoucaeni
<¥1 "'nrovna nu1e. je ale ~ ••• + ane ~ O. V teto viti je obealena

jac tranecendence e (e.e ~ e2 • 0) tak 1 tranecendence

r (e k1 ~ 1 • 0). tak 1 tranecendence priro..njch 10ger1tad

a1gebra1okyoh c1se1 rdznjch od jedne.

(c) D1ouho nefeAenj tav. eedmj H11bsrtdv prob1'- je forau1ovan jako

nae1eduj1c1 tvrzen1 (docasane al v roce 1932 A.O. Ge1fondea):

Jeou-11 a.b a1gebra1cka c1e1a. a ~ 0.1, b 1rac10na1n1. je

ab transcendentn1.

Z teto vity nspf.(c1ad plyne. Ie dekad1cc' loger1tmy vAeoh rac1o

na1n1ch c1ee1 jeou bud c1e1a rac10naln1 nebo tranecendentn1. 11e

mentarn1 (ale slo11t;) ddkas. spoc1vaj1c1 na Ro11eovi viti

(pro rea1d a.b) .je v cn1.. : Gelfond. L1nn1k: lleaentary

methode 1n ana1yt1c number theory (ex1etuje ruek; pfsc1ad).

Zajemce 0 h1ubl1 etud1um teor1e c1ee1 odcasujeae ns ekripta

B. Bovac. Vybran' part1e 8 teor1e c1ee1. BPB Praha. 1972.
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T g II A 47

Ro.§ifo~an! tunke!

ObeahI A. Ro.§ifo~an! epojitiob tanke!.

B. Ro.iifo~an! etejno.irni epojitieb, 1ipeebitso~ekieb a h61dero~-

ekich tunke!.

C. Ros§ifo~'n! ~ektoro~ich tunke!.

D. Ro.§ifo~an! ditllr.neo~ate1nieb tunko!.
-I. Rodifo~an! tunke! s jinich ayatead.

P. Rodifod.n! apojiticb tanke! D8 bair.ovllk' tunkell.

Buch. (p,r), (Q,G"') ••triek' proatory. Pro Xc: P bud :7' (X)

nijaki eyat'. tunke! d.tinovan;eb na X e bodnotaai ~ Q takovi, l.

je-li re X, tE7"(X), poto. t\Y • .1"(y). BUd t I Dc P __ Q,

te.9(D) tako~a, ill .xi8tuj. tIP _Q a vlaatnoatllli

Ii) flD • t ,

(11) te.9""(p).

v pf!padi, l. takova funkell ? Ilxiatuja, bud.ID. f!kat, III f ja

rosi!flln! funkell t v ayetelllu ~. mnoiiny D.

A. BOZll modlf! SPOJITtCH PUIfK.C!

(P'f) interval < 0,1> a Ilukleidovekou 1II.trikou,

e.le. odd!le 11, Ukalte D8 pr!klad.eb, l. obeeni

rosl!f.n! ~ ayeteIDu apojitieb a o••••nich tunke!

Bud ACP usa~fena lDDoiiDa. Potom .xietuj. rod!

fen! f kaide tankee t v ayateIDu apojitieb a oID.senicb tunke!

• anoiiny A a na~!e

aup 't(x) I • eup I f(x)1
xeA xEP

If .. ~ 0 d.

1014-7781
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e(p,x)
diet( p,A)

{

int {t(X) +
Xli A

?, p ~

t(p) pro pCliA

pro pe: P 'A ,

a ukalte, I. takto d.tinoyana tUDkae t ma YiechDy poladoYan'

y1a8tJio8t1.

Po"nuka.
exi8tenc.
viae.

Ba pfik1adeah ukait., Ie takoYych ro"i!fen!, jejiahl
je doka"ana Y Tiet"eaY~ viti, exi8tuje k dan' tunka1 obecni

Bud ACP. Becht pro kddou Bpojitou a ollle..neu tUDkc1 t

DB A e"i8tujB ro"i!feD! f Y 818telllu .poj1tyah a ome"enich tunkc!

"lIIDoliDy A. Potom 1IID0i1na A je uZ8yfena.

II a Y 0 d. Becht e,,1etuje p0810upnoet l Xn} C A, Xo;' A tak,

a XD~ %0· Po101mB

II a {~("n'Xo)} U (0) • lIDoi1na II je U"aYrena Y 11 a exietujB

epoj1U. tunkce ( ..etrojte jil) g' 11 _ 11 takova,!e

( 1) 1
• "'ii":t'" t

(11) get) • o~ t • 0

x€ A. Pro tuto tllDka1

ome"enich tunkc! " mnol1ny A.

pro1

g( f' (x,,,o)
ro"i!fen! Y s1etemu spoj1tych a

t , x....-+ sin

nee,,1etuje

Po1oz.o,e

B. RodmovA1f! snJlfo_tRlII SPOJITtCH, LIPSCHITzoVSnCB

A HOLDBROVSnCH PUBKC!

147.51 Vita. Bud (P, f ) lIIetr iaky proetor a D j eho hUlI-ta podlllDoi1na.

BBaht t ole 8tejnolllirni 8pojita funkce na D. Potom exi8tuje praYi

jedno ro"i!fen! f Y 8yetuu 8tejnomirni 8poj1tych tUDkai " lIIDoiiny

D. Dokaltel

UI1jte BC-podm!nk~ pro konYergenci a up1noet 11,Bay 0 d.

147.61 CY1lSen!.

(a) Dokait. ana10g1ak' tYr"eD! yitl 47.5 pro "obra"eD! t DB huet'
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..

I rex) - fey) \
f(x,y)

njoh lipaohitsovatich tunkc! s lIlDoliny

(i) aup' t(x) I • aull. \ lex) \
XEA "~'P

(11) aup It(x) - fey) ,
x,lEA f (x,y)
x,",

lIU10Uni D prostoru (P, f) s hodnotami v lipldlll aetricku

prostoN (Q, 6').

(b) Pokuste se dokasat "obraceni" pfedcbasej!c!bo tvrseni, tj.:

Bua D busta podllU1oZina lIletrick~bo p~cstoru (P, f ).
Necbt pro kdde stejnoairne spojiU sobranni f: D~ Q

existuje rosi!fen! f v systuu stejnoairni spojiticb funkc!

s JIDOliny D. POtOlll (Q, E» je liplnj aetricti prostor.

147.71 Definice. Buate (P'f)' (Q,6") aetl'1ct~ proatcry, o<.e (0,1>.

IHkame, Ie sobrasan! f: P.......-,)o Q je DC-blllderout~, jesUUe

exhtuje konatanta K> 0 tak,!a pro vliecbna x,ye P plat!

6'( f(x), f(y»)::E K [f (x,y) JDC.. K!sto l-blllderoveke sobran

n! f!kame tak~. lipacbitsovak~ sobrasen!. Lipachitsovake sobrasen!,

pro kter~ K. 1, nasiv"'e neexpanslvn!.

147.S[ Po.ma..ty.

(a) Lip.chitsoUkia a OC -hlllderoukYIll realnjlll funkc1m j e venodno
tna 14.

(b) Analogicky jako v t~lIl8tu 14 j. aolno dokasat (pouse jednoduchya
ovifen!. detinic), Ie funkce z definice 47.7 jsou stejnolllerni
apojit'.

(c) V dali!ch od.tavc!cb tohoto oddilu bude opet Q s Bl •

(d) PouZijema-l1 vity 47.2 (ra.p. 47.5),obdrUae spojiU (rup. stej
noairne spojit~) rosi!fen! oG-blllderovske tunkce. V na.leduj!
c!ch odatavc!cb ukale... existenci rozi!fen! dokonce v systeau
C(-hlllderovstych funlcc1 z lIU101iny D.

147.91 Rodifovani l1pachihoutyCb funlcc!. Bua (P,p) lIletricky proetor

a A jeho usavfana podllU1olina. _echt f je ome.ena lipechitsoveta

tunkce detinovana na A. Potoa ex18tuje rosineni t v eyetuu OIIe.e

A tatov~, Ie nav!c plat!
I
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II a • 0 d. Definujte fontoi

P I X~ aup {f(l) - f' (x,l) 8UP
lEA u,1EA

~.

a pololte

I f( a) - f(.) I }
f(U'.)

/
P(x) pro x«P, pro nil sap If( 1)I ~ IP(x)I,

s« 4

1(x) • - aup I f(l) \ , je-11 .ap If( 1) I < P(x),

\
If(l)\ je-11 \ f(l) I ~ P(x) •·-8ap , -.ap

147.101 Ros5ifo.&n! OG-hDldero.atich faDll:c!.

Bal A used'ena podJUloiina .etrict8ho prostoru (P'f) a f oaauna

oG-hDlderovsta fonkce na A. Poto. exi8tuje ros5!fen! t • alat4au

oaesenich DC-hDldero.stich fonkc! s ·JUlolinl A tatov4, Ie

( i) sup If(x)1 • =" I I(x) I ,
X6 A

( 11) sap If(X) -f(l) \ • SliP \ f(x) - f(l) I
•

x,lEA ~D<: (X,l) x,lap r'" (x,l)
Xlol Xlol

II a • o d. Dotalts ai tato t.rseDiI

(a) Bua (P, ~ ) aetricti prostor, DC £ (0,1). Poloue

0" 1.[x,l]~ oGSO (X,l).

Potoa (P, 6') je aetrioti prostor.

(b) PUDII:ce f je O<:-hDlderonka. (P'~)' pra.lI tdl1 je 11p

sohit.ovata v (P.~).

C. RozllIAoVAlIf VBKTORonCH PUIlCCf

147.11\ veta. Bua A usavlena podJllllolina aetriok4ho proatora (P'f) a

f I A--. lin spojit4 a oaesen4 sobra.en!. Potoa eXiatuje rosi!fen!

t v elsteau apojitich a oaesenich fUDko! s JUlolinl A.

N a v 0 d. Zobrasen! f chapejte jako n-tioi realnich fonko! a
poulijte 47.2.

1470121 Posna-kao V !ietsove .eti bl10 dotasano. Ie Da.!o plat!

27566 P23
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sup \t(x)\ - sup \1(x)1 • Pro .ektorov' 'tuntee enalog1ck' rovno.t
x6A' XG P
s normami neplati. Plati viall: Jist' nerovn08t. Odvodt. Jil la pfi-

kladi ukalt., Ie n.plati analogie tvrs.ni s od8tavee 47.9 pro vekto

roy' tuDkee a ayst'm omesenjoh neexpan8ivnich tunkoi.

x€ X, rex) - -Ln pro xC: In' X.
Ax .

neexpan8ivD! sobr..eniI n - X Je

12 ' ). Pololte

SDBdDo se SJi8ti, Ie r I

(nakrellete Ii obrasek v

147.131 Vita. Bud X- U(O,l) Jednotkov' koule v In a t I X~ In

neexpan8ivni sobraseni. Potoa ex1etuJe rosiifeni t v aY8t'au

neexpaneivnieh sobraseni mnol1ny X.

'. , v 0 d. DetinuJte r(x) ,- x pro

147.141 Posnuka. Z dll.kasu v 47.13 bylo v1dit, Ie JeM 1I0hl1 In nahradit
H1lbertovya prostorea. leni viak aolno H1lbertll.v pr08tor nahradit
BanachovYII prostorslI. Plati n&lleduJiei tvrsenil

Bud k asavfena koule Banaohova prostoru B. Jeeht libovoln'

neexpan8ivD! sobrauni t I X~ B Je 1I0iDo rosiifit v 8Y8t'au

neexpan81vnich cobrasani s X. Poto. B Je H1lbertll.v proetor.

&7.151 Cviaeni. POllOei odetavee 47.13 dokalte vitu 0 rosi1fovani l1p-
8ehitsovskyeh cobraseni bes svitieni konstent, l1psch1tsov8k08t1.

D. aOZ~IlOVD1 DIPIRIJCOVATBLJtCH PUBxc1

147.161 Le_.

<f ~ 0,

B~a bE In' f. > O.

feb) > la

Pot 011 ex18tuJ e

'f(x) - 0 pro

re 'eoo(ln)

nx-bll>E

tak, Ie

Dokaltel

147.171 Vita. Bd X lI:oapaktni, Q otevfen'v In' xe e. Potoa exiBtuJe

re'eoo(ln) hll:, Ie r- 1 DB X, r : 0 DB III \. Q,

o ~ r " 1 DB Ill' Dokaltel

I , v 0 d, Xe lI:alde.u be: X 8estroJU podle 47.16 fbeceoo(lll)

tak, aby Cfb( b) > 1, 1'b
_ 0 DB In" Q. PoloAU

Ub - {x I Cfb(x) > 1}. POdle Borelovy vitI ex18tuJi bI,··· ,br
r r

tak, Ie xe. U Ub • Pololte ~-2:n· Je n(x) > 1
k-l II: o k_l k
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pro XE K, 1'o(x) - 0 pro xe Ba " 0.

pro x 'S 1, r» - 1

1'- "I' *~ je hle-

,,(0) - 0, f(x) ~ 1

'1'6 E'oo(B1). luukce

takova fUDkee, Ie

pro x > 1 a

daDa fuukce.

]47.181 Vlita. BlI~ f .poj1ta fUDkee na ko.pakta! uo!1Di I[C Ba• Poto.

existuje fuukce P, ktera je .poj1ta aa Ba, .hoduje' ee. f na K

a mil. na Ba '\ K epoj1t' der1vaee vlech 'add.

a

Pomoe! We1er.traeaovy vity 30.7 eeetrojte po1yDO~
00

tak, aby pro .Qk - max \Pk(x)\ by10 .2., QII: < 00
xc;; I[ 11:-1

Bud Ok - {Xl d1at(x,l) < t J.
Pl,P2'· ••-t _ 2. PII: na I.

11:-1

Hk • {Xl IPII:(X) I < QII: + 2-k J .
Podle 47.17 exiatuj! 9'k tak, h 9'11:. 1. aa 1[. 9\ - 0 D8

00

Ba '\ (Hkn0ll:)' Po10he P - ~ 'fIl:PII:' poto.' fll:PII: I < QII: + 2-11:

II a v 0 d.

na Ba, tedy P je epoj1ta. Bu~ xoE Ba '\ I. Pro velll:a II: je

xoE Ba '\ 011:' tedy v 011:01:£ Xo je 1. ~ CPr/a pro vhodu'
11:_1 .J I

147.19" 'lh1tneyovo rodHen:£. Bu~ leBa lI:o.pall:tn:£, .QlIu{ol - .....
Recht oc je epoj1ta lI:oavexm fUDkce eobraeuj!o! <0,+ <>0) do

<0,+ (0) tall:ova, Ie oC. (0) _ O. Pro vlieohna

II: - [11:1.... ,lI:a)e.~...x.*, 1I:1+••• ~lI:a - [II:I flO lIl. bll~te til: epoj1d

tUDkoe det1aov.a' a. I takov', Ie

\
y (e -Ix)k tk(x) _ ~ (e_y)k tk(y)\=fDGQIX_yll)(UX_e.a+Uy_..lIl)
1k'17i. II: III:I$.~

pro vlechua x.y E 11:.

k k k2' lI:a
a • all -2 •• ••n

eela (ltde Itl. k1Ilt2 1. " lra' a

pro a- [a1......a']&Ba• It••~...x.·).
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~~~az je ~veden napf. v knize B. Malgrange, Ideals of differentiable
f~et1on8 - r~8~i pfe~lad MOBkva, 1968.

o
I. RozhflovAN! FUNKe! Z JINtCH 8Y8TDU

147.20[ Rozi1fovan! Ilonotonnieh f~kei.
o monotonnieh t~keieh.

\47.211 Rozi1fovani per1od1ekioh t~ei.
d1ekieh f~eioh.

V1z odBtavoe 16.15 a 16.16 v temat~

V1z 'odstavBo 17.8 v temat~ 0 pBr1o-,

F. Roz!iIflov1B! 8POJITtCH FUNKC! NA BAIRBOV8U PUNKCI

v tomto oddi1e ~vademB ponik~d j1ne vity 0 rozs1fovani. Roziifa
n! .poj1te t~ke. nebude B108 f~ke. epoj1ta, ala b~de mit "rozumne"
v1aetnoet1.

147.221 Vita. Bua.e 11
POtOIl ex18tu,1e f

(1) lEiB1( 1
1)

,

(11) tl.. f.

a f I M--. 11 BpoJ1ta a omezena f~kee.

I 11 ---+ 11 takova, Ie p1ati:

N a v 0 d. PoloUe .,

{

1nt (eup
f: x_

o

-
pro x€ M,

Pouz1Jte nJni 12.10.

147.23I Po.nUky.
(a) Vi1anite a1, ie Anoi1na M ve. viti 47.22 nema iadne Bpee1a1ni

v1aetnoet1.

(b) Pok~Bte ee dokazat ana1og1eke tvrzeni v metriekioh proetoraoh.

(0) Vita 47.22 Je epBe1alnim pfipadea obeone vity ~vedene v kn1.e
K. K~atowek1, Topology i (rUB~i pfek1ad • r. 1966)t~tera fika,
ie 11bovo1no~ f~ke1 z Ba1reovy tfidy Bn(M) 1ze ro.iif1t
na f~ke1 z tfidy Bn+1(11).

1014-7781

- 356 -



TtliA 48

Konvergence poe10~pno.ti funko!

Obeah' A. ObeCDa konvergenoe.

B. Konvergenoe pos10~pnosti f~nkc!.

C. lIetrioka konvergence.

D. Syete~ f~nkoi ~zavfene na 11mitni pfeohody.

B. Spojitost 1iaitn! f~koe.

P. KonvergenOe v de10e a Ve variaoi.

A. OBBCNA KOIIVBRGBBCB

148.1[ Axio~ konvergence. lIechi X je neprasdna anoZina, b~ii Xoo

lDDoUna viech poelo~pnost! prvll:d z X. lIeohi dne DcX oo je jist'

tf!da poe10~pnoet! (lctery. f!ka.e konvergentn!) a neohi Lili. D~X

je zobrazeni D do X. Dvojioi (D,LIII) nasyva.e konvergeno! na X,

je.tl1ie plat!1

(i) Je-l1 xn• x.: X pro kaid' nE II, poto. {Xn~e:D

a LIII xn • x (a!lto LIII {Xn} p!le.e po~e LIII Xn).

(11) Je-l1 [xnle D, LIII xn• x, poto. je {xknJe D

(LXlcn J je vybrana poslo~pnost z po81o~pno.t1 {Xn})

a LIII Xk • X.
n

Uval~te UI na81ed~j!c! axiolll,Jl

(11i) Jestl1!e poeloupnoet {Xn } nekonverg~e k x (00 ee U.

roz~?). poto. II ni .ale.e vybrat poeloupnost, jej!1 ladna

podpo.lo~pnost nekonverg~je k x.

(Pl)

(P2)
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Jestl1le I XnlED, LIII xn". x, k E 11. 1n • xn+k' poto.
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Jeet1Ue { xnleD, LIII xn • x, Cvn}ex oo , icE. II,

xn • 1n+k, pOtolll {1n}E.D, LIII 1n • x.
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(JI) JeetlUe {xn}. {Yn}eD. LIJI ~ - LIJI Yn - x,

pOtOlII {lt1.Y1.lt2.Y2•••• } lei! v D a konvergu;le k It.

148.2[ Cviaen!. Ukaite. ie

(a) (i) • (11) )() (11i) •

( b) (i) • (11) > (P1) •

( c) (i) • (11) =* (P2).

( d) (1) • (11) • (11i) ~ (P2) &: (JI).

(e) (i) • (11) )() (JI) •

If a v o d. Pouiijte pfik1add a 48.3.

( t) Zkoumejte tei da1ii ae vaajelllDych utahd uvedenich axio.d.

148.31 Pfik1ady. V nae1edu;licich pfik1adeh akoumejte sp1~ni jednot1ivych
axio_d:

D eeetava pouae a kon

- a. L1II {b.b•••• } - b.

(a) J: je dvoubodova aDolina. J: - ta. b } I

etantn!ch poa10upnoatil LIJI { a.a•••• }

( b) J: je dvoubodova aDoiina. J: -{a.b}1 D

kied jeou od uraiUho indexu konetantn!;

jako v (a).

obeahuje poe10upnoeti.

LIM definujte obdobn~

(c) J: - 11; D aeatava a konvergentn!ch poe10npnoeti; LIM je

11aita poe10npnosti rea1nich aiaa1.

(d) J: - 11; D a.atava a. viech shora ollle.anich poe1oupnosti;

L1II : ~ I ) lilllsup ~.

(e) J: - III {xn}eD. prav~ kdy! poe10upnoet {ltn1 je konvergentni

v"obvyll:1u 8lIIYalu" a Xn l: 1111I ltn pro kaide nE If; LIM j.

"obvyk1a 11aita".

(f) J: - III {xn}eD. pravi kdyi poa10upnoet tltn} je konvel'gentn!

v "obvyk1'. elllYa1u" a ltn:S 1111I xn ai De koneani aDoho indeltdl

LIM je "obvyk1a 11a1ta".

(g) X - III D a.etava ae vi.ch poe1onpnoati konv.rgu;licich k nulel

LIM je "obvyll:1a 1iaita".

BuCl X 1inearn! (vell:torovy) proetor.
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Konvergene1 LDI. DC 1 00 ) I, Itura eplnuje (1) e (11), nesiva-

me linearni, jeet11!e plati.

(Ll)[(:II:n ) ' {1n}eD] ===>[t:ll:n + 1n J e D et LDI (:II:n + 1n) ·

• LDI:II:n + LDI 1 n ] '

(1.2) [{:II:nl€D, eEB1)=9({e:ll:JGD et LDle:ll:n• e.LDI :ll:n] •

\48.51 Oviced,

(e) Doltdu. t :ll:nllSD, :ll:E 1 ) {:II:n + :II:}=D et

LDI (:II:n + :11:) • :II: + LDI :ll:n•

(b) Zltouaejte, Ittere s ltonvergen01 v 48.3 jeou linearni (X aUBi

bit velttorovi proetorl).

(c) Uveate delii priltladl 11D8arnich Itonvergenei.

(d) UvaiujU naeledujiei &:11:10. a jeho utah It &:II:10ada (Ll) a (1.2):

(L3) t:ll:n}E.D, enEB1, 0n- e ==#>{On:ll:n}eD et

B. KORVBRGBlfOB POSLOUPIOS'1'I PUIKO!

148.61 Zaltladni def1n1ee.

n~ PC Bl, leltneae, Ie

(a) po81oupnoet funltei {fn} ltonYerguje bOdO'll It funlt01 f De ano

Une P, jeetl1ie pro Itdde tEP .je 11.. fn(t) • f(t)
n~<>o

(snacae f
n
__ f De P) ,

(b) poeloupnoet {fn} ~on.,.rguje. etejno.bnl It funlte1 f De P,

jeet11le Ite ltaUeau E. > 0 u1etuje n06 I hit, Ie pro

vieehna a ... no evieehDe teP plat! \fll(t) - f(t)\< E

(sDecae fll S f De P),

(c) podoupnoet l f n} Itollverguj e lolt'lIli etejlloalrlll It f De P,

jee1:1Ue pro Itaidou Itoapalttni 1ID0ilinu I[e Pje fll~ f
lolt

na I[ (sDecaefn~ f na P),
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f na P, 3e8t111e

f a - f Da P' •

.. 0

t Da P, 3e,t111e

IfD(%) - f(%)/> E} .0,

tODyeraaJ e l' prdail'll t fllDt c1

U.. fv, - tl
D~-

P

tODyeraaJe pOdle airy t

platt l1a ll{%e P I
D"-OO

P),

pOelOllPD08t t fa \ toaY8rgaJ e etoro ylillde t

exietu,J e .-no11Da • c P allloY' ai1'1 tall:, Ie
••••(IDal!iae f D--. f na P) ,

pOelO\IPDO,t {fa}

pro t,Ad' £.. > 0

.l(Inalliae fa~ t Da

POelOllpao8' {fDlc. ~ (p)

fa5e(p) DB P, 3..1;111e

(e)

(f)

. Je
lt

D
J f na p).

148.7 I VI'ahy a..1 3edDoUhia1 tODurgeDcea1. Sche..Ucty 3e .oiao In'-

101'111' pf.hllllD' 1'8'ahy n'eledu,J!c! hblllkolil

Co(.)

10kalDI ete3Doalrn'
kODyeraeDOe

(~)

kODyel"aeDCe bodoYa tODyeraeDCe
l' I>rbirll

kODyergeDce ,toro yillde
(wt

8tejDcalrD' tODYergeDce
ai Da ....14 .-noi1I1;1'''

i,»
IkODyergeDoe podle airi tODYergeDce skora yiude

Yybr8ll6 p08lollpDoet1

(a) Iapl1tace oC,~, [, J 3eoll pf!Ja3a ddeledtea d.t1D1c.

(b) Iapl1kace (E) plat! sa pfsdpokladll, ie' P je aDOUDa kODellD'

airy a Ie fae~(p) pro kaZd6 DE:. (pou.Z13te LebesglleovlI d

til. 1'1& tU [n:;] • Yita 20. 8tr. 20).

(c) Iap11tace (jf) plat1 kllpf., jeou-11 eplDill;1' pfedpoklady
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Lebeegueovy vity (vis [Jr] ,vilta 19, etr. 20).

Vyelovte tel D1n1ho vlltu, ttera udava, Ba jatych podminek B bo

dove konvergenoe plyne 8tejnomllrna konvergence.

(d)

( e)

(t)

apl1kace ( W)

§ 2 lSi [Jt] ,

apl1kace ( 1) )

je tn. Jegorovova vita (vir; [J II], kap.II,

dodatet, odetavec D.II).

- vis nap1'. [J II 1, tap. III, § 5, vllta 68.

:1 t(t) .,. g(t)1

+ \t(t) - gWI

148.8\ ~pl1kace (If) •

(a) Bud S mnol1na viecn ti'id ekv1valentnich mll1'1telnich tunkci

,det1novanjch na mno~1nll pel1 konecne miry (1'ika-e, Ie

t ~ g, je8tl1le r(t). g(t) pro 8koro dechna te P). Pro

r ,g E S pololme

f (t ,g) - J-1--'-:'-'-:.:...,....'---"'-:..::."'c'-:- dt.

P

Ukait8, Ze (S, f') j e aetr1cky proetor.

H a v 0 d. PH ovilreni trojUheln1kove nerovn08t1 pouUjte

utah la + bl 1; I,al
+ Ibl pro a,bEl1•

1 + la + bi 1 + Ial 1 + Ibl

V1B tel [1rJ ' pi'. 8.18.

(b) Bud pel1 mnoZ1na koneene mry, tn' t alli'1t81ne tunkce
.:tna P. Potom in __ t na P, pravll kdyl l1J1l f(tn,t).o.

II a v 0 d. Bud E. > 0 a OBDacte An -[X6 PI \tn(x)-t(x)\ ~

E.
1 + E

-

( c) DdkaB impl1kace (~) •

Hecnt t
n

£1) t DB P.

BUdt8 tneS£(p), .ll(P) <: + co.

.lPotom t n ) t na ·P.
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• a v 0 d. Plyne a nerovnoeti

J Itn - tl « ftn- tl
1 + Itn - fl

P P

a a pfedelUbo 48.8. b.

!48.9[ Pfiklady.

(a) ~1atuje poeloupnoet tunltei, ktera konverguje lokalni etejno
.irnl na P a nekonverguje atejnoairnl na P. Udejte pfiklady!
(K61e bit v tomto pripadl ADolina P koapaktn!?)

(b) Udejte pfiklad poeloupn08ti funkei, ktera konverguje bodovl na
intervelu (0,1) a nekonverguje 8tejnomlrni na iadn'a intervalu
(a,b)C(O,l) •

• a v 0 d.

( e) lx18tuje podoupnoet funltei, kter' konverguj e pedle airy ne Bl
a nekonverguje ekoro dude na 11,

I , v 0 d. Pro ••nE. a xE 11 poloite

{ 1, je-l1 m-l ,.:;; x ft;
m

f:(X)
n - II

•
0 v oetatn!ob bodecb.

Uvaiujte poaloupnoat 1 if, ~,
) )f l, f l, t 2 , · · • •

(d) ~ietuje poaloupnoet funkei, kter' lI:onverguje bodovl a nekonvergu
j e v p:rdal:ru•

• , v 0 d. Poul1jte an..' priklady k Lebeegueovl viti pfi vyne
eb&n! pfedpokladu 0 exi.tenei integ:rabilni aajoranty.

(e) Ukalte, Ie pfedpoklad kone~noeti airy v 48.8.e nen! podetatDj.

148.101 Cvi~eni. ZlI:ouaeJt. jednot11v' konvergenee ae 48.6 'Ie .~elu detinie
48.1 a 48.4.

C. IIftRICU KOIVIRGBIICI

148.11l ».fin1oe. Bua X nepr'adn' mnoUna a (D,LIM) konve:rgenee na X.

lekn.ae, Ie konvergenee LIM je .etriek' De . X, j ..tl1le ex1etuje

X takov', Ie pro viecbny poeloupno.t1.etr~:: ~ De

{x.Jn-l e X a xoe X
{xn)e», LIM xn • xo'

1014-7781
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/48.121 PH~lady.

(a) Konvergence podle miry je metria~a ne mno!inA tfid ekvivalentnich
mAfitelniah tunkai S (vi~ 48.8).

(b) Bud Jc 11 interval. Potom bodova konnrgence neni lIIetriaka
na mno!ine jP vleah tun~ai detinovaniah na J.

N a v 0 d. ProveClte aporam, bU~ (:I, If) pfialusnj lIletriaki

proator. Reaht ~c jP ~na~i ano!inu vleah apojitiah tunkai

na J. POtOIll ~ (u~aver v (5P'f») je prave Bl (tunkae

prve Baireovy tfidy - vi~ tema 12, oddil A). Dale

Bl • B2 ~ Bl• 'e , coi Je apor a dlll, Ie uavlir pOdlllnoiiny

lIletriakeho proatoru Je v!dy usaviana anolina.

(a) Bud I kone~na anolina. POtOlll bodeva konvergence ja aetriaka

na anozine :f' vieah realnjah tunkci detinovanYch na anollinli I.

vliech

Je proetorI,n po~et prvkd anozi117

(.) (t,g) -II&X It(x) - g(x)lpro r,ge:!'.
) xa I

je lIIetricki proator a poladovanYai Ylaatnoetllli.

PoloheB a v 0 d.

PotOlll (.f, f )
POllnamka. Je-l1

18olllortni aiD'

(d) IODvergeDce akoro dude Deni aetricka na lIIDolinli ,:f

B a v 0 d. Provedte ddka~ .poralll. Seatrojte poalonpnc.t tunkci,

ktera konverguJe k nule pOdle airy, ale nekonvergDje k nule akoro

vsude (viII 48.9.a). Pctoa poDiijte vlitn 48.7.e, podle ktere

~ tetc poaloupDoeti lIIdlete vybrat poaloupncat konvargujici k 0

.~oro viude v 11,

(e) BUd X anolina viech olllellenich tunkci na anozinli P. Dokallta,

ie etejnoaArna konvergence Je lIIetricka DB X.

- aup \t(t) - g(t)\.
t~P

(X, r) Je dokonce

f (t ,g)poloitet ,ge. X

Je poladovanj aetricki proetor

Pro

POtOlD (X, ~ )

UP1ni ) •

Bud X_£. (P) lIlDoUna vlech lebeaguecnky integrovatelnich

tunkci DB P. la X aavedae rovnoet ve aaya1u ekoro viude.

• a v 0 d.

( t)

potOlll konvergence v prdllliru je lIIetricka na X.
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B a v 0 d. Pro f ,gE. X poloUe ~ (f ,g). /1 f - g I .
P

!48.ltj Hlubli1 etudio proetoru (8, f ).

(a) 8 je linearn! (vektorovy) proetor (rovnoet ekoro vsudel).

(b) 8 Je uplni metrioky proetor.

B a v o d. BuCi {fn) cauchyoveka

Analcgicky jako v 48.7.e ull:aite, !e

noet {fDi}
a _oUny Aie P tak,

If n (e) - f (e) I -c 2-i prc
i D1+1

a pro

poeloupnoet v (8, f' ).
exietuje vybrana poeloup

Ie ..ll(Ai ) -c 2- i a

ee:P'Ai•

...1
1

( FII: ) -c 2-11:+1Potom•

plat!

Polozte

Podle 48.7.as.v. na P.

~(fni,f) -- O. Tedy l1bo

(8, f') obeahuj e lI:onver

(v konvergeDci podle airy). Odtud

Odtud plyne eXieteDce.mefitelne funkce

tak, Iet na .p

volna cauchyoveka poaloupDoet proetoru

(impl1l1:ace

geDtn:! vybranou poeloupnoet

plyne tvr seD1.

(c) Proetor (8, ~) neD1 Dcraovatelni (tj. Deexietuje noraa

H • 1\ na Stall:,!e IIf - g U. ~ (f ,g) pro l1bovolne

f,ge S).

(d) Definice. BuCi (X, f ) metricll:y proetor takovy, ie _010 ina X

je liDearn1 (vektorovy) proetor. Ollnacae "+" : X X X-- X

a "." I BlxX~ X jeho algebraicke operace. ~ekneme,

!e (X, f) je metricky liDearn! proetor,. jeetli!e operace

"+" a"." jeou epojita Ilobrallen! na pr!elulinich kartellekych

eoucinech proetord.

(e) POIlDB.mIl:a. Uvedomte ei, ie ne kazdy metricky a linearn! proetor
je metrickym linearn:!m proetorem. (8tac! volit X jako anozinu
vlech realnich c1eel a f' jako diekretn1 metriku!).

(f) (S, f) je aetricky l1nearD:! proetor.
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"'*(s) PosnAmta. L1Detrni normovane proetory maji nhodni" otevrenich
tonvexnich aDolin. napr. talda otevrena to~e je tatova aDolin••
Ketricta linetrni pr08tory t~to vl.stno8t naau8i ait. Iapr.
(5, f) obsahuje pravi dvi tonvexni otedene aDOlinYl ~ a s.

Pr08tor (S. f) ma celou radu daliich "perversnich" vlaet
nosti. Rapr. jediDim 8pojltim 11Dearnim tuntcionalem detinovani.
na S je nulova torma. V pripadi 11Dearniho noraovanehe proetoru
(X. n••• O) ee toto neadle prlhodit. nebot plat! na81edujici tvr
Unil Pro taUa xe.X exi8tuje 8pojlt;; 11Dearni tunkoional t
detinovani na X tatov;;. Ie t( x) • II x 0 •

148.141 Posnamty

(a) Ki8tO 11 j8me mohll uvalovat obeona aetricta pr08tory a &18tO
Lebeagueovy miry v 11 t'l ab8trattni proatory a mirou.

(b) Lse tal saveat obecnijii tonvergenci v pra&iru 8tupnl ,p (p ~ 1)

utahe. lia {t - tIP • O. Kisto £, (P) pale doatane.e
n4o<' JI'n

P

I

obeenljii pr08tory

•

Odceni
predehasej!-

D. SYS!DY lUlIKC! UZAvABili RA LIllI!.! P!BCHODY

148.151 Defin1ee. Bua f 8yate. dech realD1Ch funtci deflnovanich na

neprasdd 1III0lini nell. leeht je na !:P def1novana tonver-

senee ve SJII7alu od8tavos 48.1. letneDle. Is aDoUna Yc!P je

8Y8t'. funkei ~avren;; vshled.. te tonvergene1 LIM. jest111e

LIM (DnY..., )c Y. tj. plati-l1 iapl1l1:ao81 {fnlc DI1Y oo

LIM f n • f ~ fEY.

Posnamta. POje. v;;ie deflnovan;; je sobeeninim defln1ee sY8te.u
~avren'ho vshled.. t bodove tonversene1 - v1s tame 12. odstavec 12.

148.161 Ov1ceni. Typraoujte cvlceni s odatave4 12.1) a 12.15.b.
12.1).a. 12.1).b. 12.1).c for.~ujte obeenljl ve aay81n
ci defln1ee'

kS.171 Ovlceni. V tlchto 8tr1ptech jete 8e 8ettali 8 aDoha a18taay real-
n;;eh funkei a 8 aDeha tyllY tonvergenoe...diet. 81 - veeltn pfiroseni 
polol1t otastu. _da jaou jednot11ve tridy tlehto funkei ~avfeU7 Da
rdsne 11Jllltni preehody. 'fat napr. _j1stlte. _da plati lap11taee l
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f ====> f poloBpoj1t& 8dola,

<a,b>~ feBV «a,b»,

t -..n

t na III ==* f polYDoa.

f B.V.~ f mUitelna.

(a)

( b)

( 0)

(d)

f n6BV (<.a,b», f n~ t na

f n pOB10BpOj1t' 8dola (a,b),

f n polynolllY na Ill' fn 101l:~

fn .ii1tBln' v Ill' fn--
I

Uvidomite-11 B1, Ie v tichto BII:r1pteoh uvad!me shruba 40 ti!d
fUDII:c! a 10 typd konvergenc!, mdiete vytvoi1t 400 ota8ell: a jej1ch fe
ien! a1 8na80rn1t 'Ie formi "holl:ejove tabulll:y". Zj1at!te-11, Ie nikte

ore ayatemy nejaou usavfen' na j1ati typ lI:onvergence, adlete hledat Di-
II:ter' doplnuj!c! po&a!nll:y, sa jakich ae usavfeDim1 Btanou.

148.18 IP08naaka. Daf1Dujae naaleduj!o! ByBt'my'

r o• {ayat... vlsoh re&lDjch funll:c! DB <0,1) , ktBre jBou
sprava apoj1U v lI:aU'. bodi < O,l)} ,

30• [syaUa deoh ioe&lDjoh funll:c! DB <0,1>, jej1chl bOdy
nBBpoj1tost1jsou pOllSe l.druhu},

rl (resp. jl) • {vieChDJ bodove la1ty pOBloupnoBt! fanko!
s r o (reap. 3

0
) } ,

r2 (reap. j2) • {bOdov' 11a1ty pOBloupnoBt! fankc! 8 r l (reap.
jl») •

Lae doll:uat, Ie Bl~rl~31 ('Its ColI:e S. Reed. P01ntwise lim1ts of
aequenoes of funct10ns, Pund. Kath. LXVII, 1970, 183-1'3). Visledll:y
pravi c1tovaneho cl&atu spolu B prao! C.T.Tucker, Lim1t of a sequence
of funct10ns w1th only oountably many p01nts of d1scont1nu1ty. Proc.
Amer. Kath. Soc. 19 (1968), 118 - 122, imp11kuj! B2• r 2 • j2'

II. SPOJITOST LIKIU! PUIIKCII

148.191 Lokalni atejnoairna konvargenoe v bodi.

(a) liell:neme, Ie pOeloupnoet fUDkc! [fn) def1novaDjoh na lDDol1ni

KC11 konverguj e k fl.Ulk01 f loll:alni etBjnomirni v bodi

E. > 0jeat111e 11:8 kaldemu

o tak, Ie pro viechDa

Xo + cf) n - plat!

xo~. vshlede. k lDDol1ni -,

existuje noE: II a J' :>

a pro dechDa x"" (xo - cf
\fn(x) - f(x) I <. E •

(b) PoaloupDoet tfn) konverguje k fankc1 f lok&lni stBjnomirni
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•

n ;;0 no adieJlle naUst J > 0

xE. (xo - tI. Xo + d)nX

na 1nter9alu (a,b), prage Edyz f n Eongerguj1 E f 10Ealne
atejnomerne 9 EddeJll bOde 1ntervalu (a, b) (nhledeJII E (a, b».
DOEdtel

R a 9 0 d. Becht f n Eongerguj1 10Ealne atejnoairne 9 kazdeJll

bode. holte EOJllpaEtni JllDoz1nu ICc (a, b) a e. > o.
Bua XOE IC. lIa18llnete d(xo) > 0 a n(xo)E 11 tak, aby

Ifn(x) - f(x) I < E. Pl.'O Ylieehna x IS (xo - J' (xo), X o + J'(xO»
a viechna n ~ n(xo). ZhjJlle ICc: U (xo-d(xo)' X o +. J(xo».

XoalC
lyn1 pouz1jte Borel09u getu.

(c) lecht f n kongerguj1 10Ealne atejDoairne k fUDke1 f 9 bode

XoE. X nhledu E x. Poto.. fn(xo) __ f(xo)' dokaitBi

PunEee f n 1 X ,1--_) aretg DX Eonurguj1 9 bode xo• 0.

ale netongerguj1 lotalne atejDOJllerne 9 bode xo • 0 9shleda.

til•

148.201 Zpola atajDOJllerna tongergeDca 9 bode.

(a) ~eEnellle, Ze poaloupDoat fUDke1 t fn} def1n09aDieh Da DoUDe

Xc 11 tonurguje t funEC1 f apola atBjnomerni 9 bode xo£ X

'IIlhled8JII t x, jeatlUe te Eaideau Eo> 0 ex1atuje aoe.

a naaleduj1e1 91aatnoat11

Pro tazde pi1roseni aialo

( J' ~ J' (D. e.» taE, aby pro

platllo Ifn(X) - f(x) I < e.

;
-I

( b) Becht f D
nhledeJll t

deJll t X.

( 0) POloite

falx)

( d)

1014-7781

tonurguj1 t f 10Ealni atBjnoaerne 9 bode Xo E X

X. PotOJll Eonverguj1 zpola atejnoJllerne 9 Xo 9shle

Dotdtel

/0 pro xa(-oo.0>U<2/a.+oo) •

• -- DX pro XoE (O,l/n).

~ 2-DX pro x 45 < 'l/D.2/n >. -
ZtoUJllejte 10talDs atejnoJllirnou a spola atejnoaernou tongergeno1

poaloupnoat1 t f u) 9 bode xo• 0 ..shledea till'

laoht f n tonverguj1 spola atejuoJllerne t funtc1 f 9 bode
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%ocoJl nhlede. t Jl. Potoa fn(xo) ) f(%o)' dotdtel

(e) Pololae fnlx~ VIX\ • POtOlll {fn) ton...erguj:! bodoYe

t charatte1'1eUot' funto1 BOUny 11" l 01 a netonurguj:!

k n:! spola etejnolllirne Y bode 0 vshledam til'

(f) Bud f n oharatter1eUoka funkce lIU10Uny (O,l/n)nR.

Potoa poaloupnoat f n netonverguje spola 8tejnOaerne... 0

( ... shledea til) t ladne funkc1.

148.211 SpojitoBt 11a1tn:! funkee.

(a) Iechi lfnl je poeloupnoet funkc:! na (a,b) .poj1tych v bode

xoe(a,b) a nechi f n - f o na (a,b). POtOlll funtce f o
je apoj1ta v bodi xo' pra...e kdyl f n kon.... rguj:! k f o spola

atejnoaerne v bodi %0 vshledelll k (a,b).

E. ;> O.

lalunite nl- • tak, aby pro n "" nl byle

\f.(xo) - fo(xo)\ -c e./) (konurgenee) a J;,> 0, d1 > 0

tat, aby \ f 1(x) - f 1(%0) \ < 1E./)

pro %e(xo - ef1 , X o + d'1)' 1.0,1,2, ... (apojitoet).

Poloite d'(D, E.) • ain ( J;;, ~). Pro ddkas opacd 1JIIpl1:-

kaoe poul1jte naeleduj:!e:! le"a, jebol ddkas nalesnete v [D II] ,

dodatek, § ), ... ita 247.

LellUlla. .echi lfn) je poeloupnoet realnjeh funke:! def1novanyeh

na intena1u (a,b) epoj1t,foh v bode xoE(a,b) a necht

f D ) f na (a, b). Potelll funkee f je apoj1ta v bodi xo'

prave tdyl plat:! podlll:!nka (P):,

(P) B:e taidelllu e. > 0 eX1etuje nel a J > 0 tak,

Ie pro l1bovoln' xe (xo - d, X o + eI) plat:!

\fn(x) - f(x)\ -c E- •

(b) Zpola etejnolllirn' 11Jll1ta 8poj1tyoh funkc:! v kaldelll bode 1nter...alu

(a,b) je epoj1ta funtee.

(e) Lokalne atejnolllirna 11Jll1ta epoj1t,feh funke:! je apoj1ta funkce.

Proatudujte e1 tel (D II), dodatet, § ).
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P. IOITIRGBlC;I Y DjLCI A VI VARIACI

Oalllvl a oanaCSen:!.

Blld P I <a,b>~

b
VP • Y(P) •

a

la 12 IIva!IIJ_e

12 a polo.e

1l0r_1I II. U

vadaoe fllD.ltoe f nil <a, b >
Pf I x ~ (x.f(x) ]

f na intervalu < a, b > •

Itde ~ .' {DI D. La • Xo -< :1:1

leoht f: < a,b>~ I r . B~ Vt

(via tea. 19) a Lf. VPf, Itde

Lf Ilaaivaae d'lltou grafu funkoe

< ••• < •

•

148.23\ PoaDAaka. leoht funltoe f ... v inhnalu < a,b > epoJitou ded-

vaoi f'. Poto_ plati
b

Lt • f II + [f'(x)]2 dx •

a

(Yis [JI) .i

L..... Pro libovolllo11 fllD.ltci f I < a,b>~ 11 plat:!

(b - a)2 + (Vt)2)t .e;. Lf E (b - a) + Vf

I 8. v 0 d. Pf:!ao a definice Odvcdh vatah Vf 1$ Lf => (b-a) + Yf.

Z HDlderovl nerovnoati (via t'aa 44) odvodte pr~n.aaporna CS:!.la

1.1'~,Bl.B2 nl1'ovno.t (1.1+~)2 + (B1+B2)2) "
1- 1.
2 2

~ (1.1
2 + B1

2) + (1.2
2 + B2

2) odtud doltaite 1ndultoi pod1e 11

pro Itaid' nEI a Ileaaporna CS:!.la aJ,bJ, J.1, ••••n n.rovlloat
1 1

( i a
J)2

+ (Z b
J)2)2

~ i(a/ + ../)2 .
.1.1 .1.1 .1.1,

Dlla1ed.lt. lInoi!1na BV « a, b» vl.oh funkc:! a koneCSnou variao!

.1' totoinli. a anoi!1nou tunkoi. Itt.r' JI8,1i graf Iton.lln' d'lkl.

\48.251 OdCSan:!. S.etro.1t. poe10upnoet fmll:oi {fn) def1nov8l1ioh

Da 1Dterva1u < 0,1> talt, aby f~ f. Vf • O. Lt • 1.
11

Vtll --+ + 00 , LfD~ + <>0 •

27566 P24
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148.26 1 CdeeDi. ROlhodDite 0 platDo.t1 Da.l.dujicioh 1apl1kaoi:

(a) (VfD - Vf) } (fD
) f) ,

( b) (Lfn ~ Lf) ~ (fD
) f) ,

( 0) V(f - f) '" ° ; (f ~ f),D D
(d) V(fD - f) -- ° ) (fD

) f) ,

( e) { V(fD - f) ~ °,fn( a) ) f(a)} ) (fn ~ f) •

148.27 I Vita. ••chi f D
, f DB <: a, b > • Phdpoll:18dej..e, Ze f

je lI:on.tantm. Poto.. plati

(Vfn ) Vf) : ; (Lfn ) Lf).

• a Y 0 d. PouZtjte 48.24•

148.281 Cdeem. Seet~ojte poeloupDoBt {fn} abBolutni spoj1tych funkci

def1noyanjch na 1nts~Yalu <0,1> tall:ovou, Ie plati

( 1) f n
, f,

( 11) f je abeolutni epoj1t8,

(111) VfD~ v«,
( h) Lfn~ Lf.

I a v o d. Volts napi'. f(x) • x, xe <0,1> a funkce f n
..onotoDDi - hliem sDadno DalellDste, DBe~tnste-11 ,1 ob~allek.

•

f
D

\ 0,

f'~ 0,n
Lf

D
----) QO

148.291 Cv1eeni. Sestl'ojh pOelOUpDO.t fUDkci t f n) taltOYou, I. plati:

( 1)

(11)

(111)

• a Y 0 s, Ia iDte1'Yalu < l/(D+l),

f n I l/(n+l)~ 0, IfD \ :s: lIn,

lIn>
lID
Vfn >

l/D+l

.e.t~ojte fUDkce

D, fnll/D~ 0,

p~o x1- <l/(n+l), lIn>

nlu <l/(n+l), lIn> •

a ex1.tuje f' na iDts~
n

148.30 I Ov1eeni. s..t~ojte po.loupnoBt funll:ci lfn) def1DoYanjch

DB 1Dte~Yalu <0,1> 1iaIl:Ovou, Ie pla1i!1

(1) f n - e,
(11) VfD~ Vf'

1014-7781
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(111) V(fn - f) ~ + 00 •

Ii a v 0 e. PoloUe {fn) charall:teriBtioll:' fWlll:ce jednobodov'

IIlDOUIIY t lin). tato poalol1pno.t ... potfoebne vlaatno.U.

148.311 Cv1ceD!. 8..trojte po81ol1Pnost fWlll:c:( t f n,\ detinovan,fch

na 1ntervalu < 0,1 > tall:O"Iol1, Ie

( 1)

(11).

(111)

f n ~ s,
Lfn t Lf,

L(fn - f) ) oc>

148.321 Patouovo le.... liecht f n t f DB iDt81'valu < a, b > •
POtOIll plat! 11r&1Dt Vfn ~ Vf, lia 1Dt Lfn <l< Lf.

n...iJ:DO J1~DO

a 11bovo1n' dilen£ D

a bu~a < (>C> E > O.

•a - e.

lieohi lia 1nf Vfn •
n""-

POtOIll uistl1je no £ Ii tall:, ie pro

plat! III

2\fn ( XII: ) - fn(xlI:_l) I ;;l
11:-1

Ii a v 0 d.

Odtl1d p1;Jne tvueD!. Ana10g1oll:;J dOll:ai.ae drl1hou nerovno.t.

148.331 DefiD1ce.
V df

(a) f n
)- f< >(fn~ f) et (Vin -+ Vi),

L lit)( b) f n ) f< (fn ~ f) et (Lfn- Lf),

BV df
( c) f n ~ t .. ; (fn- f) et (V(fn-f) __ 0),

8L df
( d) f n t f ( ~ (fn---+ f) et (L(fn-f)~ b - a),

V df
( e) f n ===1 f < > (t ~ f) et (Vfn~ Vf),n

L df
(t) f n

, f ..
>(fn~ f) et (Lfn- Lf),•

8V df
(g) t n ~ f , > (f , f) .10 (V(tn-f)~ 0),n

8L dt
(h) t n

, t < ;. (tn ===-1 f) et (L(tJl-t)- b - .).

1014-7781
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( b)

PO&nUaQ.
5V 5L ~ 5L

(a) (fll--; f)~ (fll --; f)<:::;=~) (fll ====* f)~ (fll~ f),

SV L
(f ---4 f) ===;. (fll~ f),

11 .

( c)

148.351 O.llallell:!. Punltc1 .t~ , pfislu.inou k funkc1 t a dUelli

D. { a-xo < xl < ••• <xn-b}, def11llljellle tall:to:

-if 3e lilleun:! IlS lI:ald'. 1IlterYalu. < x 1_1,x1 > , 1_1, ••• ,11 aD

f(x1) - .£~ (xl)' 1-1, ••• ,h.

l'unkc1 .1 ~ u.idae po llastech 11lld.rn:! upeancu. fUllll:c:! funll:ce f.

pf:!eluinou. II: dilelli D. (PolI:ud Ilell:! dilell:! D pro proY'din' dyaby

podetat~, pile.e pouse .if lII:!Bto .£~).

148.36) tu.eni. Hecht fe BV( < a. b ». Potu u1etllje poelCu.pn08t

po ll'etech 11llearn:!ch upenich fUllll:ci ...e~ funltce f tall:, Ie

plat:! .-t~~ f, .l~ L) f.

• , Y 0 d. Bu.a P hU.8t' epoll8t_ podlllloUna 1Iltenalu. < a, b > ,

ktera ob8ahllje yiechDY bod1 ne8p031t08tl funll:ce f. Sestrojte poeloup
DO

n08t dUen:! { Dn J tall:, Ie U DIl - l' a dale 8..tr03.e funll:ce
11-1

l~n pf:!Blu.id dUeni Dn • toto 3e hledan' .p0810upnoet.

v ~ f) •

• a Y 0 d. ZTolae ~ > O. Poto. ex18tu.3e po ll'8tech 111leun:!

funll:ce .£~ Tep8ana funkcl f tall:, Ie plat:! L.i€ > Lf - E. •

Pf:!8lu.iu dUm:! D Ileoht 3e urllello bod1 a-xo < ••• <~ - b.

O.llalliae (lIIU8iae yialt ul:!t podrobni3i:!ho o.llallen:!):

L(,e~ , < x1_1,x1» - L1 , L(f, <x1_1'x1> ) - L1 - £1'

Ullt:!a pfedoha.e3:!c:!ch Tieledll:~ obdrli.8
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pro "Ieohua doata-

("is d.a 44)

Xi
Vlfn) ~ (Li

2

%i-l

h.ml .,.lka n. "pra"ou a poul1d.. tlUderO"y nernnoaU

obdd:!D Vfn ~ Vf + 2 ( £ Lf) + 2 e. •

Odtud a a odata"oe 48.)2 plyne "dan' t"raen!.

148.)81 C"iCSw. S..trojh podoupnoet fUDlto! {tn} defino"an.tch D&

intenalu < 0,1> talEOYOU, Ie plat!:
V(i) t n ~ s,

(11) tn=*f.

R a " o cl. Polotte

E.
pro x£ (lin, 1> ,

tn(x) • pro ]I: • O.

lineun! jinde D& (0,1).

\48.)9:1<1 Vita. Reobi fn,fEBV «atb:» , f je epojita D& <a,b> ,

V ) f.
V

t n Poto. plad. f n
;>,. t.,

\48.40*\ Vita. liechi fn,feSV «a,b», f je .ingulun! tunltce (tj.

fankce, jej!i deri"aoe Je ro,,_ nule ekoro "iude).

POtOIl (tn L lo f) < >(tn V ~ f).

148.41*\ Vita. Rechi tnaBV «a,b», tElAC «a,b». Poto. plat!

Posnamll:a. 0 ddltasech poeledn!ch d"ol1 "it a 1'6bec 0 Uohto 1I:0nYer
genc!ch ae CStenaf IIdie pod.tatnl ,,!oe doCS!et " CSlano!oh:
C.R. Ad&lla - J.A. Clarkaon: On oon"ergence in "ariation, Bull.AIIer.
Math. Soc. 4C (1934),
C.R. Ad&lla - H. Lewy: On con"ergence in length, Duke Math. Jour. 1
(1935),
A.P. Morae: Con"ergence in "ariation and related topice, Trane.
Aller. Math. Soc. 41 (19)7)

a v M. lean!CSell:: Diploao"a prace s roku 1970 (MFP KU).

148.42 I Probl'ay.

(.) ZlI:owaejte usa"fenoat rdsD$ch eyate.d funll:c! vshledell ke kon"er
genc!ll defino"an.tll v tOlltO odd!le.
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(b) BepoBorDi c~ln" b1 Dohl pfehllldnout hned prYDi gramatickou

yi~u Y tOD~O odd!le (pfedpoklad'me odaocnlnoYou norau Y B2')
• UD by Dohl lipatDi dopadDout. ltonTergenoe .de detinovane

3eou .aYlelli Da volbi noraJ Y B2 (1 kd1i yliechD1 t1to normJ

3eou ekY1Y.lentni)I Je moino ee 0 to. pfeeYidcit napr. Baye

dena noraJ In •In I (x,1]~ I x, + 11' •

v tORtO pfipadi pro kaldou poeloupnoet t t n} napr. plat!,

(t. V , t) ( . ; (t
n

L) t) ,

(poroyne3te I odst.YOI. 48.)7 • 48.401). Ok..ii~i se ted1

naekita3i naeleduJici probleaJ'

(i) Pfi k~erll Dorai Y B2 3sou yliechDJ konyerglnce detino

yenll Y ode~aYoi 48.)) ekYiYalentni?

(11) holaen.B(1<n<8). n

Tergenoi • odltayoe 48.)). Pft

t1to konvercence ekYlYalentni?

pnni noleDich kon

k~erll DorDi Y B2 3sou

1014-7781

(lii) "Obraceni (li)", t3. uka••~. ie prayi pfl ~akto .volene

nor_I Y B2 3e peyni .yolenich n konyergenci ekyiya

len~nich.
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T j II A 49

Obsah: A. Detiniee a aak1adn! Y1astDosti.

B. 'ourieroya transtoraaee.

A. DBPIlIICB A ZAltLADlt VLASUOSTI

j49.1 I Detinies. Bua lie 11 lIlU'itelnli. JIIJloUne, Becht 1 S P e + OQ •

SYlIlbolelll £ p(lI) oanellllls lIDOiinu dech aUitelnieh (obeeni koaplex

nieh) tunkei Da II, pro nii L.b••guedY integral ~ltlP konyergu
K

je.

Pro

lIisto ~p(ll)

t G.;e (II) polomep

piSae krate. ~.

IIt II p • (~t Ip ) IIp •

je lins~Di (oo ysktoroyy) proator

CYillen!.

(a) Ukaite, ie anoiina ~p(lI)

(pri jakych operacich?).

(b) Ukaite, Ie aobrasen! t 'I--~) IItllp. aa Ylastnost1:

(i) t • 0

(11) II t + gllp

(11i) IIctllp ..

a.Y. -; ; Iltllp • 0,

~ IItllp + \lgllp ,

lei. fttllp

149.31 Posnaaka. PoloUae-l1 )l>p(t,g). IIt-gll p pro t,ge;t'p(lI) ,

u tunke. Ifp "skoro" Ylieehny Ylastnost1 lIletrik;Y Da £p(lI)

(nikdy se fika, ie fp je pseudOllletrika). Protoie Oyl••

~p(t,g) • 0, praYi kd;yi t. g skoro ylnde DS II, D.tyofi dyojice

(~p(II), fp) .strickY prostor. ZaYed..s-li DS ~p(lI) tfid;y

1014-7781
- J?5 -



ekvbalenee wf '" I, prl:,i kd;V1 f. I e.v. na II",

a o.na~!ae-l1 symbole. Lp(M) aDol1nu vgeeh ekv1valentnfch t~fd

• ~p(lI) a def1nuj ..e-l1 "vhodni" .etr1ku na Lp(lI) , doetane.e

j1l aetr1ck, proetor (dokonce Banaahd.)., Provedte t;vto uvah;v po

drobnil a prechnil, kl.lpffkladu podle [J II), kap. XIV, ~ a.

149.4 I C.1~en!.

(a) Ukaite, Ie eou~1n dvou funkc! S ~p(lI) ne.l.Is! j1! leiet

v ~p(II).

( b) Z Hlllderov;v nerovnoet1 (tlma 44) ull:aite. Ie pro fE~(M) ,

ge£'q(lI) , II:de 1- + 1 1, je f.ge:~(II)• ap q

nf.gU l ~ II flip • h1lq. V dali!. ukale.e, jak definovat wIlOU~in"

f@g funke! f,1 tall:, ab;v f@ ISJel pro e, I e-.:t'l·

149.51 vr-ta. BUdte f, le~l' Poto. pro e.v. xe.1I1 leU funll:ell

l' ) f(x-1)1(1) • ~l' IIdle.e ted, pro tato x definovat

funke1 f @ g pfedp1ae. f @ g(x) • J f(X-1)I(y)d1.

- III

Funke1 f ® g (kterou v bodeeh nulov' mnoUn;v, kde neni definov&na,

dodef1nuje.e hodDOtoU nula) nas,v"e konvolue! funke! fag.

DolI:alte dale, Ie f @ ae~ aUf ell al11 ~ nfO l • \!gill •

• a • 0 d. Dokalte nejdHve, Ie funll:ee [x,,)~ f(X-1)1(1) je

aifitelna a 1nte~ovateln& v 112 (napf. poaoei vilt1 0 llubst1tue1).

Poto. ui1jte Pub1n1ovu viltu.

149.61 Ovillen!. llII:aite , ie konvoluoe aa tlto vlastnost1l

(i) f®g • a@ s,
(11) f@ (a @ h) • (f @ a) @ h.

(111) (DC f + ~I) @ h • o<.(f @ h) + ~(I @ h)

pro vieahna f.l.hE~l' DC. ~ e ]Ii'

149.71 Posn&aka. 1ID0i11Ul £1 je ted1 1I:0.ubt1.ni oll:ruh (dokonoe tn.

Banaohova algebra). Za ad1t1vu! operao1 bere.e ob.,11:1' e~!t&nf funke!,

sa ault1p11l1:at1vu! operae1 bere.e k08volue1 (Jail: je to 'e sllftania
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f veamite charakter1et1c

J> ° je avoleno tak,

v "nepf!jemDich" bodech? - poaor na pojem akoro v§udel). Vsn1ka

otazka, ada ex1atuje mult1pl1kat1vn! jednotkovi prvek, tj. takova

fgnkce . uG21, ie u @ f • t pro viechna fe.:t'r

149.8 l Cv1eeni. Algebra ~ nema mult1pl1k:at1vni jednotkovi 'prvek.

I a v 0 d. DOkaaujte eporem. Za fgnkc1

keu fgnkc1 1ntervalu < - J, cf>, k:de

2d
aby J lui < 1.

-2d'

149.9I Spoj1toat k:onvoluce. lecht fgnkce g je omeaena a aif1telna na Bl
a necht t e ~. Potom konvoluce f @ g (def1novana jako v 49.5,

nepfedpokladame ade g ",21) je etBjnoairni epojita na 1 1 a

eup If ~ g(x) I ~,UfBl • aup /g(x) I. Dokaltet
xes Bl XES 11

I a v 0 d. DOkaite nejdf!ve tvraeni.

1014-7781

'If E- > °3J>° 'If h (I h I < J =}Jif( t+h) - f( t) I dt < e ),
11

pouZijtek tOlllU napf. poanatku, ie epoj1t' funkce e kompaktn!a noBiee.

j sou "hueU" v ~, pfeenij1. ks kaldou 1'1, > ° a ke kald' fgnkc1

fe~ mdieme nalbt apoj1tou funko1 7' a kompaktn!a noBiee. v 11

tak, ie flf -.fl < E-

II

PoanOil:a. Bud p > 1, q takove, ie ~ + ! . 1. Vyui1tiap q

Halderovy nerovnoat1 a poui1ti. vity, podle ktere jeou spoj1te funkce

s ko.paktnia nos1ee. "huste" dOkonce v ~,lae vyslov1t vAtu.

Hecht fe .:t'p' g e~. Potoa konvoluce f <!l g je atejnollirni

spojita a aup I (f @ g)(x) I ~ I\fUp • OgUq•xesBl
PoanOil:a. liktef! autof1 def1nuj! konvoluc1 viraaem

x
J f(x-t)g( t) dt, kteri doataneme II, def1n1ce f ® g uvedene v 49.5,

°uvaigjellle-li funkce f,g 1dent1cky rovne nule na (- 00 ,0).
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Budou-l1 t, g spoj1ta tunkce, ada se j1sta, Ie tato nova konvolu

ce tunke! t, g bude tunkoe velm1 roaumnjeh vlastnost!. Froto je

pi'ekvapuj!e! n9.sleduj!e! visledek tv. Judk, Fund. lIath. XII 1951,

etr. 58-64]: V metr1ck'a prosteru -e x <e vSech dvoj 1e (t ,g]

tunke! t, g spoj1tieh na < 0,1> s lIIetrikou

tak, Ie pro tunke1

00, Dh(x}. - 00

ex1stuje mnoi1na II prvn! kategor1e v
, x

hex) • f t(x-t}g(t}dt je Dh(x} ....

o
pro kalda XE><O,l>. poltud [f,g] IE (e x ~ )' II. Lze nade seetro

x
j1t spoj1tou funke1 f tak, Ie pro funlte1 h(x}. ~t(X-t}t(t}dt

o
je Dh(x} .... 00, ~h(x}. - 00 pro kaida XE <0,1 > •

B. l'OURUROVA fRAISl'ORllACI

V dali!a ee budellle aabivat tav. Pour1erovou transforase!, ktera

je obdobou Pou.rierovich fad•.

Def1n1oe. Bu.!

....
fey}

t eoSe1 • DetiDujellle funkc1

• V2~ !f(X>e-1x7dX pro

11

A

f Da 11 pfedp1s..

,.
Okaite kerektnoat defiD1ee I ZobrauD! f ...1-~, f se nasiva

Peur1erova transformaea. Vyavitlete v.tab Four1arovy

a Four1erovieh fadl (Pro DC, ~E 11 ae daf1Duja

• ao(; (eoa p + 1 ain ~ }.)
•

transfor_ea

e'" + 1~ •

Pete. fUDkeelsJIJIa).· Bu! ff!< 2 1,

"11 a 1111 If(y)1 • O.
Iy'-'oo

reaUJl!.a Dasleduj!e!,.0"1111 If(y)\
Iy'-+oo

Vita (tav. R1amann-LebsaSueovo
A .

f je atajaeairni spoj1ta Da

(Symbel..

1014-7781
- 378 -



,.
I t( y) I < e ). )-

Porovnejte t~to vitu a Riemann-Lebeeg~eovym lemaatem s taor1a Po~

rierovych fad ( [. J II], leap. XIII, § 4, vHa 161).

II a v 0 d.
/I /I

K odhad~ rosdilu t(y+h) - tty) vyuiijte nerovnosti

Isin ~ \ ~ I~l. Pfi ddleas~ druheho tvrseni pouiijte navodu

s odstavc.e 49.9 a utaJ;l-~ f(y). - V2~ f t(t - ~)s-ity dt.

111

149.141 Posnll.mlca. Po~r1erova transtormace t I-I-~)l t jetudH sobrauni

mnoUny £1 do mnoUny e., leds ~o js system vSech apoji-

tych t~leci g na Ill' pro nii lim Ig(y)1 • O. Ulealts, is toto
Iyl~oo

,. 1
sObrassni je linelirni a omssene (tj. aup It(x)l~ I~ IItUl ).

x"111 r 2:lt

Lse doleazat, ie Pourisrova transtoraacs js dokonce proste sobrasanf
/I

proator~ Ll do 'eo' je-l1 toUI t '!t 0 na 111' je t. 0

s.v. na 111' Je-li doltonoa te£l' potom pro s.v. x cE lIl

tex) • V2~ Jf(y)eixYdy (co vlaatni foilta poslednf vita?).

111

o tiebto probl'mseh ss viee dosvits a! ve vyiiieh rocnieieh pii pfosd
naikach s tunltoionalnf anal/sy a tsoris transtor.aei.

149.151 CVicsni. Doltaits naslsdujioi tvrssni.

t,gE~~
.--:--... " "(a) Pro je t @ ". t • g.

( b) BUdts t,gG.;t'l' Poto. Jrg. It "g.
11 1

A
(e) lIajdite Dutnou a poatacujiei podainleu Ie toau, aby tunlcee t

byla Hcb'.

(d) BUd tecSC'l' g I X I )I -1x t(x), neohi gE.:t'l' Potoa

(?), "• g.

II • v 0 d. Poul1jte Lebesgueov~ vitu 0

e1.xh _ 1
tegrale. a vyui1jte odhadu h

lia1tnia pfoechodu sa in

I ~ Ix I
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( e)

POtOlll

t e£l je abeo11ltni Ilpoj1t8. na 11, necht
/', ,.
t (y) • 1y fly) pro "liechna yE 11,

H a • 0 d. Ukalte nejpr.e, Ie

1ntegrace per parte.. Mdle bit

funkce f ze.laben?

11l1l If(y)' • 0 a pOIli1jte
lyl~OO

pfedpoklad sbsollltni Ilpoj1tost1

1014-7781

(-?) je
A

( t) Ukaite, Ie pro tllnkc1 t I X~ exp f • t.

H a • 0 d. POlllOC! (d) dokalte, le -b- [f(Y) exp ( ~2)] • 0

ns 11,
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Obecna aifi~e1noet

Obaah: A. Syat'ma alfite1nich fUDkc!.

B. Vstahy aed .t: a m
c. Vlaatnoau A v aavia10eU Da m.
D. Vlaatnoat (W).

150.1 l Jlotinee. llecht f 1 (P, ~ ) ~ B1 je rd.1n& fUDkce ns aetric-

k'a proetoru (P, f)' ZopakuJte def1Dici epojitoeti funkce f s vl

t::H ·PUDkce f je epojUa Da (P, ~ ), pravl kdyl pro kala' Qe B1
jaou anoUny .c(f). {xotPI f(x) > e },

Jlc(f) • {XiEPI f(x) < c} otevien'."

Ukaite nB pHkladl, Ie otnrenoet lIDoiinIlQ(f) pro vhQhDa QEB1
neata~! ke apojitoati fUDkQa f.

Pfipoaente definici funkca po1oapojit' ahora, sdo1s (via t'" 10).

Dale vyalovta rdlD' akvivalentn! foray definiQa jP-.liite1Djch

funkc! fIX - B1'

anolin, pficami g,
Defidee. Becht

jeat1Ue (X, Y' 't"-) je

X je _oUDa, 3Jt c: exp X

X€.m. OaDa~e

proator a a!rou.

ayat'. jej!ch pod-

M-aUueld,

pro kald'

pro kald'

o}) ,

Hkej.e .::s.::d.:.o1:;;a~--=-.:....:....::.:.:;,;;;.,;".;,_~

1\*. I';tt. {..a. .J.l.(31l). f 1 X-'+B1 1 .0(f)e3Jt

(kde 1I0( f ) • f-1 (0,+ 00» • (X€,XI f(x) >

• Ab(JJt) • {f 1 X--'» III 1I0 ( f )€. J1C

A(J}t) •.~ n A~ .

PWlltc!m .. ayaUmd it, A" ,11
ahora m-aUUe1d, JJt-aefiteld.

A~

A.

1014-7781
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\so.31 PfikladJ.

(a) Kechi 1 je _oU.na, ~OE1. PoloiJae

(e,et'. Yiech podaDolln _ollDY

e prudnou _oUnou).

X obeahujici bod xo epolu

(b) _echt I je aDoilna yiech pflro&enjch aieel,

11t. (~c 1( I Y je konean.. nebo I" Y je konean.. }

(algebra genuoYan" e,et'•• Yiech koneCSnioh pod_olin _ol1DY I).

])okaUe, Ie tunkCle t .leU Y e)'eU.u A~ ,pl'll.Yli II:d)'I plattl

exletgJe 11& t(n). L (Y~aetni al neYlaetDt) a
n~oo

bUC1 (1) exletuje koneana &DollDa Kt tall:, Ie t(n) ~ L

pro n4~,

A~ a AObdobnli oharakterl&ujte elet'.,

nebo (11) ex1atuje lI:onean.. &DOUna

pro n1 lit'

lit tsk, Ie t(n) > L

•

( Y)

( iY)

Roahodnlite, ada plati na81edujio1 tyraeDtI
. /\# • 1\ ",(111) 1. J.. 11-

", ON: I\*' 1\"• .....1.1. ===i» t + gEll. ,

e, &~Jf ;> t • gE A".
(0) leChi X je neepoCSetna _ollna. Pololte

m. {.lC".X I A je koneW} u{x}.
CharakUrlsujU elet6tQ' g,.A~, Ii. .

(4) leCht X. < a,b > , neCht m je e)'eU. deoh intenala

(reep. oteYf.njoh, reep.

bod a (a ~ '" m).
Oharakteriaujte e)'et..,

uasYfenjch Y < s.b», obeahuj1c1oh

1014-7781
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""B. VZTAHY IIRZI .l1. A m
V tomto odelilu 88 pokueim8 obJaen1t v&tah me&1 mnoi1novym1

v1aetno8tm1 8yetUU m a algebra1okym1 c1 konverg8ncnimi vla8t
,,#

no8tm1 8y8toSmu ....1. •

Aem

Supr8mum a infimum v

prav i Itely I

pravi Itelyl

~~m

.If
m1n( t ,g) e 1'i.. •

AuBeJJt.

8Up fnEJi'"' ,
neB

11J4X( f ,g) e fl.#' •

charakter1etiokou funkoi mnoiiny A),

k e 0 ) k feA
ft

(plat! i pro It -c 0 ?),

f ~ 0 ;-. r2EK ,

kell )f+ItE.J(,

lteRl ; lIIalC (f,It), min(f,lt)ell" •

A4t
•

pravi kely!

f,geJr( 0)

(a) f,g~./l# >
A.BelJ'l ~

(b) fneA# ==;}-

( 8)

( d)

(b)

( c)

A.B4tm ~ A()Bem.

fneA#' ""( el) J8etl11e ; in? fr{c.fl ,
neB

~nem
"'0

potom >nAeJ3'l
n.l n

( e)

( f)

Ultalt8 na priltlaeli, 18 tvr&8ni (el) n8ls8 obrat1t.

fnE.A"* ~ 8Up fn' 1nf f nell , pravi kelyl
lIEB II<iB •

150.61 Limitni pr80hoely. B8chi r

1014-7781
- J8J -



na 1lIl0line X 8 vlulon08t! tnG: r , nel ~ 8Up til' 1nt tiler.
nel MI

Polo oa p1a1ii

(1) gllEr 11.a1 8Up gil - g ===J> gtar ,

Suer
,

gtar(11) 11.a1 1n! gil - g ~

(111) gllEr 11.a1 gil - g ) ger •,

(a) Pla1ii (7.1) ===> (7.11)~ (7.111), tde

80u681o Y ~.

I a Y 0 d. (7.1) ~ (7.11) dotalloe poaoc! ety1Ya1ence

f(x) +g(x) > c ( ; exhtu.1e rEi. R loat, 18 f(x) > r a

g(x) > ° - r.

(b) Utalloe na pf!t1adeoh, Ie nep1alo! 1.aIp11taoe (7.11) ===> (7.1),

(7.111)~ (7.11).

Ja81edu.1!o! podmlnkl .180U ekv1Ya1enlon!:

te 1
1

; tteA# ,

Ale A2 C •••~ UAnem ,X<, A1" m
n_1

Jay 0 d. Poul1.1loe pf!t1adl 5O.J.b,o.

la80bet Y .K .
(8.1) feA#,

(8.11) ~em ,
II a Y 0 d. (8.1) ) (8.11):

_echi ~em ,A1c A2C •••• Det1nu.11;8 funko1 t 1iakloo.
0<>

0 pro xe X" UAn ,
. n-1,

f(x) - -1 pro xe A1

_1 pro xa An' An_1II.
. 1\#

Ukalloe, Ie fE~~ ,1oakle pod1e (8.1) .1e81o
00

1Io(-f) - {xEX I -t(x) > O}~m. Ale 1Io(-f) - UA
Il

•
n-1

1014-7781
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Soull1n ~

( a) laaledujici ~lrO~1 jaou 1~~1valentnil

(9.1) f,ge.N. ; f.geAt'1 ,

(9.11) m je o-alglbra,

(9.111) f,geAft., ~eBl~ kfe.ft

(9.1v) f,geA*', ~<!: 11~ ~feJt
, f + gG.~ ,

• aU(f,g)e.Jt •

II a v 0 d. Impl1kace (9.11)~ (9.1) a (9.11) ===#> (9.111)

.. dokaU Ob~)'klilll Ilpdaobea - vb napi'. LJ II 1, ~ap. II, § 1. '
,

K dd~a&u &by1ioh ilAp11kaci poui1jte 50.4, 50.5, 50.7, 50.8 a

~&tah 0AoB - 0A'Ca'

(b) Z t~r&en1 (a) 1hJ1.d plyne, ie aoull1n d~oulldola polo.poj1tioh
fun~ci neaue! bit &dola po10.pojita f~cI. Dc~aite to pHao.

C. VLASfIOSTI A V ZAVISLOSU IA m
150.10I C~111.n1.

(a) cAeA--. pra~li k4)'1 X\ Ai<. Nt ,

(b) t e A-- , pd~li kdyl -r e. A
4t

.ss:»~ Att- _N _A,
1\#

poaoci hrun1 (a), (b)Od~odte & kaidllho tUUn1 pro .i 1-

v oddi1u B. dualai t~rllen1 pro ~--.

150.111 C~111eni. Z ~i.led~d 04dilu B. do~aitll

(a) t~A, ktiL B1 : k' teh ,
t Gn, f ~ 0 ,. r2e A ,

teA, ~EBl ! f + k<:1\.,

teA, kEB1 ;) JIlBJt (f,~). a1n (t.~)EA.

(b) IIlchi AnEiI3t, nEB ~ UAn' Fhnem I
n-l n-l

pete. fne1\.'~ 1nt fn' IUp fn' 'lilA 1nf tn' lilA .up tn'

lilA t n 61'.., pe~ud t)'to f~cI lXietuji.
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150.121 Vita. . Becht m je D-algebra. Potom

(1) f,ge-A , t8 11 ==9 f.g, f+g, t f ,max( f ,g), m1n( f ,g)EA ,

(11) fDeA~ 1nt fn, sup f n, 11m f n, 11m 1nt f n, 11m eup fn&A

(potud tyto funkce ex1stuj!).

150.1)I Probl8l11l. Potuste se formulovat a dotazat tvrzen! obdobna tvrzen!m

z odd!ld B, C, jestl1le

(a) funkce mohou nabivat 1 hodnot - 00 ,+ <>0 a v def1n1c1

systemd K,.A.~, A zamlln!me mnoUnu 11 mnoUnou
:Ie

11,

(b) nepoZadujeme, aby Ill, xe33t ,

(c) v def1n1c1 syst'md A#,», A pouUj eme mst 0 mnoUn

IIc( f ) , IIc( f ) mnoUny iC(f) • f- l l(- 00 ,c », ~c(f).f-1«c,+_»).

150.141 ProbUm. rat jato v prostoru s mrou, mdleme 1 pro 11bovo1n,t system

~ def1novat jednoduche funkce: Puntc1 f nazveme jednoduchou

(resp. ~-jednoduchou, resp. ~-jednoduchou), jestl1le mnol1na

f(X) je toneena a feA (resp. feA# ,reap. feJ\h.

Ztoumejte vlastnost1 jsdnoducb,Ych funtc! v s&v1s10st1 na vlastnostech

,
systemu m. Pro

Je-l1 f ...A·
l1bovo1n,t system m plat! tato vital

potom ex1stujs posloupnost ~-jednoduchich

fJl - f. Plat! obdobna yllta pro system .A 1

D. VLASUOS'1' (W)

150.15\ Def1n1ce. _echt X je l1boyolJla anoUna, X l1bovolna anoUna

realn,tch funtc! def1noyBD,fch na x. aetneme, is system X u

Ylastnost (W) I jeltl1ie ex1Btuje trida me exp X tat, is

X. 11 an».
v souv1s10st1 s touto def1nic! ysn1taj! ot&zty, v j1stem sllllslu dualn!

t otastam viie nasnaeenim,

( 1)

1014-7181

Jail: pro dBD,f system x
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rozhodnout, u-l1 vlastnost (W)1

27566 Z25



( 11) Jestl1h syst6J11 X
tHdy me exp X,

ma vlastnost (W), jak popsat

pro Ittere X. A (m) ?

declmy

UvedeJlle zde neltolik jednodaiiich visledk~.

!5O.16[ Cviceni. Ukalte, Ie systeJII JIZ z definice 50.15 neJllasi bit arcen

jednoznacni.

III a v 0 d. lIIecht X je aleepoD dvoabodova Jllnoiina, AC. x, e ~ A ~ x.
Pololte m. {lI, A. xj , X. A (M).

150.171 Veta. lIIecht ~ je libovolni systeJII realnich funkci definovanjch

na Jllnoiine X. Becht m <-X) • {Mc(f); ce: Bl' fe:X]U{Mc(fl;

CGB1 , fC=:X}.

(a) X ma vlastnoet W, prave kdyl X:J.A (m (X»;

(b) jestl1h X' ma vlastnoet (W) a fiSX ,potOJII t+~X

B a v 0 d.

150.181 Priklady.

K d~kazu (b) poulijte 5O.11.a.

tunkc! na intervala Ie Bl
z detinice 50.15 urcen

( a) Dokalte, ie system viech spojitich

ma vlastnost (W). Je system m
j ednoznacni?

(b) Dokalte, Ie system vsech lebesgueovsky JIIeritelnich tankc! na in-

tervalu rc B1 ma vlastnost (W).

(c) Dokaite, Ie systeJII vsech funkc! na Bl , ktere maj! priJllitivn!

tunkci, neJlla vlastnost (~).

nema vlastnost (W).

o •0'-

Aplikajte 5O.17.b na tunkci

sin ..!.. 1 0X ' x.. ,

darbouxovskich funkc! na B1

B a v 0 d.

f I X t-----+

SysteJII dech
Dokaltel
Jj a v o d. Aplikajte 5O.17.a na funkci

h I x t-----+ 0, xe: g-l(O)

X~ 1, xfg-l(O) ,

kde g je tunkce z 4.26.

(e) Dals! pr!klady naleznete v clanku A.M. Bruckner. Canad. Math.

Ball. 10 (1967), 227 - 231.

1014-7781
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Vlaetnoet (. '* ).
(a) lIecht X

!i.ekneme, ie

t uje mnoUna

je eyetem funkc! definovanycb na mnoiins X.

eyetem X mavlaetnoet (w*), jeetliie exie

m c. exp X tak, ie

(b) Syetem R( < a, b> > vhch riemannoveky integrovata1nich funkc!

na interva111 <a,b> c E1 m8. v1aetnoet (w*).

lIa"od. Po10ite m • (GUA; Gc.(a,b) otnrena,

a doltaite, ie f je epojita v kaid'm bods

A C. <a, b >, ~ A • 0 } •

Pri ddkaSl1 inlt1l1se R( < a,b> > :> { r e A ,1Inh f je omesena}

&Volta libo:yo1nol1 omesenol1 funkoi feA (m); pro kaide r£ R

j. C 1 « r , + co» • GrU "'r, f-1~_ <l'O ,r» • G;u A; ,

ltd. Gr,G; jeol1 ote"rene, Ar,A; nl110ve mnoiiny. Po10ite

A • U (ArUA;>
re R

_oUny < a,b > " A.

Zbytelt t"rcen! p1yne • "styl

1l1Dkce je riemannovelty integrovate1na, pra"s Itdyi je omecene.

a eltoro dude epojit'.•

•

1014-77B1

- JBB -



Opakovanf.

(a) BUd II

TSIIA 51

o kf1vkach a oblastech

Obsah. A. Kontinua a oblouky.

B. Grafy spoj1tich funkc!.

C. Spoj1ta zobrazenf 1ntervalu <:"0,1 > •

D. ll.fdka kont1nua.

B. Dali! def1n10e kf1vek.

r. Objem a mfra kf1vek.

G. DlHka kflYky.

H. Oblast1 v B2•

A. KOIlTIBUA A OBLOUKY

souv1ala podanoi1na metr1ckeho prostoru P. Potom l1bo-,

volna 1IUl0Zilla Qc. P takova, Ze lie QC ii je aouv181a.

11 a v 0 d. Bud xe ii. lInoUna II U {.x} je aouv181ll..
Ui1jte tvrzen! 0 ajednooen! souv1s1ich lIUloz1n.

(b) Bud f spoj1te zobrazen! kompaktn!ho (reap. souv1s1eho) prostoru

P do metr1ck'ho prostoru Q. Potom f(P) je ko.pektn! (resp.

souv1s1a) lIUloz1na v prostoru Q.

(0) lIecht f je prosts spoj1te zObrazenf kompaktn!ho prostoru P

na prostor Q. Potom f je homeomorf1emua.

151.21 Def1n1ce.

(a) Beprazdnou kompektn! souv1elou podllUlol1nu K metr1ckeho prostoru

P nazivame kont1nuum.

(b) Kont1nuWD, kters obaahuje aleapoD dva razne body, nasivame

vlastn! kont1nuum.

( 0)

1014-7781
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(4) Hecht f je homeomorfni aObraaen! mDoliny C (jednotkova
kruzn1ce)

C.{[x,y)eBa xa+ya. 1}

do Ba• Knolinu f(C) naaivame topo1og1cka kruln1ce.

Cv1cen!.

(a) Bu~ f spoj1te aobraaen! metrickeho prostoru P do prostoru

Q. IIecht Kc P je kontinuWl. Potom f(K) je kontiDuWl.

(b) KnoliDa C a 51.a.d nen! ob1ouk.

!51.4l Vita. Bu~ Kc P kont1nuWl. Potom nasleduj!c! pOdm!nky jllou
ekvivalentn!:

(i) It jll 10kli.lne aouv1111e kontinuWl;

( 11) ke kaldemu So > 0 eX1l1tuj! kontinua K1'···')[n takova, III
n

diem Iti < Eo a K. U 1t1i-1·

(11i) a:tistuje spoj1t8 aobraun! f: <0,1) --. P takove, Ie

f « 0 ,1 >) • K.

D d k a. vyp1iva a tvnen! uvedenich v (Oech] a je, stejne jako
ddkaa nall1llduj!c!ho tvrzen!, vela1 obt!lDi.

151.5\ Vita. Spoj1ti obraa 10ka1ni lIouv1s1eho kont1nua je 10ka1ne souv1s1e
kont1nuwa.

D d k a a vis opit [Oech].

B. GRAPY SPOJI'r1cH PUIKC1

151.6 I D.f1n1cII. Hllpd.adnou mnolinu Itc Ba. nanem. k1-ki'iYkOu, jeetlUe

eX1etuje IIpojita funkce f I < a, b> ) B1 tak. Ie

It. {[x,y]~ Ba xe. < is,b>, y. f(X)} •

(k 1-krivka je tedy grafemspoj1te fbnkce definov&ne na interva1u

< a, b > ).

151.71 CYicen!. hcht Kc .a je k1-kHvka. Dokalte, Ie plat!:

( a) K je omeaena mDolina;
( b) It je uaavrena mDolina;
( c) It je kompaktn! mnolina;
( d) It je souvia1a mDozina;

1014-77e1
- 390 -



(a) K ja loka1ne aouvia1a mnolina,
(t) K ja v1aatn! kontinuwa;
(g) K je ridka v B2•

151.8[ I'oznUka. Bu~ Ke B2 k1-kfivka, tj. K ja gratelll tlUlkoe

t , <a,b)~ B1• POtolll axistuja pravi jadno zobrasan!

':<a,b>~ B2 , a t o , tl , [t,t(t)],takov4,h

,( <: a, b» • K. Zobraun! , ja prost-'. Ja sObraun! , spojit-'?

151.91 Cvioani.

( a)

( b)

Jadnotkova krulnica v B2
Bu~ T I B2 ) Ba
ja k1-krivka. Zkowaajta,

nani lt1- H h ka .

1inaarn! tranatormaoa.

sda 1:' (K) j a oplit

Racht Ke. Ba
lt 1- kr h ka .

Porovnejta posnamku 51.8 se cvioenim 51.11.b.

c. SPOJlTA ZOBRAZB!'l! IftBRVALU < 0,1>

151.10 I Dafinica (Jordan). lIaprasdnou mnol1nu Kc Ba nallVeme k2-kfhkOU,
axietuja-l1 spoj1t4 zobrauD! , I -c 0,1> _ Ba takov4, ie

1'( <0,1» • K. Kaid' sobrauni , e touto v1aetnosti Da.1vus

paramstrillaoe k2-kfivkY K.

151.111 Cvioeni.

(a) DOkalte, ie k2~krivka K ma v1aetnosti (a)-(t) II odstavoe
51.?

( b) Jlnol1na K • {.cx,Y] e B2 ; x e: <0,1> , Y • O} je ka-krhka.

Zobraun! '1 I t I----+lt,O] , t e <0,1> ,

1'2 I t 1-----+ [sin :fI:: t, 0] , tE <0,1> ,

o 7r , 0] , te (0,1>, 1'3(0).[0,0]'3 t~ It S1n2't1

jsou parametrisaoi kfivkY K. DOkaltel

(0) Zjistite, ada jednotkova krulnioe v S2 je k2-krivka.

]51.12 I Poznamka.

]51.13 I Cvioen!.

(a) 'orlllulujte a dOkaite pro ka-krivkY prob14m ana10gickY prob1'mu
s odetavoe 51.9.b.

1014-7781
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(b) la!da kl-krivka je k2-kfivka.
(0) JlnoUna I. {[X,Y]EI2 ; Y = sin i. XE(O,l»ulto} X<-l,1»)

nen! k2-kfivka. Doka!te; pokuste se 0 ddkaz bez u!it! vety z od

stavoe 51.4.

D. IttDK.< 10BTIJlUA

151.141 Definioe (Cantor). la!de vlastn! kontinuWD fidke v 12 nazyv&me
1t3- ltf h ltou.

151.151 Cviaen!.

(a) Ka!da 1t1- ltf i vlta je k3-kfivka (viz 51.7).

(b) Zjiatite,zda ano!ina ze ovicen! 51.11.b a aDoiina ze oviaeni

51.13.0 jaou 1t3- ltf i vlty.

(ci UvidoJllte ai, ie _oUns I. {(x,y) E 12 ; x,y Ii: < O,l>}

nen! 1t3- ltf i vlta.

(5i:i6] Poea&alta. Za oviaen! 51.15.b p1yne, ie Ita!da 1t2- kf i vka je
1t3- t f i vlta . Ze ovican! 51.15.0 plyne, ia "jednotkovy atvereo" nen!
1t3- ltf ivt a .

V rooe 1890 doepi1 O. Peano k pfekvapujioiau vys1edkul

Jlno!ins I e 51.15.0 je 1t2- kr i vka. laid' k2-ltflvka, Ittera Den!

f!dlta v 12 (nen! tedy 1t3- ltf l vkOU) se nazyva Peanova kfivka.

lonetrultoe parBJlletrleaoe 1 k2-kflVkY I e 51.15.0, tj. spOj1teho
I

Ilobrazen! 'I I (0,1) ---,l>~, '1« 0,1» • I. je popsana v Itnlu

[0 - a]. e1egantn! ddltae 0 exiatenol taltoveho eobrazen! poohae!

od K. Petra. Pfi teto pf!leiltosti ai uvidoJllte obsah tvrllen! z nAsle

duj!oiho odstavoe.

151.17 I Cdaan!.

(a) Bxiatuje proaU eobraun! 0 1<0,1> - 12 taltove, Ie

0«0,1» • It. <0.1> x (0.1> •

• , v 0 d. JlnoilDy <0.1> a (0,1> x <0.1> JIIaj! atejnou
JIIohutnoet.

1014-7781
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N a v 0 d. Recht ta~ove zobrazen! G e%iet~ja. Potom pod1a 51.1.b

ja G homeomortiem~s. Becht %1'%2'%) E < 0,1> % <0,1) jaou ti'1

navzaj em ro.zne body. l4noZina K. (<: 0,1) %<0,1> )\ ({x1l u£.%a\ ut%)})

js eouvis1a a js tedy pod1s 51.1~c ao~vis1a i mnozlna G-1(K).

Odt~d odvodte'spor.

B. DAL~1 DBFINICB KAIVBK

151.181 Detlnlce.

(a) KnoUn~ KC 12 nuveme k.-Idivko~, exiatuja-l1 proete .,pojit'

zObraun! P I < 0,1> ---+ 11 takove, Ie P( <0,1» • It.

(Zobrazen! P je homeomortiaaua (pro~?).)

Zobrasan!P sa nasiva parametriaaea k.-kflvky It.

(b) KnoUn~ KC la naneae k5-ki'1vkO~, exiatuje-l1 ho.eo.ortn!

zobraaen! jednotkove kruznlee C na It.

(k5-kflvkY se nekdy tel naaivaj! topo1og1cke kr~Znlee.)

Ho.eo.ortl..~a a t'to detinlce ae opit naaiva paraaetr1aace

k5-ki'1VkY It.

151.191 Cvl~en!.

(a) Vyseti'ujte p1atnost poda!nek (a) - (g) a odstavce 51.7
pro k.-ki'ivkY a k5-kflvky.

(b) Kazda k1-ki'lvka je k.-~f1vkal k4-kf1vka nen! obeeni k1-kflvka.
Dokazt8t

(e) Kazda k5-ki'lvka je ao~~aeni ka-kflvka a k)-kflvka. DOkaitet

(d) Syst'. vlech k.-ki'lvek v la je d1ajunktD! ae a1at.... vlech
k5-ki'lvak via·

)51.20 I PoanUlt1.

(a) VsiaDete ai, la napf. pf!aka a hyparbo1a (tj. pomerne jednOd~

che rovlnne, kfivky zname a a1a.antarn! gaGaatr1a) nejaon kflv
kam1 ve aaye1~ ladne a datlnle 51.6, 51.10, 51.14 a 51.18.

(b) ItHvk~ 188 det1novat tei jako obraa P(I) int8rva1n 1<:.11
pfl sobraun! P I I 1 la' pfi ~a.i zobraun! P at rasn'

1014-7781
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zadn,Y inter

oel - kfivk1

dali! vlaatnollti. Napf. P I J nen! Itonatantn! pro

val JcI, nebo P je zobraun! ti':!dy ,€l (tn.

apod .,.

(0) Lze rovnii atudovat podmnoiiny 12 urcene taltto:

Heeht ¢ jest tunltee, definovana v 12, Poloi!me

II • {(x,1] Eo 12 <P (x,y) • 0 ) •

Za urcitieh pi'edpoltladd 0 fonltei ¢ ma mnoUna II fadu
vlaatnoet!, ae Itterimi jame ee aetltali u krivek - nekter! auto
ri ui!vaj! k definiei krivky pravi popeaneho poetupu.

P. OBJBIl A 1lfiU. dIVIK

151.211 CViceni.

(a) Je-l1 xc 12 kl-kf1vka, dokaite. Ie plat!

•

Poznamlta. Tento vieledek odpov1da nasi nazorne pfedatavi;
nilttere dals1 vyaledky ae mohou zdat pfeltvapujie!.

(b) BuCl ItC 12 kontinuum. Potom plat!

(.12 ( K) • O)~ ( 31
2(K)

• 0 )

(e) Bajdite pi':Lltlad kontinua Kc ~ a kladnou Lebeagueovou mirou,

pro Ittere V2 ( K) nen! definovano.

(d) Uvidomte si, Ie <0,1> x < 0,1> je 1t2- kfivka a Itladnou

m!rou. II&. tuto vlastnoBt kaida Peanova krivka? (viz 51.16).

151.221 bruni. Bxhtuje krltfivka kladne miry.

B a v 0 d. Beeht II. {[x,y)e. B2 I X,1 E. < 0,1 > J . Oznacme

Ito· II, Kl• Ito' U(P1,r1), kde pro P1G 12, r 1 > 0 je

atd. - tj.

Pak poloi!me

1014-7781
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siska-e lcontinQum I poisdovanicb v1astnosti.

b1.231 Posn4alca. lonstrulccs provedena v pfedcb&sejicim odstavci je sa
loiena na stejnem principQ jalco Iconstrulcce epecia1nicb 1c3- kf i velc ,
Ictere byvaji v 1iteratufe nasyvany "lcontinQa Sierpinelcebo".
Tsv. "lcobereo Sierpinalcebo" lse Iconatruovat talc, ie a" v1aetnoeti,
po!adovane v 51.22 (vis [Alex) ).

Lze aestrojit 1c 4- Icf i vku (resp. k5-IcfivkU) talc, ie

1.2 ( K) > 0

Prie1Qsna konstrukce je Qudena v [0 - 0 J •

Odceni. Je-l1 II. {[X'l J e 12; x,l G. <0,1>J a Ie II

talcova mnolina, !e plat! .12 ( 1 ) . I, rilca-e, ie I ... p1nou

miru. Z odstavce 51.21 vyplyva, is naex1etuje 1c1- Ic i'iYlca Ie II

pIn' miry a rovnlli ani 1c1- Ici'ivlca Xc II, pro IctaroQ plat!

.A.2 ( I) > O.

Dolcaite naa1edujici tvrseni;

( a)

( b)

( c)

lx1stuj e 1c2- IcH vlca . I c II pIne airy.

BeexistQje 1c3- Ici'i vlca (reap. k4- Ici'i vlca ,

pIne miry.

K danemu e.e (0,1) ex1atuje IcrlcfiYlca

r ..p. 1c
5
- lcf iYlca ) Ie II talcova, !e plat!

(resp. 1c4- Ic f i vlca ,

.12 ( 1 ) > 1 - £ •

v1& [0-0].

Q. DllLItA dIVa

151.261 Poznamlca. BQa lel2 1c1- lc f iYlca a f I <a,b> __ 11 talcova

fQDkce, ie I. {.eX,l] e. Ba I x .. < a,b>, y. t(x)} •

De1lcoQ Icfivlcy I (bQdeae ji osnacovat L(X» nasveme dellcu grafu

tunlcce f. (Definice vis 48.22 - pfectete ai rovne! odatavce 48.23

a 48.24.)

151.27 I Oviceni. 1Iecbt Xc: 12 je 1c 4- lc f iYlca a P jeji paraaetriBace.

P010iae Lv(I). V (P 1<0,1» - e1etinice V (p 1<0,1»

viz opet tema 48. Zlcoumejte, sela Lv(X) nesavisi nB vo1be para
metriaace P.

1014-7781
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f51.28 I Cviaen!.

(a) Detinujte pfean~ poje. "vepaana 10.ena kfivka" k dan' k4-kfiV
ee K a vAiaD~te ai vstahu .esi jej! d'lkou (eouaet d'lek

kOneeDi maeha useaek) a ve1ieinou Lv(K).

(b) Sroynejte L(K) a Lv(K) v pf!pad~, Ie L(K) exietuje

(talda k1-kfivka je t'l k4-kf~VkOU). Porovnejte opit s t'matem

48.

(0) VypoaUte Lv(K) a diem K pro K ~{[x,y]eI2; xe<O,l>;

y • t(x)} , kde t I < 0,1>~ 11 je Cantorova tunkee

(vi_ t'.a 4).

]51.29[ Posn&aka. Por.a1n! prene..n! defiD1e. Lv(K) na k2-kUVkY nevede

k ros~ def1nie1 "d'lky kf1vky" (v ae. epoa!vaj! obt!le?).

Ureete V(P1, <0,1> ) pro sObraseD! P1, (1-1,2,3) s odetavee

51.ll.b.

151.301 Cviaea!. Jednotkovou krulaie1 C lse vyjadfit jako ajednoceD! dvou
ob10ukd (def1n1ce v1s 51.2.0), ktar' aaj! epo1ecn' pouse koneova bo
dy. Kald/ s tichto ob10ukd je k4-kfivka (~ef1nice v1s 51.18.a).
la sak1adi 51.27 det!Dujte "da1ku" t 5-tf1vky a ukalte korektnoat
tato det1niee (arovnejte a 51.29). Zkoumejte aak1a4D! v1aatnoet1
Uto "d'lky".

\51.)11 CV1cen!. lechi je K. {[X,1] Eo.2 I X1. 0, X,1 e <-1,1 >} •

Ukalte, Ie K je k2-kf1vka a tal k)-kf1vka. "Iasorna da1ka", odpo

v!daj!o! na11. praktiok/. skuleDoate.,je pro tuto kf1vku I rovna 4.

Je1ikoi K je k2-kf1vka lse kalda parametr1sa01 P (P ne.ue! byt

ho.eolllorti_uat) pfifadU V(P, < a,b», kde P( <a,b » • K.

Ukalte, ie viras int V( P, <a, b » , kde 1D!iaum .. bere phe -vlieohDy

parametr1sace P, neaa 8JDYe1 "na_orna da1k1".

151.32[. Cvicen!. Pro kfhku K _ pfedchauj!c!ho odetuoe vylietfujte
aupremum eouctu dalek vleoh diejunkta!ch ob10ukd liC K (eupremua
ae bere pfee jedDot11va konlcDa a1ataJD1 ob10ukd a popeanY.i vla8t
Doet.1). Porovnejte obdrleDou hodDOtu 8 "nli.sorDou delkou".

Da1A! uVah;J j80U narocDJji! a vyladuj! v Dikter/eh pf!padeoh h1ubi!
sna10at1 s teoria miry apod.

·1014-7781
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151.331 C?1~.n!. Pro delku k~1?ky I def1no?anou jakiatol1" apdsobe.
j. ?hodne polado?at aaaho?an! teahto ?laetno.t! (dale j1. bude.e
~!kat "delko?e 811omy").

lunka1 L:I< def1novanou DB IIDOI1De vhah kont1nui Ie 12 bude.e

naai?at delkou L., plat!-l1

( 1)

(11)

pro kelde kont1nuua Ie 12 je o s L,., (It)

j.-l1 ll•••••~ kons~ni 8Y8tea kont1Dui.

pro 1.1 •••••n. 1t1f"l l j • II pro 1" j.
n
~ L", (lt1) S; L... (It)
1.1

(111) pro kelde kont1nuua Itc 12 plat! L* (It) ~ diu I.

Zj18tet8. Ida doeud BIlinene "delky" .ely aleapoD nektare

s ?laatnoat! popaaDjah "delko?j.1 8110.,".

151.34"'[ C?1~.n!. ..aht XC 12 je kont1nuua. Def1nuja.e Lb(l) naaledu

j!aa apdaoba••

(a) Jeatl1le It Den! lokalne aou?1ale kont1nuUll. klad•••

Lb(lt) • + 00 I

(b) jeatl1la It je lokalne aouv1ale kont1nUUA. klada.e

Lb(lt) • aup ,e(8). kde S je ajednooea£ kone~ne aDoha
S

najeane dhjunktD!ah obloutd Xi C I. 1-1•••••a, a
n

.£(8) • L L.y(9
1.1

je def1Do?ano ahodne jako ? 51.27.)

Ie .ed du1 "delk..1" L*. ktere ?yho;.uj£ "delka-

?i. u10.a.. ex1atuj. a1n1la&ln1 delka (co aa till l'Oa~? 

?y jadfete phad I) • .Touto .1n1la&ln1 delkou j e pra?i Lb.

det1nuj.e

d1st (1.1t)

Pro r> 0

Polol.e

< r). kde

151.35*1 C?1oan!. ..ahi Itc ~ je kont1nuua.

U(It.r) • [[;I:.y] • IE ~l dht (1.1t)

lneo! ndalenoat aDoi1n 'll} a I.

.;I.2(U (I.r) )
,,(1. r) • 2 r

Def1nuj ••e ~(l). l1a jOel. r). pokud l1a1ta ex1atuj ••
r-+O+

1014-7781
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(~ byva nAkdy nalyvana "Minko.skeho delka".)

DOkaite, ie ~ovnAz ~ je delkou 'Ie emyelu 51.33.

B a " 0 d. Ba z8.klade 51.34 ee pokuete p~o

~(I) • limeup 9'(I,~),
~~o+

dokalat ne~o"noeti

L..(I) ~ Lb(l) ,

i uiit/ch vieledkd z

!ox( It) <!: Lb(I) • (Ddkaly tichto nero"noet:!

51.34 nejeou "iak lehke.)

\51.361 Cvi~en!. Dokaite toto tv~zen!:

Becht Itc; 12 je kontinuwa a 1.2 ( 1 ) > O. PotOIR ~(It) • + 000 •

UkaielRe jeitA jeden obecnY pf!etup k definici delky.

P~o oc >. 0 def1nujlRe" In tn. 0<: -~ozlRe~nou Hauedo~ffovu lII!ru.

(a) Becht Ac In je l1bovolna lIIDoz1na, 0<:, E. > O. PolozlRe

00

H~ (A) • inf L
n-l

,

tde infimum berelRe pree "iechny epo~etne rozklady lIIDoziny A

a -U Ai - A. Poto.
hl

p~o "lieahna i

je "neji! 1R!~a" In. Dotaitel

(b) Dotalt., ie ~ovnei _oZinova funlcae H;' , ec > 0, definovana

na In predpiee.

H~ (A) - l1Jl H';' (A) je "nlIji! a!~a na In.
e~o+

(c) Jeetlih cc - n, je Hauedcrffova vnijU a!~a H~ ehodna

*v In _ vneji! Lebe_gueovou m!~ou ;Ln (ai na naeobet).

POlRoc! Ina-aho C~athaodo~yova postupu lze I "neji! a!~y I!ekat

DC -~OllRe~nOU a!~u Ho(

Hauedo~ffo"a m!~a.

" In' tterou nezivue .oC-~ozlRe~na

M~. H1 na- adi." 12 po_louiit t d.finici delky ki-kfivek

pro 1.1••..• 5.
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H. OBLASTI V I?

151.381 Det1n1oe.

(a) KODlponentou mnoUIIl Ac 12 naslYUe .amolinu K tiohto
vla8tn08t:(:

(1)

( 11)

K je

je-l1

80uv1da Jlnolina. Kc A;-K 80uv181a Jlnol1na.
~

Kc:c Kc A.
~

pOtODl je K - K.

(b) Obla8ti Y 12 nasiY"e kaldou mnoUnu Ge12• ktera je otevfe
na a souv181a.

(0) Lomenou ~arourosumiDle dale oblout X (tj. k4-kr1vku. vis

51.18). k nlimd ex18tuje epoj1t' sobrasen! P I <a.b>_ 12 ,

P( <a.b» - It a dUell! D intervalu <a.b>.D - {a-xo' •• xn-b}

takoy'. Ie PI <x1_1.x1> je lineun! sobrasen! pro 1-1.....D.

Cv1~eni.

lomenou ~arou Lc: K.

kald' dva bOd)' x.)' Jlnol1l1l Kc 12 "8poj1t"

Potom • je 80uy1ela anolina. Dokalte'

151.40l Tvrsen!. leoht Gel2 je oblast. Potom kald' dva bod)' x. )'E.G'

lse"8poj1t lomenou ~arou Le G". DOkalta'

II a v 0 d. It dan'mu bodu xEG. kterj nelse "apoj1t loaenou ~arou"

8 bod8111 )'4i G. 8e8trojh mnoUnu Gx yieah bodil. s. ke kterim

ex18tuje loaena ~ara Lc G 8POjuj!0! bod)' x. s. Gx'" G - utaih.

Ie Gx je otevren4 a 80u~asni usavrsn4 v G.

151.411 Cv1~en!. Dokalte tato tYrsenil

(a) KOlllponent)' Al • A2 l1bovolD' Jlnol1lQ" ACl2 jeou totoin'
nabo d18junktn!.

(b) Komponenty ohvi'en' JlnoUIQ" GC~ j 80U oblasti.

(0) ltomponelJ,t)' uSBvhn' JIlDol1l1l PC: 12 j.ou .0uv1.U. usavhlJ,'
JIlDOUIIl.

(d) Ko.ponent)' koapaktn! JIlDol1l1l Kc 12 jsou kont1nua.

(e) Kazdou otevhnou anolinu GCI2 lsI v)'jadf1t jako .jedlJ,ooan!
.po~etnli JIlDoha obla.t! (porovnejte toto tvrsen! • analog1okia
tvrsen!m. kter' znate pro 11),

Det1n1oe.
JIlDol1na.
mnoUna

lIeoht doplnlik Oblasti Gc: 12 , tj. 12' G. je 80uv181a
Poto. obla8t lJ,aziy"e jednoduie 80uv181011 oblast!. leoht

12 ' G -' pravli n koaponent, n.2.3..... Poto. oblast G
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Dast~a.. n-n&sobni so~~islo~ oblasti.

lecht lIlDoUna la' G lII8. nekon.CSni lIlDoho ro.sDich kOlllpon8nt~

PotOlll oblast G Dasyvame CO-nasobni so~vislo~ oblasti.

151.4)1 Pf1kladl.

(a) laJdite pfikladl jednod~ie so~vis1e (r.sp. n-nasobnl so~visle,

rBBp. .... -nasobni so~vis1e) oblasti GC la'

(b) VilaDlte si poCSt~ pr~ko. lIlDoliny la' G, kd. G je jednodule
so~~is1a ob1ast v la (~v.dte pf1k1adl, nedokas~jte ~iak obec
d huen1).

(c) Seetrojte pfiklad otnfene lIlDOUny OC Ba, ktera nen1 so~~1Bl&,

jejil hranioe je ~iak so~visla.

(d) Hrenioe oblasti nelll~s1 btt so~visla lIIDolina - u~edts pf1sluAne
pf1k1adl... t.nto fakt nijaki vstah k sa~.deDia pojao.m ~ 51.42?

151.44 1 CdCSed.

(a) Hranice jednoduie souvis1e oass.ne oblasti GCla je k)-kfivka.

(b) SBBtrojte jednoduie so~vislo~ ob1ast omnenou GC Ba, jejii
hranioe neni k5-kfivkOU.

151.451 Vita. I.oht X je k5-kfi~ka. Potoa lIIDoliDa Ba ' X je sjednooe
nilll d~ou disj~tnich oblasti G1, Ga, s nichl pravi jedna je omes.
na (t~ Dasi~a.. ~nitf.k Xl n.o••s.nou ob1ast nastv". vnijiek X).

Do.kas tohoto sdan1i~i j.dnoduoheho t~rs.ni (Jordano~a ~ita) j. ~elmi

obt1!Di. Vis napf. I. a.rni, Zak1adl ana17s1 ~ kOlllpl.xnim obor~.

151.46l pf1k1ad. Sestrojte pf1k1ad j.dnoduie so~~is1e oblasti GCBa, ktera
j. o....na a ~ nil n.1.. spojit l1b~olDi bod xe G 101ll.nou CSarou
L • bod. 1 fi 1i tak, z. L' {1 } C G. J. hraaioe teto ob1aeU
k5-kfivka?
T.nto pfik1ad naanalSuje postup, kt.ri nen1 jednoduchi, j.hol ls.
~lulit k charakt.riaaci tako~tch jednodui••o~vi.lich ob1aet1,
jejiohl hranice je k5-kfi~ka (Jordeno~l oblasti).

151.471 Lit.ratura. X ~c.lku obt1lne.~ odd11~ G ~a. dopor~CSujea. tuto
l1teraturul

C.A. Rosere, Ha~edorff K.asur•• , Cambrids. 1970,

O••Db.1ins, Jahr. De~tschen Kath. V.r. 1942.
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His tor i c k Y pl'ehled

Matematika vs sv4 dna§n! podobf je d!lem mnohe tis!ed matemetikd, ktel'!
rdznou aerou p1'iSP~li k jej!mu vyvoji. Sa jm4ny t~eh nejzn~~js!eh jste se set
kali v t~ehto skriptech. Chceme na z4v~r ~tsn41'e stru~n~ sez~it s tivotnimi
osudy t~ch, ktel'! se pstrn~ nejv!ee zasloutili 0 rozvoj t~eh parti! mstemetiky,
do nieh! sped4 l4tks pfedeh4zej!eiho tsxtu. Kr4tky pohled ns historii matematiky
mdte byt utite6Dd k pochopan! n~ktarYeh souvislost!.

:!leekY m~tsmatik EUKLEIDES (latinsky EUCLIDES; asi 350 - asi 300 p.n.l.)
shrnul veschny v jsho dob! zn~4 poznstky z sritmetiky s gsomstrie ve sv4m d!le
"STOICHEU" <lat. "Elementa" ). Toto Euklidovo dilo. kter~ pstH k nejp1'ekl'd~j

Aim d!ldm, ovlivnovalo matemstiky UmU po 2000 let. V n~m mimo jin4 v.ybudovsl
s relstivn~ zna~nYm dsp~chem sxiomstieky geomstrii. Oesky pl'sklad F. Serv!ts
pod n4zvem "Zll.klady" vydala JOn' v rocs 1907.

Nsjslavn~je!m starov~kjm matsmstikem byl ARCHIMEDES (ssi 287 - 212 p.n.l).
~il v Syrakus4ch ns Sic!lii. Byly mu jit zn4mY n~kter4 idaje integrll.ln!ho poatu,
v souvislosti s nimit se objsvuje t41 po nfm nazvsn! Arehimeddv axiom. Zm!n~1eh

idej! al!val k vyPo~tu obsshd rasp. objemd jednoduehYch geometrickyeh dtvsrd 
proa!slo 1r mu byl nspr. zn~ odhad 3,1409 « st: < 3,1419. Dbal velmi p1'es
nosti vysledkd, kter4 publikoval.

Vyvoj matsmatiky se psk ns nekolik stolet! prskticky zastavil. Zdll.nlive ~or

m41n! zlepesn! - zaveden! promennjeh v mat.maties s jejich oznaaov4ni pismeny
~rancouzskYm sdvok4tem FRANCOISEM VIETOU (1st. Vieta; 1540 - 160) ovlivnilo
podstst~ dall\~ vYvoj. Viets spocHal stejnou metodou jako Archimedes ~is1o .n:
na 9 desetinnjch mist a odvodi1 vzorec

L = ':it :r cos:lt'7l' cos "'4 • cos 8 ... 2n

Kr4tce po nem urail LUDOLPH VAl'! CEULEN (1540 - 1610), uaitel l!l,rmu v DeUtu,
opH stejnou metodou ~ia1o :Jr ns)5 desetinnYch mist' - p o n~m ziskalo a!s10
~ oznaaea1 "Ludolphovo 6islo".

Po zevedea1 prom~nnjch doelo v kr4tk4 dob! k rozvoji snalytick4 gsometrie.
o jej! vznik se zas10alil ~rancouzskY pr4vnik PIERRE DE FERMAT (1601 - 1665).
Ulivsl ponekud t~tkop4dn4 symbo1iky, z4vis14 ns symbolice Vietove, a jeho objevy
by:J.y pUblikov4ny at po jeho smrti v roce 1679, i kdyt byly zn4mY i jinYm uaenedm
jeste zs jsho livots. Objev snslytick4 gpometrie je proto pl'isuzov!l.n
RENE DESCARTESOVI (1st. CARTESIUSj 1596 - 1650). Ten sv4 objevy publikovsl
r. 1637 v d!le "DISCO\l1lS DE LA METHODE" (Rozprava 0 metodA). Jeho symbolika
byls lepe! net symbo1iks Fermatova. Descartes se pry dostal jako voj4k v dobe
bitvy ns B!l~ Hore i do Prshy. - Fermat byl veestrann~je!mmstemstikem. Zs sv4ho
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livota vyelovil fadu vet, ktere dOkalal, a tel mnoho domnenek, I nichl ne
ktere byly dokalany, jine vyvraoeny. Problem, kteri je Inam jako "velka
veta Peraatova", neni viak napf. dOlud rosfeien. Poplal tel jako ·prvi aeto
du hled&n! aaxia a ainim tunkei, kterou v posaenene torme uziv~e dodnel.
Spolu I BLAISBM PASCALBK (1623 - 1662) jelt tel sakladatella teorie pravde
pOdObnOlti, jejil rosvoj byl atimulov&n hazardnimi hrami v kOltky a karty.

Paeeal byl Iynea snaaeho u6enee. V 25 letech vatoupil do klaitera, aby
ae eele·mohl vlnovat mate.atioe a literatufe. Seatrojil tel jeden s prvyeh
p06itaeioh Itrojd. Spolu e Permatem Ii dopiaovali e paterem - ainoritou
JlARIlIIlK II1IRSnBIlK (1588 - 1648), kteri byl v pinmnem Ityku tamef Ie vieai
evropakyai vldei (biva eitovan vyrok H. BCSMABSB, kteri napaal "intormovat
o nejakea objevu Keraenna snaaenalo ho olDa-it eele Bvrope"). !uto "tunkci
intor_tora" ph..al po Kereennod aarti Angli6an JOHB COLLIB (1625 - 1683).

Poatupne doeh&selo k podltatnejiiau rosvoji intiniteaiaalniho p06tu.
Shrnut! do te doby snaa,yeh posnatkd provedl BCNAVBIITURA CAVALIERI (aai
1598 - 1647) ve ave knisa, vydane roku 1635. Zminena kDiha Deaearteaova
byla tel ovlivnena tiato dilea. 0 podobae dilo jako Cavalieri ae pOkuail
tel Di.O••••ki je.uita GRBGORIUS A SABCTO VINCBNTIO (1584 - 1667), kter! byl
v letech 1629 - 1631 prot.aorea aatematiky v Pras.. Zde pfi velke. pOz&ru
veak 0 6aat dila, ktere peal, pfieel. ad neho poeha.i nasev "exhau.tivni
.etoda" pro ideje inteSralniho p06tu, ktere byly sna.y jil Archtaedovi.

S poeloupnoet.i a fadami praeoval Angli6an JOHN WALLIS (1616 - 1703),
kter! byl v letach 1643 ~ 1703 proteaorea v Oxtordu. Doepel - i kdyl De 6a.
to pfeeDY. poetupe. - k fade Dovyeh vi.led~d. Autorem mnoha vieledkd obdobne
povahy byl Holandan CIIRISTUB HUYGBBS (1629 - 1695), kter! i11 v PaliU.
Rovnel, s dneiniho hledieka ne .cela pfeane, doapel k fade vieledkd a byl
ve eve dobe .polu. Wallia.. nejlepi!a snaleem myeleDek, vedoueieh k objevu
intiniteaiUlniho p06tu. 8a rosdil cd jiDieh u6ened te doby, ktefi ae lehee
Ifakli archiaedoveke pfeanoati, ee 0 tuto pfeanoat ve avyeh dileeh analil.
Jako vedee byl velai veeetraDDi - proalul jeite avyai objevy ve ty.iee a
aetrono.ii, tj. ve vedaeh, kteri.i ae vetiiDa aatematikd v t' dobe sabYvala.
V 17. etolati ee akupiny u6enod sacinaly tor.Ovat ve skoly. !ehdy byly vytvo
teny pry. &kadeaia a u6eD' apolacDoati. Pry' akadea1e byla salohna v Beapoli
r. 1560. Jedni. Ie s&kladajioieh clend anslioke Royal Society (1662) byl
Wallie. Prv!. preeideDta. Praneouseke akademie (1666) .byl HuYsena.

Za objevitele ditere.eialniho a intesrtlniho pOctu byvaji pOkladaDi
ISUC DftO. (1643 - l7i!l) a GOTfPRIBD WILBBLII LBIBBIZ (1646 - 1716) ••erion
byl teleene ,slai slab! a ve skole patfil v prvnioh leteeh k nejelabe!a 1&
kda. Jeho etiladoat a pils jej vi&k v livote doyedly k nejvyeiia poeta..
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Byl v Cambridge iatea ISAACA BARROWA (1630 - 1677), tteri byl podrobDi
obeBDimeD Be Balninim Cavalieriho dilem a tteri vedl na taaejii univerBiti
tatedru matematity. Barrow rOBpoBnal Newtondv talent a r. 1669 mu dobrovol
ne vedeni katedry pfedal. Z obavy pfed more. pfebiYal Newton v letech 1665
-1666 ve evem rodiiti na ?enkove a vytvofil Bde "teorii fluxi" _ infiDiteai
milni pocet. Jeho termiDologie a Bymbolika byla ponikud tiltopidna, col melo
pOBdeji negativn! vliv. Newton vynikl take ve fy.ice. Vldy velai otalel
e publitov'ni. svich vialedtd, napf. "Ketoda fluxi" byla publikov'na al pc
jeho smrti v roce 1736. VBtah meBi "fluxemi" a "fluent..i" objaenil Barrow
r. 1670 a tat uk'sal souvisloat .e.i derivovtaia a integraci (pfesniji:
hled'nim pr1mitivni funkce). ledoroBuseDi a nepfesnosti viat byly odetraneDy
teprve pOBdeji.

LeibniB ae narodil v Lipstu a strayil nejvetii caet liyota na hannover
etem dvofe. Byl vel1ll1 nadanj a destrannj. T1tul bakalaf dstal sa p.-aci
B logikY, titul magister .a praci B f110aofie, po.deji Biekal titul dottora
pray. D1plomac1e ho pfivedla do Pafile, tde ee settal e BUlgeDse., a po.dij1
1 do Londina. Sestrojil tel pocitaci stroj, kteri byl dctonalejii Dei Pascaldv.
V"letech 1673 - 1676 vytvoHl d1ferencUln! a iDtegr&ln! pocet ee ay.bol1tou
vela1 bli.tou naii. Jiet' podnity B Auglie lllohl viak Bistat teprve v roce
1675, nebot je prot'-aDo, Ie ee pfi prv" pobytu v Londini e "iDformitorea"
Collinem neeettal. Teprve kdii byl dvornia radou a tnihovDikem u dvora
v Hannoveru, eetkal se rotu 1676 Da ceeti do Londina e ColliD", ttereho 1n
for.oval a avich visla4c1oh, a ae.Dim11 ae a vialedky lewtoaoviai. Objevy
v "oaloulu differentialie"pub11toval rotu 1674, v "calculu aumatoriua" rotu
1686 - pOBdeji viak salSal po doh04e e JOHADllIl ~BRlOULLIK (1667 - 1748)
uiiva~ oBnaceni "oaloulua 1ntegral1a". S lewtoDe. ee nitdY v livoti aeaettal,
vyain11i e1 viak aekolik dop1ed a mili t eobi VB'Jemni velikou ~ctu. Leibn1.
prvi Bacal ul1vat aymbolu J a jeho jmeno aese ronoj

1( 1 1 1
(-1-")+5-""

tteri viat neobjevil on aim. Jeho Bisluhy 0 vedu a epeo1alnl aate..titu jaou
tatove, ie vyn1tajic! uceneo NORBERT .!BIRR (1894 - 1964), .akladatel tyber
netity, povaioval Leibniae Ba "patrona" t'to vidy.

POBdiji .alSal~porni boj 0 pricr1tu obJev. 1nf~teai"ln1ho pelt....1 o~
itol..i - nimeotou a angliotoul nebyl viak pOdnecovan autory techto objevd.
Iewtcn byl v roce 1703 .volen preeideate. Royal Scc1ety a lil pat v Londiai
jako do.oroe a pak fe41tel tralovete .1ncovD1. Byl poviien do ilechticteho
etavu. LeibalB byl r. 1700 .volen cleDe. pafilete Atadamle vld a tBhoi rotu
preeldentea berlinete Atadeale ved. Rotu 1716 chtil jet do Auglie oeobne po
hovofite lewtone. 0 objeYeeli a objaenit ota.tu vB'jeane ne.avleloatl obou
vytvofenich toncepci, Debylo au to viat a politictjch ddvodd povoleno. Zeafel
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roku 1716 a byl pohrben bez poet v Hannoveru - teprv. po 70 leteeh byla
na jeho hrob zaeazena kamenna deska s nap1sem "Ossa Le1bn1z1". Newton byl
r. 1727 pohrben s ve11kym1 poetam1 ve Weetm1neterskem opatstvi. Oba t1to
gen10ve ov11vn1l1 dalii prudky rozvoj 1D!1n1tee1malniho p06tu.

Prvou t1itinou u6ebn1c1 d1ferenc1alniho a 1ntegralniho p06tu napBal
trancouzsky mateaat1k GUILLAUMB PRABQOIS ANTOINB de l'HOSPITAL (1661 - 1704);
cb..hovala tel zname "1'HoBp1talovo prav1dlo". Ang116an BROOK TAYLOR (1685
- 1731) ul1l zname Taylorovy rady k reieni j1stych d1ferene1alnich rovn1e,
n1kdy Be viak konvergenei teto rady nezabyval (oetatni nekteri poelueha61
naii fakulty tak 61n! dodDee). Taylor byl od rOku 1715 Bekretare_ Royal
Soc1ety. Konvergene1 Taylorovy rady vyietroval profeBor Bd1nburgeke un1ver
Bity COLli IIACLAURIR (1698 - 1746).

Pron1kan1 novyeh poznatkd do praxe a jej1ch iireni bylo do teto doby
ve11ce tilke - prve 6aBop1ay, ot1akujici matemat1cka pojedn&n!, sa6a11 vy
ch&.et teprve Ve drub' polov1ne 17. etol.

Po ipanilBkem vpadu em1grovala a Antverp do Bas1lejs rod1na BBRNOULLI.
v~ ktere ae po niko11k geDeraci objevova11 l1de a vyn1kajici_ matemat1cky_
talentea.

JAKOB BBRROULLI (1654 - 1705) sa6al Btudoval teolog11, j11 sminini
JOHABR BBRROULLI .edicinu. Posdij1 ee oba vinova11 plni matemat1ee. Jakob
vedl v Baa1lej1 na univereiti katedru matemat1ky v letech 1687 - 1705 a
po jeho eart1 ji prevsal a vedl al do ave smrt1 Johann. T1to u6enc1 ee zaslou
li11 epolu • Le1bn1.e. a Newton.. 0 vznik var1a6niho p06tu. aabyva11 ee d1fe
renc1alnia! rovn1ceJlli apod. Jakob napeal epie "Are conjectand1", kteryobea
hoval Huygeneovu prae1 s taor1e pravdipodobnoeti, a etal ee tak daliim
a tvdrcd teor1e pravdepodobnoeti. V.ajemna r1valita a sdrava ctiladoet hnala
cba bratry rychle vpred. Jil pred roke. 1700 objev1l1 prakt1cky vie, co je
obeahe. s&kladnich kured mateaat1cke analysy; jej1ch atupeD preanoat1 vikladu
viak byl pro dneini dobu nevyhovujici.

V dalil: generac1 vynikl1 zejaena dva eynove Johannov1 .IKULillBBRROULLI
(1695 - 1726) a DARIBL BBRROULLI (1700 - 1782). Oba byl1 povolan1 r. 1725
do Petrohradeke akadem1e vid••1kulii, kteri ee vinoval etudiu teor1e pravdi
pOdobnoet1. se.fel tea j11 r. 1726. Dan1el odeiel s Petrohradu r. 1733, kdyl
doetal aieto profeeora anatoa1e a botan1ky v Baaileji; od roku 1750 tam pred
naisl 1 fydku.

Ojedinel!m ajena v mat_tice, byl :LBORHARD BULBR (1707 - 1783).
A6 pdvod.. §vicar. prol1l Buler velkou aaet ev'ho livota v Petrohradi.
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VyatYdoval v Baaileji. kda byl iak.. Johanaa Barnoulli. Do Patrohradu
odaial roku 1727 a kroai obdob! 1741 - 1766. kdy pracoval v b.rlinake aka
d.mii. sda atravil cali iivot. Byl to clovik obdivuhodni nadant. viaatrannj
a valaipilni. Byl dvakrat ianat a ail 1) diti. Roku 17)5 prii.l 0 j.dno oko
a roku 1766 0 drube. Diky tanoaen&ln! paaiti viak dokasal pracoval dala.
_apaal t'-if 900 pOjadntn! a knih a j.ho prac. vychas.ly po.tupni i po jaho
sarti al do poloviny 19. atol.; priapily k uatalan! ayaboliky v anali•• i
algabra. Poch..i od nij i nasav "variacn! pcc.t" - v to.to oboru publikoval
visDamne pric.. S.tkat. •• • Bul.rovou pfiakou. kon.tantou. torauli atd. 
jiz j.noa j.ho vysledky s ci••lne t.cria by .u sajietily n.sartalnou elavu.
Zabyval a. i brick..i (tahy konim na iachovnici. "s.4m mo.td v tralovci").
kt.re n.pfiao oVlivnily v.nik novich .ata..tickych di8ciplin. a byl i obrat
ni. populari.atoraa. J.ho viklad byl pr08t n.pf.snoat1. postradal viak j.iti
casto hlubi! sddvodnini.

Tei a••i trancous.kiai .ncyklop.di8ty byl vynikajici aat.aatik
JBAlI LB ROBD d'ALBIIBBR'f (1717 - 178). n._zelski n.chtickY .yn. naleuni
v blizkosti kost.la St. J.an 1. Rond. J.hc tal.nt au waolnil rychlou karieru
- od roku 1754 byl aakr.tara. Akad••i. a proto t~i n.jvlivnijiia vidc•• Fran
ci•• Vynikal v aplikacich .at••atiky na hydro••chaniku a epolu s Dani.l..
Bsrnoul11_ byl .akladat.ls. t.or1. parc1aln!ch dit.r.nc1alnich rovnic. Poku
sil s. roku 1746 0 ddka. t.v••akladn! vity alg.bry a sav.dl tei aiao jine
poj • .IIl limity,

Daliia v.lkia aat.mat1k.a 18. atol. byl ayn atatkaf. s Rormandia
PIBRRB SIIlOK LAPLACI (1749 - 1827). S poaoci d·n.abuta •••tal proteaor.":
na voj.nake skol. v Parili. Jako oatatn! aataaatikove te doby a. vinoval hlav
ni aplikacia; aa v.lke zasluhy 0 poc.t pravdipodobnost1 a 0 vsnik op.ratorove
ho poctu. Pracoval cali livot v aat.aatic. a obdrz.l anoho poct od Napol.ona
i od LUdvika XVIII. Ka rozdil od nikt.rych j1nich mat.aatikd t' doby .inil
l.hc. sve po11tick' pf.avidc.ni a j.ho siroke svidoa! au uaozDovalo pokraco
vat v praci i Pr.s vi.ohny politioke pr.vraty. Pf.kladat.l j.ho dila do ang
lictiny B. Bowditoh s Bostonu 0 nia nap.al: "Kdykoliv js.a narasil na
Laplac.dv obrat "col no snadno vyplyn.... byl js.m si jist. Ie ... phd a.bou
hodiny tvrde prao•• abych vyplnil ••••ry· a nal.sl a dOkasal. j~k nam to anadno
vyplyn." •

JOS~PH LUIS LAGRANGB (17)6 - 1813) byl italako-franooU8skeho pdvodu a
byl jii v d.vat.nacti l.t.ch prot.aorea mat••atiky v 'furini. Kdyi a. Bul.r
vratil roku 1766 spit do P.trohradu. byl Lagrang. po.van Friadrich.. II.
do B.rlina (v posvan! byla vita "ja nutne. aby nejvitli mat••atik Bvropy iil
v bliskosti nejvitiiho kral."). kd. pracoval al do Fri.drichovy sarti roku
1786. Pak od.I.l do Parii•• kd. pdsobil na Bcol. normal. (1795) a na 1001.
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po1ytlcha1q111 (1797). By1 VI11cI vi"tfaDDt... vYD1tajici salluhy 0 va
r1a~Di PO~lt ItljDi jato 0 tlor11 ~ill~ apod. Pratt1cty v j1It'. eayl1u
saloll1 "hor11 tunkci real.e proainn'" - odaital Davasovat Da lenol1& ~1

d'Aleaberta a vychasel pi1 etud1u tunkci z faylorovy fady; Dedolpil vlak
ke zcda l1epokojivya vYlledkt'la. SDad DejviUi sasluhy aa vlak 0 teorltickou
tys1ku lVya ep1aea "KechaD1que analyt1que".

PoeledDa znaa.ta mateaatikea t' doby. 0 Dial ae uiDiae, byl ALnIS
CLAUDI CLAIRAU! (1713 - 1765). a jehol jaenea ee adlete aetkat v teor11 d1
teran01alnich rovn10.

la kon01 18. etol. ae sa~ala roza&hat j1ata akepee. Katemat1ka podle
tlhdljiioh pfedatav dOlanla lV'ho vroboll1. Za 15 let po Laplaceovi lart1
napeal Arago v jeho Dekrologul "Pit aatemat1kd - Cla1raut. luler. d'Alea
bert. Lagrange a Laplaca - e1 rosdi11lo aes1 aabouevit. jehol ex11teD01
odhall1 lenoD. ObjalD111 ho ve vieob aainch. proD1kl1 do oblaeti. ktere
byly povalovany sa Depfiatupn' ••••• a kODe~ni _ a v toa leli jej1ch Depo
aijejici alava _ podrob1l1 vie ••• jedDotDeau _akoDu."

V 18. atol. ee mateaat1ka vela! prudoe rozvijela. jeji 10g1cke vyetavbi
nebyla viak vinovana .all11ta peae. Proto dollo v 19. etol. k rev1z1 _akladd
aataaat1cke analisy. la pf'loau etolati 111 a pracoval Di.eckY mateaat1k
URL PRIIDRICH GAUSS (1777 - 1855). vjsD6l8lli proteeor gllt1ngeneke un1vere1ty.
Podal niko11k ddkald tsv. sakladni vity algebry, lalol11 prakt10ky aoderni
teor11 6iael, praooval 1ntensivai tel v geoaetr11 a jeho prace jaol1 Ipojeny
a poaatky teor1e potea01all1 jakolto odvitvi aateaat1ky. liktere se evioh
vy_naaaioh ~ilaaak aepub11koval.

v pOdobDich oblaatech aateaat1ky praooval 1 0 nico atarli tranool1setj
ute_till: ADRIU KARII LlGUDRI (1'752 - 1833). lap..l viz....e praoe. aj.
aa aVOll dobll doko.a1a dila I d1terano1&laihe a 1Dtegralniho poatll. By1

< po j1ateu dobu na 10011 Doraale a exaa1n4itorea DB Icole polyteohn1qlll.
la Uto ikole t4ii pdeObl1 AUGUSTIII wiJIS CAUCHY (1'789 - 1857). Cauohy byl
jedn1a s utaaat111:6, 11I11lljioioh 0 vitii pfe"olt prace v aateaat10e. Je sna.
pfedeviia IVja1 praoea1 s teor1a tl1Dll:oi koaplexDi proaiane. Zpracoval saklady
1nt1D1tea1Uln:£ho poatl1 spAaob.. b1ilkja 10llaaaneall pojeti - poul11 d'A1eaber
tova pojall 11a1ty a pfa..e det1D1oe dar1vace fUDkoe. lady vyletfoval pI~11vi

a sabjva1 al otaskaa1 konverglnoe. pOdal tel prvi ex1atanaDi ddll:as pro felea:!
d1teren01alni rova10e. la aveno 11vota atrav11 t'l nill:011k let v Turiai a
v Prase.

VI1111:ja .,a11tel.. atineala alpfis.i oalldu by1 praletj rodall: BIRIARD
BOLZAIO (1781 - 1848). Je--prokua.o, Ie doe&hl nikhrioh objevd v aateaati
01 pf.. Cauchl. a j1Jt,fJli vjsaaaDiJli aataaatill:y. Pracoval vela1 phlai
• poj.e. apojitoati tunkcI, tor.U1oval tel vitll 0 aXiatenoi hroaadneho bodu
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o••••n' poslo~pnosti, atd. 0 .xaktnoeti j.ho uvah evid~i obeah ~aeti rUkopi
su j.ho n.dokon~.neho dila "Gr~ssenlehr.", ktera byla obj.v.na teprv. ve 20.
l.t.ch a vydaaa v. 30.1.t.ch nai.ho stol.ti. Byl i viznaariy. logik•••
Bolzano a Cauchy byli prvni.i mat••atiky, kt.fi v. vetach a d.finicieh ci
l.vidomi u!ivali kvantifikatord. Roku 1805 byl j.enovan pref.eor•• naboi••
etvi na pra!ske univ.rsiti, aviak pro sve pOkrokove nazory byl roku 1820
ausp••dovan. V. sve dobi byl zna. epiea jako aoeialn! myelit.l na! .at.ma
tik.

Jini. deetrannj. maUaatik•• t8 doby byl KARL GUSTAV JACOB JACOBI
(1804 - 1851), zn8mj sviai praeeai z taorie sliptiekych funtei (na jsho
po~s.t u!iv"s t.rain~ "jakobian"). Zna~ni viznaa aill t'l prae., j.jieh!
autor•• byl franeo~zaki baron JBAJ-BAPTISTB JOSBPH POURIBR (1768 - 1830)._

Int.rpr.t.a Gauasovich visl.dkd a j.ho naetupe.m v G~ting.n byl
PIBRRB LBJBURB GUSTAV DIRICHLBT (1805 - 1859). P.~l1vi pro.koWlial Pouriero
vy vial.dky a viznaani prispil k chapani pojau fUDke•• Zabival a' t'l apli
kaeeai mateaatiky a j. autor.. ~.tDieh visl.dkd v t.orii ois.l.

Diriehl.tovim nastupc•• v G~ting.n byl GIOHG PRIBDRICH BBRBHARD RIllA..
(1826 - 1866). T'Dto mat.aatik ~v.r.jDil poairni mali po~.t praei, aviak
vi.chny byly viaD...e. Dal.ko hloubiji n.!li Cauchy a Dirichl.t •••abival
probl'••• iDt.grovat.1Doeti funkci. Proslul te! prae.ai a g.oaetri., t.ori.
ko.plexnieh funtei apod. Prvi v. svich pr.dnaikaeh ~vadil ji! pf1klad .po
j1t' funke., kUra n••a d.rivaei v i8.dda bodi (pHklad takev' funte....tro
jil ji! pf.d rok•• 1835 Bolzano). Prvy pfiklad takov' fuDke. publikeval
roku 1875 KARL WBIBRSTRASS (1815 - 1897), uva4il j.j viak v. svich pf.dDal
kaeh ji! od roku 1861. Wsi.retrass byl fadu l.t uoit.l•• Da gyana.iu a pro
f.sor.a na b.rlin.k' univ.rsiti •• atal t.prv. roku 1856. Byl -an'-i svia
WIIiDi. pf.dnai.t i svou pf••DO.ti. I on viaDaani pfiepil k r.vi.i zakladd
analiay - praeoval v.lai pf.sni e koaplexn1ai funtc..i a obj.vil poj.a et.j
noairDe kODvergeDe.; dokonal. objaeDil nikt.re aakladDi pojmy aateaaticke
analiay apod.

Vynikajicieh uapichd doaahl D.jvitii ru.ki mat.aatik 19. atol.ti
PAPJUTIJ LVOVIO OBBY~!V (1821 - 1894). Publikoval ViZDaane prae. a ~ie.1D'

t.ori. a aabival e. problemy pootu pravdipodobnoeti a aat.maticke analiay •
••j.ena otaakami aproxiaace funtc1 a iDt'grao. algebraiokich i racioDalDieh
funtei.

Ia pe~atku 19. e\ol.t1 byly pf.detavy 0 "oiel.oh" • "v.lioiDi" et.jni
n.dokonale jako v dobi antiky. W.i.ratrass byl jedni. a prvieh aat ••atikd,
kt.fi ve evioh pfedDaikaeh budovali t.orii raeionelDioh ciaal. V. dr~e

polov1ni etoleti a. atala poifaba vybudovaDi t.ori. iraoionalDich oie.l
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krajni nal'hayo~. SDah~ po &r1t.et1sac1 matemat1ky a jej! neulpokoj1yi
etaY yyjadi'll LBOPOLD KROlfjICDR (182) - 1891) ,proteeor bertinlk' unher
e1ty, sn'-l•.yiroke.: "Cela ~!Ila yytyoi'11 nal a11i bah, yle oltatn! je
dile. ~loyika."

l'fiblUni y eedadeeatioh lltech doepili nese.Y18le k cH1 Weierstrall,
RICIWiD DIDIItIID (18)1 - 1916), GIORG CAITOR (1845 - 1918) a j1D! - yybu
doya11 teor11 realDich ~!Iel. Cantor .a t'l trYal' saeluhy 0 aodern1sa01
matemat1ky yyb~doYania Da1yn! teor1e aDol1n. Jeho teor1e aila i'ad~ odpdr
od, s n1chl nejYysDamDiji! byl Itronecker. !1votn! Itrada.! podloa110
Cantoroyo duilya! sdray! a koneo Iv'ho 11vota etraY11 v lanator1u. Vysnam
C.-toroyyoh 1dej! pochop11 Y t' dobi jen maly po~et matemat1kd - jednia
1 n10h by1 napi'. ~elky aate.at1k MATYI§ LIRCH (1860 - 1922), od nihol
poohasi ~elkj tera!n "aDoI1Da". Odpdrod ylak pOltupni ubyYalo, sejm'na
pak na po~tku 20.etol., kdy HIlfRI· LIBISGUE (1875 - 1941) pub11koyalroku
1901 no~ 'teor11 m!ry.

Snahy 0 yytyoi'en! 10s1ekych lakladd aateaat1ky YyYreho111y u111!a
e yyb~dOYaD! ax10aat1ky jedDot11Yyoh aateaat1ckych d1Ic1pl!n. Tyto Inahy
aaj! eY' koi'eny j11 ye etaroyiku. V a1nul'a etolet! ..j! nejvits! vysnam
ax1oaat1eka teor1e pi'1rose.yeh ~!Iel, kterou yytYoi'11 GIUSBPPB PBARO
(1858 - 19)2) rDku 1889 a ax10aat1eka teor1e euk11doYlk' geoaetr1e, kterou
yyb~deY&l DAVID HILBIRT (1862 - 194) roku 1889.

Vyyoj aateaatiky ye dYacatam etolet! ukasal, Ie ax10aat1eka metoda
...dll Ipln1t yle to, co e1 od n! aateaat1e1 na sacatku tohoto Itolet!
111boya11. V aale. etolet! Ie teapo yyvoje mateaat1ky 'jesti srych1110.
Vsn1kaj! nejen aoY' teor1e, ale 1 eela odyity! aatemat1kYI stip! ae 1 od
Y'tY!, jehol h1ator11 je.e ehti11 Itru~ni popaat. Doehas! k tak YYlokemu
It~pn1 epec1al1sace, Ie 11 pi'eltayaj! rosuait 1 matemat1e1 praeuj!e!
y bl!skyoh oboreoh. S11ni Ie rOIY!jej! sajm'na abltraktn! part1a mateaa
t1ky. Stil! lse hodaot1t ulpichy mateaat1ekyeh ikol, a jest' hdi'e ulpichy
a objeYy jednot11ye6, aDoh' yjsnaan' objevy pry' poloY1ny tohoto Itolet!
budou j1eti jelti pi'ekoataJ.

zainiae ee jelti Itr~c.i 0 tioh, ktei'! podltatni pi'1epi11 k V1yoj1
aateaat1ky v ~eekych se.!ch.

!1votn! trqedU BBRlfARDA BOLZABA (1781 .. 1848) bylo, is neaohl
~plat.11 IY' .18oi'ad.' lohopnoet1 pro videeko~·prac1 v 10S1el a v aateaa
t1De a prol11 Iv6j i1vot bl••alei1tioh kontaktd I ti.1, ktei'! Ie nejv!oe
.allo~1111 0 tVOl'bu .ateaat1ky 19. Ito1et!. Kal' aolnolt1 videek'ho uplat
nin! v t, dobi .pdlob11y, Ie aiktlf! vY.aaaD! celt! aatemat1e1 hllda11
uplatnin! al80 celk' .Iai. Jednia • n1eh by1 8IL UYR (1848 - 1894),
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ktery pfijal aieto proteeora aateaatiky na videneke univeraiti. Jeho bratr
IDUARD W1YR (1852 - 190) edetal v Pra.e, kde pdeobil na pralake univerai
ti i teohnice. Oba obohatili naii matematickou literaturu 0 kvalitni dila.
ktera alouiila jako ucebnice matematiky pro vyaokoikoleke etudenty.

KATY1§ LERCH (1660 - 1922) pdeobil po deeet let Da ivicarake univer
eiti ve Freiburgu, odkud ee vratil roku 1906 jakO proteaor matematiky
na techniku v Brni; poediji pfesel roku 1919 na novi .fieenou "aarykovu
unhereitu (nyni UJIP). Ac napeal nl1ke mnOietY! videckyoh pUbl1kaci,
rovnil nemohl naleet v ceekjch zemich uplatnini.

o rozvoj matematiky a tyziky ee eaalouiila v ceekjch eeaich tel
Jednota ceekoalovenekych matematikd a tyzikd. ktera ae vyvinula .e atudent
ekeho apolku zaloieneho roku 1862. Prva ceeky peana videoka prace z mateaa
tiky byla vydana roku 1862 Kralovskou ceskou spolecnoeti nauk. Zasluhou
Ja., bylo dovrieno obrozeni ceeke matematiky.

KAHIL PBTR (1868 - 1950) BB euloulll 0 ronoj cuke matemat.iky nejen
avymi videckjai pracemi, ale i tim, Ie vychoval znacDi pocet .tfedoikol
ekych uciteld i videckjch pracovnikd v matematice. Je Butore. kvalitnioh
ucebnic diterencialniho a integralniho poctu, kterjoh ulivali zej.ena
posluchaci univereity v obdobi aezi evitoviai valkami.

K nejlepiia iakdm·Karla Petra nalelel vie.tranni nadani IDUARD aBCH
(189) - 1960) a VOnflCH JARII1K (1897 - 1970), kterj vynikl njai pracemi
v ci.elne teorii a matematicke anali•••
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Jmana osob, vyskytuJ!o!ch se ve skr1pteoh

( 1802-1829)
( , )

(1717-178)
( 1896)
( 1 )

(287-212 p.n.l.)
(1847-1912)
( 1 )

Abel, B.H.
Adus, C.R.
d •Alembert, J.
Alexandrov, F.S.
AlexeJew1ca, A.
Archiaedes
Arzela, C.
Aull. C.B.

Baire, R.L.
Baisnab, A.I'.
Banaoh, S.
Bari, •• It.

Barrow , I.

Bernolllli, D.
Bernolllli, Jakob
Bernolllli, JohaDn
Bernolllli, ••
du Bois - Reymond, 1'.
BOlzano, B.
Borel, B.
Bosmans. H.
Brink, ,
Bromwioh, t. J.
Brouwer. L.B.J.
Brllokner. A••• ·
BrlliJn, ••G. de

( 1874-19)2)
( 1 )

( 1892-1945)
(1901-1961)
(16)0-1677 )

( 1700-1782)
(1654-1705)
(1667-1748)
( 1695-1726)
(18,H-1889)
( 1781-1848)
( 1871-1956)
(1852-1928)

1

(1875-1929)
(1881- 1)
( 1 )

(191ll- )

/lebyllev, I'.L.
/lech, B.

Daniell, 1'. J.

Darboux, G.J.
Deak, ••
Dedekind, J •••R.
DenJoy, A.
Descartes, R.
Dini, U.
Diofantoa
Diriohlet, I'.G.L.

BrdDs, 1'.
Bllklides (as1)5O - asi
Biller, L.

Paber. G.
Past. H.
Patoll, 1'.
PeJar. L.
Fermat. P. de
Pieher , ••
Pourier, J.B.J.

Probenius, G.
PllbiDi, G.

( 1821-1894)
( 189)-1960)

(1889-1945)

( 1842-1917)
( 1 )

( 18)1-1916)

(18811-- )
(1596-1650)
( 1845-1918)
(kolem 250)
( 1805-1859)

l1912- )
)00 p.n.l.)
( 1707-178)

( 1 - 1)
( 1 )

(1878-1929)
(1880-1959)

( 1601-1665)
( 1875-1959)
( 1768-18)0)

(1849-1917)
(1879-194) )

( 1845-1918)
(187)-1950)
( 1 )

( 1 )

( 1789-1854)
(aai 1598-1647)

( 1859-1906)
( 1 )

( 171)-1765)
( ? )

( 1 )

( 1625-168)
( , )

Cantor. G.
Caratheodory,. C.
Carleeon. L.
Caesels, J ••• S.
Cauchy, A.L.
Cavalieri. B.
Cesaro, ••
Ciesieleki, Z.
Clairallt. A.C.
Clarkson, J.A.
COke. s.a.
COllin, J.

Croft, H.I'.
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Garg, It •••

Gau•• , 1..1.
Gelbatlll. B.R.
Gelfand, I •••

Gelfond. A.O.
Ger, R.
Gillespie, D.C.
Gregor illS , a St.V.

Hadamard. J.

HatAel, G.
Hardy, G.H.
Haraaok. A.
Hartaan. 1'.(S.1)

( 1 )

(1777-1855)
( 1 )

( 1 )

( 1906)
( 1 )

( 1 - 1)

(1584-1667)

( 1865-196)

(1877-1954)
(1877-1947)
( ,-? )
( ? )
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Heine, B.H.
Helly, B.

Hermite, Ch.

Herllog,. P.·
Hawitt, B.
Hilbert, D.
Hopt, H.

HISlder, O.L.

l'Ho8pital, G.P.
Hurwitll, A.

Huygen8, Ch.

Chincin, A.J.

Jacobi, It. G. J.
Jarn!le, V.

Jegorov, D.P.
Jensen. J.L. V.
Jung, ?

Jurleat, W.B.

Kantorovic, L.V.
Keete1Jl18J1, L.
Knaeter, B.
Koi'!nele, V.
Kronecleer, L.
Kucllllla, ••

KWDlIIer, 1.1.
Kuratowelei, K.

Lagrange, J.L.
Laplaca, P. S.

Lebe8gua, H.
Legendre, II.

Leibnb, G. W.
Lerch, II.
Levi, B.
Lindel15t, B. L.
Lindelllann, P.K.L.
LindenbaUlll, A.
L1nnile, J.V.
Liouville, J.
Lip8ohita, R.
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( 1821-1881)

(1884-194')
( 1822-1901)
( ? )

( ? )

( 1862-1943)

( 1894-19n)

( 1859-1937)
( 1661-1704)

( 1859-1919)
( 1629-1695)

( 1894-1959)

( 1804-1851)
(1897-1970)

( 1869-1931)
( ? -? )

?

( ? )

(1912)
( ? )

( ? )

(1899)

( 1823-1891)
( ?)

( 1810-1893)
(1896)

( 1736-1813)

( 1749-1827)

( 1875-1941)
( 1752-1833)
( 1646-1716)
( 1860-1922)
(1875- ?)
( 1870-1946)
(1852-1939)
( 1905-1942)

( 1915)
( 1809-1882)
( 1832-1903)

LUled, J.
LUdolph, v.C.

LUllin, B.B.

Kao1aurin, C.
lIa1grange, B.
lIarcu8, S.
Marleuievic, A.I.

lIaHIe, J.

lIeniov, D. B.

lIereenne, M.

Merten8, R.
lIinleow8lei, H.
Jlcivre, A.
Moore, B.H.

de Morgan, A.
lIoree, A.P.
Murlehopadhyay. S.B.

lIatanaon, I.P.

Bewton, I.
Bov&k, B.

JIl5beling, G.

Olm8tead, J.II.H.
08good, •• P.

Par8eva1-De8chene8,II.A.

Pa8oa1, B.
Peno, G.
Perron, O.

Petr, K.
PiranilUl, G.

Poi88on, S.D.
Pompeiu, D.
Ponoaarav, S.P.
Pou88in, Ch. de 1a V.
Prei88, D.
Pringahaia, A.

Raabe, J.L.
Radon, J.
Rie.un, B.

( 1940)

( 1540-1610)

( 1883-1950)

( 1698-1746)
( ?)

( ?)

( ?)

(1920)
( ?)

( 1588-1646)
( ?)

( 1864-1909)

( 1667-1754)
( 1862-1932)
(1806-1871)
( ?)

( ?)

( ? -? )

(1642-1727)

( 1938)
( ?)

( ?)

( 1864-1943)

(1836-? )

(1623-1662)
( 1858-1932)
( ?)

(1868-1950)
( ?)

( 1781-1840)
(1873-1954)
( ?)

( 1866-1962)
( 1947)
(1850-1941)

( 1801-1859)
(1887-1956)
( 1826-1866)
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R118S, P.

RJallaDo." ?

Roger8, C.A.
Rolle, II.

Roth, It.P.

Sak8, S.
Schwars, G.A.
Selberg, A.
Senit, P.

Sierp1li8k1, If.

Shonk1. R.
SOD1n, I. J.

Speoht, W.
Ste1Dhau8, H.
SUelt;l88, 'f.J.

SUrling, J.
Stoke8, G.

510018, ?

Stonl, II.H.
Stroaberg, It.R.

fJ.,arc. R.

(1880- ?)

( ?)

( ?)

( 1652-1719)

( ')

( ?)

( 1897-1942)
( ? -? )

( ?)

( 1848-192)
( 1882-1969)
( ?)

( 1849-1915)
( ?)

(1887-1972)
( 1856-1894)

(ad 1696-1770)

( 1819-190)
( ? -? )

( ?)

( ?)

( ?)

Tar8k1, A.

'fauber. A.
Taylor, B.

Tiet88 , H.

ThoapeoD, W.A.
Tucker, C.'f.
'fsod1k8, ?

V1,te, P.
V1;1ayaragha"aD, 'f.
V1Dogrado.,. I.II.
V11oali, G.

Volterra, V.

v.der Waerden, B.L.
Wal118, J.
Weier8tra88, It.
lfeyr, se,
Weyr, Bail

1II111oney, H.

Young, ?

Zahor8kl. Z.
ZygIIlW1d, A.

(1901)

(1866- )

( 1685-17)1)
(. ?-? )

( ?)

( ? -? )

?

(1540-160) )

( ? -? )
( 1891)

( 1875-19)2)

( 1860-1940)

( 190)

(1616-170)

( 1815-1897)

( 1852-190)

( 1848-1894)
( ?)

,
( ?)

( ?)
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RIJBTli1K

aproximace d1ofant1cka 46••
eimQltann! 46.7

ba&e Hamelova 9.9, 11.6,~
18.10, 18.11, 18.D,
35.44, 35.48

d1akont1nuum Cantorovo ~ 4.7.
4.22, 9.27, 12.8, 12.15,
22.30, 29.5

kladne a!r1 4.6

d1vergence funkce 37.6

~ara lomena 51.38

28.9
~, 16.11, 26.C,

D1niho der1vac. (~1a10 dar1vovane)
M, 7.9, 7.11, 14.10"
16.8, 16.11, 26.1, 27.2

5.8, 7.9.
11.9,
23.13,

41.4, 41.5,

45.B
45.6

Bon1nova 40.18,
41.6, 41.9

Stirl1ngova
Wall1eova

abeolutne epojita 4.17, 4.21,
4.22, 8.20, 14.16. 19.14,
~'1' 23.18, 23.34, 27.3 •

• , 28.4, 48.28. 49.15
adit1vn1 8.23, 9.2, 13.8,

.16.4, 18
m-ad1t1vn! 13.25
analyticka v 11 17.17, 21,

31.12, 31.14, 31.18
aproximativne epoj1ta ~

23.47
baireoveka 4.15, 4.16, 4.17,

4.20, 4.24, 4.25, 7.19, 8.28,
9.8, 9.11, 10.8, 11.6, 11.10,
~ 16.9, 18.7, 18.8, 23.22.
21:24, 24.6, 25.3. 34.B,
47.F, 48.9

Beaikovitchova ~,20.4

Bohanova 28
Cantorova 4.22, 9.27, 12.4,

12.15, 16.~23.22, 27.3,
29.5, 51.28

Cuarova 4.25
darbouxovaka 4.17, 4.25,

4.26, 9.2, 9.11, 11, 12.3,
16.10, 18.21, 23.22, 23.23,
23.24, 24.2, 24.5, 24.6,
31.22, 50.18

Dir1chletova 4~l2,

7.14, 7.15, Io.2,
12.5, 12.C, 17.7,
24.5

harmonicd 37
hDld.rovaka 4.17, ~ 25.4,

25.6, 19.2, 25.15, 25.16,
34.8, 47.B

km1t&J!c1 23.B
kOD.~De variac. 4.21, 12.21,

14.15, 14.17, 14.18, 14.19,
19, 23.2, 23.9, 23.50, 48.24

kODa~De ~-var1ac. 23.P

funkce

formale

9.C,derivaoe druba Bchwar&ova
:!2.C

dvoJna 32.9
e11na. 28
ateJnoaeru
aymetr1cka

27.2

~!al0 der1vovane fQDkce (Diniho
derivace) ~ 7.9, 7.13,

7.14, '(.21
derivovane Schwart&.drube
~ 9.23, 9.24, 9.25,
9.28, 9.29

bod hQatoty mnoz1ny 8.16. 8.20,
8.22, 8.24, 8.29, 8.30,
8.33, 9.5

kone~ne var1ace 19.B
neapoJ1toat1 5, 16.7, 23.49,

28.8, 36:10
neapoJ1toat1 1.drQhu 5.2, 5.3,

5.4, 5.5, 16.7 ---
neaPOJ1toati 2.druhQ 5.2, 5.3,

23.49
neapoj1toat1 neodatranite1ne

g, 5.3
neapoJ1toat1 odatran1telne

5.2, 5.3 .
nQlovy fQDkce naeobnoet1 m

26.1
regularn! 42.1.
Hdkoati 8.17
a1ngularDi 42.1
eteJnomerne der1vovatelnoati

fQDkce 28.B
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51.34,

)4
4.20

20.10

49

51.21, 51.33,
51.36, 51.41
51.2, 51.7

2hL
51.)5,

y1aatn!

uaherea1n!
To1t8rroya

troh tonvergence

ko.ataata lu1eroya
~

tatesra1 PoiaaODdy 37.1), 37.14

tODY~rgeno. 48
10kalni etejDoaira& Y bodi

48.19. 48.20, 48.21
podle a!rl 48.6, 48,7,

48.12
epojita 11.9
Y dlllce 48
Ye yariaoi 48
.po1s etejaoairaa 48.20,

48.21

huetota llDo!in;r 8.16
poe10upnoeti 4).22, 4).23.

4).24
poe10upnoeti do1a! 4).22,

4).2)
poe10upDoeti borD! 43.22,

4).2)

_-integral ey.etr1ct!

koab1Daoe ko.vem! 1taearn! 15..b
35.4, )5.6, )5.11,~5

)).B

2).2,

konkayn! 8.20, 12.21, 1).1 fuDko.
konkayn! ry.. 1).1
kony.m! 7.4, 8.20, 9.24,

9.28, 9.29, 12.21, !2,
2).10, )1.9, 12

ll-koDvem! . 13~ ~
)5.9, )5.10--

kODy.m! ry.. 1).1
kya.1.konvem! 1).27
kya.1-p.r1od1oka 17.B
11pech1t.oyeka 4.17, 4.21,

7.9, 8.22, las 15.2, 18.2, indikatrix Banaoboya 2).18
19.2, 2).2, .5, 2).6,
2).7, 2).11, 2).18, 2).14,
28.), )).7, )5.12, 47.B, ~-1nt.gra1 22.22
47.15

1lt -d'U.1d 50
.nealf1h1d 18.1), 18.21
n1kd. darbollXoYata 2).49
n1kd. konYam! 26
Ditd. aoaotoDD! ~
·~28

oddi1.Di ~DOtODD!

0•••••' tODY.XUl
n:.!...

period1ota 17
po aa.teob 1iD.arn! y.pe..a

funk 01 48.)5, 48.)6,
48.)7

po10apoj1ta 4.24, 10, 12.21, kontiDuUll
19.10, 2).2), 51

Po.p.iuoya 8,)5
pr1a1t1yn! el.etr1oka 9,14
Ri.aaaDoya ~ 5.8, 5.11,

7.9, 8.1),Lo.2, 11.9,
46.6, 48.9

Ri.aanaoya d.'ta 40.45,
. 41,7, 45.), 45.0

R1.aanaoya fadl ~
22,15, 22.16, ~~
22.28, 22.29

Ri.aanaoya 80baoaid 4.16
8i1Di apoj1ta 8.A
ekokd 16.8
etoro ad1t1ya! 18••
ekoro Yiud. toaetaatn! 2).0 tODY.xita fuDkce 2).)1, 2).)2
e1abi epoj1ta 8.B
etejni epojita 25.B
el.etrioklepoj1ta 8.)6,

1..!.0 9.11, 9.12

funko.
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9.9, 12.33
37.8, 37.11

polour

Itrl1mice ltonYergeDca! ~4, 42.13,
42.16, 42.19~21,
42.0, 42.42, 42.45,
42.46

topo1ogiclta 51.2, 51.18

Itrych1e D-diaeDaioDa1n! 33.11~

33.12, 33.13, 35.6
Iti'ivlta 51

1t1-ltri~lta (grat apoJite
fl1Dltce) ~ 51.8, 51.9,

51.13,~5, 51.19,
51.25, 51.26, 51.28,
51.37

k2-ItHvlta (Jordan) fi.10,
51.11, 51.13, 51. ,
51.19, 51.21, 51.25.
51.29, 51.31, 51.37

1t3-ltfivlta (Cantor) 51.14.
51.15, 51.16, 51.19.
51.22. 51.23, 51.25.
51.31, 51.37, 51.44

1t4-ltrivlta (ob10lllt) ~g.18.
51.19, 51.24, 51. •
51.27, 51.28, 51.30,
51.37

1t5-ltrivlta (Jordanova, to
po10giclta Itrl1lDice)
~ 51.19, 51.24.
51;-25, 51.30, 51.37.
51.44, 51.45

Peanova 51.16, 51.21

lemma SteiDhal1eovo 18.0, 18.19

10lta1i.ace .etricltych v1aatnoati
3.B

aetoda Cantorova diacona1n! 34.7
Itategori! 9.15, ~OiB,

20.1, 21.14, 2 • 5,
25.11

11aitovac! 43.1. 43.9
acHao! 43
ac!tao! .ODOtOna! ii.A,

43.25, 43.11, 43.
ac!tao! resl11ara! ~4J

43.9, 43.17, 43.2~

anolina antiltonveXAi 35••
_azatiltoaveXAi 35.1'b

35.40, 35.44,~
35.49

·bore1ovalt'
i:i'agl11arn!

1014-7781

mnoliaa ltoDatanta! I!flty 35.)8
Itoavexn! 13.29, 35
II-anolia. 22.D
Deaifite1aa 4.22, 9.9,

12.15, 18.16, 18.19,
18.21, 35.44

p1n' airy 4.9
reg111arll! ~ 37.13,

37.14, 37.15
ateJnoairni apoJ1ta 15.D
ateJaoairni apoj1ta ne.aporni

15.12
tota1Di .ayaetr1clt& 35.39.

35.40, 35.45
U-mnoliaa 22.D

aodl11 apoJ1toat1 15.2, 25

nadrov1.. 35.35
opirna 35.~!_35.36,

35.37.~ .Jtl

nerovnoat H01derov. 44.3, 48.37.
49.4, 49.10--

111nItowaitiho 44.4
. YOllDgova 44.1

oba! ltonYexn! 35.5, 35.6

ob1.at 51.H
JedDodl1le a0l1v1a1& i1.42.

51.43. 51.44, 51.4
a-naaob.i a0l1v1a1' 51.42,

51.43
,.,.. -naaobai aOl1V1a1& 51.42,

51.43. 51.46

ob10llli: 51•.1

par10da tl1Altoe 4.26, 17.10
i

17.11,
17.12, 17.13,17. 4

ltoDVal'sa.oe ~ 42.6,
42.7, 42.8,~9, 42.10,
42.18, 42.20, 42.23,
42.27, 42.31, 42.32,
42.33, 42.36, 42.37,
42.40, 42.41, 42.42,
42.46, 42.47, 42.48

po10proatol' uaav'e'; 35.35, 35.37
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variace funkoe 14.23, 19.1,
23.18, 48.30

u10ha Dirichletova i~.B, 37.13,
37.14, 37. ..

14.12,

51,45
19.7

33.11, 33.12, 33.13,

vit~ Baireova 0 bodech spojitosti
12.4

Baireova 0 kategoriioh 4.18,
7.19, 12.18, 20.B. 29.2,
34.7

Banach-Steinhausova 20.9
Bernsteinova 21.6
Bore1ova 19.7, 23.44
Brouwerova 0 pevnem bodu 36.11
CauchyOva 38.A
1!ebyllev.ova 45
Denjoyova 8.22
Dirich1etova 46.1
Pubiniova 18.29, 35.13, 35.1~,

35.21, 49.5
Hadaaardova 4C.C
Harnack ova 37.13
Hellyova 35.29
Chincinova ~ 46.6, 46.7
Jegorovova 48.7
Jordanova 0 krivkach
Jordanova 0 rozk1adu
Jungova 35.32, 35.34
Lebesgueova 0 derivaoi

16.12, 20.8
Lebesgueova 0 hustoti 8.19,

25.11
Lebeegueova 0 11mitnia preohodu

9.29, 48.7
Liouvi11eova 37.13, 46.4
Luzinova 8.22, 13.13
Koore-Osgoodova 7.6
prvocise1na e1avna 45.10
Saksova ?13
St1rl1ngova 45
Stolzova 38.1, 38.B
Tauberova typu 42.27, 43.P
Tietzova 47.2, 47.12
Va11e-Poues1nova 9.29
Vita1iova 4.13, 27.3
WeierstrasBova 12.15, 20.3,

30.B, 30.13, 34.12

v1BBtno.t loka1ni a globa1ni 3.1
(W) a (W* ) 5O.D

vrohol krychle
35.6

47.21

37.2,

47
17.8,

polynoa Lagrangedv 30.A
Legendredv 26.3
nejlepii aproximace 30.6

posloupnoet funkci stejni omezena
39.8

problem Hi1bertdv eedmi 46.10
Lebesguedv 35.34

prostor metricky 1inearni 48.13
obsahujici jednoduchy ob1ouk

15.15
W-B 15.13, 15.14

roziii'eni funkoe
periodicke

ay.tem uzavfeDi vzh1edea k bodove
konverg.nci 12.12, 12.13,

12.14, 12.15, 12.19

skok funkce 5.2

emir divergence 39.15, 39.16

svasek ("sheaf") 37.15

rovnice Bulerova 31.D
Laplaceova ~~.l,

37.11, 37.

symetrizace anoziDY

fada Pourieroya 20.D, 22.1, 22.3,
22.4,22.6, 22.7, 22.12,
22.18, 22.19, 22.22,
22.25, 49.B

Gaussova hypergeometricka
40.14, 45.2

Taylorova 21.1, 21.4,
21.6, 31.1, 42.34

trigonometricka 9.C, 22

1014-7781
- 416 -



sakryt! univeraalni 35.34

zebra 1.3

zobrazen!

27566r

hemispojite ~
36.6 •. 36.7.'"36.8

hOlderovake 47.7,
47.10

lipachihovake 47.7.·
47.9. 47.15

monotonn! 36
aonotonn! ryze 36.1.

36.3
monotonn! ailni ~

36.2. 36.3
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