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Pfrfredmluva

Tato skripta vznikla z potfeb posluchadd II.ro&nfku ddlkového studia na
MFF KU, u nich%? 4.semestr studia je v matematické analyze vyhraZen prednddce
z teorie Lebesgueova integrdlu., Zatimeco pro teorii a gzavedeni Lebesgueova integré-
lu maji posluchaZi k dispozici skripta I.ferny - J.Ma¥ik, Integrdlni podet I ,
neni pro po¥fiténi prikladd v %eské literatufe vhodnd sbirka. Jedinym zatim dostup-
nym materidlem je kniha V.Jarnik, Integrdlni poZet II, v niZ jest oviem vybudové-
na teorle Lebesgueova integrdlu odlisnym zpdsobem ne? ve skriptech Serny - Mafik.
Vzhledem k tomu, %e ani poslucha¥i Féddného studia nemaj{ ucelenou sbirku p¥ikladd
k této ladtce, rozhodl jsem se do skript zafadit i priklady t&Z3{.

UZelem této sbirky pfikladd nen{ - na rozdf{l od mnoha Jjinfch sbirek tohoto
typu - naudit posluchale spo¥itat vBechny mo#né typy integrdld. Chtél bych, aby
se pomoci t3chto skript podatfilo pieklenout posluchalim mezeru, kterd vznikd mezi
teorif Lebesgueova integrdilu & jejf aplikaci na konkrétni piiklady. Byl bych velmi .
spoko jen, kdyby se ukdzalo, Ze tato .skripta pomohla pochopit zékladni my3lenky
teorie Lebesgueova integrdlu a ukdzala posluchafim ceatu, jak Fe#fit rizné typy
piikladd. Domnivém se, fe je ufitedné ddt posluchali priklad - byt s velmi podrob-
nym ndvodem - a pofadovat, aby ddle pracoval samostatné (vde s porozumZnim provedl).
Jinak feZ¥eno, je mnohem leps{ spo&itat jeden p¥iklad do viech nejmenZich detaild,
vl8e dokonale podloéit teorii, neZ potitat podle &isté mechanickych pravidel mnoZ-

stvi pfikladi.

VSechny p¥iklady ve skriptech jsou s podrobnym névodem (velmi Zasto je udéno
dokonce vice zplsobld FeSieni) a daji se rozd#lit do ¥ty* skupin. V prvni skupin¥
Jsou v&tSinou pfikledy na "kalkulus®, Jednd se o standartni typy pfikladd, tyto by
m&l kaZdy bezpodmineinZ umdt Fe#it. Do druhé skupiny jsem za¥adil pFiklady bliZe
ilustrujici{ teorii, jsou to v&tEinou teoretické piriklady a protipfiklady na teorii.
I p¥iklady z této skupiny by n¥l mit kazdy posluchal velmi dobfe promydlené. Do
treti skupiny jeem zaFadil pfiklady t&isf, pfiklsady zajimavé, které by mily tvo-
it jakousi nadstavbu celé teorie - chépané spile Jako pfiklady vyb&rové pro lep-
81 studenty. Tim neni pochopiteln® Feleno, %e jejich studium by ostatnim uSkodilo.
Do poslednf skupiny joem zafadil pr{kledy velmi t&Zké, problémové, urZené spile
k FeSenim v samostatnych zdjmovych krouZfcich. I kdy% nelge d&lat pfeanou hraniel
mezl jednotlivymi skupinami p¥ikladld, rozhodl jsem se pfesto pro lepsi orientaci
Jednotlivé skupiny v textu greficky rozli¥it, a to takto:

l.skupina - pouhé oznaZeni &fsla pfikladu - napf. 7,51 - standartnf typy,

2.skupine ~ oznaZeni #isla s krouZkem - napf. 7,51°% pRiklady k teorii,

3.skupina - ozna¥eni &{ela s hvdzdifkou - nap¥. 7,51 - zajimavé a t32&L
prixlady,

4.skupina -~ oznadeni ﬁigaa s dviéma hvégzdidkami - nap¥. 7,51*"- problémové

Ve skriptech je velmi mmoho p¥fkladd; nelze - & ani to nemd amysl - Z4dat
na poslucha%i, aby vBechny spodital. O vhodnosti vybéru Jednotlivjych pFikladd by
m#l kaZdf konsultovat s pledndle jicim a cvidicimi..
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V&ts{ mnoZstvi piikladl s sebou nese také nedostatek - je totiZ velmi ne-
pravd&podobné, Ze by viechny pfiklady byly bez chyb. P#{iklady nebyly Jjednak nikym
prepoéitény, jednak jejich opisovénim a tiskem zajisté vznikla Fada drobnych chyb.
Budu proto kaidému vdsény za upozorn¥ni na jakykoliv nedostatek t&chto skript.

Abych se nemusel neustéle odvolavat na Jednotlivé vaty skript I.8erny - J.Ma-
#1x, Integrdlni podet I, pokusil jsem se v l.kapitole vyloZit zéklady teorie a
sepsal jsem vBechny p¥isludné v&ty. Jako dodatek k této kapitole jsem piipojil
definici a zdkladni vlastnostl zobecn¥ného Newtonova integrdlu, které jsou v naSf
literature t&%ko dostupné. V druhé kapitole bych doporufoval kaidému posluchai
ai projit alespon jeden z prikladd 2,5 - 2,23, na kterém je moZno si ilustrovat
celou probiranou teorii. Ve 3.-6.kapitole jsou uvedeny piiklady vztahujicf se
k Lebesgueovu integr-'lu z pedlnych funkel v E, . PFi vybZru téchto prikladd jsem
vychdzel hlavné z kn..ay V.Jarnik, Integrdln{ polet II, z které kapitolu VII by
al m&l kaZdy téZ prostudovat. P¥iklady v t&chto kapitoléch jsou vybrény z rdznych
knih a sbirek, nen{ nutné, abych je zde citoval. V sedmé kapltole jsem se snaZil
ukdzat, jakymi jinymi zplsoby by bylo moZno zavést Lebesguelv integrdl. Konelnd
v osmé kapitole jsem shrnul a uvedl v¥t3inou t&%3{ pr{klady a problémy, z nichi
alespon nékteré lze doporu¥it lep#im poslucha¥im k YeZfeni. Poslednf kapitolu -
Dodatek - sepsal RNDr Bfetlslav Novdk, CSc, ve form® cvileni, Jednd se o dals{
. pokrafovéani a prohloubeni teorie Lebesgueova integrdlu, které se sice nepfedndsi
ve 4,semestru, ale s kterym se setkaji posluchadi matematickych specialisaci ve
vy531ich ro&nicich. PF¥ehled a gseznam vSech dileZitych pojmd & symbold Jje uveden
na zaldtku skript.

Do téchto skript nebylo pochepiteln® moino zafadit vie. Zecela je vynechdna
partie o Lebesgue-Stieltjesove integrdlu, ve skriptech chybi pFiklady k procvide-
ni l4tky na spojitost a derivaci integrdlu podle parametru pro vicerozmirné in-
tegrdly, ménd pozornosti je vEnovéne hormim a dolnim integrélpm, vnit¥ni mi¥e aj.

Prixlady z t&chto skript je moino studovat i pFi jiném zphsobu vikladu a zZa-
vedeni Lebesgueova integrédlu (napi. podle sedmé kapitoly), pouze &édast piikladd
z 2.kapitoly je zcela specificks.

Jedté bych se cht&l zminit o stylu psani tichte gkript. Z dlvodd, aby se
sbirka nestala nepiehlednou a p#ili# rogvld&nou, jsem zvolil krdtké zpisoby zépi-
sl obvyklé v matematické literatufe. VyZaduje to ov8em schopnost poslucha®l um&t
si ve "piepsat do bZiného jazyka". Uvedu priklad. Vitu

1
(x=-8)%

"a,a,beEl,a<b=?’[ Ex’(a,b)@a<1]-

je nutno &ist takto:

"Budte « ,a,b redlnd ¥isla, a < b. Potom funkce . md konedny Lebesguelv

integrdl od & do b , prévd kdyf a < 1% .,

(x-a)

Zaverem bych cht&l podikovat RNDr B.Novékovi, CSc, kterj cely rukopis prefetl
a mnoha podnétnymi ndvrhy pomohl ke zlepSeni tdchto skript, RNDr J.Milotovi, ktery
pfecetl sedmou kapitolu a upozornil mne na fadu nedostatkd a sekretdi¥ce katedry
ZMD Helen& Frycové za skute&nd nevBedni ochotu a pomoc pri technickém zpracovéni
téchto skript,
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Prehled ne jablezitdjiich symbold & pojmi.
—— e ——— ————

A/ Ne jddleZité j51 poufivané symboly:

4 + ‘
(R)ff = (R)ff(x) dx ¢+ Riemanndv integrdl z funkce
@ @ f pf‘ea interval <a.b> . sesstcsanes

(N)ff sees Newtonlv integrél sepsssoRRTsReBRetas

(ZN)ff voms zo‘becnénj' Newtonidv inteydl sesvecsrten
a

(L)/.f saecs Lebeagueﬁv 1ntegl‘61 ssesrssssessranves

E, e+s+ eukleidovaky prostor dimense r

Er ees» Obor redlnych Z1igel rogiifeny o symboly

+ 00 a =00 s obvyklyml operacemi

{xéu ; V(x)} vess mnoZina viech prvkd x 3z mnoZiny M , pro n&Z
plati virok V(x)

f,—> £ na M .... posloupnost funked f, konverguje k funkcil b o
na mnoZind M , tj. pro kaZdé x € M platl

1inm fn(x) = f(x)
N —+00

f,/f na M ..., posloupnost funkei £ ~ konverguje monotonns
k funkci £ na mnoZind M , pfesndji pro kaZdé
x€M plat{ lim £ (x) = £f{x) a
te00 1
fl(x, < fz(z) =< f3(x) = sssanee

fn\f na M .... obdobné pfedeslému

£,3f na M .... poslowpnost funkef £, konverguje siejnoudrad
k funkei £ na mnokind M

S(P) eeeess systém vSech funkei na mnofind P , pod pojmem funkce na P

zde rozumime zobrazeni mnoZiny P Ao ll* tescsessessen
p secsse z2ékKladni systém funkel secesssvscssccescorsssoveresencne
A ensves zéklidni funkclondl ha systému Z seecevevocsscsovsssse
(Z,A) seous Z8K1AANT PTOBLOY eveccsovsccccrscsessnnssvanssssssnssencs

2R ’ % ... aystény funkci, venikY¥ ze zdkladntho systému Z pomoct
monotonnich limitnich pf'echodﬁ etesssatssssessssnstesnre

*

= ZRUZK (LA R AN R RNEESRERERERESLEEENEENNNERENNEN NN NERESN BENNEENES R LNNENERENNNNNEN?

2 ™

f eesses horni abstl"aktni in“gr‘.l | ] mkc. f .ooooooo;-o-oco-o
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AL eeese dolni abstrektni integrdl z funkce £ ..sevescoccecens 16
&£ ssess aystém vdech funkel, pro n¥Z 'Kr=‘§r €E) roccoscccnns 17
2R KX ..., aystémy funkei, vzniklé ze aystému & pomoct monotonnich

limitnich pPechodl cessessrveccscncesscessnssnncsocsnee 17
A semus ayétém vSech méFitelnych funkef eeeceesssssncesesoossns 17
Cy eeess charakteristickd funkce mnoZiny M eesavesecscscvesces 17
frog siies ekvivalgnce dvou fUunKel sessvsesooccssssssvcnasnensnsss 17
771 ivees Systém vBech mEfitelnych MNOZAN eeessncsssassescasncnes 18
Kyf , Ayf .. horni a dolni integrél z funkce f pies mnoZinu M ... 19
Ayf e+ees abstraktni integrdl z funkce f pies mnoZinu M ..... 19
€y eeees Bystém vSech funkei s konelnym abstraktnim integrédlem

pf’eﬁ mMNoZInu M secvsccccsctcscseesssarsvnsnsnnesnsnne 19

*
& seess systém vdech funkel, pro nd% existuje abstrektni integrél

pfea mnoZinu M  seevsesvecossesssssrsncsssccsscssrsnnas 19
Ay eveee Bystém vBech méFitelnych funkei na mnoZind M .eeesee. 19
CALM sesee MIre mMNOEINY M soecaereorersccsvenssncresescsconsssns: 18
8ZM. eeves VOBJEL Mira MNOZINY M  seeevecsvesscacernnsassscnaasns 18
£t R kladné a zdpornd 348t fUNKCO® £ sessvscsesscnasianscns 21
C. «eess systém vSech spojitych funkel v Er s kompaktnim

NOSLEOM sueseucssttesasrocesssasrosvssonsnsnesssnsronanan 22
(R){f .+v. Riemanndv integrél funkce £ pFes E, eeseseesesesons 23
Nf g eeess N0sid funkce f podle definice v l.kapitole eevssvesse 23
N({D) esess Nosi& funkce f podle definice v T.kapitole ceeececaes 211
r seves T = 0zZMEINA LebesZueova MITA eeesescocossnssscocssscas 23,208
Zﬁ} cesus systém vdech lebesgueotaky méFitelnych mno?in Vv E, ees 23,208
u¥.x i Pezy mnoZiny M seeeeessccsscccsscessconsssrcrsnennnes 24
R R 24

x=b
[F(x)] tento symbol Je definovén jako hodnota rozdilu
x=a F(b) —F(a) LA N RS N A A I I N I N B I Y N R RN N BN BN NE N R RN N RN 27

sign X +.... symbol je definovén takto: sign x =1 , je-l1 x > 0 ,
sign0=0 ’ Si@xz-l, Je—li x(O srsEBINEOESIREEGE S 47

log «ees. funkce logaritmus, je zde vidy min&na p¥i zdkladu e
/tzv. pPirozeny logaritmus/
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W vvess aystém vBech pseudoméPitelnych funkel ececeuvvessvsnes
S eeee. Bystém viech pseudomdFitelnych mNoZin sceseesscssssess
A(?) saawe Systém vgech y-méf‘itewch fu.nkci ss s snassasentane

E
m((‘b*) ssanw aystém .Véech ({L - méf'ite:l.njchmnoiin srsesaetarns e

B/ NejdileZit®js1 pouiivané pojmy:

A

absoclutni spojitost funkce .... 269

absolutni spojitost 1ntégrélu ses 268

axiomy: axiomy 1Z - 3z seeaes 15 3 Bid.omy 4A - 7& seaw 16

Stonetv axiom 8 ... 227 , axiom 83 , axiom 9 ... 235,234

B
c
D

Daniell: Daniellova metods ...200, Daniellovo roz#ifenf.... 200
Darboux : Darbouxova vlastnost derivace .... 46

definice : deskriptivni definice Lebesgueova integrélu ..... 272
derivace inte_grélu. podle perametru ecseee. 25

- T -
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determinant Jacobidv «.. 25

funkce: absolutné spojitd .... 269, Baireova ....261 |
definiéni obor funkce .... 190,
Dirichletova ... 42  , ekvivalentni funkce +.... 17 ,
elementdrni jednoduchd funkce .... 221,
charakteristickd funkce mnoZiny +... 17 , Jjednoduchd ....212,

kladné éést fu.nkce EEEX] 21 N méf‘itelné. fun.kce EEREE) 17

funkce na mno%in& ..... 15 , polospojitd ..... 23 ,

pseudoméf‘itelné ssesn 233 3 Riemannova .o avas 42 ’

% - mépitelnd ,... 209 , slgn X .... 6,47, zéporns Zdst
funkce .... 21 , zobecnfné primitivni funkce ..., 26

funkciondl : ...... 12 , 2ékladni funkciondl ,.... 16



integrél : ..... 13 , abstraktn{ .... 17 , B - integrdl ....., 246
divergence integrdlu .... 47 , dolnf abstrakini integrdl .... 16 ,
E - integrdl .... 247 , horni abstraktni integrdl .... 16 ,

konvergence integrélu .... 47 , Laplacedv ..., 152 '

Lebesguelv integrdl ....23,208,

neurdity Lebesguetv .... 270 , integrdl pfes podmnoZiny .... 1% ,
Newtonfiv .... 44 Q - 11'11‘-631‘61 XN 245 3 Riemanndv .... 12 ’44,
Riemanndv pres B, +... 23 , zobecniny Newtoniv .... 27,45

interval : kompakini interval .... 22 , objem intervalu .... 207 ,

otevieny interval ..... 207

Jacobidén = Jacobiftiv determinant .... 25

konvergence integrélu eave 47 ’ konvergenmi ma Joranta “ees 163 s

kriterium Abelovo & Dirichletovo se.. 28

ma joranta konvergentnf .... 163 , metoda Daniellova .... 200 ,

mira : Lebeaguewa sees 23 .208 ’ Lebe Bgueova médgi esee 208 s



regularita miry saswe 208 » 0' - koneéné sea e 212 Y ‘
wnéjEL .... 18,205 Vn&jEi metrickd eesess 206
mno%*ina : m¥fitelnd .... 18 , nulovd .... 17 , omezend kifivksml ....107,

omezend plochami .... 108 , pseudomdfitelnd .... 234 ,

Soumémé podle O8Y esese 1]l » one. ty'p\l GJ a Fa; sase 209 »

noslé funkce .... 23,211

objem : intervalu ¢... 207 , Jordan - Peaniy .... 267
-obor : definiZnf obor funkce .... 190

okruh : 0‘ - okruh .... 201 M genemvaw | o-’ - Okr'uh eose 202

. polémi soufadnice ... 125 ’ pmstor : a mirou seese 209 .’

zékladni prostor .... 16 s prim&t mnoZiny .... 24

roz8ifeni : Daniellovo .... 200
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skoro v3ude ..., 18 , soufadnice : ¢ylindrické .,... 138,
' polémi ses e 125 ’ Sférické se s e 137 ’ Systém H Bystém Cr R 22 »

zékledni systém funkel .... 15

véta : Baireova ....261 , Dirichletova .... 273 , Fublniova .... 24 ,
Jegorovova ... 263, Lebesgueova «ve. 20 , Leviho .... 20 '
Luzinova .,...264 ,; © substitucl pro Lebesgueovy integrdly .... 25 ,
0 subastituci pro Newtonovy integrély ...‘. 28 4, © integraci per
partes pro zobecnZné Newtonovy integrdly .... 28 , 0 spojité zdvis-
losti integrédlu na parsmetru ..., 25 , o derivacl integrdlu podle

parametru .... 25 » Riemann - Lebesgueova o lokalisaci +.so 272

Zékladni funkcionél I EEE] 16 ’ Zékladni prostor eo b e 16 ’
zékladni systém funkef .... 15 , zobrazeni reguiémi eses 25
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1. Zavedeni ebstraktniho Lebesgueova integrdiu

Ze zal4tku se pokusime strudnd vyloZit, pro& se zavddi Lebesguedv integrél,
pro& nevystadime ani s Riemannovym ani s Newtonovym integrdlem a - c¢co to vibec

integral je.

Zadnéme se zodpovidddnim posledni otdzky, co je to vlastng integrdl (méme
pritom pochopitelné na mysll uréity integrsl). Zopakujte sl proto, jak se zavddél
Riemanniv integrdl. M&jme tedy ddn libovolny uzavi‘eny interval <{a, b>C E, ali-
bovolnou redlnou omezenou funkci definovanou na (&, b) . KaZdému d¥lenf D in-
tervalu {a, b)> mi%eme prifadit dvi reslnd &isla - tzv. horni & dolni soulet
funkce f - vezmime nyni v3echna moZnd ddlenf intervalu <{a,b> a vZechny moZné
pPrislusné horni{ a dolni soudty. V pripads, Ze se infimum mnoZiny vSech hornich ‘
soudtd rovné supremu mnofiny v3ech dolnich sou¥td, nazveme tuto spoleénou hodnotu
Riemennovym integrdlem funkce f pires interval {a,b)> . Vime dobfe, Ze ne pro
kazdou omezenou funkei na intervalu ( a,b) existuje Riemanniv integrdl, oznalme
proto symbolem R{a,b) mno%inu tZch omezenych redlnych funkci na {a,b>, pro
které existuje Riemanndv integrdl od a do b . (Zajisté je vam znémo, %e na-
priklad kaZdé gpojitd funkce v <{a,b)> pattf do systému R{a,b) ). Kaidé funkel
ze systému R(a,b) jsme piitadili prdvé jednim zpisobem jisté redlné &islo, to-
tiZ Riemanndv integral. S takto zavedenym novym pojmem — Riemannovym integrdlem -
jsme pak dd4le pracovali a odvodili si Fadu jeho vlastnosti.

Pokusme se nyni podat ndznak obecné definice integrdlu. M&jme proto ddn opét
libovolny interval (a,b) C E, , tentokrdt ne ji% nutné omezeny &i uzavieny a na
tomto intervalu bud ddn n&jaky systém redlnych funkel, ktery si oznadfime & (a,b).
Definovat integrdl pro funkce ze systému & (a,b) znamend vlastn® udat piedpis,
podle kterého bychom uméli prifadit kazdé funkel z @ (a,b) jisté redlné Zislo.
Toto piifazeni nemi¥e v3ak byt zcela libovolné (nemd nap¥iklad smysl kaZdé funkel
pirifadit &islo 11}, musi mit jisté *rozumné® vlastnosti. Mdme-1i tieba dvé funkce
f,g2 ze systému & (a,b), které majf integrdl, chceme, aby i soufet f + g byla
funkce ze systému & (2,b) a aby integrél z této funkce byl roven soustu inte-
gréld z funkei f,g. Jinou takovou vlastnostl integrdlu by mohla byt vlastnost,

Ze integrdl 2z nezdporné funkce v intervalu (a,b) Jje nezdporné &islo anebo napfi-
klad tato viastnost - md-1li funkce f integrdl pfes interval (a,b) a interval
{c,d) je &4stf intervalu (a,b), mé funkce £ 1 integrdl pfes interval (c,d).

MiZeme tedy P{ici - zhruba - Ze zadat integrdl na néjakém systému funkci
@ (a,b) definovanych na intervalu (a,b), znamend udat zobrazeni, které kazdé
funkei f ze systému & (a,b) prifazuje jisté redlné ¥fslo, a pFitom takovym
zptisobem, %e toto zobrazeni splnuje urdité axiomy. Tedy - kaZdé funkei f€ @(a,b)
se priradi jisté rediné ¢islo, miZeme proto fici, Ze integrdl je redlnd funkce,
definovand na systému funkei & (a,b) (pod pojmem redlné funkee na libovolné
mnoZingé M rozumime zobrazeni, které kaZdému prvku mnoZiny M pPFifazuje redlné
¢{slo); redlné funkeci, definované na systému funkei, budeme Fikat funkeiondl.

Kdybychom nyni chteli podat trochu presntj3i definici integrélu, mohla by
vypadat ndsledovné.
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"} jme d4n ndjaky asystém funkel & (a,b) definovanych na intervalu (s&,b).
Integrdlem na asystému & (a,b) budeme nazyvat libovolny funkciond&l I defino-
vany na & (a,b) (tj. zobrazent{ I ze systému &(a,b) do E,), ktery spolu
se gystémen @(a,b) splnuje jisté axiomy (uvedeme alespon nejdtle?itdjsf):

1) f,g € @(a,b) =>» f+g € &(a,b) a I(f+ g =1I(£) + I(g ,

2) £ € @a,b) , c €E => cf € &(a,b) a I(ef) =c I(D) ,

Wy

3) £€ @apy, £20 na (a,p) = I 20

Vrdtime~1i se nazp¥t k Riemannov integrédlu, vidime, Ze tento integrdl je
vlastn® funkciondl na systému R (a,b) , ‘ktery viechny naie axiomy splnuje. Pro
libovolnou funkei f € R(a,b) oznadme tedy Rf = (R) [ £flx) dx .

Je-11 (a,b) C E, libovolny interval, mifeme pro jistou t¥idu funkeil defi-
‘novanych na (a,b) definovat také Newtondv integrdl (viz 3,2 ). Systém viech funk-
¢i na (a,b) pro n&% existuje Newtoniv integrél gnagme symbolem N(a,b) a pro li-
bovelnou funkei f£ € N{a,b) bud Nf = (N) { f(x) dx. Op¥t vidime (v&ty 68, 69),

%e funkciondl N splouje na systému. N(a,b) naZe axiomy.

Jaky Jje vztah Newitonova s Riemannova integrdlu? Z obecnych vEt vime, Ze
kaZdd funkce spojitd na yzavieném intervalu < a,b> mé jak Riemanniv, tak Newtoniv
integrél a oba tyto integrédly jsou si rovny. Tedy libovolnd spojitd funkee v {a,b)
leZf jak v systému R{a,b), tak v systému- N(a,b) & platf pro ni Rf & Nf . Je
také znémo, %e exilstull funkce, které majl Newtondv integrél (N) [ £(x) ax

a nemaji Rlemanndv integril (R) \[ f{x)ax (viz p¥. 3,4) a také naopak (viz 3,5).

Systémy R(a,b) a N(a,b) nejeou tedy zcela toto¥né, ani jeden neni podsystémem
druhého. Kdybychom si symbolem S(a,b) oznasili aystém ylech redlnych funkeci na
intervalu (a,b), mohli bychom si graficky zndzornit situaci agi takto:

Obrdzek &.1
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Vime také, Ze dokonce existuji funkce (a je jich hodn&!) které nema jf ani
Riemsnniv ani Newtondv integrédl (viz p¥. 3,3). Plati viak velml dfileZitd v&ta

£ € R(a,b) N N(a,b) => Rf = Nf

tj. pro funkce {ne nutn& spojité v <a,b> !}, které maji jak Riemanniv tak Newto-
ndv integrdl - oba integrdly jsou stejné.

Jak jome ji% podotkli, exdistuje mnoho funkef, které nemeji ani Riemanniv ani
Newtonlv integrdl a na3f snahou nyni je definovai "novy™ integrdl (a "novy" systém
funkel na intervaiu (2,b) )} , ktery by byl zobecninim jak Newtonova tak Riemanno-
va integrdlu a ktery by zahrnoval pokud moZno ¢o nej8irsi okruh funkef. Idedlnt
by bylo, kdyby se ndm podaPilo definovat integril nae systému ySech funkei{ S(a,b),
ale toto bohuZel netrividlné nelze.

Tedy je3t& jednou = nadfm cilem je definovat systém funkef L(a,b) a inte-
grdl L na L{a,b) (tj. funkciondl L , splnujici jisté nade axiomy), tak, aby
pokud mozZno L{a,b) byl co nej¥irdim okxruhem funkci a aby pro funkece, které jiZ
ma jI Riemanndv &1 Newtondv integrdl, se novy integrdl rovnal Riemannovu &i Newto-
novu integrdlu. Pfesné&ji, hleddme systém funkei L(a,b) a integrdl L na L{a,b)
tak , aby platilo

1) R(a,b) C L(a,b)
2) fé€& R(a,b) = Rf = Lf ,
3) £ € N(a,b) N L(a,b) =» Nf = Lf

Podninku, aby novy integrdl byl i rozd8i¥enim Newtonova integrdlu (tj. aby platilo
N(a,b) € L(a,b) si kldst nebudeme (viz p¥. 3,4).

Je nyni mnoho zplsobd, jak tento novy integrdl zavést. Podle toho dostdvdme
rizné tfidy integrovanych funkci a r&zné druhy integrdld (napfiklad zobecnsny
Riemanndv, Lebesguetv, Perroniv, zobecniny Lebesguedv a jiné). My se podrZime
metody, kterou vypracoval matematik P.J.Daniell (1889-1946), a protofe v podstatd
tato metoda vede ke stejnému vysledku, jaky ddvd metoda matematika Henri Lebesguea
(1875-1943) , budeme novému integrdlu Fikat Lebesguedv integrdl.

NaznaZfme je¥td strufnd, byt ne zcela pfesn&, myfilenku celého postupu. M&jme

redlnou funkei f . Vezméme vIechny moZné spojité funkce g na <a,b> , které
Jjsou na intervalu <{a,b> vZt3{ anebo rovny nasi funkei f , oznadme symbolem

Hela,b) = {g ; g £ f na <a,b), g spojitd } 3
pro funkce ze systému Hf(a,b) existuje Riemanniv integrdl e mdZeme poloZit
4
Tf = inf (R)fg(x) ax ,
[~3

kde infimum se bere pies v¥echny funkce g & Hf(a,b).

Obdobné miZieme de”inovat

£
LT = sup (R)fh(x) dx ,
@
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kde supremum se bere pfes mnoZinu v3ech funkei h , které jsou spojité v {a,b)
a na tomto intervalu mensi snebo rovny nasfi funkei f . Nakreslete si obrazek!

Obrazek &.2

V p¥ipadd, Ze nastane rovnost L.f = nf.f s mohli bychom tuto spolefnou hodnotu na-
zvat Lebesgueovym integrdlem funkce f pfes interval < a,b> . Ukazuje ge, Ze ta-
to my3lenka Je vhodnd, ovdem majorisovat na3i funkel £ pouze gpojliiyml funkcemi
neni je3tZ nejlep3i (zkuste spoditat podle této definice Lf = T pres inter-
val < 0,1> pro Dirichletovu funkci! Viz p¥. 3,3 ; 2,31 ); pro tuto my3lenku vy-
budovédni integrdlu je t¥eba vzit o ndco sirdf t¥{du funkei neZ jsou funkce spoji-
té. Presn® je cely tento postup vyloZen ve skriptech I.8erny - J.Maf{ik, Integrdl-
ni podet I,

Shrneme-1i, lze ¥fci, Ze zavedeni Lebesgueova integrdlu je vhodné ze jména
z tichto dvou divodi:

1) systémy funkcf{, které maji Riemanndv i Newtonlv integrdl jsou pf1lis
uzké, Jje zapotiebi nalézt ndjakou 3ird3{ tf{idu funkci, kterd m4 integrdl,

2) vEty odvozené v teorii Lebesgueova integrdlu jsou velmi silné za hodné&
obecnych piedpokladd (viz napifklad Fubiniova vita), teorie se proto dé
" velmi dobfe aplikovat na konkrétni priklady.

V tomto krAtkém udvodu jsem se pokusil - &asto ne zcela piesnd & korektnd -
nastinit problematiku zavedeni Lebesgusova integrélu.

V dal3{ ¥4stli této kapitoly podéme zdklady teorie Lebesgueova integrédlu a
pfidédme soupls jednotlivych vi&t,

M& jme dénu neprézdnou mno¥inu P , symbolem S(P) znaime mnoZinu v¥ech funkef
na mno%iné P (pozor! - pod pojmem funkce na mnoZingé M budeme vidy v dal¥im ro-
zumét zobrezeni mnoZiny M do El*; pfipousitime tedy, Ze funkce mohou nabyvat
i nekoneé&nych hodnot).

Bud 2 C S(P) mnozina takovjch funkcf, %e jsou splndny ndsledujici axiomy:

axiom (1z) : f€Z => £ Jje kone¥nd na P (tj. £(P) C El) '
axiom (2,) |: £, , £,€ 2, x4, a’zéEl = X fy + &b, € 2,

axiom (3,) [: £ €2 = |tiez.

- 15 -



To znamend, Ze mezi viemi funkcemi S(P) vydélime jistou t¥fdu funkei Z
a to tak, aby byly splnény nade axiomy.

Na mno%#ing Z bud dén funkciondl A (tj. ka%dé funkei f € Z je piifaze-
no jisté redlné ¥islo Af ) tak, Ze jsou splnény ndsledujici axiomy:

axiom (4,)|: £ € 2 = Af€E ,

axiom (5,) |: £€ Z, £20 na P= Af2 0,
axom (6) |: f ,f, €2, &, ,&,€E =>A(a'11 A ,f,) =
= QAP+ AAL,
- __’ o
axiom (7,) |: £ €, fn\O na P = Af, >0
Systému 2Z budeme PFikat gdkladni gystém fypkef, funkeciondlu A na Z pak

zékladni fupkcjondl na 2 , dvojici (2,A) budeme nazyvet gédklsdni prostor.

2ékladni systém funkei 2Z ddle roz3ifime., Definujeme systémy zR s X ’ z*

takto:

B = {res ; extetuyt £,€2, £ .7¢ },
ZX {fes(P) ; existujl £ €2, £, wf },

z¥= Ry K,

Rovn&Z tak funkcionél A - ktery je progatim definovén na systému Z -~ roz-
3{¥ime na systém Z « Pro libovolnou funkel £ € Z definujeme Af takto:

,je—li f,€%2 monotonni posloupnost funkef , f,—f na P, definujeme

= 1im Af ’
‘n—;oo

Je nutno si uvédomit, Ze
A .
a) 7;]1}?6 fn vidy existuje (objasnite pro&!),

*®
b) &isle Af (které pro funkce ze systému Z mdi%e jif byt rovno + co )
nezdvis! na vybé&ru posloupnosti fn € Z (nemiZe se tedy stat, Ze by
existovaly dvé posloupnosti funkeil f €3, gné Z, které by ob2 mono-

tonné konvergovaly k funkei f a pro néz by bylo lim Af ¥ lim Ag ),
nrco

¢} pro funkce f € 2 splyvd novd definice Af se "starym" Af (na asystému
Z byl toti? ji% funkciondl A definovén & 2 C 2 *1).

Méme tedy prozatim definovédn funkciondl A na systému z*. Pro libovolnou
funkei f € S(P) definujeme nyni jej{ horn{ a dolni abstraktnf integrél (znaZme
Af a Af),

Af = infAg , Af = sup Ak .
g=f ~ hEF
g€ z¥ he ZX
Poznamene jme pil této pifleZitosti, 3¢ inf @ =+00 , sup @ = -00 (v n&-

kterych pfipadech by se totiZ mohlo stdt - viz nap¥. 2,7 &1 2 410 - Ze k dané funk-
ci £ € S(P) neexistuje ¥4dné funkce g¢€ zR s Tesp. h € ZIc takovd, e g=2 ¢
resp. h%< f ).
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Plati nyni:

véta 8 £ €SP = ar = i

and

fE€ z*#’&r = Af = Af .

vita 9

(23

Definujme nyn{ daldf systém funkel, a to & :
£ = { £ €SP ; At=AfE€ El}.
i~

Pro funkce f € &  znalme spolefnou hodnotu Af a Af (co je kone&né &1slo)
op&t esymbolem Af (vita 9 nédm k tomu ddvéd oprédvnini).

Obor funkef o je¥té ddle rozdifme, bud

{fé S(P) ; exdstuyt £, €L, £ 7 ¢ },

{fGS(P); existuji f_€ X, fn\.f},

{re S(P) ; extotujl £,€ £, £ —r },

x?
xk’
A
£* e®fu X .

Plati tato dAlle3itd vita:

E 4
v&ta 10 :re£=>£f='3fr.

Pro funkce f € & * znadme tuto spolefnou hodnotu (kter”é‘ JiZ nemusi byt koneé&nd!)
op&t symbolem Af . Funkciondl A na systému funkci &£~ nazyvéme gbstrakiniz

Lebeagueoydm integrédlem a systém &£ * Je nejdirsim systémem funkci, pro které
Je tento integrdl definovédn. Funkee ze systému A nazyvime p&iitelné.

Ovérte, Ze platf nésledujici vztahy:

z2cfnzk, z2c & ,&=£n&", Rc £
Kk, 2¥c&*, £¥cA .

Jak je moZno tyto inkluse graficky zndzornit viz na ndsledujici strand (nahofs).

MnoZina M C P se nazyvd pulovd, JestliZe AA'cM =0 (cll Je tzv. charakte-
ristické funkce mmoZiny M , je definovdna tekto: ¢y (x) =1 pro x€ XM ,

oy (X) =0 pro x € P - M). Hekmeme, %e funkce £ a g Jjeou na mnoZind P

skvivelentn{ (budeme znadit f ~ g), jestliZfe mnoxina {x € P ; f£(x) # g }
Je nulov4,

Plati tato véta:

véta 11| : £~ g => Af =hg, Af = Ag.

25535 P2 17



Obrdzek &.3

Tedy horni a doln{ integrél funkce f se mezmdni, zménime-1i funkei f na nulové
mno#in&. Proto definujeme horni a dolni integrdl i pro funkce, které jesou defino-
vény - jen "gkoro viude"” v P , tj. jsou definovdny v3ude aZ na nulovou mnoZinu.

Je vidét, Ze funkei f ndZeme na této nulové mnoZind dodefinovat jak chceme,
ani% ti{m zménime hodnotu jejfiho hornfho &i dolnfho integrélu.

Bud dén nynf urdity vjrok V(x) tykajfci ee prvkl mnofiny X C P . Helmeme,
e V(x) platf skoro véude (v X), jestliZe mno¥ina { x € X ; V(x) neplats }

je nulovd. MiZeme tedy kupiikladu Fici, %Ze funkce f a g Jsou ekvivalentni,
prévé kdy? f = g skoro viude (v P) .,

-~ Pro libovolnou mnozinu M C P definujeme jejf ypiiSi mfru & M predpisem

~JS

nJt
) M = Acy .
- . : *x*
~Je=11 - Cy e L y definujeme tzv. mirv pnoZipny N

LM = Aey .
Systém véegh mno%in M C P’y pro n¥% ey € £ , znafme symbolem @72 . MnoZiny
ze systému ZX nazyvéme mifitelnd, funkei .« pak Fikéme pira na % .

5535 22
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Je-11 tedy ndjakd mnoZina nemifitelnd, mé pouge vn¥j¥i mfru, nikoliv mfru. Pro
mi¥itelnéd mnoiiny mira splyvd s vnéji{ mirou.

Bud nynf{ M ('.; P m&fitelnd mnoZina, f € S(P) 1libovolnd funkce na P . De-
finujeme funkei f takto:

?(x)sr(x) pro xeu,‘?(x)=0 pro xéP-M,

“ti. ? = f.cy (kde pochopiteln® chépeme O . +00 =+00 . 0 =0).

Flati ndsledujici véta:

véta 12] : f e ) = T € 51, xde 2 ndfe znamenat kterykonv*
[ ze Byﬂtém g ’ x? » xr ] x ’
A .

Je-1i opdt M C P miFfitelnd mnoZina a funkce f Je definovéna pouge na mnoZind
M , definujme funkei f nésledowvnd:

£(x) = £(x) pro x€ M, f(x) =0 pro x &€ P-M,

X *
Kone&n# definujeme systémy Jé'” ’ o?:, 3,, » -"eM 3 AM
vztahem
f € .Q“ & r el s kde 2 op¥t mife znemenat libovolny
s r’s * 2

ze systémd &£ , £, L ,L .
Upozorn¥me znovu, Ze tyto systémy definujeme pouze v piipadé M € 777; napilieme-1i
proto v dalsim .8” , automaticky pFedpoklddéme, ¥e mnoZina M je m¥Fitelnd.

*
Pro funkce ze systéml &£ y definujeme Ay - integrd] pres mnofiny M -

pfedpisem
AMf=Af (=AHf B’,&Hf)°
Nyni lze odvodit nésledujicf véty:

A/ O mife & méPitelnych mnoZindch

QO .
vita 13 :Mnem’:}fau’unem, ﬁfune' ., W -WEw,
- A= g

véta 14 | : @ € X,

oo 00
vita 15| : M € 2% #&(%k_.{un) £ ) aw

Nmy

Jsou=1i naviec mnoZiny M, po dvou disjunktni, plati rowvnoat ,
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vita 16

véta 17

Hn € M| ll.lC uzc M3 Coevove = (“'(uL-Jf“n) = 1im ca.lln s

n->00

M € s My My D My Devene, by <+ oo-)/c(ﬂ_'un)

M
M,

B/ Pro integraci posloupnosti a fad funkcd

vita 18

véta 19

véta 20

véta 21

vita 22

"

(3]

r4
a/ £ € a‘?f” » £, 7 f skoro viude na M#féé?j ’
Ay £ Ay T 7
e e X £ NFf ok.wS.na M = re&)
n M ' n sYEe M P

Ay £, —> Ay £ /tav. Leviho vita/,

£, € 'AM » £,—> £ sk.vi. na M , existuje funkce
g € .‘ZM tak, Ze |fn(x)l < g(x) pro viechna n a sk.vi.
x€EM =L €L, a Af —sAf
/tzv. Lebesgueova vita/,
fn 3 .f” ’ C‘.‘“ < +to0o |, £, —3f na M ftj. posloupnost

funkel £, konverguje stejnom®rné k funkei f na mnoZind
M/=> fe.ZM a Ay f, — Ay £,

a/ vnE/l” y Va2 O sk. vi na M,

[--]
v = Z v, gk. v, na M =p vc—'x; a Auv

- E

=7
b/ vne/l.” y Vg% O gk. vE. na M,
2 '
vs= E1vn sk. v8. na M => vé&f” a Ayve=
00
=2;1Anvn /Leviho vita / ,
vne/L y V= Xvn sk v8. na M , necht exiatuje
=7 ,
funkce geé’f tak, %e pro vechna k a gk.v8. x € M
= 2 Ay
n--!

/lebesgueova vita/ ,
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= v atejnomZrm¥ na

o0
vita 23| s v € ."fM y M < + o0 , n;vn

ll—bveo?f'” a Ay v

) nﬁfﬁ n *

C/ Pro zévislost na integrainim oboru

' *®
vita 24 | : M nulovd, fE€S(P) => f €L, a Af=0,

vita 25| : MNE N , NCu, t€E€L, = re L,
/obdobn& pro. systémy &L~ , LX, £* AN v,

vita 26| : My , <oy M € 77 po dvou disjunktni ,
¥ 2
M= UN, = A f= by £
=1 i M Jm i '

mé=11 Jjedpa strana smyasl
x

/tj. je budto f¢€ .;'f; anebo Je f € J‘CM_ pro vdechna i =
(4

= 1,s4.,0 a soulet vpravo mé smysl/,

oG
véta 27| : M € Zf po dvou disjunktni, M = Hmi ,

o0
* -
teLy S = ‘;Auif,

vita 28| : M €M, M C M, C M3 C aveny M= }._J’ui,
L 3 .
fe‘x” = Auf=nhigaunf,
vita 29| : M €2, MO M OM D ..., M= M,
=1
€& £= A .
T m, = Ay !1_2.& Mnf
D/ 0 m&¥itelnych funkeich ‘
vita 30| : £ €A, £ —fakvE.v M ted,, ,
véta 31 :fE/lM,geo‘é’ﬂ,lflégak.vi.vll%féxﬂ,
+ x ®
vita 32| : €A, & fe¥, |, £€L,

+ .
/kde f = max (£,0) je tzv. kladnd &4st funkce f , £ =
= max (-f,0) zdpornd Zhst £/ ,

‘ R
véta 33| : a/2 €l , £20 = £€X, ,

veEA, , ££0 = teX,
R
c/teN, = lelekt, ,

/odtud specidlnd plyne, Ze
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yEAy &S ue W,

tj. mnozina je m¥Fitelnd, prdvé kdyz jejf charakteristickd
funkce Je m&iitelnd/,

[veta 34 | : feAd & existujf £, €2z, £, —>f sok. vi.,

* - b4 - R
vita 35| : €A, — &, e ¥, |, e, ,
+— -]
hy £ =4y £ =2+ 00,
* o
vita 36 | : £E€A L WAL=+ , hf=-00 .

E/ O integrdlu

vita 37| : £ € £ = £ je kone¥nd skoro viude ,
R
vita 38| r a/ f € £ = £ > - 00 sgk. vi. ,
e eLX=>pe < +00 sk vE. ,
*
véta 39 | : f,ge.?M y £ = g sk. vB. v Il'-#AurﬁAug,
%* *
véta 40 :fefM,ceEI#c.rE&.‘:’MaAu(cf)=e.kuf,
véta 41| : £€ £, , 86X, ,nechi nd mysl soulet

Ay f+A g => skoroviude v M mé smysl soulet f + g,
E 4
Jest f+geZM ,

lrve =hyterye

vita 42 | : fé‘&.’; & e :e; y £ € Z; a mé amysl rozdfl
Auf"'-Auf"/potomavéemJe Anf'-'nuf"'-anf'/,

vita 43 rexzﬂlhr]é-aulrl.

vita 44 | : feA”-}[reu“.’”é-)Ifle'rM],

vita 45| 1 £ =0 skowvl. v M ,A £f=0 = £~ 0 v K,

véta 46 | 1 £€XL =) existujl f € Z a funkce g€ X tak, Ze

|t |= g a £, — £ sk.va.

Ne jalleZitd jsfim pirikladem sékladniho prostoru (Z,A) Je p¥ipad, kdy zvolime
P = B, , za zékladni systém funkci zvolime systém funkei C, a za zékladni funk-
ciondl A Riemanmiv integrdl pfes Er . Podrobndji -~ Gr ‘Jo systém vB8ech spoji-
tych funkef v E, , kaZdd =z nichZ je rowna nule vné n¥jakého kampakiniho interva-~
lu. Je3tE jinak Feleno, definujeme-l1i pro libovolnou funkei f v B, JeJf nosid
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( x€E,; £f(x) # 0 } /kxde pruh znamend uzdvir v E, /,
Je C, syatém vdech spojitych funkel v E, s kompaktnim nosiéem. /Ukaite, Ze

C. tveff zékladni syetém funkei, tj. splauje axiomy , 25 53, 1/

Pro libovolnou funkei f € Cr definujeme Af Jjako Riemanniv integrdl
funkce f pf'es E . :

Il Je=l1 f € Cr ’ ex:i.stu;je kompaktni 1ntarval IcC E , Vn& kterého je £ =0 ,
definu jeme

(R) ff = (R) ff(x) ax .
E z
Ukaite, Ze .
1/ £ € C. => existuje (R)If f,
' r
2/ (R) f f nezdvisi na vybiru intervalu I .l
I"

Lze ukézat, %e Riemanniv integrél pfes E, splnuje axiomy 4y =Ty /pro 2=C_ /.
Roz${Ff{me-1i nyni zékladnf systém 2 = cr se zékladnim funkcionflem A = (R) [
dostaneme teorii, v niZ plati jeXtZ navic n&které daldf dlleZité vity /které obec-
n& nemusf{ platit/. Roz¥{fenému funkciondlu Ffkejme v tomto pPfpadé krdtce Lebes-
guelv integrdl, pfisluiné mife Lebesgueova mira. Je-li zapotiebi zvld3tZ vyzna¥it
zévislost na dimensi Ep fike jme podrobndji r - rozm¥rny Lebesguedv integrdl,
r - rozmérné Lebesgueova mira /zname ji asymbolem Mt /+ Systéu viech mFitelnych
mno%in v E, znalme symbolem 7%, . Lebesguelv integrél pFes mnofinu M C E,

znaéme (L) f anebo - nehrozi~-li nedorozuméni - krétece / .
M ' M

vita 47| : a/ £€Z € £>-00 vludev E , £ &0 vné nijakého
kompaktnfho intervalu, f Jje polospojitéd J/
zdola v E .

b fEZ &> £ <400 vauaev E, , £%£ 0 vn¥ ngjekého
kompakinihe intervalu,

£ Jje polospojitd ]/ ghora v Er ’

o/ Z=28n K ’

vita 48 : f je spojitd na m&Pitelnéd mnoZind ¥ = f e./LM ’

véta 49| : bud I C E, kompaktni intervel, nechi existuje

®w/r = rel, e /¢ = (L)ff ’
I - Ve Vs

1/ Funkce f se nazyvd polospojitd zdola /shora/ v bod% x, € E, , JestliZe
ke kazdému & < fix)) (o )f‘(xo) ) existufe okoli U(xo) bodu x, ta-
kové, Ze f(x)>a (f{x)< &) pro viechna x € Ulx)) .
Funkce f se nazyvé polospojité zdola /shora/ v mnoiiné M C E, , je-1i polo-
spojit4 zdola /shora/ v kaZdém bodé mnoZiny M .
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vta 50 | : M C E, oteviend nebo uzaviend = M € w.,.

v&ta 51| : I CE, bud interval /libovolny/ => 1 € 7%, a

(u,rI =vol I
fkde wol I znamend objem intervalu I , viz téZ pk. 7,18/,

vita 52 : &/ kaZdé jednobodové mnoZina v E. Je nulov4,
b/ kakdd spoletnd mnoZina v E, je nulovd ,

| vita 52 |
véta 53| : a/ & >0 = [;’(’;ex(a,+°°)<=>a>4]

véta 54 :  existujl nem&Fitelné mnoZiny a nem&ritelné funkce, presn&ji
o~ ] A

a/MCEr, AW > 0 = existuje I‘aCM,N¢mr,

b/ M CE,, M€ 7, , Al > 0 = existuje f takovéd,

e f ¢'A'M »
— fatd
vi&ta 55 ! : MC Er =2 M = énnfM &G
G oteviens

vita 56 | fE./lM < pro kazdé ¢ €E Je {xEM; £f{x) > c}em,

vEta 57 | : bud f omezend ne intervelu <a,b>C E, , potor
z .
(R) /£ existuje <> mno¥ina

-5
{x € {a,b) ; £ neni spojitd v bodd x } Jje nulovd

Oznadeni .

Je-li M C B, , nech¥ pro ka%dé y € E, Je

Kt {x € E, ; [x,y]e M}

a pro kaZdé x € E, je

5 *

{vy e B, ; [x]e€ M} /kreslete v rovind !/.

Je-li funkee f definovéna v mno¥ind N C E,.q » Oznafme £*Y | resp, £¥o¥

*,
funkei definovenou v M s Tesp. 1** yztanem

*,
f 3’(J!:) = £(x,y), resp. ¥ () = ¢ (x,y) &

véta 58| : /Fubiniova/
Bud M C E_,  méfitelnd mnozina, bud M’ primét mnoziny M
do preostoru Er prvnich r soufadnic, tj.

M'={x € E, ; existuje y€ E, tak, fe [x,7]eX }
/kreslete v E, ! / ,bud fe &,,.
Potom pro sk.vd. x €E. je £%* ¢ :Cf, X, ¥
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* *
ozna&ime-1i F{x) = (L)f £ y jJe F € éfﬂM ,

HX,*
a W/ = w/r.
M A’
Pripomenme si nyni definici reguldrniho zobrazeni.
Reknéme, %e zobrazeni f = (fl ses ey fr ) mno¥iny M CE, do E, Je

reguldrni{ v mnoZin& M , jestliZe

1/ M je oteviens, X
2/ funkce f /i = 1ly.ce,r/ maji v mno%ingd M pojité parcisdlni derivace,

3/ Jacobidv determinant zobrazeni f

o, 2,
9u’ (‘!&)) ........ 3 5 ?'['u)

Df (u) = .-..........‘....'....-.-. #0
afr fn
2, R T (%)

pro v3echna u = (up,.-.,u) € M .

vdta 59 : /vita o subsgtituci/

Bud f prosté a reguldrni zobrazeni mnoZiny P C Er na mno-
Zinu RCEr /tj. £f{P) = R/.

Potom
/F(x)dx = /F (fiu)).
R »

méd-1li jedna strana rovnosti amysl. _

Df(u) [du .

viéta 60 : /vita o spojité zavislosti integrdlu na parametiru/
Bud f(x,a) funkce definovend v mnozin& M x A , kde
MCE ,ACE, , nechi
1/ pro kazdé a €A Jo f(x,a)€ N, /presnéji £%A,,/,
2/ pro sk.v8, x €M je f(x,a) spojitd v mnoZing& A jakoZ-
to funkce & /pfeasndjl funkce £ X% je spojitd v A /,

3/ existuje funkce g € éfM tak, Ze nerovnost

|f.(x,(x)} = glx) je spln¥ne pro sk. v8. x€ M & vSechna

X E A .
Potom funkce f(x,d) E&fM pro viechna « € A /piresndji

t¥%e x,.., / a funkce F ,

f!
F(a)=;1/ flx,x) dx ,
Jje spojitd v mnoZin& A .

viita 61_‘1 : /véta o derivaci integriZlu podle parametru/
o ) Bud flx, @ ) funkce definovand v mnoZind M x I , kde M C Ey
a I je interyal v E, , nechi
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1/prokatdé @ €1 Jo £ '€ A,
2/ alespeh pro jedno ¥ € I Je £ *e &, ,
3/ existuje nulovéd mnoZina N C ¥ tak, Ze pro vSechna
x€&M=-N aproviechna &€ 1
8/ existuje konoéné_ gg— (x,ax) ,
b/ existuje funkee G € &£, tak, Ze
f l‘
Potom '
I/prokasdé €1 jo t*%e &, , oznatme opit

F{x) =fr(x,ar) ax ,
M

I1/ pro kaZdéd X € I Jo
)= S L xarax
N @
véta 62 | : /geometricky vyjznam integrdlu/
Bul R C B, mnofina, £ € S(R), oznaZme
N, (£) ={ [x,y]€ RxE ;0<y <r(x)} ,
Ny (£) ={ [z,y] € R x Ey ; O‘jéf(x)} ’
graf £ ={[x,3] € RxEy ; y = £(x) } .
I/ Je=-11 f epojitd v R, R uszaviend, jsou mnoiiny graf f,
N,(f) uzaviené v E,., & ’
1/ (%pyyigraf £) =0 ,
2/ je=li navic £ 2 0 v R, je
., Wy (0) = cm[ 2(xax .
11/ Je-1i f spojitd v R, R oteviend, Je mnofina Nl(f)
oteviend v E_ . « Jé-1i navic £®0 v R, Je

Hopry (B (D)) = (L);/‘f(x)dx .

Jako dedatek k této kapitole uvedeme jedit® definieci a zdkladnf vlastnoati
zobeenéného Newtonova integrdlu. ‘

definice 63| ¢ /definice zobecndné primitivni funkce/
Bud (a,b) C E;, interval libovolného druhu. Funkei F nagy-
véme zobecninow primitivnl funkcl k fupkcl £ pe intervalu
(a,b), Jestlize
1/ F Jje spojitd v (a,db) ,
2/ existuje koneind mnoZina K tak, Ze
F=f v (ajb) -K.
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véta 64 | : Jsouw-li F , G dv& zobecnéné primitival funkce k funkei £

v intervalu (a,b) , existuje konstanta k € E, tak, Ze
f - G = k v (ﬂ ’b) L]

definice 65| : /definice zobecn&ného Newtonova integrdlu/

Bud (a,b) C E, interval, f funkce na (a,b). Necht existuje
zobecn¥né primitivni funkee F k funkei £ v (a,b), necht

existuji vlestn{ 1lim F(x) , 1lim F(x) .
x+a, x>

Potom rozdfil 1lim F( x) - lim F(x) nazyvédme zobecndnym Newtono-
X B S a,

vym integrdlem funkece £ v (a,b) a znaém nésledovné
A 4

(ZN)_/f = (ZN) / £{x)dx = 1lim F(x) - lim F(x) = [F(x)] .
& a X+ b X a, a

Pozg_éy_cxl : 4

a/

b/

e/

a/

e/

£/
-

h/

k/

{2ZN) J £ nezévisi na volbZ zobecnénéd primitivni funkce k funkeci f
v (a,b) ,

neexistuje-1li zobecnZnd primitivni funkce F k funkeli f v intervalu

(a,b) anebo neenat&u,je-li n&kterd z limit 1im F(x), lirg F(x) vlastni,
+ —

+
tikéme, Ze (ZN)ff neexistuje,

v deﬁn#ci zobecnéné primitivni funkce k funkei f v {a,b) a v definici

(zN) / £ neni t¥eba predpoklddat, %e funkce f je definovdna v celénm

intervalu (a,b), staZi, je-1li definovéna v (a,b) - M , kde M Jje ko-
ne&nd mnoZina,

je-11 F zobecn¥nd primitivni funkce k¥ funkei f v intervalu (a,b),

kde a,b € El a je=1i navic P mpojité v(a,b) ] Je

(szf Fo - R
existence ani hodnota (ZN) _f f se nezm¥ni, zménfme-li hodnoty integro-
vané funkce f v koneZném poétu bodld v (a,b) '
pro libovolné & € E, definujeme (ZN) f £=0,

Je=li a ) b , definujeme (ZN)/f - (ZN?{f s pokud (m){f exiatu-
Je,

gopakujte si t6Z definici Newtonova integrdliu, porovne jte tuto s definici
ZN - integrélu, '

rovnéZ tak ndsledujici vity formulujte pro Newtondv integrél.
£

véta 66 | : Necht existuje (ZN)ff , potom

c

a/ pro libovolné ¢ 2(a,b) existuje (ZN)/f .

b/ ozna¥ime-1i pro ka%dé x € (a,b) _@(x) =a’(ZN) £, Je f
zobecn&nou primitivnf funkef k funkel f v intervalu (a,b),
pritemsz F(x) = £(x) v téch bodech, v nich% f Jje spojitd.

vita 67 :Je-li a < b < c , potom

e £ e
(Zri)/f=(ZN)_/f+(Z‘N)‘{t,
a Q-
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exdstuje~1i budto integrdl vlevo anebo oba integrdly vpravo.
4
véta 68 | : Nechf existujf (ZN)/f R (ZN)/g , necht o, 4 ¢ E, . Po-

tom existuje také (zn)f(a:f + A g) a plati
(sz(a: t+ O = cr(zm/'r +,o(zn)/g :

v&ta 69 | i Nechf extstuje (@) /f ,necht £20 v (a,p) - H , kde X
je koneé&nd mnoﬁ.na.

Potom (zm) /£ 2 0.
-3 .

I vita 70 - ¢ /integrace per partes pro ZN - integrél/
Nechf F , resp. G Jje zobecnsnd primitivni funkece k funkci £,

resp. g V intervalu (a,b) .

(ZN)/F-G'—'[GG‘] -(m)[fG'
a

maji-1i alespon dva vjx;azy v této rovnici amysl.

~ Potom

vita 71| : /substitudni metoda pro ZN - integrdl/
Nechi

a/ funkce g Jje spojitd a ryze monotonni v intervalu (& ,4)},
o/ g ({a,3)) = (a,b) ,

¢/ existuje vliastnf g'(t) £0 v (a,b) - M , kde M je

koneénd mnoZina.
Potom £ '
(szf = (ZN)&/‘f(g(t)) . |8t | at ,
a

existuje~1i alespon jeden z t¥chto integréld.

véta 72| : Nechl £ jJe spojitd v {a,b)> ,

< £
(zu)ffl < @ [le] .
a a

véta 73| : Necht f je spojité a omezend v (a,b) - K, kde, X je
kone#n4 mnofina, nechf a,b € E, . Potom (ZN)J f existuje.

Potom

véta T4 | : Nechl funkce f je 8pojitd v intervalu {a,b) , kde b€ E;
anebo b +00 . Necht |£|=< g v {a,b) a nechi existuje

*
(ZN)fg « Potom existujf také (ﬂl) f a (M)Jlfl .

vita 75| : Nechi funkce f , g jsou spojité v {a,b) /o € E; nebo
b = +00 / , necht funkce g Je monotonnt v {a,b)

Potom (2V) / f.g existuje, jestliZe bud
a2

1/ (ZN)[f existuje a funkce g Jje omezend v (a,b)
/Abelovo kriterium/ anebo
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X
2/ (Z‘l)/f Jje omezenou funkei proménné x v (a,b)

[~
a 1121 g{x) = 0 /Dirichletovo kriterium/.
Y+ b_
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2,1.

2. Z4kladni vlastnosti vech aystémd

Znovu si zopakujte definice zdékladniho systému funkef 2 , zékladniho
funkeciondlu A na Z i definici zékladnfiho prostoru (Z,A). Uvidomte =i,
jakym zpisobem se roz3iif{ zdkladni aystém Z s funkciondlem A na systém
& vEech integrovatelnych funkef! s konednym abstraktnim Lebesgueovym inte-
gréilem A .

Zhruba Fefeno - nejdfive se zékladni systém Z /ktery Jje prilid "uzky"
/roziif{ na 8irsi obor funkci 2™ a pro funkece z tohoto systému ase definu~
je "prirozenym” zplaobem integrdl A . Poté se pro libovolnou funkei defi-
nuje jeji horni a dolni integrdl /¥ ,’éf a v pPipadé, Ze tyto dvd hodnoty
splyvaji a jsou koneéné, Fikéme, Ze £ leZi v systému & . SpoleZnou hod-
notu Xf a Af pak nazveme abstraktnim Lebesgueovym integrdlem funkce f .,
Odtud jif lehko utvorime aystém funkei & ¥ a systém m&Fiteinych funkei A .
Konedn¥® miZeme definovat systém m&¥itelnjch mnoZin 222 a integrél pies li-
bovolnou mnofinu z tohoto systému.

Schematicky by bylo moZno cely postup zndzornit ‘asi nédsledovn&:

(Z,A) zékladni prostor

i

(Z*, A) ~ prvni roz#ifeni pomoci monotonnich
limitnfch pfechadd

Aif , ar definice horniho a dolniho integrélu
b z libovolné funkce

(£, A) definice oboru funkc{ s konednym abstrakt-
nim Lebesgueovym integrdlem

*
(£7, 1) definice oboru funkcf s abstraktnim Lebes-

gueovym integrdlem /ktery miZ%e mit i ne-
kone&nou hodnotu/

systém vdech méfitelnych funkel

asystém viech mZFitelnych mnoZin

f integrdl pifes m$¥itelné mmnoZiny
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Jednotlivé kroky, definice i jejich oprdvnéni je zapotfebl si velml podrobné
rozmyslet. A% si celou teorii projdete, pokuste si ji ilustrovat na nékterdém
z konkrétnich pfikladd 2,5 - 2,23.

2,2.| Rozhodnéte, zda ndsledujici mnoZiny funkei tvori zdkladni systém 2

(P je libovolnd neprdzdnd mnoZina):

a/ 2= {f€S(P); f je konedndna P}, tj. 2 Je systém viech kone¥-
nych redlnfeh funkef na P ,
v/ 2={ £€S(P); £=0na P}, tj. systém Z sestévé z jediné funkee

identicky rovné nule na P ,

e/ Z = { £€sS({0,T)) ; flx) = a.sinx, & probthd mnoZinu vdech redilnych
- esel },

&/ 2=1{f£€s(B) ; £ Je spojitév E },
e/ 2= S(P), tj. Z Je systém viech funkefi na P ,
£/ Z = { f €S(P) ; £ je koneZnd a nezdpornd na P } ’

g/Z={fES(P); £ Je konednd a zdpornd na P},
h/ 2 ={ £ €&S(E) ; existuje viastnf derivace £ v E, |,
i/Z={f€S(P); f Je omezend na P}.

“_v pripadech a8/, b/, ¢/, 4/, 1/ tvori ; v pripadd e/, g neni splndno
1,5, 2, 5, v p¥ipadé £/, b/ neni splnino 3, _n

2,3.| Bud 2 24kladnf systém funkci, zjistéte, zda funkciondl A na 2 splnu-

Je axiomy 4A =T _

a/ je-1i a € P , definujeme pro £ € Z funkeiondl A vztahem Af = f(a),
B/ f€Z — Af =0,

c/a€&P, £€Z — Af =~ £(a) ,
a/a€P, f£€7 — Af=|fa)|,

e/ f€Z —> Af = gup £{(x) .
- XEP

”_V piipadech a/, b/ jsou axiomy splnény, v pfipadé ¢/ neni splnin axiom
550 v piipadd 4/ axiom 6,+ v pFipad¥ e/ nemusi byt splndn axiom 451 649

'TA '__U . ' -
244. | Definujme systém Z na intervalu (0,1) takto:

f € 2, prédvé kdyz f Jje spojitd na (0,1) a existuje konednd

lim £{x) .
x-+0,

Pro funkce ze gystému 2 definujme Af = lim f(x)
X0
+
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2,5+

2,6.

UkaZte, Ze ,
a/ 2 tvoPi zdkladni systém funkci,

b/ funkeiondl A splnule axiomy 4,, 5,3 6,

¢/ funkeiondl A nespluuje axiom 7, .

Jaké by byla situace, kdybychom systém 2 1 funkciondl A definovali
ste Jn& - ale na uzavreném intervalu {0,1> 7

Bud Z mo#ina vdech funkci definovanych na intervalu (0,1)
f(x) = ax, tj.

Pro

tead

z={fes (0,1 ; &

DokaZte, Ze

1/

2/

3/
4/
5/
6/
7/
8/
9/

resp
reap
Af

£ =

4+ 00

pA

frog

£{x) = ax dJdefinujme Af

ax pro x € (0,1)} .

8 .

tvotri zdkladni prdstor,
Pz {f,0} F=zu{e_}, Ke £, ,

£

- 00

= +00

je funkce rovnd identicky + oo ,
na (0,1} ,

, AF =-0c0 ,

S
’x.-.z*:_/\_’
tedl , ge A I} f.ge A ’
Jjediné mZ¥itelnd mnoZina Jje prédzdnd mnoZina,

<=

f=g na (0,1) ,

(0,1) ¢ ax , c&?(o,l) =+0 |,
A C(0,)) , A#0@ , ozname x = inf A , potom

bud

a/ (#ZA=+00 , je-li x=0,
3 v/ AZa=x1 , je11 x>0,
10/ f€2 2% nn (£,1) € 2,

11*/feA=)é)prokaﬁdé ¢ €E je{xG(O,l); f(x))c}em

/viz vétu 56/ ,
A

® A
12/¢ed,f=2 v (0,9, =0 v (3,1) % Te

/uvédomte si viak, ze <2, 1)¢ 22, viz vatu 12/ .

Necht systém 2 je stejny jako ve cviZenf 2,5 , tJ.
fez & £ €5 ({(0,1)) a existuje k €E, tak, Ze £(x) = kx

pro x € (0,1) .
Pro libovolnou f € Z polo¥me Af =0 .
DokaZte, Ze

1/

(Z,A)

tvoit

zdkladni prostor,

2/ =z} , Fu{r } /Jderinice runket £,

£

- Q0

Je v piFedehozim cvideni 2,5/,
-3 -
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2,7.

2,8.

3/ Af, o, =Af_ =0,

o L =8%=A =35 ((0,1)) ,

5/ ka%dd mnoZfina v (0,1} je m&Fitelnd a nulové,
6/ £€S ((0,1)) = £~ 0 a Af=0,

7/ f,8 € S((0,1)) = £~ g,

8%/ £€2z 3% mn(f,)€ 2z,

9% e = nin(£,0€£L.

Bud Z systém vdech funkc{ definovanjch na intervalu < 0,1) tvaru
£f{x) = kx , tJ.
Z = {fE 5 ({0,1}) ; f{x) =kx pro x € <0,1)}.
Pro £€Z, f(x) =kx poloZme Af =k .
DokaZte, Ze
1/ (Z,A) tvobi zékladni prostor ,
2/ ®=3zu {fl} , zX = Zu{fa} y kde’ £y 5 vesp. £, je funkee
rovhd +o , resp. =00 na (0,1}, flcm = £,(0) =0 ,
3/ £y > 0 = e¢gz*, ir
7o) < 0 = rgz¥ , ar
*
4/ £ =32, £L=3%=A ,
5/ 3 ={6} , ti. jediné méritelnd mnotina je prézdné mno¥ina.

+ 00 ’

- 00 s

Definujme zgkladni systém funkci{ Z stejnd jako v pfedchozim prfkladd
2,7, Pro libovolnou f € Z poloZme Af =0 .,
DokaZte, Ze

1/ (Z,A) +tvori zdkladni prostor,
2/ Z} ='Zu{f1} ’ ZK=Zu{f2} » kde funkce £, , £, jsou
definovény stejné jako v p¥. 2,7 ,
eo>o0 = rgz¥, kt=r0
{0y 0 =>f¢z*,‘éf=-oo ,
4/ f e L € f£0) =0,
5/ f € £ = af=0,
6/ €L = L=A 45 (Lo, ,
7/6 € 7 & AC(0,1) /tj.kayz O ¢ A/,
8/ 8 € =>ur=0,
9/ P =<0,1) ¢ XN ,
10/ 0€EA = dA=+00
11/ £ v g & £(0) = g(0) ,
12 £ €2 3 oin(f,1)€ z,
13%/ fed = pin (£f,06 L .
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2,9.] Bud z={f€S(E) ; £ Jje konstentnima Ey}. Pro libovolnou f € Z

definujeme Af = £(0) .
DokaZte, Ze
1/ (2,A) tvoi{i zékladn! prostor,
2/ =20 {f,00}s =2V {f oo}y ke £, 00 /f oo/ Jo funkee
identicky rovad + 00O / =00/ na El ’ '
3/ £ ¢ S(Ey) = Xe =-sup £(x) , Af =inf £(x) ,
xEEl xGEl
& £ =12 , L= = A ,
5/ 7 = { g, El} , ti. jediné m&#itelné mnoZiny jsou prézdné mnoZina

a cely proastor E1 y piicemi

(u(¢)=0,(uE1=1 ’
/Mg = &ar=1.

2.10.) Bul Z={f€5(<0,1>) ; £ Je konetné a £(x) =0 pro viechna

x €<0,1> s vyjimkou snad kone¥ného po&tu bodd } ,

pro f € 7 definujme Af = 2 f£(x) /jednd se o konedény soufet ! /.
x€<0,1>

DokaZte, Ze
1/ (Z,A) tvofi zdkladni prostor,

2/ £(x) > 0 pro nespodetn® mnoho Xxé€<0,1> =P Af = +00

"_zjistéte ne jaFive charakteristiku systému 2Z° a uvddomte si,

2e inf @ =+ oo _| ,
£(x) < O pro nespofetné mnoho x €<0,1> = Af =-00 ,

3/ jedind nulovd mnoZina je prdzdnd mnoZina,
" 4/ & ={f€ 5«01 ; £(x) #0 pouze pro spofetnd mcho x€<0,1)

2
® xe<0,]!£(x” < v } !

5/ £ € ¥ = Af = Z f(x) ,
x€<0,L>

6/ /A = { £f € 5(<£0,1>) ; f£(x) #0 pouze pro spoletnd mnoho
x €<0,1>},
773 = { AC<0,1> ; A je spodetns } ,
8/ A¢c FH =%(aa = +00 , je-11 A nekonelnd spoletns,
(YA =n , je=11 A konelnd a mé prdavd n prvki ,
9/ A €<0,1> Je nespoletnd = ZA =+00 ,

n

2.11 |Bud P spotetns neprézdnd mnozina, nech¥ 2 ={ £ES(P); £ g

konend na P , f # 0 pouze na koneiné podmnoZind P} .
Pro £ € 2 definujme Af = %P £(x) /jedndé se o koneiny souset/
) x _

B55B Z3
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DokaZte, Ze _ :
1/ (Z,A) tvofi zdkladni prostor
2/£%0 na P= rezt

ﬂ_je-li P = { Xy *2, Xy eses } , definujme f;j (xn) =0 pro

J<my £5(x) =min (§ £(x)) pro j Z2n, potom

£,€2, f st |,
v N\ =sp :
Teesm =220 t'c 2" c ™ o poursje oo vera 32,
4/ xa%dé podmnoZina P je m3fitelnd , :
5/ MCP =% al =+00 , Jjo-11i M nekonend

(UM = n y Je-li M kone¥nd a mé prdvé n prvil.

2,02.| Bul P dvoubodové mnofina, P ={ a, b}, nechl

Z={£€S(P); £ jekonetndna P }. .

Pro £ € Z definujme Af = £ (a) + 2£{b).
DokaZte, Ze: _

1/ (2,A) tvof{ zékladni prostor,

2/2€R @ £>-00 ma P

re® & £<+00 m P,

i/€=2, A=s®,

s A -&% 20,

5/ ka%fdd podmnoZina P Je méFitelnd, pii ZemZ

® =0, wla) =1, wfv} =2, &P =3 .

(2,13.{ Bul opst P dvoubodové mozina, P = { a,b},

necht Z={f€S(P) ;i £ Je koneZné na a f(b) =0}.
Pro £ € Z definujue Af = f (a).
DokaZte, Ze:
| 1/ (Z,A) two¥i zAkladni prostor,
2/ =z U {fl}, * =z u{fz} s kde' fy, f, jsou definovény
takto: fy(a) =+00 , f5(a) =-00 , f£,(b) = £,(b) =0,
3. £m>0 = ¢ z*, Ar=+o00 !
)< 0 = ¢ ¢ 2%, ar=-00
€ =2, L% 2% = A,
5/ definujeme-1i funkei ¢7 pi"edﬁisein
() =1, %¥(a) =+00 ,
Je A@ =T_90 = +0C a pfesto ¢¢./L '
6/ jediné m¥fitelné mnoZiny jsou # , { a} s+ pFi Zemi

@@ =0, wfa}=1,
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7/ mnoiiny { b}, P jsou neméritelné a

| @{vh= &=+,
8/ je-1i funkce Y rovne identicky + 0©© na P, je wEA .

2,14} Bud P = <~1,0) U (0,1>, definujme funkece 9, , 52, takto:
s’ﬂl(x) =0 pro x€<-1,0) , 901(::) =X ‘Ipro x € (0,1 >,

Folx) =0 pro x € (0,1>, ¥yrlx) = x pro x €<-1,0).
Bud z=1{f€S (P ; edstujl a, , 8,€ B tak, Ze
, f=a,#,+8,%, na Pl
Pro £€2, = 8, %, + 8, ¥, definujme Af =a) .
DokaZte, Ze: i
1/ (Z,A) tvori zékladnf prostor,

2/ £€Z8 & budto f €%, nebo £ =+00 na -1,0) a f
na (0,1>, nebo f =K.% na <-1,0) a f

k %,

+ 00

na {(0,1>, s&anebo f =+00 na P.
Charakterizujte obdobn® systém funkel ZE !
/& ={te€s(P; £=K.% na(0,1>, f Llibovolné na <-1,00},
4/ £€& , £=K% na (0,1> => A£ =K ,

5/f€A ¢ £=K.¢¢ na(0,1> ,kde KEE] , f Llibovolnd na

<-1,0) ,
6/ MEME NN (0,1 =0 & NCL-1,0) ,
7/ M€ 7 =M =0 ,
8/ f~vg & f£=g na (0,1> ,
9 P & W |,
10/ pro AC P , oznatme x, = inf{An (0,1>} , potem
A =+00 , je-1i x, =0,

Card -
Aa=xt, Je-1i x> 0.

2,15.| Definujme P, ¢, stejn? jako v pPedchozim cvié. 2.14.
Bud z={£€ 5 (P ; exlstuje KEE, tak, %fe £= k.o na P }
Pro £ €2, f=k.% definujme AFf =Lk .
Doxafte, Ze:
1/ (2,A) tvo¥{i zékladn? prostor,
R .
2/ £€2 & bvudto £ €2 anebo £=+00 mna (0,17,
£=0 na <-1,0) ,
obdobn¥ charskterisujte z% ,
* X
W€ =2, £=2=A, _
4/ nechl pro n#jaké X, € <~1,0) Jje f(x)) > 0, potom
* .
tfgz, it=+00
. . A0
Je-11 pro n¥jaké x € (-1,0) f£(x)<0, jo ££ 2z, Af = -00 ,
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5/ jediné mdritelnd mnoZina je prdzdnéd mnoZina,

6/ pro AC P oznatme x, = inf A , potom
@h=+00 , je-li x, T o0,
~ = -1
(B =X, Je=li x> 0.

- 7/ ude jte pf{kled takové funkce £ € S (P), aby
o/ Af =-00 , Rt =+00 | .

~ .

b/ Af=-00 , Af € B, (speciélnt aby %Af = 0) ,
o/ Rf=+00 -, Af € B, (specidlng aby Af = 0) ,
a/ Af = -1, it=2,
e/ Af = 2, ir=-1,

~

¥
2,16.| Bud P = E, x <0,1> . Definujme zékladni gystém funkeci Z takto:

fez& a/ £ €SP, .
b/ x €E = £5:*(y) je konstantnf na < 0,17,
¢/ £(x,0) € C; /definici systému C, viz za vitou 46/,

Pro f € Z definujme Af = (R){ £(x,0) ax .

DokaZte, Ze: 1

1/ (2,A) tvor{ zékladni prostor

2/ feA 4> a/ x€E = £5:% je xonstantnil (pfipoustime i +o00)
b/ £{(x,0) je lebesgueovaky méfitelnd v E

3/ obdobn# charakterisujte systémy z* , Z& , & , & *,

4/ TN ={M x { 0,1>; kde M C E; Je lebesgueovsky métitelnd },

5/ <0,1> x<0, %) ¢3?Z, {[x,x] € E, ; xé(O,l)} ¢ 7

1l ?

%
2,17.| Bad N ={1, %, %, %, } , nechi

2] [y
Z = { fes (El); f Je koneind v E, a nZ-l £ (%) absolutnd konver-
guje }

QO
Pro £ € Z definujme Af =2_ £ () .
. n=1
DokaZte, Ze:

1/ (Z,A) tvori zAkladni prostor (ddkaz, %e funkciondl A spliuje
axiom 7, Je pon&kud obtiZng jsil)

- co by se stalo v pi‘ipadé, kdybychom poZadovall pouze kon-
[+.=]
1
£ () 7
vergenci % (5)
0 ne mnoZing ¥ , £> -00 v E
S(E

o

2/ £ > te®,
/A 1)

4/ ka%¥dd podmnoZina E
5/ BC E;=> (B

4B

1

1 Jde mEfitelnd,

+00 v p¥ipadd, Ze mnoZina BMN M Je nekone&nd,

n v p¥ipadd, %e mno¥ina BN M mé prédvé n
prvki,
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[~,=]
6/ 28 = { £€ S(E)) ; £> =00 na E a 2 f (%) konverguje

abgolutn? anebo f £
n=1

charakterizujte obdobnd systém Z~ ,
7/ mno%ine N Jje nulovda & NN M =@
8/ fog ©@ f£=g namnofind M .

2,18,| Bud P 1libovoln&d neprdzdnd mmnoZina, bud M.C P spofetnd, nechi

M = {xl’ xz’ x3‘, ccl}c Bu&te ane El ] ang 0 a nech%

g x,  +00 .,

Bud 2 = {fES (P) ; f je omezend na P}.
Pro £ € Z definujme Af = 2 @, f(gn)
DokaZte, Ze:

1/ (2,A) tvori zékladni prostor,
2/ udejte charakteristiku systémy 2R , 2K |
3/ libovolnd podmnoZina P Jje mEfitelnd
(jeelt BC P, Je Cp€Z 1
4/13c1=>=>ca3=§L &, - Cg (x) ,
S5/ BCP, BNM=¢@g = B je nulovéd
(v jakém p¥ipad® lze toto tvrzeni obrdtit?)

2,19.! Bud 2 = Cq ( systém v8ech spojitych funkei v E, = kompaktnim nosiZem).

Pro £ € Z definujme Af = £(0).
Dokaite, Ze @

1/ (Z,A) tvoii zékladni prostor,

2/ funkciondl A Je navic multiplikativnt,

tj. A (f.8) =Af ., Ag pro £, g€ 2,

3/ 2€2%¥= af =2 (0,

4/ £ € S(B)) => Af =1r = £ (0),

5/ £ €L &> £(0) € E;

6/ L¥= A =s(8) ,

7/ kaZdd podmnoZina Ey Je mEfitelnd, pii Zem¥ ¥ = Cyl0) ,

8/ f~vg & £(0) = g0).

2,20.| Bud Z mnoZina viech funkef na <0, > tvaru f£(x) = a.sinx.

Pro f € Z definujme Af = (R) /¥ f(x)ax.
Dokazte, fe: ¢
1/ (Z,A) Jje zdxladni prostor,
2/ a pode jte charakteristiku systémy 2z® , 25X, L 1
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2,21,

2,22 "I

73
2,23,

Bud P mnoZina viech piirozenych ¥isel, nechi
zZs=s {f € S(PS ; T Je kone¥n&, £(n) =0 pro viechna n € P
a vjjimkou snad kone¥ného po&tu }.

Pro f € Z definujeme Af = f(n) /jedné se o konelny soulet/.

Dokafte, Ze n=l
1/ (Z,A) tvo¥i zdkladni prostor,
2/ £EZRE> £> 00 na P aexistuje N tak, Ze
fln) 2 0 kdykoliv n=ZN ,
3P el & élf(n)l  +00 ,

-]
4/ f € € => Af = 2_ f£(n) ,
n=1
s/ /L =35 ,
6/ xa%dd podmnoZina P Jje mEFitelnd /¥emu je rovno M pro MCP?/.
Jek lze interpretovat funkce na mnoZin® P ? Charakterisujte potom gystém
funkci & !

Pomoc{ tohoto evifeni a vity 42 dokaite ndsledujici za jimavou vitu z teo-
rie *ad /viz té% V,Jarnik, DBiferencidlni podet II, kap. III, §2, pozn.l/:

: [--]
"Bud déna Pada redlnych ¥1igel Z:l a, » ognafme a’
n'-"

n = max (a,,0) ,

‘8, = max (-8,,0). Potom Fada & a_  konverguje absolutn¥, prévé kdy’

[-.~] o0 n=1 o
fady 2_ a , ; a, konvergujl. V tomto pfipads pak je J_ a =
n=l n= n=1
o0 o0
= Z a;: - ﬂ; "

n=l n=
Jako dalsi aplikeci viz pFiklad 8,21.

Definujme mnoZipu P a zékladni systén 2Z stejn& jeko v piedchozim evi-

. o
Zeni 2,21. Pro libovolnou f € Z poloZme Af = D> %El . DokaZte, Ze
n=1

(Z,A) +tvori zékladni prostor a pode jte charakteristiku systémd z * £,
£ A , L iz té% pr. 2,18/.

Bul <a,b)CE, , bul Z mnoZina viech spojitych funkeq na intervelu
<a,b> . Pro 1ibovolnou f € Z definujme Af = (R) [r .

UkaZte, Ze (2,A) tvofi zdkladni prostor.
UvaZujme nyni <(a,b> = (0,1 a funkce

£f;: f(x) =1 pro x€(0,1> , £(0) =0
g: glx) =+o0pro x€ (0,1> , g(0) =0
h: h(x)=0 pro x € <0, %), h(%) = -

1
-

pro X € %’,1).

Ukr %te, %e vi3echny tyto funkce leZff v systému 2 .
Definujme ddle funkei ¢ ,

- 39 -



2,24,

2,25.

2,27,

?(x) = 0 pro x€<0’ ']z'>, ?f%) = c; ?(x) 8% pro
x € (3,1>, ukmite, fe P€2° & c€(-00,0>.

Pouﬁ,jeme-li nyni teorii abstraktniho rozSifeni, obdriime
systény z%, &, é€ A , 724 . Jaky bude vztah t&chto systémd k systé-

min & (a,b), éf,’ (a,b), /L(a,b) ,‘99% s = ¥k aystémim vzniklym rozdifenim
Z= Cl a Af = (R)

(toto Jje t3Z51 otézh}.

Uka#fe, fe nZkteré z axiomd 1, - 3, , 4, = 7, by mohly byt nahrazeny
Jinymi, s nimi ekvivalentnimi:

a/ (3) & (fe€z = min(z,00€7) ,

b/ (3 @ (f,g€z= max(f,g) € Z, min (£,0) € 2),

e/ (5 @ (rez =>alzlFo0) .

DokaZte, Ze plati:
a/ fez’=> ar

inf Ag, g€

(]

m
nh Wy

H

fE€Z°=> AP =gupAh, he€ez, hErg,
b/ f € S(P) >

*

e =infag, z2f, gez,

Af =suwp Ah, hZf, nez*

: "

[ ukazte,2e platt: nhezX, nZT e =>anZir |.

Doka%te, %e plati: ”
a/ £, €2, g= Irl#gez y
ot
v £ €28, 2 zo - > £ €},
: n=)
e/ £, g8 € = Almax(f,g)) + Al(min(f,))
&/ £, g€X > min(Ar,ag) ¥ Almin(£,g) .

Af + Ag ,

Necht 2,, 2, jsou ava zékladni aystémy funkei ned mno¥inou P ,
Nechi < zg » %€ é . Potom zf = zg » DokaZte a vyslovte obdobnou
vétu pro systémy 2y, 2, !

Ve v3ech daldich pi‘ikladech - a¥ do kapitoly 7 - p!-edpoklédém, Ze

2=2C,, AL = (R){ £ 11

2,28.

Dokazujte ndsledujifct tvrzeni:
a/ £(x) =1 pro x€<0,1>, f(x) =0 Jjindev E,=r ¢ 2z, £¢Z5,
tg, ref, ar=1 |

" tvrzeni dokezujte p¥imo z definic i pomoci charakteristik jednotlivych
gyatémd - viz nepi. vita 47



b/ £x) =1 pro x€(a,b), £(x) =0 Jindev E,» ¢ 2z, fec2°,
ffzx y LE€EZL > interval (a,b) Jje omezenf, Af =b -a ,

¢/ #x) =1 pro x €(0,1>, £(x) =0 jinde v B,¥f £ 2%, rex,
AL =1,
- R_ K - :
4/ £(x) =1 pro XEE, L€ Z" - y Af = +00 ,
o/ £(0) =+ , f£(x) =0 pro x A0 => £¢ 3z, £€¥, AL =0

| [ ar protoze plati implikece f € ZX = f<+0o vdude, nemiZe byt
rezt,

b/ nechl existujl £ €32, £ Af , pbtom existuje n, a O > o
tak, ¢ nZn ,x€(-0+5)= £(0> 3 (odtvodnstel),
tedy téZ nemdZe byt £ € Z¥ |

o/ zhejmé Af 0

d/ uké¥eme, Ze Af = O ; bul tedy & > O , definujme funkei g

takto: ‘
_ . A& n 1 1
gl0o} = +00 , g(x) = <7 (-*3—) pro ::6(—55:.3;;-3,,—)
T n = 0’1’2 esern
&x) =0 pro x€(1, +©), g sudd funkce v E, ,
) potom 1/ gGZR,
2/ Ag=¢&,

e/ podle v&ty 52 1% lehko ukéZete, %fe £~ 0. |, "

£/ £(0) = 1,8(x) =0 pro x#0 > £ ¢ 2, £€ 25, £ ¢ 2},
ted , Af =0,

g/ f(x) =+00 pro x€(0,1), £(x) =0 jinde v E, = £¢ 2,
ezt , f¢zK, Af = +00 ,

h/ f(x) = -0 pro xEEl'—'P fGZK-ZR,tedy Af = =« 0O ,

2,29. | Dokaite, Ze:

cosx * 1 ZR
a/ ;-;z ¢Z s a/ ﬂ € y
b/ sinx & z¥, e/ e'xze zR
c/ x¢z*,

“—:vrzeni dokaZte p¥fmoc z definic 1 pouZitim vity 47 . “

2,30.| DokaZite, Ze:

a/ Asinx =-00 , X sinx=+00 ,
b, Ax=-00, Ax = + 00



2,31-

2,32,

Bud D Dirichletova funkece v E, (tj. D(x) =1 pro x raciondlni,
D(x) =0 pro x iraciondlnf).

a/
b/
e/

| DokaZte, Ze:

D¢z .
AD 20 ,
ip=0.

|| K dikeazu posledniho tvrzeni musite dokézat podle vlastnosti

infima toto:
1) gez®, gEp=>azZo0

2) ke ka¥dému € >0 existuje takovd funkce g€ 2R , e gZ D
a Ag< £ , toto ukaZte nésledovnd - bud £>0 1libovolné ¥islo;
protofe mnoZina raciondlnich Zisel je v By spodetnd, lge Jji
srovnat do pesloupnosti { X) 9%y 94Xy peace }. Okolo kaZdého X,

opite interval J, = (x, - 'ﬁi - -2%- ) a definujte funk-
ce £ takto:
n
fn(x)=1 pro x€J,, £, =0 jindev E, .
Potom ~ napi. podle 2,28 b - je £ € ZR a Af = = .
00 n _ 2n—l

PoloZime-1i g = o dogtivame
n=l .

a) gez® (viz 2,26. b) ,
A) S:Dl

7) Ag=25."

d/ D~O , tedy DEX a AD=O0 .

Bud x €(0,1> , x =
q > 0. PoloZme f(x)

I viz predehozt nebo vdtu 52 , t6% 5,6 .|

y kde p, q Jsou celd nesouddlnd &isla ,
i pro ostatnl x € E, bud . f£(x) = 0.

O I=or

(f je tzv. Riemmnnova funkce).
DokaZte, Ze:

1/
2/

3/
4/
5/

6/

£ Je spojitd v kaZdém iraciondlnim hod¥,

v kaZdém raciondlnim bodd intervalu (0,1> mé oatré lokdln{
maximom,

£ € Z% (ukeite pFimo z definice i charakteristiky Zz%) '
Af =0, ‘
exstuje (R)/ f(x)dx =0
ﬂkazte pHimo & pomoc:'. véty 57 .|
Existuje (N)ff' & () /f ?
o
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2,33.f| Bul G C By otevkend mnofina. Potom cy € Z° , dokalte !

“_Libovolnou otevienou mnoZinu v El 1ze vyjédf-it Jake sjednocent
spoéetného aystému otevFenych dis.junktnich Mtamlﬁ, pouZi jte

2,268b a 2,26b “

2,34, Je-1i f€53 ) Je Af = = At /véta 10/. Obrétit toto tvrzeni nelze, tj.

Jje=1i pro n&jakou Punkei f Af = Af , pak nemusi jeSt& byt feX*
/vzhledem k v&t& 36 je pak pochopitelné b 4 4/‘. /. Uvedne ndsledujfcf p¥i-
klad.

Bud NCE, lebesgueovsky neméfitelnd mnoZina, necht funkes f je
identicky rovna 5 na El s potom

1/5(0N+f}=3(cn+f)=+00,
2/ CN+f¢.A. .
Doka¥te ! V&imn¥te si téZ pf. 2,13 .

2,35.| Rozhodn#te, zda plati ndsledujici implikace:

o/ teX, £20 = ge®,

w tezK, r20 = reg”

o/ f€2, £t => red® (re2X, LN A,
& re’, gt = ref,

e/ fG.A.M ,|g|_f na M = gé/l.

£/ tEA, , ge.}f’M .|| € g na M #re.‘ﬁ s
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3. Zkoumani konvergence integrdll.

Jednou ze zdkladnfch dloh integrélnfiho podtu je uloha zjistit, do Jakého
systému funkci zadand funkce pat¥i. Jednd se hlavné o ureni funkci ze systémid
& , o‘é’ -& -/'. £* . S funkcemi, které by nepatiily do systému A /systém
v3ech méi’-itelnych funkef/ se nesetkéme. Funkce ze systému A - X£* Jesou mé&fi-
telné, ale nemaJjf integrél; funkce ze systému & * -& maji Lebesguedv bntegrél,
ktery md v3ak nekoneZnou hodnotu /v tomto p#ipadé Fikéme, %e jejich integrdl di-
verguje/. Funkce ze systému & maji koneénj Lebesgueldv integrdl /¥ikéme, Ze je-
jiech integrdl konverguje/. : N

Méme k disposici hlavn& ndsledujici vity - v&ty 28, 31, 33, 35, 48, 49, 53,
Je8t& jednou si Je zopakujte.

3,1.

342

Poznémlf_a;

Je;li I Jjednorozm&rny interval, I = <a,b> , pifieme miato / obyéefé
f . Je=1i J n¥ktery z intervald {a,b) , (a,b}> , {(a,b) , plati ff =
a

=/f , jakmile mé alespon jedna strana rovnosti smysl /mno¥ina I - J

je toti% nulovd, oddvodn¥te podrobn& ! /.
Obdobnd Jje sltuace se symboly

.f+w /a- /+oo
a ! -0 2 -oo ‘
-

[- 2
Je=li -00 £ p < a £ +00 a existuje-li [ £ , poloiime /f = -/f.
& a
Ddle poloZime f:l.’ = 0 pro libovolnou funkei f .
a

Vztah Lebesgueova, Riemannova, Newtonova a zobecniného Newtonova integrd-

lu v El

Riemanniv integrél - je definovdn jako gpolednd hodnota hernihe Riemannova
integrilu / = infimum hornich sou¥td/ a dolnfho Rie-
mannova integrdlu / = supremum dolnfch soudtd/,

- Je definovédn pouze pro omezené funkce a uzaviené
intervaly <a,b> ,
- existuje napifklad, je-1i funkce f spojitd v(a,bt)
/viz té% obecnou v&tu 57/, ¢
- znatime jej symbolem (R) /
a

Newtontv integrdl - bud F primitivnf funkce k funkei £ na intervalu

(a,b) [t.j. F=f v (a,b)] , nechi existujf

ylastpd limity lim F(x) , 1lim F(x) , pak definuje-
Xra, Py '

me Newtondv integrdl vztahem
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(N)f#f = lg F(x) = lin F(x)

X Xy b_ Xsa,

/je=1li a mnebo b nevlastni, chédpeme pochopitelnd

x—b_ jako x— +0@ , x-—a_ jako x— -0/

- existuje napi{iklad, je-1li f sgpojitd v uzavieném
intervalu {a,b» ,

- Je=li f spojitd v otevieném intervalu (a,b) ,
pak jedtd N - integrél nemusi existovat,

zobecnény N - 'zntegél - viz definice 63 a 65 ,
- bud F zobecn#nd primitivni funkce k funkei f na
intervelu (a,b) [tj. F Jje spojitd v (a,b)
a F'=f platf véude v (a,b) a% snad na koneiny
podet bodﬁ] , necht existuji ylagtnf limity

1lim F(x) , lim F(x) , pak definujene

X=» ﬂ-+

f= ¥ - 1lim F
(ZN)_/ 1im (x) x_’m+(x) '

Lebesguedv _integrdl - je def:\.novén pouze pro funkce ze systému 2"
- je=li zapotfebi jej rozlilit od ostatnich integrélﬁ,
budeme jeJ oznafovet symholem (L)f y Jinak pouZivé-

me pouze symboluf s
-~ poznamene jme, %Ze Lebesguelv integrdl mi¥e nabyvat
1 nekonednych hodnot, ¢o% se nemi¥e stdt u R , N ,
ani ZN - integrdlu.
Plati nyni alleZité vity:

1/ extstuje-li (R) f £ = existuje (L) / £ a (R f £

2/ existuje=11 (M) /f => existuje (maff a (N)Jf

3/ existuji-1i kterékoliv dva z tichto integrsld, jsou si rovny.
Mohou nastat tyto p¥{pady:

a)existuje (L)f a neexistuje (R)_/‘ (viz p¥. 3,3)

b) existuje (Lif a neexiastuje (ZNV (viz napf. 3,3 )

c) existuje (N)/ & neexistuje (L)_/ (viz nep#. 3,4 )

d/ existuje (N) f a neexistuje (R) f {nap?*. neomezeny interval &i
funkce, viz té% p¥. 8,54 )

e) existuje (R)f a neexistuje (N)/ (viz nap¥. 3,5 )

£) existuje (R!/ a neexiatuje (ZNV (viz nap¥. 3,5 )

g) existuje (ZN_)/ a neexistuje (N)f (viz nepi. 3,6 )

© B .E
NG
H o

3,3. Bud D Dirichletova funkce (viz nap¥. 2,31). Potom
a) existuje (L)J D(x) dx

“—Lze ukdzat pPfimo jeke v 2,31 anebo v 5,6 . Jiny divod -
mnoZina raciondlnich &fsel v 0,1 je spodetnd, tedy nulové.
Tudl¥ D~ O v<01> .|

b) nee:d.atuje (R)f D{x}dx
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| Ukazte, %e libovoln§ hornf soutet je 1 a libovolny dolni

soudet je nula ."
. L
¢) neexistuje (N) f D(x)dx

f Uka%te, Ze neexistuje primitivni funkce k Dirichletové funkci
v (0,1). Tvrzen! dokafte pomoci jedné z nésledujicich v&t:

A/ Bud F funkce, majfci v intervalu ¢ a,b) vlastni derivaci
F', ud {a,A4> C {a,b> libovolny intervel. Potom ke kaZdé-
nu f leffcimu mezi hodnotami F (&) , F (A) existuje

7 € <X, 8> taky e F(7) = £ /tzv. Darbouxova vlastnost
derivace/.

B/ Bud F funkce, majic{ v intervalu (a,b) vlastni derivaci F’.
Potom funkce F Jje funkce tzv. Balerovy l.tridy /tj. -jest
limitou posloupnosti spojitych funkef na (a,b)/ a mnoZina
bodd spojitosti funkce F  je hustd v intervalu (a,b) /tj.
oznaéime=1i A mnoZinu bodl spojitosti funkce F' v interva-
lu (a,b) , je A = (a,b) , kde A znamend uzévir mnoZiny A
v (a,b) /.

Viz té% pr. 3,16 .|

7
d) neexistuje (2N) /" D(x)dx .
+00 e

inx
3,4, UvaZujte / 2 = dx . UkaZte, Ze

o
a/ existuje jako Newtontiv

sinx X sinx
n?unkce 3~ Je spojitd v (0,40 ) , }i.rg x - 1, tedy
sinx

int
funkce (N) f 23" 4t je primitivn{ funkef k funkei
5 .

na (0,+0 ) ; zbyvd dokdzat, Ze existuje kone&nd limita
X .

1im f si’:t at .

x—-yooo

Aby tato existovala, je nutné a stali, aby byla splnina (B - C)
podminka, tj.

‘x”

' /
Y 1 v V(xox,,x%xa @l‘/x-%édé-;/i%t—dt’(&).

E>0 x>0 X X4
x#
int
Odhadn¥te )'/\s i~ 8t pomoci integrace per partes pro Newtonovy
integrdly /vdta 70/. Viz %éZ v&tu 75 /Dirichletovo kriterium/.”

b/ neexistuje jako Lebesgueidv /viz p¥. 3,47/,

¢/ neexistuje Jjako Riemanniv.

3,5. Definujme funkei f takto:

f(I]_]-_) =1 ’ n:l,?,...., f=0 jindev <0’1> L]
Ukafte, Ze P
a/ existuje (R)f £
a
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3’6.

3,7.

3,8.

3,9.

3,10.

T viz nap¥. v&tu 57. Dokaite toto tvrzent také pifmo z definice.
Je ihned vidt,” fe libovolny dolni soulet je nula a Ze k libo-
volnému & > O existuje d¥len{ D intervalu < 0,1, pro ns%
p¥*isludny horni soulet je men3{ nef &£ . " .

7
b/ neexistuje (W) / f

[ Viz nap*. obecnou v&tu A v 3,3¢c .
UkaZte téZ pitimo, %e neexistuje primitivni funkece k funkei f

na intervalu (0,1> Il
e/ naexistuje (ZN)ff
[ Neecht F je zobeenEné primitivn:[ funkce:k funkci f na inter-
velu (0,1> , potom nutn¥ je F konstentni v intervalu ¢ 0,17,

tudiz 2 1
F (ﬁ) £ f (ﬁ) .

UkaZte, Ze neexistuje zobecnénd primitivni funkce k funkeci f
na (0,12 té% pomoct véty A v 3,3¢c . ||

Bud f(x)
£ix)

a/ neexistuje (N)‘_/ £,
b/ existuje (2N) :}‘*f'
J v .

sign x na E; /tje £(x).=1 pro x€(0,400) , £(0) =
-1 pro x € (-o00 ,0) . Potom
+1

Pozndmka

Rikdme, Ze ™ ff konverguje " , prévé kdyz £ € £, .

Rikdme, ze " Y f existuje ® , Jestli¥e £ ex; ; v piipads, Ze
integril existuje, ale nekonverguje /tj. v pPipadd, Ze f€ éf,.’: - 08”/,
budeme téZ n&kdy Fikat, Ze " )/; f diverguje " .

Bud f spoJjitd v intervalu {a,b) . Potom £ E.f(a,,g) ,
1
dokaZte! )
T 1/ extstuge (R)[f a pouZije se véta 49 .

2/ UkeZte, Ze fe/L(a',,,) /véta 48/, £ Je omezend na <a,b),
pouZije se vita 31 ."

Bud -oc0<a < b < +oo ,;bud £ spojitd v (a,b) . Necht existujl
vlastni limity lim f{x) , 1lim £(x) ,
X+a X—b&_

L 3
Potom £ €L, 4y « Dokaite !
Platl tato v&ta 1 pro a = -0O & b=+00 7

Bud -00 £ 8 < b < +00 ,nech:ﬁ £ Ea‘f;;"g) /tj. nechl existuje
() / £ ! /. Potom
1 . -3
n
ff(x) dx = lim jp f(x) ax .
%o +00 %

DokaZte!

T viz vitu 28 .|
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*
Predpoklad f € of(a ) je podatatny, ukaZte, Ze jej nelze vynechal
]

*

4 n i
Poton /f = 1im ff . DokaZte !
3 0 P

Opét nelze vynechat pPedpoklad exlstence integrélu vlevo, ukaite !

° * < +00 X L7, Pot
3,12 J4Bud -0€£a b= + -gnecht £€XL o, g, o Potom

4 x .3
ff = 1lim ff = 1im /f . DokaZte !
a X+b_ & .

X>a,
” Pou?i jte vétu 28 a ndsledujici vitu /Heine/:

"bud ¢2 funkce v intervalp (a,b) , bud A€ El*, poton

11113 @(x) = A &> pro kaZdou posloupnost
X o

o
{bn}?; ’s b, <b, b b jest nl-j;lgo @b ) =4 "
viz téZ ev. 4,14 . ||

3,13 JBud -c0€a < b £ +00 ,bud f sgpojitd funkece v (a,b) .

Necht F je primitivni funkce k funkei f v (a,b) /prod existuje 7/.
*
Jeatlize f € & (a, %) » Pak exigtujl limity 1lim F(x) , lim F(x)
’ x> a, X2
/ne nutn# vlaastni ! / a

(L)ff = 1im F(x) - lim F(x) .
& X+5 - x>a,
Dokazte! ;
[ zvolime-11 ¢ € (a,b) , je pro kazdé x € (c,b) / £(%) at =
; y .
= F(x) - F(e¢} a aplikujeme 3,12 . Obdobn& se zjistf, Ze

(]
£ = F{ - 1lim F ta 1 ust 26 .
a/ c) = 2+ {(x) , staéi nyn t vétu 26 "

3,14.| Poznamka

Pfipomenme ndsledujici vét;;.
A/ Nechfxexistu,je (N) / £ . Potom pro ke¥dé x € (a,b) existuje

(M) 7[ f a ozna¥ime-1i tento integrél @G (x) , je @H primitivni
funkce k funkel £ na intervalu (a,b) .

B/ Vyslovte obdobnou vé&tu pro ZN - integrdl /véta 66/.

- ¥ £
3,15.| 8/ Nechi ex:l.atug:’. (N)[ r gi (L).[ f , necht £ je sgpojitd v (a,b).

Potom (N)/ £ = (L) _/ f . Dokaite !
a a

H_PouZijte pPedchozi pozndmku 3,14 A , vitu 28 a Heineho vétu v 3,12
&i pfimo cv. 3,12. ||
&

b/ Nechl existujt (ZN)J £ i (L) h/f , necht £ je spojitd v (a,b).
Potom jsou si rovny, DoksZte !
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*
3,16.

‘Bud: F funkce, majfci v intervalu (a,b) vlastni derivaci. Potom existu-
ji spojité funkce f_ v intervalu (a,b) tak, Ze F'= lim £, v (a,b) .
DokaZte !

“ Zvolte x€(a,b) , bud n takové piirozené ¥fslo, Ze x + % € (a,b).
FPoloZte fn(x) =n . [F(x + l) - F(x):l a uka¥te, %e lim f (x) =
n maeo I
= F'(x) /z definice/.
2

Bud nynf n_ €N takové, Ze a <b - oz -

Definujme nyni pro libovolné n 2. n_ funkel fn takto

o

/n.[f(x-i-%) - f(x)] .pro x € {a,b -% >,
fn(x) =

\ 1 a] _2
n.[f(b-ﬁ)-f(b-n) pro x € (b n,b).
Lehko ukéZete, Ze posloupnost fn Je hledanou posloupnosti. |]

Srovndte-li tento vysledek s 3,3c , vidite, Ze derivace libovolné funkce
v intervalu (a,b) /pokud v tomto intervalu existuje!/ Je funkce Baierovy
1. t¥{dy. Derivace libovolné funkce v intervalu (a,b) nemusi byt spoji-
t4 ve vBech bodech (a,b) /uvedte p¥ikled !/, ale z 3,3 ¢ plyne, Ze
bodd, ve kterych je derivace nespojltd, nemiZe byt "mnoho". Presndji,
mnozina bodd spojitosti derivace libovolné funkce v (a,b) Je v tomto

intervalu husta.

Bud F funkce, majici v intervalu (a,b) vlastni derivaci. Potom
F'€ A, ¢). Dokaite ! -
I Pouzi jte predehozi cvideni 3,16 , vétu 48 a vétu 30 .0
<
Neecht existuje (N) /[ f. Potom £ €A g, 4, dokaite !

-
“ Pouii jte pPedchozi cvideni 3,17 . “

Vyslovte a2 dokaZte obdobné v&ty k vétém ze cvileni 3,16 - 3,18 pro zobec-
nénou primitivni funkei a pro ZN - integral !

Necht funkce F mé v intervalu {(a2,b) vlastn{ derivaci.
Dokatte, e F € (a,t) /srovne jte s 3,17/. !
2
Neeht r e, 4 - & (a,4y+ Poton ]fléfﬂ;a'tg) a f]f] = +00 .
DokaZte ! a .
H?)uﬁijte vdtu 35 a vztahu lf] =t o+ f"_._”
4

£
Necht existuje (N)ff. a neexistuje (L)/f .
Ukazte, Ze @ &

?

*
of €Ny —€ae

b/ f mn¥ni na intervalu (a,b) své znaménko, tj. neni £ = 0 anebo
f£ 0 na (a,b) ,
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¢/ (L)flfl-+oo ,
a/ (N)j:f| neexistuje .

Srovne jte téé pro zajimavost s cvidenim 8,50 .

3,23, Pozndmka
Y Z £

Podle predchozich cviZen{ je ziejmé, %e pro vypoéet (L)f f nestadt

nalézt primitivn{ funkeci k funkei f na (a,b) a gpolitat rozdil pFislus-
nych limit. Vdy musime ne jarive ovérit, ze (L) /' £ skutednd existuie,

tj. Ze funkce f patfi do systému «f(a 4 - Prostudujte peélivé ndsledu-
jici pPiklad.

13,24, Definujme funkei f takto:

v -
f(x} = 2x sin ikz - -:2-: cos ;a‘— pro x€< -1,0)u(0,1>, £(0) =0 .
Lehko zjistime, Ze funkce F ,

F(x) = x° sin ]'5 pro x € {-1,0) v (0,1 ,
X
FO) =0 ,
je primitivni funkef k funkei £ na intervalu < =1,+1)

/v3imndte si, Ze derivace funkce nemusi byt spojitd funkce ! /.
Dokaite, Ze +1
a/ existuje (N) [/ f£=0,
=

+1

b/ neexistuje (R) ‘[f

I uka¥fte, Ze funkce £ neni v intervalu { -1,+1)> omezen&, uva-

Zujte nap¥. posloupnost _”
3 *n T ,,-—~—

e/ neexistuje (L) T
I wxazte, ze 2x sin Ly € £ (-1, +) , zatinco 2 cos Iy ¢
X

X
* .
¢ & (-1,+41) @ Vviz té% obdobny pF. 3,56 | .

O .
3,25 | DokaZte vEtu 5,3 , tj. vitu

QO
a/ bud a > 0 , potom f konvergu,je.‘,; préved kdyz a > 1 ,

a x
b/ bulte a,b€B , a<b, potom / dx -

konverguje & o £ 1.
(x - a) .

x
" UkaZte, %e funkce ;3&— € x(a’_'_m) podle v&t 48 a 53 a poté po-

uZi jte cvildeni 3,11l. TéZ pak miZete pouZft p¥. 3,13. Obdobn& pro

druhou &dst . ||

o
3,26 { DokaZte ndsledujici w&tu:

"Budte f,g spojité a nezdporné funkce v intervalu < a,b)

/-0 { a { b £ +00 /.Necht existuje 1im XL _ ,
x4, glx)
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Potom
1/ je=1i O ¢ A { +0c0 , platf [onf(a'&) = 862(4’&)]3

2/ je=-li A =0 , plati [g € .f(a,ﬁ) = £ €L, 4 ] s
. »
3/ je-11 A'= +00 , platt [g € Lia ¢)-Lpa, 4yt ex(a‘,,-,-xm,&)]_’.’

-»

f Pou?i jte definici limity a v&tu 31 ."
Jak by bylo moiné poZadavky kladené na funkce f,g zeslabit ?

3,27 ..{ DokaZte nésledujici vé&ty:
1/ Bud f spojitéd a nezdpornd funkce v intervalu {a,+®) , a> 0.
Necht existuje 1lim f(x) . x* = A . Potom
. X400
1/ Ae0p40) = [tedy o & ad 1} i
2/ a=0 = [a>1 = t€%Ls 00] 5
3/ A=+00= [(Xél = Jf=+°°]
I Pou?i jte budto cvideni 3,25 a 3,26 anebo pfimo definici 1i-
mity:—u
11/ Bud f spojitd a nezdpornéd funkece v intervalu {a,b) , 8&,b€ Eq -
Necni existuje 1w £(x) . (b - " =4,
EY
Potom
1/ AE(0,+00 ) => [féffa,,&) S a < 1] )
2/ A=0 =3 [a:<1 = g |,
3/A=+00=>[a’=—‘1=%ﬁ=+oo .
Vyslovte obdobné véty pro nekladné funkce !
Jak Jje moZno oslabit piedpokledy o funkei £ 7
3,28.| | Dokazte, ze —d— € & (0,40 ) 1

1+ x

|| 1/ Funkce ;‘%“;2 Je spojitd v intervalu (O,+o0 ) , tedy

1 .
5 € /A5 10y /vBta 48/. Jelikot je tato funkoe kladns,

1+ x o
. —4 e £
je /v&ta 33/,
1+ %2 (0,+00)
.2/ ProtoZe funkce I-l-—-z— Je spojitd v {0,1> ,
. + x !
’ 7
existuje (R)‘/' 1 dx , tedy —-L—é- Eogto 1) / vita 49/,
1+ % 1+x !
Jelikos v E, déle plati odhad 0 £ —d— = L
1 1+ 2 . o2
X . X
a x—%— € &, o/vita 53 8 cvil. 3,25/ , Je i 1—+1—2 € £y 1o0)
x ¥
s _ a2
/vita 31/. Pouzitim vity 26 odtud plyne, Ze e € gemm)_

3/ PouZi jeme=1i cvidenf{ 3,27 , dostdvdme ze vztahd
Hp —2— . ¥ =1, a@=2>1
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tvrzeni, Ze ---]‘—-2- € $ﬁ+m)
1+ x

4/ Jiny zpisob ddkazu:

jeliko? jsme zjistili, %e (L) / —-l—x-é- dx existuje

/ -—1-;2— € o‘f(o sy / @ Jelikox
*¥=+00
(N)f = [arctg xJ = -52;— , Wusi mezi obime
1+ x=0

integrély nastat rovnost /pt. 3,15/ , tedy 4 (L)f;—l*—- ax
+ X

Je koneény, tj. '-"'—l— E x(’a +00) -
1+ x

5/ Pouijte téZ cvi&. 3,13 . “

Pochopitelnd, Ze jsme mohli postupovat i jinak, napf. vyuZit odhadu

0 = —-1—:2 = 1 pro chovdni integrdlu v intervalu (0,1) ; zkuste nédsle-
1l +x

dujicl tvrzenf dokazovat z hlediska dobrého procrideni ldtky - vidy viemi
moZnymi zplsoby. '

00
3,29. Bud a € E , poton /'..95_ =+00 .
‘ J %

[ Pouztjte vtu 26 a 53 .|

[==]
3,30, UkaZte, Ze f—;—-ﬂ-—— =+00 !
o x3+1

r4
[ 1/ vxazte, 206 =& ,
J,/’:3 . 1 (o,+o}

2/ ;—__].1.__
I/xa + 1 oo
3/ ddle ukaZte, Ze f 3
7 x>+ 1
a/ posledni tvrzeni dokédZfeme tieba nédsledovnd:
tvrdime, %e existuje takové x > 0 , Ze zi- =

€ &Ly 9)

dx

c + 00

;——l—-—-—-
£+

Pro x)xo.

Jak dokdZeme tuto posledni nerovnost? Zke jm Je tato nerovnost
ekvivalentni s nerowvnost{

—21"-‘—"'7# pro x)xo.
X +1

Protofe ale lim —rf——— =

rotoZe ale x»o% ‘;/3— 1 , existuje nap¥. k ¥islu
£ =
x >

takové x  /podle definice limity/ , Ze
1

1l =
l-3 = = 1 +
2 ";x3+1 2
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coZ jsme vlastn® cht&li ukédzat.

-]
Jelikof nynt fg}:-—dx=+oo , dx = +00 ,
X

o0
—r——
Je /=
[Fese ooy
Jak je to s integrdlem f 3 s Je=d x> 17
/e v

1

b/ pouZi jete-1i cviZent 3,27 /cok vlastn® neni nic jiného, neZ
rychle provedend &dst a/ /, je vzhledem k

x]jﬁﬁ.x=l, a =1
0o .
dokézéno, Ze j = + 00 . |}
2 £

Cely postup sl dobfe rozmyslete a jednotlivé kroky podrobn& odivodnite!

7
2
: log (1+x
3,31. DokaZte, Ze f -—8—-(-——-) dx konverguje !
o

1+x?

“ UkaZte, %Ze integrdl exlistuje jako Riemanniv ! ||

P¥#i vyBetfovdni konvergence integi'élﬁ, Je tf-eba‘ velmi dobfe zn&t chovéni
jednotlivych funkei - zvlA&te v okoll *nepi{jemnych® bodl. Zopakujte si
proto, jak vypadajl napffklad nédsledujfef limity:

k

lim o . log x , um‘; , 1ipg == 14p 22X
X0, X++%0 ¢ ¥+ log x ' o %
1l-cosx arctg x ex-1 11g log(1tx)
xl}% x° » B x - - ' xab X LR
3,32. Dokaﬁ'_ce, e e""ze &f(a’”o !

“ 1/ Funkce 1'2"‘2 je spojité a kladnd v intervalu (0,+00) ,
- » .
tedy e E x fo'.'.w) .
2/ Zfejmd e~ € gﬂ’, 9) /pro&?/; protoZe

Anoe™ . % =0, Jo podle cvizenf 3,25 i e % (g r00) -
Tudlz e = € & 5 400) -

3/ Lze také postupovat takto /coZ neni nic jiného, nef dlkaz vét ze
cviZent 3,25 /:
exiatuje takové x

: Prol?
NaZe nerovnost je e]cvivalenthi nerovnosti

o 2 28 Oé'e-xz.é‘;zl' Pro x > X, »

0=’=e-x2.x2£1 Pro X > X, -
. - 2.
kterd vyplyvéd ze vztshu lim e . =0 a z definice limity.
o0 8 X0 .
Protole [ # dx Jje kone&ny pro X, >0, Je kone&ny i integrdl
; »

oo .
- . -
){e .dx + Lehko ukéZeme, ?e e " € bl (0,%0) *
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4/ Je8td jiny dlkaz:
pro keidé x € E; Jest % a2g + 1 /prod& 7/,
tedy téi e-xaé e=2¥*l  Jodtvodnste t / . -
Zrené (L) fe —2x*1 9y exigtuje /tj. Je e 2,400/
a (M) f -2x1 4 = § . Odtud jiZ lehko ufinime zdvér,
Je 0 = fe & dx = g /s pomoci jakych v&t ? / .|

2x+1€ x

X

e
3,33, DokaZte, Ze == € Ly gy

X

3
W1/ opst wkaste, ze ~2= € £, 5
/ -1 ‘

2/ ProtoZe
1
x =
. & 2 [} . 1
lim S=—— . {x - 1)° = tedy a =<1
X 'f+ sz"l ‘ ’2 4 2 . 4

>4

2
je podle 3,25 € L
Jep ’ /}:{a (7.2)

3/ Ukn%te, Ze existuje takovd konstanta k > 0 , Ze

X

/ x2-1 x=-1

Toto dokaZte napi. takto:

‘ x
0 = ex = -——-—e 1
x°-1 Y/ xe1 V-1
x
a funkce —=f&——  je spojitd v intervalu 1,27 , tedy
Fx+l

i omezend v {1,2) .
Ze vztahu —L— € :8(,,, 2) pak plyne tvrzeni . ”

X=1

3,34. DokeZte, Ze f—i~ax !
l—x

~ —&
I 1/ opat - € .56(““,)

2/ ProtoZe lim (lL-ex=z , =1,

AR 3

plyne podle 3,25 tvrzeni.
3/ UkaZte, Ze existuje takovéd kladnd konstanta K , Ze

x € (0,1) = —t— 2 K
1- 1-x

= —1-- . a funkce —
1-x° 1-x 1+x+x l+xx®
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nabyvé v intervalu <0,1> kladného minima , odtud jiZ lehko
dokédZete tvrzeni.

4/

a pouZije cvié. 3,13 . "

Spodtéte primitivnl funkci F k funkei

-2 &
3,35. Dokaite, fe- x 4 . 1ogx € & ) 100) — €0, +00)

3,36.

(Y UkaZte, ze x 4

2/ UkaZte, Ze

b/

X

- 1

2 -2
&
1ogxe§fmf) ax
a/ x '1ogxe:{,’(4+w) , nebot
-3 9
11m[x z‘.Tl.og:vc]. x8 =0,
X o0
log x ¢é€(b’,,) , nebo¥ napk.
)
‘x1313+x logx |+« x =-00,

3/ Ukaite, Ze

a/ existuje K> O tak, ¢ 0= x

pro velkd x ,

b/ existuje C > 0 tak, Ze

X

=-C

$
< <0

<

log x

-2

pro x € (0,1) .

4/ Nalezn¥te ﬁrimitivni funkei a pouZijte 3,13 . "

na intervalu (0,1)

»
log x € g(’-f,a-oo) .

108!5;5"’

DokaZte, Ze
1 e ¥ e €0 b0 /ukazte podle 3,28 vdemi zpdsoby, vjsledek si
_' panatujte/ ,
2/ 1°g X € g(ﬂ,’f)
log(l=x) 1l e
3/ x € x(":") 8/ ¥ 4 € x’(’o,f)
l-x
log(l+x) ) 1 Y
logx 1
5/ - € £ 1) 10/ T e.z‘,’(a‘,)
_ x(e )
log x o t
6/ === € Lrm) 11// X ax =400
1+ x g x
00
‘ dx
7/1ogsinx€§f(01) 12/\/‘——-_’2 < + 00

7 X
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1
1/ === € Xpp40)

Bx

14/ y dx
¢ x'+ 1 konver
- guje

X konver

15/ T —guss

o

4
- JQ' konver
o

,
-
19//1°5x e ¥ ax

konverguje
20/ _/ sin x

x konve rguje

1
cos X
21/ / koz}ver
guJe
1 - x

1
22//,._18_3 oo
2 -

(e =]

23/ /_1_05.}_

7
-g-dx

o Jixx konverguje

. —(x2+
25/ x dx konver-

guje

24/

+7 1
28//cos[sm % + e‘:]a_x
=7

konverguje

7
s f logx sin
]

xo / x°=1 konverguje.

i

' x
29/ li/.( Isin %I )€ konverguje

w -
30/ f e ¥ gin x dx konverguje
o

konverguje

Wi

dx konverguje

Wi

32/ ’/. fx—

o

o0
33/f1°:" dx = + 00
2

34/ —_1_— € £(¢+oo)

x(x+1)

35/f t3+1dx=+oo
7 o

AR < N

/x
37/ = € x(a’ 7

dx
38/ / s konverguje

! frax
39/ slnx_ 5 konverguje
a —

o

dx
40/ / = diverguje
o e - cosx

4-103 sinx
4 dx konverguje

5 I3

00
- xt+l ‘
42// x31qx=+00

[4

X
3/ —— €&
a3/ TR (6,400)

konverguje
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+3
€ ;g(b;buO) 49/ u/p Jl konverguje

el

+1

00
sor [ —E_ 50/ f 4x diverguje
/ .

x4'1
d
S zx‘

X + 5 diverguje

ax
48/
X.logx

diverguje

3,370. I/ Bud f definovéna v intervalu (a,#00 ) . Necht £ 644(& +00) 3

£20 na (a,+o ) . Nechi existuje limita 1lim £(x) = A . Je-1li

00 X+ +00
A)O,,jeff=+o0.nokazte! :
aQ

R
| Z¥ejmé f € x(a'_'_m) . Podle definice limity existuje takové
X,> 8 , Ze- 0< % € f(x) kdykoliv x 2 x, . Tedy nutn¥

o0 oo
/f ‘/"A‘ = + OQ -
a 1,2

Co lze #{ci v piipedd, ¥e A =0 7

n

11/ Bud f€£@'+w) y, £ =0 na (a,+o0 ) .
Potom
1/ budto lim f£{x) neexistuje, anebo Mn £(x) =0,
* X0 Xap O
2/ nutng lim inf f(x) =0 .
X-> 4+ 00

f £ = kové lim £
Uvedte p#fklad funkce £ € & 4oo) 0 +takové, Ze Lim (x)
neexistuje ! /Viz kup¥. 3,52/,

Jakéd Je situace v piipad¥, %e neni £ = 0 na (a,+e0 ) ?

3,38. Poznémka

SrovneJte vysledky piedchoziho eviZeni 3,37 & obdobnymi vlastnostmi
konvergentnich Fad

a = .
g_f n konverguje = _!1_3.& a, =0 /

3,39.] Velmi Easto se stévd, Ze funkee JeJiZ integrdl zkoumdme, je funkei je3td

nsjokého dald3fho parametru, tj. jest funkei dvou /eventuelné vice/ promén-
nych. Pro néjaké hodnoty tohoto parametru miZe integrdl konvergovat, pro
Jiné divergovat &i viibec neexlstovat. Nadim Ukolem Jje pak zjistit, do ja-

kého systému funkei dand funkce patii pro rizné hodnoty parametru.
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Viimnite si, Ze ob® v&ty ze cvidenf 3,27 ddvajl nejsilndjif tvrze-
ni v p¥ipadd, %e limita A je konelnd a riznd od nuly. V pifkladech se
vidy snafime tedy nalézt exponent & tak, aby skutedn® bylo 0 < A<+ ,
V dal3ich pi#ikledech vZdy x znamend promZnnou,.ostatni piamena parametry.
Stendri by nedkodilo, kdyby si ji% nynf pFedetl odstavec 4,14 .

- a=]
3,40. Doka%te, %Ze € Ly oy <P 0 < a < 1.
: a-1 A
ﬂ/ Funkce X je pro ka%dé a € El gpojitd a kladnd v intervalu
1+x xa-l ®
(0,400 ) , tedy 1_+x_ € £(Q+w) pro véechna a € Ey
2/ Pouzi jeme cvideni 13 227
a—

W =1, jest

ProtoZe lim
X 04 1+x

xa-l
—1+—x—6'x(0'1) & l-a<l,tj. a > 0.
xa-l
-8
Déle lim T— _x2 =1, tedy
g=1
X .
- €L i) &> 2-8>1 &S a1,
X ’

a-1

Celkovd je ~——— € < 0<La< 1..
1+x

(0,400)
3/ Jiné fedeni:

v podstaté tym% - vdm jiZ zndmym - zplsobem ukéZete, Ze existujl
kladné konstanty K, , X, ,C; , ¢, & redlnd &isla x> 0,
X, > 0 tak, Ze |

Ky = x> 5

x € (0,x) = = )
xl-a l+x xl"a
c a=-1 c
Xx€(x ,+00)=> - = I o« 2
c xz-a 1+x xz-a

Odtud op&t vyplyvd tvrzeni.

4/ UkaZme na tomto pifklad¥, jak by ai m&l asi podinat zkulens jai
posluchat.

Pfedn¥ i uvidomi, Ze integrdl existuje pro kaZdou hodnotu
a €E . 2jistl, %e jedinymi "nepifjemnymi body* jsou body “O*
a" +oo " .V okoll nuily se i.ntegrél bude chovat jako integril
-1
z funkce ¥~ /nebo¥ funkce T+x Nemé v okol{ O na konvergenci integrd-
a=1
x

1+x

] f
lu Zddny vliv/,tedy 1ntegz°éLa/‘ dx bude konvergovat, prdvé kdy:
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- (a=1)< 1 .V okoll nekonedna se bude integrdl chovat asi jako
integrdl z funkce x*=2  /nebol v okolf nekonefna se chové funkce

T%-  joko funkce —i- /, t. bude konvergovat, prévé kdyx

-{a - 2) > 1 . 0dtud ji% zjisti vysledek, a protofe Je zkufeny po-
slucha&, lehko své tvrzeni podrobn¥ odtvodni . |

asd
- x @ ®
dte funkei ——= do systémt & - &
3(0,*00) v zévislosti na parametru a !

[ Provedte diskusi jako v pFedehozim pFiklads ; integrdl konverguje,
-2 .1 "
prévé kdyf a € ( 533 Y . .

00
arctg . ) ‘
3,42. DokaZte, Ze J—ﬁfl dx konverguje, prdvé kdyZ k € (1,2) !
. X .

®
I arct
1/ Ukeite, Ze "—k's'x" € x(a,+oo) pro ka¥dé k € E, .
b

2/ PouZijte cvidenf 3,27:

l1ip OECHEX k-1 g gy

-
>0,
Raiads

X e L, & k-1 <1,

aretgx k T ‘
Mroae x o f

arct

3/ Odhadndte -funkei a"—":ﬁ—" Jako v pF. 3,40 = 3 / .

4/ Zkudeny posluchad:

) arctg x
u nuly se funkece chovd jeko funkce /nebo¥  ———=2s

J ;E}I“ == je asi
1 / , u nekoneZna se chovd jako funkce _lxi / nebol aretg x Je ast
r
> / ' odtud odvodi vysledek . |

‘3,43. UkaZte, Ze
|

00
fxs-l e * ax konverguje < s € (0,+00 ) ,

o
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1/ Integrdl existuje pro kaZdé g € Ey -
2/ PouZijte cvidenl 3,27 .
3/ Lehko ukdZete, Ze

e -
x €(0,1) = l_séxa'lexé-l—

x xl-s !
x € (x,,+®) = 0 £ x>l o ¥ 1o
S
~ odtud plyne tvrzeni .

Viz t62 pf. 8,63 . ||

3,44.| DokaZte, Ze

0
1/ f eP¥ ax konverguje < p > 0,
-0

2
2/ x cOaaxe&‘,’(Qz) & acE ,

in x
3/ m Gz(o,yr) < a €(-00 ,2} ,

4/ a € (0,400) = ﬂi‘;xe"axex(a,+m).

[ue]
5/ \o/‘e_xz cos 2bx dx . konverguje <€ beg E;
f
6/ a = -1 ==>‘fxalogxdx=—00 s
-]

7 (tgn®e £, 7y € a€(-1,+) ,
' 2

n
X

8/ ——— € <> n €(-1,+00 )
1_x2 (0 7) ’ ’

) 1
9/ /1 (1-0 % ax konverguje < p> 0, q > O ,
a

x
10/ —— € Lpim) € ac€(2,400) ,
2+x
* 00
11/ pro kterd n , k konverguje f < ? ,
? 1+x™

00
12/ ka dax diverguje pro viechna k € E; ,
0

l-coax

&

1
14/ € & &a<d1
(sin x> (0 ) '

£

2
1+x

13/ ELppy e k<3,

15/

16/ (og 0 €Ly, ¢ nd>-1 ,
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4
17/ f x2 dx = .+ @ pro kaZdé n € E,
¢ 1-::4 .

o
18/ _/‘-1—0%*3-)- dx konverguje < n € (1,2) ,

19/ /m dx konverguje <> a € El

S 12

20/ / 10,(/1_-1_]:) dx konverguje <> a € {~1,+¥1) ,

21/ f £o8 2x ax konverguje < @& €E, , a#0,
0 a +x : 1

22/ _/log (sin ax) d@x konverguje <% a € (0,1) ,
o

E, = —x
23/ a € 1 x—z—'2'+a ¢ x(o'_,,w) )

24/bud a > b, potom
o0

xa-,l - xb-l
f = dx konverguje € 0 (b < a <1 ,

25/ fs:l.n ( * 1- x?)} dx konverguje P a € (1,+00 ) ,

26/ fxs (1 - xa)tdx konverguje < a > -1 s 2> -1

-xK

21/ e X €L, P kER ,

7 -1 '
28/ n € E, =>[£-dz=+oo

1-x
® 2

29/ dx diverguje pro viechna a,A € E

1
A a“+

Dalifm typem p¥fkladl, které budeme *e¥it, jsou udlohy, v nichZ méme
ukézat, Ze dend funkce nemé integrél, tj. %e neleff v systému & * . Pro-
tofe v praxi se nesetkdme s neméf-itelnahni funkeemi, Jjde o to dokdAzat, Ze
dand funkee le’f v systému A -£ ¥, K tomu budeme hlavnd pouzivat
nasledujicich v&t - vEty 26, 27, 35 & 44 , zopakujte sl Jjejich zné&ni !

”®
3,45. DokaZte, Ze sin x E'A(o,+w) - x(0,+°°)

/DopouBtime se zde jedné nekonkretnosti - misto abychom sprévn psali
*funkce sin®, piSeme "funkce sin x" , Ztendfi tato mens{ nekonkret-
nost snad nebude vadit./
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“ 1/ Funkce sgin x Jje spojitéd v intervalu (0,+00 )} , tedy
. + 4
sin x eA(o,wo) . 0dtud plyne, %e (sin x) € 55‘(01,.,00) 3
(sin x) "€ €%, ,0) /vita 35/ a podle véty 27 Je

o0 ) (2n+1)7
f(sinx)+dx=z . sinxdx=+00 -,
0 n=0 2Tn
e *
obdobné \/(sin x) dx = +00 y tedy sin x ﬁ' '2(0,4-00')
/véta 35/.
. % _
2/ Kayby sin x € £, o) » musel by mit podle vity 27 smysl soulet
00 .

(r+1) T
f sin x dx , cof vdak nen{ splnéno.
x=0 ‘“nrw *
3/ Kdyby sin x € z(a-l-ao) , musela by podle cvideni 3,13 existovat
limita xli& F(x) , kde F je libovolnd primitivni funkce k funkci
-

- c03 x 2 uvedend limita

sinx na (0,+e ) . Ale napi. F(x)
zie jm& neexistuje.

4/ Definujme si funkei g na E, takto:

/ gin x pro x € (0,+00) ,
0 pro x € (-00,0> .

UkaZte podle definice, obdobn& jako v pF. 2,30 , Ze

'Kg=+0° ’ ;&g="°° ’
oo o0
teayi1 [ sinxax=+o° , /[ snxax=-0 /fviz
. o

[
definici za vdtou 12 / .
x
Odtud je viddt, %e nemiZe byt sin x € x(“w) -
!

+ 00
3,46. DokaZite, Ze neexistuje f x dx !
-00
[1/ vkazte opst, ze x € A a ddle, Ze
+ 0O o0
/(x)+dx= /xdx=v00 ’
oo ° o
/(x)-dx= /(—x) dx = + 00 ,
-0 -0 *
2/ Kdyby bylo x € x(_m,m) , musel by mft smysl soudet
o (e 0]
x dx + x dx .
Lre )
3/ PouZijte téZ cvideni 3,13 - kdyby bylo x € & foo,400)
+00 .
2 2
elo by byt x dx = 11 - 1lim
mas ¥ ¥ -\o{‘x xar00 2 x+-00 2 !

ale rozd{l poslednich limit nemd smysl.
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cmsin X
3,47. DokaZte, Ze neexistuje (L)f - ax !
)

/Viz té% pr. 3,4/.

“ 1/ Pomoci vztahu

ek, (k+1T) = > —i—

= {x+l)T

sl

a véty 27 ukaite, Ze

+00

00
i + > 2
(RAE 7 gy = Z —_—— = 00 .
of X n=o  (2n+1)T

/‘msinx
Obdobng / (=) dx=+® .

&
2/ PouZijte té% piimo vitu 27 .

3/ Lze pouZit cvideni 3,13 pro dikaz neexistence tohoto 1ntegrélu?||

co
3,48. Provedte diskusi existence a konvergence f sinax ax !
° X
xr N .
“a/ ag {2,400 ) = fE—Ilél‘-dxz...oo ,
4 x
o6 _
sin x
fl Idx < + 00 .
a
;2 x
b/ a€(l,2) = HnE ¢ Z 5, +00)
x 2
o0

in
sxa X dx neexiastuje .“

¢/ a€f(-00 ,1> = .a/

Jakd bude diskuse, budeme-li chépat tento integrdl jako Newtondv 7

[~
35 oiazse, e
sin x
1/ (1_x2)a € f(:—f’+,,) pro a € (-~co , 1} ,
sin X x
e e'_/l(_f'+1)—f(_,'+0pro a € 1,400 ) ,
1-x7) oo
2/ neexistuie fsign x dx ,
"

3/ neeXistuje fcos x dx
+00

-0
4/ neexistuje f X dx

¥+l
. 00
5/ neexistuje / 1 cos x ax
4 x
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3,50.

[ pouzijte vztahu

(2k+3) T,

£ € ((2k+1).f

2 ’

2

)@_]_..__2 2 1
B k-

. &6/ neexistuje / sin x° dx

[
ﬂa/ ukazte, Ze

f“:sin x2)+
)

o0 [‘(zkﬂ):[

ax = - / sin x* ax %
k=0 JIKT |

> 1 :

2 g [’(2]:4-5)3 - /E]

a posledni ¥ada diverguje,

(=
obdobn& f(sin ¥)~ ax = + % ’
2

b/ pomoci véty o substituci ukaite, Ze

oo

B/Sin x2 dx

o0

. _
=é]_,",/’::1nz,rdar

vy

tato rovnost platl c¢co do existence 1 co do hodnoty ,
podle p¥. 3,48 viak posledni integrdl neexistuje “,
[ -]

2
T/fﬂz'dx=+m

o X

T viz obdobny pr. 3,47 |,

(- -
8/ neexistuje f
o

gin ax

£y

dx pro 24dné a ¥ O

IlTua a > 0 , vyuZijte odhadu

2k T (2k+1) T (2k+) T
)=}’xz-x+1 £ x 3 = |

xe(a ’

Definujme funkel f +takto:

(-1)"

£fi(x) =

DokaZte, %e f GA(M

0a)

pro Xx E < n"‘l’n) ’ n=l’2’3’o;ou .

z*

(0, +0)

I 1/ cazte, 2e £ € A (0, +00)
a/ pouZitim véty 56 anebo

»/ ndsledownd:

definujme funkce f  takto /n = 1,2,.../

(~-1)2
n

£, (x)

£ (x)
n

potom f_ € A

pro x € { n=1,n) ,

0 Jjinde ,

(0,+%0)

/prot ¥/ a



>
f= £ .
n=7 n

) oo+ oo_
2/[rz~/‘f=+w . _ .
-1

=]
o>
/ Xayby f € k nutngé f=
3/ Kdyby E PPTEIS ) 3 .af ,,Z.:-; -

1

tato ¥ada konverguje, cof je ve sporu s vitou 44 , nebol
oD

VACTIEED i IR

o LA -] oo

Co 1ze *1ci o (N)ff & o (ZN)'\/f T
[-]

* _
3,51. Zkoume jte = 5 dx pro 420 , ay>o .

¢ 1l+x°, 8in°x

“ Ukazte, Ze -

A ¥ 4
X
1/ € ¥ pro & > 0O aA20
& yny (o,+0) _ ' ’

1-i-x

2/ plati vztah

e Y
(a7 Y A
x€lnr, (n¥) 7 ) = - = a:xz <
1+ [(n+1)7r]¢. sin"x 1+x” ein"x
7|’
= I
- -3 2 ’
(DT 1+(n¥) . ein'x
= T
3/ 4> 0= R ———
ay 1+ A sinx /1 + 4
T A
x/7 dx
va>o0 ,020 3 f a konverguje

ad ,14- [(n+1).'lf:la ¥ 1+ % . sinzx n=g ;1 + (nﬂ')“

g -1
6/ nd3 integrél tedy konverguje, prévé kdy? konverguje ¥ada > nﬂ ;m,
n=7

tedy prévé kdy:r 7 - %a: {=1 tj. prédvd kdyz &) 2 (4 + 1) .”

A 00 Y.} A
s/ i x(nT) ‘/ x? ax _ i [(a+1) 7] ’

3,52.| Pozndmka

Podle piededlého cvileni konverguje napifklad integrdl

oo
xdx

o 1+ x5 N sinzx

x .
Funkce 5 > je spojitd v intervalu (O,+ 00 ) a viimnite
1+ x° ., ginx ) ‘
gi, Ze pPes tyto dvé podminky neni lim —_— =0 , Stadl tteba
EEEY - 5 2
1 + x"s8in"x
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Xh

uvafovat posloupnost x, =a ¥ a dostdvénme, Ze xﬂ% . " =
| 1+ x) stn’x
x
=+00 . Cemu je tedy rovna lim 3 ?

X440 3 o o5 ainfy

MNiz té% pi. 3,37/.

—
'L3,53. Budte o > 0, /A = 0 . Potom
o0 xﬂ
@ dx konverguje €& & > L7
o 1+ x% ., |ein x|
DokaZte !

x
3,54.| Budte a,b,c kladnd. Potom
oo ax

e
/ dx konverguje &% b + ¢ > 2a .

0 obPX | 40Pk + e | coex

DokaZte !
[ obaobné p¥. 3,51 . Je nutno spo¥ftat

2nt+3
-z r
/ 2
A dx
_z_zz T & sin®x + B cos’x
f e.n
Né3 integrdl pak komverguje —_—
N=t r e!:vn+cn

konverguje & b+ c¢c > 2a . ||

* 1
3,55.| Zafadte funkeci £ , f(x) = ~————, do systémi

e .lsin xl

R
£(0’+w) ’ &f@w -x(o_,+oo) v zévislosti na parsmetru a !

3,56.] /Viz té% pi. 3,24/.
Definujme funkci f na intervalu (0,1) p¥edpisem :

- 4 (x° ai )
0 = & smx%)

UkaZte, Ze

7
a/ (N} Zf = 0 ,
1
b/ (L) ff neexistuje .
2
“ Zie jmé fej[(a‘f) , T(x)} = 2x dn% —2}1 coa%— .

x

Funkce 2x sin—%—- leZ{ v systému 2’@,}, vySetfujme funkei g ,

x
- r *

glx) = ...Z.xI cos -;2— . Ukéi:me—li, Ze g ¢ o‘f(a 1) s Y¥YPlyne

odtud a z vity 41 1 £ ¢ .91’/0 ,
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3,57.

3 ’58.

3,59.

o
3,60.

.
Bud tedy a, = (n + %‘) 1 y b, = (n - %')--I- ’ xe(“n’bn_)' Potom

ny -3Té L SaTeiT
b 4

3
1
tuafz Icos—'-z-lé 5 a |
7 00 b& o0 .&31
f‘gl-‘é 27 ) % Icos§-|dx§-7rz g dx =
. 'll'"a =7 dn
0o
—L 29::3'—: o0
T2 ,?; log3n_1 * '

SR
Podle vty 44 a pf. 3,22 nemiZe byt g € f(a ,)-J

Bud f funkce spojitéd na intervalu ¢ o,1>1 , £(0)y =0,
Necht existuje vlastni £,(0) . Potom £, ax konverguje.

Doka%te ! ' x3

ﬂ_"' £(x) et .
Ukafte, Ze x.‘g.a '7; . /.x—- £,(0) a pou¥ijte 3,27 . "

Rozhodn#te, zda plati hésledujici implikace:

o/ teL, = reL, ,

v teLr |, fe¥y, 2re¥, ,

o/ £eN, , ££e€X, ,uu< ro0 = e,
Mpoustjte vatahu |£] < 3 (1+ ) |,

v ek, , fe¥, - teel,

o/ e, fe&, o, ted, » sed, = fgel,
[ pouzi jte vztahu. | .8} = % (£2 + gz)_” ,

£/ fze&f,.,, , sze&‘,’” =3 (r+g)ze$M »

e feX, , £eL, . teeld, D> (£+°cZ,
[ooutijte vatabu (£ +.g)° = 2(£2 + g"')_ﬂ .

Bud -0 £ a <b< +0 , recht funkce f Jje spojitéd v intervalu
(a,b) _‘a necht f € Jf(a’.&) « Potom exiatuje (N)é/l f /a je roven
(L)/f /, dokaite !

* [Powrijte cvident 3,13 -

DokaZte ndsledujici tvrzeni:

1/ f monotonni v intervalu f{(a,b) = f £ A (a,4)

[Pouzi jte vétu 56 |

2/ f omezend na mnofing M , reAM ,cum<+oo=>re:£,.,, .
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3,61‘.r Definujme funkci q na intervalu (0,+00 ) takto:

Je=li x € (0,400 ) , Je q({x) nejvitS1i celd &falo, které Je

men¥i anebo rowmo -;- .

Polozme dle £(0) =0 , f£(x) = q(x) . DU ore x e (01> .
Ukaite, 2¢ £ ¢ £ g =+00 .
| ' (0,+00) ¥ f



4. Integrace poslouphosti a fad funkci

Necht na mnozin¥ M je déna posloupnost funkel £ , kterd na této mnoZin&
konverguje k funkei £ (tj. pro kaZdé x € M plati 1im L A (x) = f(x) ). Budeme

ge zabjvat otdzkou, za Jakyeh pfedpokladd je téZ lim AM = Ayt o Méme piitom
k disposici v&ty 18 (Leviho), 19 (Lebesgueova) a vétu 20 .

4.1, Pozn .

a/ uv&domte si, Ze viEta 20 je vlagtn® ddsledek Lebesgueovy vity. Tedy -
nepoda¥i~-1i se ném najit funkei g € ifM (pro cxM £ +00 ) tak, aby
pro v3echna n & sgk.v8. X € M platilo ]fn] = g , Jje zbytelné vy-
Setfovat stejnom¥rnou konvergenci posloupnosti f na M (f pak
nekonvergujf na M stejnom#rn& - pro% 7 ) ,

b/ p¥l vySetPovédni stejnom¥rné konvergence posloupnosti f, na mnoZin&
M poufivdme nédsledujici viétu:

*Necht f,~—>f na mnoZin¥ M , pro ke%dé n (n = 1,2,..4)

oznadme & = sup [ £ (x) - £(x) l .
noyem ' D
Potom

fﬁfnamﬁlim G =0,
Y n

Jak nalezneme v Jjednoduchém p¥iklad¥ supremun funkce na mnoZinZ ukazuje
négledujfel véta:

"Nechf I C E; Je interval libovolného druhu s koncovimi body
a,b (-0 Sa (b £ +00 ). Necht H Je spojitd funkce v inter-

valu I , necht existujf lim H(x) = A , lim H{x) = B . Nechl adle
X+a, , X»h_

f 190 ! n Jjsou v8echny body intervalu I , v nich# derivace

H' neexistuje anebo Jje rovna nule.

Oznaéme
Qe [H(x) R I] ‘mno%inu {A,B,H‘( ;1 Ygeeey B ( ;n )}.

Potom sup H(x) = max Q, [H(x) : I]
K této vété Jjen av& struné poznémky:

1/ je=1i I = <{a,b) , piSeme krdtce A = H(a) , B = H(b) ; vime, Ze
v tomto pfipad® funkce H nabyvd v intervalu I svého maxima (kte-
ré tedy miZe nabjyvat budto v krajnfch bodech intervalu I anebo
v bodech kde je prvni derivace rovna nule &i neexiatuje).

2/ neexistuji=1i lim H(x) ' 1112_H(x) s zlstévd véta v platnoati,

poloiime~1i A = 1im sup H(x) B = lim sup H(x) ,
a, X b_
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3/ pfi pouZiti Lebesgueovy vity byvé vyhodné poloZit
gl x) =15;1§ ]fn(ic)l (kde W je mnoZina piir. &isel)
pro kaZdé x € M. V tomto pripadé zvolime X € M pevné a hleddme
sup |fn(x) | pies mnozinu viech prirozenych &fseél (anebo alespon
o Je pewvné piirozené &1slo). Jak po—-

pro viechna n E n, , kde a
stupovat v tomto pfipadd ukédZeme na pi‘ikladech.

POZOR ! - p¥i vySetiovédni ste jnom&rné konvergence hleddme

sgg Ifn(x) - f‘(x)I y kdeZto pil pouZiti Lebesgueovy véty hle-
x ‘

1
déme nsg% Ifn(x)l !

xt
4,2. TUkaite, Ze lim fn— dx =0 !
N o0 0 )

“_/ Pro kazdé n € § existuje integrdl jako Riemanndv i Newtoniv, ukaZte,

ﬁe/x.nn dx=m ;
2/ VyuZijte té%Z odhadu O 5/"” dx £ _/_%_
[ ]

3/ PouZi jte vétu 20 :

y odkud plyne tvrzeni.
-7
.

n .

A

8/ linitni funkece f£(x) = lim Eﬁ- =0 pro ka¥dé x € (0,1),
N300

ﬁ—"0 na 1nterva1u (0 1) (zfejm¥& OS= xn = %)‘

tedy lirn fﬁ: dx-flim£ dx=/0dx=0.

4/ PouZijte Leviho vétu: 7 +
n
a/ % € L5 9y pProkazdé n €N (prot 71 ,

xn+1 ;ﬂ
v/ nl = > pro kaZdé 'x € (0,1) a ka%dé ne N .

DokaZte posledni nerovnost p¥fmo anebo poufitim tvrzeni, Ze pro
libovolné =x £(0,1) je funkce ¢2(z) = ’zs-z- Jakoito funkce =z
klesajici v intervalu (1, + 0@ ),

5/ PouZijte Lebesgueovu vitu:

Hledéme funkeci g tak, aby g 62(0 1) @& byla splnéna nerovnost
Iﬁl g(x) pro viechna n € N a vSechna x € (0,1), stadi zfejmé
poloZit g =1 na intervalu (0,l1).

Zkusme spoifitat Raé.t% KE pro x € (0,1)

(tim vlastné dostaneme ne jleps{ odhad), je viddt, Ze sup
nEN
pro x €(0,1), sta¥f tedy polofit v Lebeagueovd vité g(x)

(o,1)._{|

W '.:lﬁ:s

X
X na
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. 5
nx .
['4,3. Dokaite, #e 1lim f 5% dx = 0o !
”n >0 l4n x

" 1/ Ukaite p¥imym vypodtem. 1
’ % 7
nx dx nx d
2/ Vyuiijte odhadu 0§ /-—BEX . 5o =/—£2-—é- + /‘—--é—;g =
3 1+n°x° § 1m®x° ) 1
2 1
< L = log b
—'/m‘dx‘*./nx dx =sn ¢ n
: %,

3/ Zkoume jte, zda --%—2- 20 v (0,1
1+n™x

(nekonverguji ste jnomdrné, nebol

_ nx n 14 1
s 22 -mex {05 o 50 % 3
n +€07) 1l+n”x : 1+n

4/ Pouii jte Lebesgueovu vEétu.

Z predchoziho odstavce vyplyvé, Ze

A

xe(O), ne N = 0 2

X -
1+n2 2 2

stadi tedy poloiit g = % na intervalu ‘(0,1) a ovéfit podrobné pied~
poklady Lebesgueovy véty,
dostdvine
nx 7
lim [ —== ax = lin —¥— gy =0,
n>00 4 1+n x° 5 AP0 1+n%%°

Jako cvideni 'se pokusme nalézt "lep3i" odhed, poloZme

nx
glx) = sup pro kazdé x €{0,1).
nEN  L4nx° ’

Zvolme tedy pevnd X € (0,1}, misto abychom poditali

sup —D%:"é y PoloZme pro kaidé n € <1,+°0 ) (a kaidé =x € (0,1)
nEN 1+n“x

i nx
H (n) = 3 5 .
X 1+n“x

Zde tedy povaiujeme n  za "gpojité" proménncu a hledejmg

G(x) =  sup n;c 5
RELT™) 1+n x

Oddvodnite, prod glx) £ G (x) pro kaZdé x € (0,1) !

Opét zjistite, Ze

nx
:J) 53 = max { “—35 HE P &}=
NEL1®) 140"y 1+x

P

74dny "lepdi" odhad Jjsme tedy neobdrZeli. Uvidomte sl, Ze funkce G
venl "nejlep3in” odhadem, je 'to zplisobeno tim, Ze misto abychom vy~

_71-



Setfovall supremum pfes mnoZinu vdech prirozenych éiael N , vySetio-.
vali jsme vlastnd supremum pfes mnoZinu viech redlnych &isel v inter-
valu { 1, +% ) (podrobn& rozmyslete !}. Kdyby tedy vydlo [G =

1
= +% , gtdle by mohlo bFt fg‘<+ o0
J .
Viz ndsledujici obrdzek:

OJ
-
o

Obrédzek Z.4

5/ Ukafte, Ze nelze pfimo pouiit lLeviho vitu . ||

7 '/
n3 « X
DokaZite, %e lim -_— ix

=0 !
"0 1+n2x2

1/ Ovifte pF{mym vypoZtem.
2/ VyuZi jte odhadu
%

: < 2 a "1
0 £ n f—dxﬁn(fxd:+ - & ) =
1-'-1'1‘?::2 4 n“yx

[

- ot (E L lEn,

2n

3/ Uka%te, %e posloupnost -Ag—x nekonverguje stejnomdrnd k nule v inter-
valu (0,1) Jjest im ‘

= “EL*-‘max{D;-%;-zE},

= g
n xe(ua?f) 1+n°x°

4/ Ukaite, Ze Jjsou splnény pfedpoklady Lebesgueovy vity, jest

. /3 3 ¥
NEN 14ny NEM® 140 x 1+x 4¥x
3'1' P
= €
oz & el
7 8

UkaZte, Ze lim x = 0

R0 h 142D
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xn
14520
ale nekonverguji tam sie jnom¥rné.

Posledni tvrzeni dokaite
a/ tim, Ze ukéZete O'n =’% R

T/ UkaZte, Ze — 0 pro n — + o0 na intervalu (0,1),

b/ podrobné z nésledujicich vztahi:

B 1
1 Un —5=) =1 # 0=1n (n
n-%?o gx-»mf: Lg=D )73 X¥1_ ew 1,420

2/ Pouiijte Lebesgueovu vétu:
x
*rychly", ale "hruby® odhad dévé O = 5h =1 v (0,1)
1+x

anebo “lep3i* odhad O E: I ::n s Y x2 pro x €(0,1) , n€N.,
+ +X

. 3/ PouZijte Leviho vétu .||

@ n
4,6. Dokafte, Ze 1lim f dx = 0 !
’ ] Re00 o 1+x2n
“_—1/ Vyuii jte odhadu
00 4 00
xn _ .
of.’-f defx“dx+_/x“':n::—-l-+L pro n 2 2 .
1+ 2n n+l n-1
) X [] (4
2/ Limitnf funkee £ : f£(1) =% ; £=0 jinde v (0, +00 ) .

n
3/ UkaZte, %e pogloupnost lfxzn nekonverguje k f atejnom&rn& v inter-

valu (0, +00 )

(vyuZijte vysledku z pf. 4,5 anebo nespojitosti funkece r I)
L8]

. x
Kdyby nicmén¥ bylo 55. — £ v(0, +00 ), nemohli bychom stejn¥
1+x

pouZit v&tu 20 (prod? ).

4/ PouZijte Lebesgueovu vétu, vyjde

xn =X
= = te
glx) :EUI-‘P, 1+x2n 1+x2 ] dy g ¢ éfm_‘.m)
+

w .
(jo okamiité vid¥t, Ze -/fl =+ 00 ), omezme se protona ngz 2 ,
n L
X
potom sup = € X .
MZZ 1,,°0 1ot (0,+00)

Vie gi podrobné rozmyslete a proveate !

5/ FouZi jte Leviho vétu!_]]

oo dx
4,7. DokaZte, Zeo 1imf =]

nER o 1+ HP L By
n
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M e £(x =e>* /e“‘dx=1.
rac0 D 3 -

2/ Ukaite, Ze plati:

| 1 <« 1 . 2
neN; x €(0,1) = - =
(D" Y Vx /<
n &2, x €(1, +00 ) = nln §(1+_) =
: (l+:—:) . ¥V ox
L. ' -1
xy J 1 “ 4
= ( ) . ( ] [ n (n-1) ] = = -
4
PoloZime-1i tedy g(x) ='/-—l: pro x € (0,1) , g(x) = —xz
X

ro x € (1,+00) jest c & (odivodndte 1 ) a miZeme
P ! » J & (0,+00) ‘
pouzit Lebesgueovu vétu . |

o0
log(x+n)
4,8, Dokaite, Ze 1lim f

n»00 n

e X cosxdx=0!

" 1/ Limitn{ funkce je rovns nule na (0, +00 ).
2/ PouZi jte Lebesgueovu vétu a vyuzijte vztahi:

log (x+n) X+n

a/ n€N, x €(0, +o0 ) = = <-n——£l+x
b/ e (1+x) € L) o) |-
4 913
4,9. Bud 0<C A ¢ +00 , potom limf dx =0 .
n-roec 1+nx

“ PouZi jte Lebesgueovu i Leviho v&tu, vyuZijte vztahu

=3
x €(0,A) , n € N = = . équA);"

l+nx
Ne vZdy Jje pravda, Ze

fh—rf na M =>ffn ——)/f
A .4

Uvedme piriklady

4,10.| Definujme pro kafdé n € N funkei £  na {0,1)> takto:

n
fn(x) = n sin (F nx) pro x 6{0,%) y
£ (x) =0 pro x €<%, 1>,

Potom &/ £ -0 v <(0,1>,

bfofff =%, f,limf =0 .
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4,11.

4,12°

4,13.

4,14,

Definujme funkce f  na {0,1> jako v p¥. 4,10 ,

poloime g, = (-nt £, v 0,10 .

Potom: a/ n]:}g &, = 0 v {0,1> , tedy flimgn

’ (-1)"
b/ B —— tedy. lim gn neexistuje .

" Jak je to se ate jnom&rnou konvergenci posloupnost:l. g, ne {0,1> ?

Nalezn&te posloupnost spojitych a nezépomjch funkei 4 definovanych

v E, tak, aby

a/ 11m £, =0 v By,
x -+ 00

b/ 1lim ff neexistovala.
”-» 00 oy n

Naleznéte posloupnost spojityeh a nezdpornych funkei .fn "definovanych
v B, tak, aby

a/ fn\.o v E
oo

b/ Um f * 0.
- 00

1 ]

Zie jnd v tomto pPipad® vidy bude exlstovat 1lim ff (pro& 7),
o0 RO Yoo II
lze najft £, tak, aby lim J £, byla konetnd ?

-0

'[—elze, to by byl spor s Leviho vitou - odﬁvodnéte |

V dal3fm se budeme zabyvat limitami integrdald “zdvislych® na parametru.
Bul f(x, @) funkee dvou re&lnych proméangch ® , PFedpokléde jne, Ze pro
urdité hodnoty o existuje- ‘f fix,x ) ax (pi"esné;ji - existu,je inte~
gral f 5% (x) ax ; pouﬁijeme viak pmiho, byt ne zcela korektniho
oznaéeni). Je vid&t, Ze hodnota integrdlu A.[f(x, & }dx zévipi obecné
na volbd parametru & (a té% pochopiteln® na funk¢i f & mnoZind X ),
tedy A_’/\f(x, & )Ydx Je vlastn® funkce proménné & , znaZme

Fle ) = /f(x,a Yax .

Souborem otézek, kterymi se budeme zabjvat, je, jak vliastnostl funkce F
zédvige jI ne vlastnostech funkce f ., Abychom mohli wvibec mluvit o funkel
F , musime urlit, pro jaké hodnoty parametru & existuje Jf(x,a)dx
& je koneZny. Timto jsme se zabyvall v 3.kapitole, kdy Jjsme urZovali, do
jekého systému dand funkce pati¥i, Dédle néds zajimé, za jakych podminek

existuje lim F (&) , kdy je funkce F spojité, kdy exietuje Flay,
[-]

x/ Obecné funkcemi vice proménnych a pfipadem, kdy perametr ¢ probihd

body néjakého metrického prostoru, se zabyvé kniha V.Jarnika, Jntegrél-
ni poZet II” .
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kdy / 1;" (ad) da a pochopiteln&, jak se dd limita, derivace &i
integrél funkce F poditat. Otdzkou vypodtu limity lim F (a ) se bude-
me zabyvat v tomto paragrafu, ogtatnimi otdzkami aZ v §esté kapitole.
Zopakujte si znovu Leviho a Lebesgueovu v&tu, které budeme v dalé:tlm
pouZivat. Rovnd% tak si pfipomente nésledujici vity (Heine) :
1/ Budte ¢, A € E.f , necht funkce f Jje definovdna v jistém reduko-

vaném okolf bodu ¢ . Potom

Mo £(x) = A = pro libovolnou posloupnost & _ s &, ¥ ¢ ,
X=»C .n n

&, —> ¢ , (pro kterou je definovdno f{ & ) ) Jest lim f (a ) =
n n =300 n
(Vyslovte téZ obdobnou vétu pro jednostranné limity! a uvédomte si

vyznam této véty).

2/ Necht funkce f Je definovéna v intervalu (a,b), bud A € El*.
Potom

xlig: f(x) = A < pro libovolnou posloupnost X, . X #b ,
»5h
Ay -7 b Jest Um £la) =4 .
V &em spoéivd rozdfl obou vét?
Uvedme nyni jednoduchy priklad.

o0
—ax?

4,15. VySetPujte F(a) '-'fe dx !
: o

—ax® ‘
1/ vkazte, 2e . e %* € 2 em) < X E(0,+0)

viz pf. 3,32 . "Defini¥nim oborem” funkce F Jjest tedy interval
(0,+ 00 ).

2/ Spodteme lim Fla) .
Zvolme tedy libovolnou posloupnost a , @ >0, a 0

a pro kaZdé x € (0,+00) a ka%dé n (n = 1,2,3,...) poloZme

2
. =X
fn(x) = e .
Zbejms f € _/l(o’wo) (pro&?), £,> 0 v (0,+#00) , dAle pro
ka¥dé x € (0,+00 ) jest fl(x) s fz(x) = f3(x) £ ... .
Odtud podle Leviho véty dostdvdme (provéfte detailns!),

Ze
flim £,(x) dx , tedy

1¢-no

o
lim £ (x) ax
[a

%00
©_o, x*
i » - 1!
}-om"" Je ax b/"nl—j;mme dx fl dx = + 0,

Podle pFedellé pozndmky je tudiZ

- 2
JnF (@) = ln e ¥ ax =+ 00 ,
o, _ ar-»q,_
Mohli jsme p#i vypo&tu ‘éL_:I;n; F (a) poutft téX Lebesgueovu v&tu?
'+
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o
4,16.

3/ Dokéieme, Ze a}.igaw Ma) =
a/ Zvolme libovolnou posloupnost &, , &, > 0, &) —>» +00 .
(nemusi byt monotonni! )}, pFedpokléde jme napfiklad, Ze a'ﬂa 7
(pro¢ to mdZeme predpoklédat?). Poloime opét

f(x)‘ e-a"x pro x6(0+00), n=1,2,0es
Z¥ejmé opét f € x(o +00) (pro¥?) a pro ka¥dé n € N
akazdéxe(o+oo)p1at:'. 0S5 £(x AL
Protofe e ' 6.2,’(0 .00 y (odivodndte jeko v p¥. 3,32), Jsou
splnény p¥edpoklady Lebeagueovy viéty a tudiz

1in ff (x) ax = fnmf(x) ax , tedy

n->00 o

.\’ .I‘

11 o n 1lim ¢ ** = f0dx=0.

ln ,,f « [racte s foaso.
Opdt vidime, Ze 11m Ma) = lim / =0.

[

b/ PouZi jte p¥i dﬁkazu vztahu Unm F (@ ) = O Leviho vétu.
&> +00

4/ Vysledek porovne,jté se cviZenim 5,84 b , podle kterého je

Ma)=3 /T oo acel, o).

5/ PFi dikazu 1lim F(& ) = 0 mi%eme téZ pouZit nerovnoati
Q> +00

cax? . —al2x-1).
@ EO+0) , x €0 ) => &2X5 e F2X gy ox, 3,32)

Postup p#i vypodtu shora uvedenych limit nds vede ke dvéma ndsgledu-
Jieim vitdm, které si snadno saml dokdZete.

Viz té% V.Jarnik, Integz;glni po%et II, vita 106).

Bud M C E m&Fitelnd mno#ina, bud -oco< a < b +00 , necht
funice f(x,c¢ ) Jje definovéna v M X (a,b).

Nechl platf: '

1/ Pro sk.v&., x € M existuje 11% fix,xd) = £,
2/ pro ka2dé a € (a,b) Je f*ae ,/I_ (tj. nepfesndji - funkce
flx, ) jakoito funkece x Je méﬂtelné v M, '

3/ existuje funkce g €% tak, Ze nerovnost

If(x, & )| £ gix) Je spln¥na pro vdechna &« €(a,b) a pro
SkoVéo X é M [}
Potom jJe gpeo‘CM a plati

oSin I\”fﬂx, X )ax = M/:;o(;:)e.x .
(Je=1i v = + 00 , pozumime pochopiteln? symbolem & —b.
symbol & — +00 ). Vyslovte obdobnou v&tu pro limitu zprava!l
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4,177 | (viz té2 v.Jarnik, Integrélnf poSet II. str. 300).

Bud M C B, miFitelns mnoZina, bud -0 & a { b S +00 , nechi
funkee f(x,a ) Je definovédna v. M X (a,b).
Neeht platf: .

1/ pro sk.v3. X € M existuje ali%_ f(ix,ax) = wix) ,

2/ pro kaZdé & € (a,b) Je £*2 ¢ E’;

3/ pro sk.v8. X € M Je f(x,ax ) = f£(x,), kdykoliv

a<a= /2 < b.
»

Potom je ¥ € &£, a platt

”/r(x,a)ax- Hf;rcx)dz.

Dikazy téchto vit jJsou vlastn® Jednoduchymi disledky Lebesgueovy a Leviho
véty. Tyto véty si nemusime pamatovat, v praxi miZete vidy postupovat
jake v p¥fkladu 4,15 = cof nebylo vlastn# nic jiného neZ ddkazy vét 4,16
8 4,17 .

1im
ax-+ b

[
4,18. Spo&tite limity funkce /7(s) = fxs-f e-'x dx v krajnich bodech
jejiho "definiéntho oboru”. ?

=
T1/ zjiettme, 2 / x°7 6% ax jo konedny, prévé kdy: s € (0,+00 ).
o
(Viz pk. 3,43).
2/ DokaZte, Ze 1im /(g) = + 00 .
S»00
Zvolme libovolnou posloupnost By s By A +00 ., Potom
x €(0,1) = x577 g¥z ST X3 W g2 .20,
x €{(1,400) =08 x77 | g¥ g 1% gX g 57 é%...
Odtud Je vidit, Ze nelze poufft Leviho v&tu ( posloupnost funkcf
Sp— - .
x°*77 &*  jenf wonotonnf v celém intervalu (04+00) ) ani
Spy-7 -
Lebesgueovu vétu (1?1;%:" eX =+00 pro x € (1,+00 ) ),
Nicmén& lehko zjistite (provedte podrobnd ! , pokud moZno podle
obou vi&t), Ze
4
lin fxs"’ X ax = 0, lUm f:"’ ¥ ax
S++00 r
te@ _S'J-;ig (a) =+ 00 .,
3/ Obdobn¥ doka¥te, e 1lim / (g) = + 0© |
o 520

+ 00

+
4.19.- Doknite, Ze 1im \f{ dx z - G0 I
aZ27.  log{ & =-sinx)

"Evolte libovolnou posloupnost o, , a € (-ig- 1), & 71,

Potom o 2 1 > 1

= 1 (“ go-o pro viechna
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Podle Leviho v&ty (provédd&jte vie podrobnd !) jest

F ¥
1lim / dx = /——-—-—-—— a
a+7. 4 log(a -sinx) 4 log{l-ginx)
posledni integrdl je roven - 00 ., ||

Lze v tomto pfikladid téZ uZft Lebeggueovu vitu?

‘ ~kx ina
4,20. Ukalte, 2o lim [ e <%, SiDax

k>+00 Y0 x 1

dx = O pro libovolnd a €.E. 1

"—Z—volte poaloupnost ky o kn> o, kn/. + 00 , UkaZte, Ze posloupnost funkef
uk" .ﬁiggx neni monotonni v intervalu (0,+o ), ‘nelze tedy uzit
p¥imo Leviho v&tu.

ZPe jmé viak plati

—knx sinax ~kyx | |
[ | g ok lamal e g
tedy Lebesgueova véta déva

o
Ky X sinax -kyx sinax :
1i * d""ﬁm e Z——ax= /oax=0.
ﬂ-afloo ‘[ 7400 x [.

Priklady tohoto druhu vdak nemusime vZdy Fesit automaticky pomoci Leviho
&l Lebesgueovy v&ty, leckdy miZfeme postupovat pHimo.

Ke pf‘ikladu, poloZime-1i C(a) = max ginaxl pro a € E, ,
Xefo400) X 3
Jest 0
- =kx C{a
o KX sinax sinax ax S c(a) fe dx = ) ,
x A k
odkud anadno plyrie nase tvrzeni ;U
4,21. DokaZte, Ze f o !
a-» +0
ﬁ___ ' -0X
oo .
1/ Uka%te, %e = € L) € X €0+ )

2/ pouZijte Lebesgueovu i Leviho v&tu ’
3/ wvyufijte téZ odhadu

o0
05‘/‘ £fe—dx
[}

R|=
L

1+x

o0
: n
4,22. Dokaite, Ze 1lim fe"” ax = 1 !
n =00 (4

" 1/ Pou2i jte Lebesgueovu v&tu a vztshu
R
nZ1, x€0,00 ) = ¢ 56D € Ly, 0 5
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kde @(x) =1 pro x €(0,1> , @G(x) =o™"
pro x € (1,+00 ) ,
2/ poufijte Leviho v&tu - tuto nemiZete pouit primo na cely interval
(0,+% ), ale lehko ji lze aplikovat zvl43t& na intervaly (0,1)
a (1l,+00 ), zitejmd
1

. o0
-x® -x"
1im fe *Ta=1, 1a fe ax = o, |l

7 -» 00 2 n->0 %

4,23,| ReSte ndsledujici pfiklady .

1/ Zkoume jte, zda lze provést limitni pifechod za integranim znamenim
v ndsledujicich piikladech (tj. zkoumejte, zda plati

lim £ = 1im if :
M 2o D n-nu”fn)

a/ f (x) =1 pro x € (n,+0) , £ (x}y =0
Jinde v El y M=E, ,
n°x(1 - 0 , M=<0,1),

-n¥®

nx s M = (0,1) y

v/ .f'n( x)

e/ fn(x)

d/ £, (x) = nx e"m"'2 s M= (0,1) , (1,+400) , (0,+00)

2/ Spoditejte ndsledujfef limity:
[

o0
a/ 1lim fe"ﬂgj_nxdx,nm fe-ﬂcosxdx,
. Yo+ 12,'_1 Yo+t
b/ 1lim 4 ax ,




3/ UkaZite, Ze

¥ » -
'.I.i.m (cos 2ax) log sin x dx log 8in x dx .
a+0 s 0

4/ Bud f€ x,,, 906./|-M , potom

lin ﬁ(x) . arcig [n ga(x)] ax {r(x) . Rlﬂa;ctg[n--so(x)] dx .

4 400 M

Dokaite ! Semu je rovna poslednf limita ?

5/Bul M= {[xy) € B ; x €(0,2) , e ¢0,1>}. Potom

lim ffarctgn (= ya) dxdy = -{'

LTy

6/ Bud X mno%ina vlech racionélnich &fsel intervalu (0,1) , .
necht K = {r1 »Tg 2 Ty y oee }. Oznaime K, = {rl,...,rn} .
£, = c.xn /f, Je tedy charakteristickd funkce mnoZiny K, /.
Bud D Dirichletova funkce v intervalu (0,1) /viz 2,31/.
Dokazte, e |

K
a/ £ €2 ,

v/ £ A D v (0,1),

c/ funkee f Jsou spo:]:\.té v E.- aZ na koneiny pofet bodd,

1
existujl tedy (R) f £, s (ZN)ff .

& (R)ff -(zm_/r =0,

e/ nae:dstu;]i (R) flim £, s (2N) ,/lim L S

Lze pouZit v tomto pi’-:l’.padé Leviho v&tu pro Lebeagueovy integrdly,
tj. platd Ua (1) ff cL)fnm £

MaZe byt £, € Z} 2

7/ Pfedpokléde jme, Ze funkce £, /n =1,2,.ss/ 1 funkce f jso
riemaxénovm integrovatelné na (a,b) /tj. exigtujl (R)ff

(R)_/f /. Ptedpokléde jme, Ze existuje K € E, tek, Ze
lfn(x)| £X pro kezdé x € {a,b) @& ka?dé n € N . Necht ddle
£ —f na Ca,b> .
Plati potom, Ze 4 4

‘R’affn—""“’/f

Co 1lze Fici v piipad¥, vynechéme-1i ‘pfedpoklad existence (R) / £ 7

8/ Necht £, Jsou spojité funkce v intervalu (0,1,

KL Po
-8l =



fan v (0,1) . Poton

1--

Un [£ fr.

n->00

Doka%te ! Lze vétu zobeenit 7

9/ Necht £ ~0O v omnofing L, £=lmf v M. Potom f~O
npto0 T
v M . DokaZte !

10/ Necht L S .fex”, f|f -fl———bo. Potonm _/r —r/f,
dokaZte !

[lfen- [el = 1 famel < [lan-cl ]

V dal3fim se budeme zabyvat integraci Pady funkci. Nechi na mnofing
M je d4na i‘ada funkei i Vo oo necht pro kaZdé x € M existuje sou-

o n=f (-3

Zet Z vn(x) (konedny nebo nekcneény), oznaéme v = ;:f v, na M.
Rt - .

Budeme se zabjvat otédzkou, za jakych predpokladld je

fv= 'fv sy tle

b £

kdy plat{ va -u1 /

=y

Méme opét k disposici hlavnd vaty 21 (Leviho), 22 (Lebesgueova) a v&tu 23.
Opét si uvédomte, %e vita 23 je disledek vity 22 !

2

1
f log(l + x) ‘ b A '
4,24. Dokaite, ze ) ——————— dx = 3

ﬂ_l/ Ne jdfive vZdy zkoume jte existenci tohoto integrdlu ( jako cvideni,
nebot pro vlastn{ pouZitf v&t 21 = 23 je to zbyte&né). Ukaite,
%8 tento integrdl existuje jako Riemanniv.

2/ Pro x € (0,1) Jest
n+l

a0
- n x
log (1 + x) = ";(-1) —

(rozvoJ funkce 1log(l+x) ; tento rozvo}] odvodte

a/ pomoci Taylorova rozvoje,

o0
b/ ze vetahu [105(1 + x)]l = ﬁ = uZa(-n“ . )

log(l+x) Z -0"
x n=o l+n -

tedy

23535 26
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= i
= n _=_
3/ Poloite vn(x) = (~1) vl ukaZte, Ze Fada P v, konvergu-

Jje stejnomérné na intervalu (0,1). K ddkazu tohoto tvrzeni pouii j-
te napfiklad Dirichletova kriteria, kde polozite
n

x .
e pro x €(0,1) ;

- g1 ‘ -
an(X) - (-1) » bn(x) -

musime oveérit, Ze

a/ by(x) 2 bylx) 2 ... 2 0 opro x € (0,1) ,
b/ funkce b, Jje omezend na (0,1) ,

¢/ v, 30 v (0,1) (odnad [b(x)| = == ! ),
4/ existuje takové C> 0 , Ze

K

' Za an(x)'é C pro véechna x € (0,1) a v8echna X € N .
LB :

4/ Pouzitim vé&ty 23 dostdvdme tedy

log (1+x)
a/ ——— € Z(O'D E _

4
00 ! o0
1 : < -8
b/f—-—--—°g (40 g2 D /(-1)“ S M . .
] x n=0 o n+l 7=0 (n+l1)

a pouZijeme-li vysledku cvideni 5,85 , dostédvédme

4
g ( 2
b/lox1+x)dx=%" _"

of
4,25. Dokaite, Ze /‘1og (1-x) r*
— X =
3 X

1/ Jako cvideni ukaite ptimo, Ze integrél konverguje.

2/ UkaZte, Ze plati

o0 _xn"l

. logll=x)
xe 0D = =S s g =3

3/ PouZijte Leviho vétu 21 (pfedpcklady podrobné ovadite!),
dostévdte tvrzeni

X
sy logll=x) e &L )
x (0,1)
%
log(1-x) R i T i
b/ / X dx = nZ-f ne 6 !
pouZi jeme=1i opdi vysledku z p¥. 5,85 . ||
(Z4roven jsme tim ukdzali, Ze Logllx) ¢ Z:(O 0 )
X 1)
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. X
4,26, UkaZte, Ze f:f"‘i-dx konverguje !
¢

4

]]_1/‘ Dokafte piimo.metodami Jjako v 3. kapitele.
2/ UkaZte, Ze plati

X X 1 - & =nx
0, +00 ) == = . ( Y = xe T . e =
x €0, ) e¥ -1 &% 1-e7% :L-—a

o0
= Z xe-(n-!-l)x

nxo
tedy podle Leviho v&ty (provedte podrobné ! )

00

-] o0
/ x . ) /xe—(nﬂ)x dx .
J oX -1 n=0 y

00
-(n+
Jak nyni spoditdme fm (n+l)x dx 7
0

Vime, Ze existuje jako Lebesguedv (pro&?), lehke jej spo&itdme
podle véty o integraci per partes {vita 70 - uvédomte si,; %e nemdme
k disposici vitu o integraci per partes pro Lebesgusovy inﬁegrély!) Jako
Newtondv, tedy ' '

o0 o
-(n+l)x ~(n+l)x b}
(L) xe a&x = (N x @ dx = .
5/ / ' (n+l) 2

Konedné tedy dostdvédme ~ op&t s pouiZitim p¥. 5,85

©o

f xdx = i 1 = Tﬁ
Y e -1 70 (n+1)2 6
Ti{m jsme ukdzali konvergenci tohoto integrdlu a navic jej & spo&itali.__]
o 2
xdx .4
4,27. Dokaite, %e f = !
- eX+ 1 12

n—_l-/ Opét nejdfive ukaite = Zisté jako cviZeni - Ze

""'E""EZ

e+ 1 (0,+00)

2/ Jeko v minulém-p¥ikladu ukaZte, Ze

o0

x €(0,400) => 2 (-n® g~ VX
e +1 ned

Leviho vdtu nyni pouZit nemifeme (pro%?), ovifime, %e jsou = lniny
predpoklady Lebesgueovy vity 22 :

a/ (-1 . x e (RFUX G./‘.(a’_'_m) (prod?) ,
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[- =]
b/ potFebujeme odhadnout Edstedny soudet redy J_ (-1)Px e~ (R*LIX |
A=p

N N o0
|2 1Py Vx| 8 5 [(qyny o (nt Vx| £ 3 glmrlix
Nn=d el n=g
(dfikladn® si tento obrat promyslete !).
Av3ak podle minulého cviieni vime, Ze
3 (n+1)
=(n+l)x _ X
?)Z=o x e e*- 1 € x(O,*m) ’
Volime-1i tedy g{x) = xf T jsou splnény piedpoklady
Letesgueovy véty a jest
00 00 o [ore) n
xdx - (-1 z
f = - Zf(-nnxe ()% g = 3 )2 I B
Y e+ 1 ned 7=0 (n+1) 12
1 -1 :
. % 2.y
4,28. Bud q > 0, p > O, potom —_— dx = Z.(_ﬁ_ !
p 1+x% 70 p + nq
7 xp'l
ﬂ—i/ Je=l1i q > O , potom integral ax
1+3x9

konverguje, privé kdyZ p > O . Doka¥te p¥imo jako cvideni !

2/ PouZi jte ndsledujici dpravy

-1 00
X - 1 -
= (1 - xq) . xp 1 . 2 = (1-xq)xp 1 . Z xznq
1 + xq 1 - x q n=d

a Leviho vity (provedte podrobn¥ !) .

3/ Zkusme dany integrdl spo¥fitat pomoci Lebesgueovy vity.
Pro x € (0,1) platd

-1 oo
< = ) (1P, Pl
1+ x4
Pottebujeme hlavné odhadnout Eastediné souity, pokusme se o to stejnZ
Jako v minulém prfklad& 4,27 , dostdvdme

N N oo
I Z (—l)n J!p—1+nq | < E I (_1)1'1 xP-l*'nq l é E xp-]_-i-nq
=0 N0

xp_l N=y
N q
1 - X p_l
poloiime=li nynf pro x € (0,1} glx) = qa s de
l=-x

gice funkce g majoranta pro &d4stelné soulty, ale neni jiZz
Zte!l) .
g € 35(0’1) (ukaZte!)

Je to zplsobeno tim, Ze nd3 odhad byl pfiliZ "hrubj", odhadnime
proto Zdste¥né soudty "jemndji".
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: | Ng+l1

'f (-n* xp"lmql =[ #1 ZN(-l)n. anl = lxp'l Sl o O Y
N=0 n=y 1 + %%

g ypl 2
1l+x

q

a posledni funkce jii leif v systému &6_0’1) .

MaZeme tedy poufit Lebesgueovu vEtu,
4

7
f il ax = f _/(-1)“ P-1mg 5y o i Ent .
_ N

o 1 + xq

4,29.| Pozndmky k prikladu 4,28:

-1

ST -C,
1/ UkaZte, Ze Ffunkce € Z(o,1) " %0, .

l=-x
[ a/ Dokazte toto tvrzent ptimo,
b/ dokaZite tvrzeni té% pomoci Leviho vEty:

4

‘fxp-l oo o0 -
../ dx = /Z P71 gy = ) fxp-l+nq ax =
n=o

n=o
? 1 - x9 4 )

=i 1 =+_-oo._-”

=0 p t nq

2/ Zkusme do daného integrédlu a Pady dosadit urdité hodnoty P,q -

dostévéme:
10g2 = 1—%"‘]3--%"'0--.-- (p:q:l) ’
% = 1-%+%—%+...... (p=1, q=2).
fracs ) ‘, 1+ '
3/ UkaZte, 3Ze Z (1) ZPTIBE pekonverguje ate jnomdrnd v (0,1},
=0

nenohli Jjsme tudf® uiit vétu 23

Il kdyby dand fada konvergovals stejnomérnd v (0,1} musela by kon-
- . . L4131 1
vergovat fada 2_ lim (-1 P ~3y ”

n=o
20 _ sl n !

4,30. DokaZte, Ze J e™* . cos Jx dx = (=17, !
2 = {(2n) !

ﬂ/ Lehko ukdZete, Ze integrdal konveirguje.
2/ PouZlijte vztahu

n
<1l

{2n) !

o
L yn
cod y = 'n—o(-l) . pro y € E,

a ukaZte, Ze

00
e® . cos fx = nZa (-1)7 7%

* pro x €{0,+0 ),
n)!
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3/ PouZi jte Lebesgueovu vétu, Jjest

N oo xn
no-x X [-s x X
la;a(-l) € G ,,g,e (2n) !
£, 7 .
Polozte g(x) = .”.oe v a ukaite, %e g€ (0,+00 )

(posledni tvrzeni plyne napi#{iklad z Leviho vity -

o0 00 co n oo
= -X X ‘ = n!
/ B Py af XL 2 ax 2 =

8 posledni Pada konverguje, Jak zjistite lehko nap¥. pomoci & Alem-
bertova kriteria anebo odhadem -Bi- £ 27Ry

(2n)!
) o o0
. =X = B o™X y = dx =
pRETILI.L
= ”na(-l) * Gemrt !

87

kde jsme pouzili, Ze fe"x . 2 dx =n ! (odivodnite!) I
o

0
-4,31.| Poznédmka.
Funkei g pro pouZiti lLebesgueovy vity jame hledali v pFikledech 4,27,
4,28 a 4,30 ve tvaru g = £ 1|vn| . Bylo=1li g Gx“ s mohli jsme po-
uzit Lebesgueovu vétu, vyslo~li i g =+ (napt. v 4,28), museli jsme
volit lep3i " jemn&j5{" odhad ¥l postupovat jinak. PouZivéme tedy vlastnZ
tuto v&tu (viz vétu 3,5 ekript Serny - MaFik):
. oo oo
*Budte v, € 'A'M ' A= Ay lvnl { +C ., Potom i‘adam £= "n
konvg'guje absolutné gk.vi., ; v, e.?fM a A“( ,;' vn) =
- . "
= AM vn
DokaZte ji !
’ 7
4,32. UkaZte, Ze _/xp . log;lg dx = .--3—'—-—2 pro p+l >0 .
0 (p+1)
“_I.ehko zjistite, Ze integrdl existuje Jjako Lebesguelv, pomoci vity
¢ integraci per partes pro Newtonovy integrdly jej pak spofftdte jako
Newtondv . ||
. J Tt
4,33. Dokaite, Ze f %‘3&1‘- ax = - g !
[ - X

” 1/ Substituci (a¥ jiZ pouZi jete v&tu pro Lebesgueovy .di Newtonovy
integrdly) se pfevede na integrél z pf. 4,25 . Provedte detailn& !
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2/ Integrdl spodtéte té%Z pomoci Leviho véty, vztahu

oD .
logx _ 2 X" . logx pro x € (0,1)

l -x n=0

a pfikladu 4,32 _._J]

4,34.] DokaZite, Ze

7 1 *
x.log 7ri .
a/ / S dx = —6—— -1 y

l-x
/xz 1og 2
X = _7f -] - —
/ /f log’% ax = 7’
¢ '3 1+ x 12 ’
hd 1 l P)
XelOog =
a/ ‘/‘_..............35_ dx = 1- _?_'_ ,
] 1l +x 12
42 1 5
—_— dx = =/ -1+ =7
e/ 2 1+ - _ 12 | 22
' 1
4,35. DokaZte, Ze flog dx = 1
r] l-x

“_1/ Integrdl spoététe jako Newtonlv - per partes.
2/ PouZijte té% Leviho v&tu a vztah

| £ v
v 1o = = Jog (1l -x) = —_— .
81 = g ) = n pro x €(0,1)

Nezapomente, Ze

[v0]
1 1
g n - n+l )=__%__”

n=1 n(n+l)

4,36, Dokaite, Ze
2
o -
v [IEr. . L,
2 1-x
x.log 7+
b/ f X = 2
[ 24 ?
1'2
x" .log 2
e/ ;,/‘ X = —g— -1 !
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ﬂ Ve vdech pfikladech pouZijte

1/ rozvoj funkce —=+—, , Leviho v&tu a priklad 4,32 ,

1l=x
2/ anebo vztahu
1 1 1 1
= T . ( + ) ) a
1 - %2 2 l-x 1l+x

visledid prikladli 4,33 a 4,34 .1

4437. DokaZte, Ze /log X . log (1-x) d&x = 2 = <
2

“ Pou¥i jte Leviho vétu, dostanete
4

1 0o
flogx.log(l—x)dx = 2 %[xk'.logxdx
& k=1

B A - Z(l-m-(-k{mh

kag k(k+l)

0
1
mlﬁ
-

K

n
N
1
n
|...l
O
®
n
I

4,38. Dokaite, Ze f log x . log (1+x) dx
1

H Pouzijte vztahu

00 k
x € (0,1) = log x . log{l+x) = Z (-1.)]“:L . zk— « logx .
k=1

1/ Ddle pouZi jeme Lebeggueovu vitu (&1 wzitahu z poznémky‘ 4,31), dogtf

véme
N x [+.=] Xk

] Z (-1¥?T , EZ— . 10g x Z - . log x = log x + log(l-x)€
k=1 k k=1

€ L (5,1)

(podle piikladu 4,37) anebo

OO
2/ pouiijeme vétu 23 - ukaZte, Ze Pada Z (-1)k+1 . 5:—- . log x
k=17

konverguje ste jnomdrnd v {(0,1). X aYkazu posledniho tvrzen{ pouZi j-
te Dirichletova kriteria, kde poloZite
n
a,(x) = (-n% b {x) = - Eﬁ"- « log x ,

anebo pouZijte Weierstrasova kriteria

o1 X

(ukaZte, Ze (-1) . log x|'=‘ —1;]2'— v (0,1) ) .

V kazdém pirfpadd obdriite, Ze
4 2] k

flogx. log(l+x) ax = Z -—-(—::2-'— =

2 k=1 ¥ , (k+1)2
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2

k=t

2

oA oL ). (-D¥=2- 21082 - T~

E7krl (41

12 ’

kde jsme pou¥ili vysledkd z p¥. 4,29 a 5,85 .|

4,39, DokaZte, Ze
7 2
a/ ‘//Q.log X . logll-x) dx =1 = :; ’
7 :
f - W-z .
b/ x.log x . log(l+x) dx = 2F " —%" .
o
1
P 00
X 1 1l
0. Doka% if— 1ax = - )
4,4 oka%te, eo — log § dx g;f;ﬁﬁr mopg(L+m)

“ 1/ UkaZ%te, Ze integrdl pro p) ~1 Lkonverguje.

2/ Pou?i jte Leviho v&tu, rozvoj funkce —a—

1-x

a priklad 4,32 .|

+

4,41. DokaZXte, Ze f

o

—

1+x

o0
log % dx = :E:

(-1 ¥

S — ro €(=1,+00) .
k=D (p+k+1)2p p ’

4,42.

H_I} UkaZte, Ze integrdl pro p » =1 konverguje.
2/ Pou¥ijte Leviho v&tu a vztahu

xP_
1+x

' o0
log % = (1-x) + x¥ . 10g % . EE: x°k

k=0

3/ Pousi jte Lebesgueovu v&tu pPime, "hruby"™ odhad Zdstefného soudtu

Pady 5?: (-1)k - xp+k log % d4 ma jorantu

odhad d4 majorantu

k=0

DokaZte, zg

" a/ MiZeme pouiit

dostaneme

7

/

1+x

1-°

log

1 g, = 27

X dx = 27 s
z

1 ax = 27T .

X 27

1-x

log £ , "jemnsj&L"

2x° - . 1 )
b log 3§ » obojf lze uiit .|



00 O
A VU L S S S

k-a 7 x k2 (3k+1)° k= (3k+2)2
.5 D S SE N N i
_k-f k kw i (3k)2 6 9 6

b/ lbZete pouZit rozvoje funkce —;;5 s Lebesgueovu vEtu a vy sledku
: 1+
bodu a/, dostanete

_ oo 1k oo (=1 k
J/{i = log ax = :E:-i—ll— = E: —=)

{ 1wl X k=0 (3412 K=o (3x+2)2
k=1 -
R i__(“l)kl .r . T
o T2 = 02 12 s 2 _-

7

4,43. Dokaite, Ze ~4rlog %—; dx = 2 .1log 2.

|| 1/ Integrdl spoét¥te metodou integrace per partes jako Newtondv.
2/ Ze vztahi

’
[103 ']1.-3:[ = —;2':_ » logl=0

odvodte, %e

v 0 2k
103.—5=2.}: pro x € (-1,1) ;
1-x kro 2k+1

ddle pouZijte Leviho vétu, dostanete

oo
1+x [ 1 1
2 1-x k=0 (2k+l)(2k+2) kz-a 2+l | 2k+2
oo (-1 k
=2 Z ot =2 ] 2 (vi Pe 4.29).
k=71 k & viZ P ’ ‘2__u

P
4,44, Dokaite, ze | % 1log X ax = L
/ .

“ 1/ Pouiijte rozvoj funkce log i 2 v intervalu {0,1)
jako v p¥. 4,43 a Leviho vétu, dostanete

f 1 1+x 5 r*
. lo =2 B i R
g7 dx = (2n+1)2 n (viz pi. 4,85)

2/ Pouﬁijté vztahu

SN
log i:f = log (1+x) - log(l-x)

a vysledkl pfikladl 4,33 , 4,34 .|
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i

4,45. Bud p € (0,400 ), potonm

f
l - z
WAL AR 3 N o
o X
log (1 + xP) +
1:>/_/——---—-°‘3x ax = =L

e/ /‘ xp":p

12p

T
4

dx = =7
6p

)

dx = 3'2
12p

" P¥iklady a,b/ Jjsou analogické k prikladim 4,24; 4,25 ,

pf{klady c,d/ lehko odvodite rozvojem funkci

1

1

1-xP

1+xP

Viz té% p¥. 4,33, 4,34 /substituce xP = t ! / anebo pi. 6,67 |

4,46, DokaZte, Ze

OO
c/ flog
o

1

o0
a/ flog (1~e~¥) ax
o
o0
b/ f log (1+e™ ™) ax
o

1l-e —X ax
se X

| -]

It
I

SN

ﬁ/ Substituct e ™ = t prevedte dané integrdly na integrdly z p¥ikla-
at 4,33 a 4,34. :

I/ Priklad &/ Pedte pomoc{ rogvoje funkce log(l-e™¥) a Leviho véty,
piiklad b/ pomoci rozveje funkce 1og(1+e"x) a Lebesgueovy vity

ny priklad 4,43) a Leviho vity.
III/ V p¥ikladu ¢/ pouZijte téz .
= log(l-e™®) - log(l+e™™ _."

-X
vztahu log d=e

1+e ™

X

+e

a konetnZ pr¥iklad ¢/ pomoci rozvoje funkce log l:-’;-: (viz obdob-
1+e™

o0

4,47. Dokaite, Ze /e-ax . sin bx dx =

b
as+ b2

pro |[b|<a.

“ 1/ Jako cvileni ukaZfte, Ze integrdl konverguje pro a € (0,+00),
2/ Pou#i jte rozvoje funkce asin v E, -
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d )k _2k+l
sin y = ZSI—)'L—' pro kafdé Yy €E ,
k=0 (2k+1)!

tedy e"“.sinbx=e“Z( Q’&ik-t]-'

Déle pouZijte Lebesgueovu vitu, odhadneme Zdste¥né sousty, "hrubyn® odha-

dem dogtivéme
2k+l
i i -1k . o8 -—}—b ,.—.‘, g{x), kde
. L] (2k+1) !
- 2k+1 , \
gix) = ¢"8% F (BlD- " o x € (0,400 ) ,
ag (2k+1) !
PouZi jte dédle vztahd
[+ -] . <
- -ax = _n_ .
In"’/ - ax = 8 ) Ic:a a ?
dostdvéme
- -]
2k
Setn ax H_ kza (4L, (ovettaty,
o = .
tedy g € Ly ooy » PrAVEKAYE  [D]( @ (proZ?).
V tomto p¥ipad#
[ ] oo
: / e™®* | ginbx dx = = 2 ¢ -nk b)2k "é"b_"z" .
e a k=D ‘ a +b

Pri tomto zpisobu vypoltu integrdlu bylo nep#{jermé omezenit |b| <a.

3/ Integral téZ spodtéte Jjako Newtondv pomoc{ dvojnésobné integrace
per partes, jedind podminks ne parametry a,b bude pi’-i tomtd zpid-
sobu vypoétu podminka a > 0O .

4/ Pokuste se také spotitat integrdl pomoci nésledujfciho postupu:

oo

oo :
. -ax ‘ X(—a*ib) - -..L——
. v o = mly -
‘af e sin bx dx m'a e a=-ib A +b _Jl
4,48. Dokaﬁte, ﬁe oo ‘ ’ a .
f e 8% cos bx dx = -] - pro [bi<a
(] a +b

II Volte stejny postup Jaeko v minulém p¥ikladé _.J]

oo
' - sinbx
4,49. DokaZte, Ze /e ax | — dx = arctg .E pro |b|< a |,
- 2
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"?ostupujte gte jné jako v pr. 4,47, uvddomte si, Ze

% . 2k+1
arct = (-1 ¥ f—o ro ye{-1, ¥12.
g8 y k=0 21!""1 P ]

Vypodet ném opét neddv4 nic v pripad® |b|=a > 0,

viz té% ph. 6,22 . |
Obdobné jake u posloupnosti funkcf, nemuai byt vidy pravda, Ze

(&) - 2

Uvedme prikladr

[+]
4,50 .| Definujme funkce v, na intervalu {0,1) pfedpisem

v, {x) = ™t - (ne1) 2P ’
o0
bud v=;’vn na (0,1) .

Potom

4
a/ v(x) =1 pro x €(0,1), tedy vix)dx =1 ,
7 a

b/ pro kaZdé néE€ N jJe fvn(x)dx =0, tedy
o

k4

OO
Z_[vn(x) ax =0 .

Nt

Jako cvilen{ ukaZte piimo, Ze

- &
1/ Z v, nekonverguje stejnom&rné v (0,l)

n=q
oo
(uvaZujte 1’2" }39’1— vn(x) a ukaZfte, Ze tato fada nekonverguje),

2/ nemii¥e byt ; [’l vn(x)l dx < +00 = viz pi. 4,31

(pro x €(0, -B.) Je v.>0 a

n+l n
7 o
> _n_ = 1,78 -4
_[lvn(x)'dx = / 21 vn(x) dx = (1 + ﬁ) . ;}]T =
> 1.1,
= 3 *np+ar " "

4,51. Redte ndsledujfci pifklady

v4
af _/;2&&-39_;1,:2_4
o /1l=x

1/ Integrél spoxtste jaxo Newtondv.
2/ Pouzitim Leviho véty a rozvoje funkce log(1l-x) vyjde
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4
‘ log (1-x)

/1x

srovninim obou vyisledkd dostédvdme vzorec

.i.é-{-.....)

=4 2 2
3 e 5°7°9 '

VRN

o&"'
T

2,2 4,2 4 6 =
1+§+5o7+5.7c9+.0-.c 3__—.j

7 o0

-1
b/fll"’_‘p ax= 2 (Gly -F5) pro pe (040 ) .
0 X ”

n+l n+p

00
. e/ / e ¥ . (1-e%. x L ax = log (1+a) pro a € (-1,+1)
[}

“—T/ Integral konverguje pro ag(-1, +o0 ).

2/ Ze vztahu ‘
- -ax . 00 n
1e =e* 2 (™1, 2 &
% ex =7 n!

dostdvéme pouZitim Lebesgueovy vity - pouze pro
a €(-1, +1) ! - vysledek . ||
oo ' »t

* - T -
d/aj\eaxz.cosabxdx=§ -a—.etprorae(o,*w),

-

bGEl..

" 1/ Integrél konverguje pro & €(0,+00 ), b €E) .

2/ Ze vztahd
& 2n
a/ e"&“"':2 . co3 2b x = e""‘x2 Z (-1 . {2bx)’
. n=0o (2n)!
00 ) o0
n/ e—ax2 xzn dx = 2_..__1'1-1 fe—axz . x2n-2 ax
[ 2a (-}
(e -]

2
c/ ‘/e—ax dx = % ’_a!: (Laplacelv integrdl, viz p¥. 5,84 b),
pomoci Lebesgueovy vity plyne vysledek
Viozo téz pi. 6,4909-., "

* sinax a
e/ DX 4y = P —m— ro ka¥dé a € .
5 e¥- 1 k=1 a2+x° P 5

ﬁmezme sena & € (0,+0® ) ; pro kanZdé x € (0,+ 00 ) jest
m ¥,
ginax = 3 X 4 ax .

PouZi jeme Lebesgueovu vitu , odhadnZme I4steiné soudty:
-kx 1

: N 00
1/'IZe_bc.sinax[ e = ==
k=7 k=1 e =- 1

IIA
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4,52,

£

. 1
ale / dx
ex-l

0
musime proto &dstefné soudty odhadnout, "lépe" -

#

+ 00 © pro libovolné &£ >0 ,

N o]
2/ IZe-kx.sinax - ax Ze"h‘:

€L, .00 -
k=1 - k=1 e%-1 (0.+)

V tomto pripad¥ jsme ufili odhadu sin ax = ax , ktery je -sice
"pro velkd x pi#{lis hruby", ale nevadilo to._u

Redte ndsledujici prfklady.

1/ Zkoumejte, zda lze integrovat #adu &len po &lenu {(tj. zda

;fun=fnzun) :
M M

-nax -nbx

a/.un(x)=ae -be ,'H = (0,+°°)‘,
sin nx
b/ %(x) = _:g_.—x p>L1, M= (0,1) ,

e/ u,(x) = (-n% .2, u= (0,1 ,
&/ wx =1 a-2%, u=(o,1 ,

2 2
of w, (x) = e™20X _ T XY oy o (0,+00 )

2/ Ukaite, Ze

F
a/ ‘/'—‘1‘3- = 2 (-pF 2 ,
1+x k=o 6k , 2%%
-+
X_ )
b/./e L dx = Z .
n=7 n.nl
Y1ex 1 2
/ .{/NI:; log ) dx = T - 1,
P
1 o0 n-1
VAV S S C L
2 1 + % Nnt (21’1—1)2



3 &7

lo
o/ - £z dx = log2 ,
o (1l+x
« 7y ax 2
=X = , L
£/ 5 1+x ° logx og 7
! 1l
g/f(l-.x)exlog%dz=1-e
7 2
‘ 2 4 !
x -1
wdx
i// = + 00 pro a)O,
0 eax—l
= log 2
v [ = BB e evo
o e +1
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5. Mire mnoZin, Fubiniova v&ta, substituini metoda

‘Znovu si uvédomtel, Ze uvaiujeme 'pouze pfipad 2 = cr s Af = (R} _[ £ ,
miZeme proto poufivat nésledujici v&ty: v&ta 50, 51, 52, viéta 58 /Fubiniova/ ,
vita 59 /vita o substituci/.

Zopakujte si je !

Pripomenme jJe&t¥, %e symbolem %7Z,, oznafujeme systém v¥ech méfitelnych

mnoZin v Er s symbolefn 4 T - roquémou Lebesgueovu miru v E,.

Ze zaldtku této kapitoly si uvedme n¥kolik p#ikladi ns Jednorozmérnou miru

vEl.

5,1.| Nalezndte priklad mnoZiny A € #, tak, aby

1/ A byla neomezend v Ey , (4 =0 ,

2/ A byla neomezend v E, , A =1,
3/ A byla neomezeni v E, , 4 #El ) Wqh =+ 0 .

Ve vSech pfipadech - pokud to oviem je mo¥né - volte mnoZinu A jedt&
tak, aby

a/ byla oteviend , b/ byla uzav¥end |,
¢/ nebyla ani oteviend ani uzaviend .

5,2.| Sestrojte pffklad posloupnosti mnoZin E, € 77  tak, aby

E,CEC E3C sressa %, By £ + 00 pro ka%dé n € N a
- .
1/ (‘(r'(,l'_.)'En) = + 00 ,
o0
2/ afUE )<+ .

n=?

5,3.] Sestrojte pfiklad posloupnosti mno¥in E € 77/, tak, aby

Ey D E; D E3D .eeeee ,  (M,E =+00 pro ka%dé n€N &

00
Vg ) =+00

n
L
-

v @{fs) -5,

n
[
.

3 ) E,)

555 27
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5444

o
592

5’6-

5,7-

-]
Je adna posloupnost nezdpornych &fsel a , bud a = nzf a, -

Sestrojte p¥fklad posloupnosti mnofin E_€ m, /pokud to lze/ tak, aby

tafEn=an &

v (u.,(gEn) = 0, 3/ (a,(gEn) < a ,
2/ oq,(ﬁJ’ En') <a , 4/ (u,(’p’En) > a .

Bud A € 3¢ , poton

o0

&A= inf 2 (b, -a)

»=7

oo ‘
xde (a_, b)) jsou libovolné intervaly takové, Ze 15_'J1(an,b,n) O 4

a infimum ge bere pFes viechny moZné takovéto soufty. Ukafte, Ze tvrzeni
zistane v platnosti, budeme-li uvafovat jen disjunktni /anebo di s junk tni
omezend/ intervaly. Viz t6% dodatek D III.4.

“ﬁibuiijte vétu 55 a tvrzeni, %e libovolnou neprédzdnou otevienou mno-
Zinu v E1 lze vyjadirit jako sjednoceni spodetn® mnoha disjunkinich
otevienych intervalﬁt_ﬂ

Uka%te, Ze mnoZina vZech raciondlnfch &isel v E; Je m¥F¥itelnd a md miru
nula.
Tas viz vétu 52 .
b/ Tvrzeni dokaZte primo z definice - viz p¥. 2,31.
e/ Pduﬁijte téZ pfedchoziho cvideni 5,5 :_ﬂ.

VEta 52 ném F{k4, Ze ka%ds spofetns mnoZine v E, Jje nulové.

Naskytéd se otdzka, zde vibec existuje néjakd nespodetnd /zopakujte gi de-
finici spoletné a nespoéeéné mnoZiny !/ mnoZina v El miry nula. Odpovdd
je positivni - uvedme si p¥iklad.

Zavedme ndsledujici oznadeni /kreslete!/:

R, = <0,1> ,
Ry = <0,1> - (3},8)=¢0,5>u (§,1> ,
Roem- [ v (L] =<0 bud bud Do

U<g ,1), LEU R AL BB L B B atd.

mdme-11 Jjif sestrojenou mnoZinu Rh s dostaneme mno%inu Riyq tak, Ze

ze v3ech intervald mnoZiny R, vynechdme prostfedni t¥etiny /bodedte
pFesnou definici pomoci matgmatické indukce !/.
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-]
5,8.

Zie jmé
1/ R,D Byd Ry D evennn

2/ R, pro libovolné n je mnoZina uzaviend .
o0

Oznadme € = pa R, s mnoZina € se nazyvéd obyde jn& Cantorovo_dis~_
‘kontinuum,
Ukaite, Ze

3/ mno¥ina C je uzaviend
H_E je. prinik uzavienych mnoiin_ﬂ ,
4/ “4C =0
Fanozina R_€ 2%, je disjunktnim sjednocenim 2" intervalh

délky 3—;‘“ , tedy

n
AR, = | % ) , nyni se u¥ije véta 17 || ,

5/ 1libovolné &islo & € <0,1> lze psét ve tvaru

o0 ‘g

a = 2

#ev 38 kde 8, = 0,1 nebo 2 /rozvoj &isla &

v "trojkové® goustavd/, tento rozvoj je jednoznadny, poZadu-

Jjeme-11, aby

X g
a > ; -—2 pro ka%dé piirczené k ,
2 8
6/ xe€C &> x-= - kde a_ ¥ 1 pro kaZdé N
- ey 30 7 n P “ neN,

7/ mnofina C je nespodetné
o0

a
M livovoinému x €c , X = ,; 3-—% pPifadme bod
&, 5 -
®(x) = 2_ 2 a ukefte, %e mnoZina {gﬂ(x) i X € C}

n=1 20
Je hespoéetné__j],

8/ MnoZina C je r{dkd , tj. vnitfek mnoZiny C je prdzénd mno-
Zina - anebo ekvivalentn® - doplnék mnoZiny C v (0,1 je
mnoZina hustd v {(0,1).

Viz té% V.Jarnik, Diferencidlni podet II .

Bud G C E; oteviend mnoZina , 4G =0 . Potom G =¢ .
DokaZte !

“ Necht x € G , potom existuje > o0 tak, Ze (x =& ’ x+08)cCa
/odivodnéte!/ .

Tedy (u,GE/u,(x-é‘, x+8) =290 1
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5,90| Bul FC<0,1> uzaviend mno¥ina, (#F =1 . Poton F =<0,1> ,

dokaZite !
I Pouss jte predchozt cvitent a vétu 15 .||

" ‘
5,104 Uka%te, Ze plati /nemusi se ani jednat o mnoZiny v E,/:

a/ M nulovd = W € 7L,
b/ N, C H, M nulovd =¥ Hi nulovd .

L] ' .
5,11, UkaXte, %e plati:

A€EZJX , M nulovd =>» A -ME€ I, oL 12l VS

ﬂ;:dle véty 13 @& cvidenf 5,10 a/ Jest A - M € 772, ddle pouijte
vztahu A = (A - ¥) U(A N W) , v¥tu 15 a cvident 5,100 . |

L *
5,12%| Necht L €L, M nulovd, teL, . Potom fe€X,

ff _/;:.Dokaﬁte 1

I ouﬁi,jte cvi&en:l’. 5,11 , v&tu 24 a vdtu 26 . |

5,13. (Dilexité 11 ).

UkaZte, Ze Fubiniovu vétu lze uvifit v ndsledujlcich specidlnich p¥ipadech:

I/ mno¥ina M C E., Je oteviend nebo uzaviend, funkce f je spojitd
a nezdpornd (resp. nekladnd) na M ’

I1/ mnoZina M C E. . Je oteviend nebo uzaviend a omegzend, funkce f£
je spojitd a omezend na M .

. * )
[ v obou prfpedech lehko tkéZete, %e¢ £ € L M

¢

5,14.] Oznadeni:’

| . *
Bud f funkce dvou proménnych, f € xM . Potom budeme znaZit
.’/;ff = .{/:(x,y) ax dy

a tento integrdl budeme nazyvat dvojnym integrdlem funkce f pies mnoii-
nn M., - :

Nechi M, znamend prim¥t mno¥iny M do osy x , tJi.
ux = { x € El ; existuje y € El tak, Ze' [x,y] €ENM }
Potom podle Fubiniovy vty Je pro sk.vd. x € E, £X¥¢ ZH,, x
. . X ¥ :
a ozna¥fme-1i F(x) = M.{;r ! y Je F € xm a _}[/r = '/F .
Sx

MiZeme tedy psdt, Ze
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VI
M
Z¥e jmé téZ

J/
M
kde My = {y €
Je prﬁmét mno#iny M do osy ¥ .
Posledni integrély budeme nazyvat dvo,jgésobg@ integrdly funkce f pfes
mnozinu M .
V pripadd, Ze M, Jje interval (a,b) a u** interval (¢ (x), w(x) ) -

-

/x’ ,{(M_Atf’f'* (yay)ax .

1)
1]

s S )£ e a

MEY My MY
, existuje x € E, pron& [x,y] €M },

A
2

krajni body mohou pochopiteln® zéviset na x !l = piZme krétce misto
yix)

f( ‘/fx* (y)dy) ax integrdl f /fx*(y) dy) ax

a zpravidla se budeme dopouﬁtét nekorektnosti a misto posledniho integrélu

budeme psdt
wix)

/(ff(x.y)dy)dx.
F

Jsou-1li M_, M Jiné intervaly neZ oteviené (uzavienéd, polooteviené),
ponechme ste jné oznadeni (viz poznédmku 3,1).

Obdobnd poznédmka plati prb ob;‘écené pofadi integrace.
Nakonec Jje#t& p¥ipomenme definici miry mnoZiny:
je-i M C E, , M € %, , Qefinujeme M= f/;;
V4
podle pitede’lé pozndmky a Fubiniovy véty Jje pro

!

(a,p) , M ¥ = (Pln) ,¥(x)) &

Mx =
o= (e, WY wp ,ymy
f‘ /_Wx) + /. /.m)
Al = J ( ?mdy) ax = J ((x) -9(x) ) ax = / (m(y)dx) dx =

c

ﬂ[— Stejnd pozndmka se tykd i vicerozm&rnych integrili, kde pak mluvime o troj-

nych &1 trojnédsobnych integrdlech apod.

5,15.

Bualﬁr-'.{[x,y]eEz; ® + 38 = } Potom M € L,
a cﬁzu = O.ﬁokaite!
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| " Nakresiete si obrdzek mnoZiny M !

5 ,169

5,17.

5,18,

Zfejmd M =M UM, , kde

My ={[x,y]€Ez; y=r1 _::2 ' xG(-ﬁ’+-ﬁ>}’
"2 ={[‘:¥JEEZ§ Y=‘I7‘!2, xE(—'/'I_,d-/?}},

Podle vity 62 - ovifujte ! - je Mlé.m, MZ-E mz B ¥y =
= MM, = 0. Nynf sta¥f pouZit vdtu 12 a 15 &i faktu, Ze sjednoceni
spoetného systému nulovich mno%in- je mnofina nulové.

Viz té% pF. 5,103 . I

Bul p CE, libovolns pffuka, potom p € 3%, & AP =0 .
DokaZte!

ﬁeehi napf. pf{mka p neni rovnobi%néd s osou y - v opalném p¥ipad’

pouze prohodime osy - potom existuje linedrni funkce £ , f(x) =ax + b,
v El 'tak' 23 N

PE_{[x,y]GEa;"y=ax+b, erl}'

Tedy op¥t podle vty 62 dostévéme, e p Je nulovd mnoZina v E, _u

Bud 'p C B, libovolné pffmka, X C p libovolnd podmnofina p . Potom X
Je m‘llovérmnoiina v E, . DokaZte !

“_Pi‘i dikazu pouZi jte cviZeni 5,00 ) a 5,16 .J

Specidln&, je-1li napf. X C E, lebesgueovsky nem&fitelnd mnoZina v E ,
je mnozina {[x,y].e E,; x€X; y =0 } vidy m&fitelnd _(a nulova)
v E; . , ,

2

Dokafte toto specidlni zn3ni Fubinlovy véty:

vd NCE, , M€ X,
E, prvnich 'r soufadnie, tj. M = {x €E,; existuje y € E, tak,
te [x,y]e M }.

Potom pro sk.vd. x € E, Je u**e W, = ozna¥ime-1i

bud ‘M’ prim#t mno¥iny M do prostoru

b 4
Fx) = A %%), je F e <,

a
f“msn = ;,[F *
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Nakreslete si pfislusny obrézek !

&

M

o o - e e e s s e e

SN e m e e —————

| =
X M
Qbrdzek .5
" Ve vEté 58 stadi poloZit f. = ey ._H
5,19. Bud X = {[x,y] € E, ; xz + y2 = 6}. UkaZte, Ze

Kémz a(uzK=63fl

" 1/ MnoZina K je uzaviend v E, (dokaZte!), tedy K € ?ﬂz podle vé&ty 50.
2/ Oznadme K, prim&t mnoZiny K do osy x , tJ.

Kx={x € E, ; existuje y € E; pro n¥ [x,yJGK} .

zrejus K, = <~ /6, + /6 > - aokaZme toto tvrzeni porédns
a podrobn&. Abychom tedy ukdzali, Ze
kK = <-/6,+ /6 >, Je nutné a staff dokdzat, Ze jednak
K. C<-/6,+ /6 > a jednak K2<- /5 ,+ V6.
a/Bud x € K, => existuje ¥ € E, , pro n&% Ex,y]G K, tj. pro
n& x*+ y* £ 6. Potom ovlem xS 6 -y 56 = |(x|= /6,
cor jest x €{- )6, + /6 ). Tim jeme ukdzali, Ze K Cc<-/6,
+ /6.
b/ Bul x€<- /6 ,+ J6)=> urlité existuje Y, € B, - napr.
Vo=0- pronst x* + 3y =6, tedy [xy]€ex x €xK_.
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Tin jsme ukézali, %e ¢ - /5 , +/6_.>CK1 .
3/ Z¥ejmé dhle
K¥* =0 pro x€(-~00, -/6)u( /6, +m0) ,
k*¥=(-fo-x* , +/6-F > pro xe<-/6,+/6 >=K_,
(zde chépeme {a, a) = {a} ) - op&t podrobné vysvitlete!
Tedy (u’l{x’*‘='2 .I’S-xz (podle vity 51) a
a,k =f2/s-2 ax=67.
3

V praxi obyfejn¥ postupujeme rychleji (mugime oviem um¥t v3echny
Jednotlivé kroky oddvodnit!):

MnoZ¥ina X Jje uzaviend, tedy m&iitelns; K, =(- /6_, + '/6-,),
pro xe(-/rS-, +/6_> Jest Kx'*=<- /6 - £ 3 +/6 - x2>,

o S
(azx=_/(/ 1ax) dx = 6 T,
-VE -fe-x*

Jako cviZeni zkuste zmZnit pofadf integrace !_u

5,20. Bud H={[_'x,y]eEz; xz+y2(6}. Potonm lﬁemz a AII=67’.

DokaZite !

T u o otevrend mnoZina v E, , tedy M € 772, . Ozmna¥ime-1i
H(M) = {[x,y]e E, ; Py’ = 6 } ’

Je HMYE€ P7L, a .« H(M) =0 (viz obdobny p¥. 5,15).
Potom (MU R (M) ) %, ¥ , podle pFedchoziho cviZeni je

(MU E (N ) 6.
Jako cvifeni spoltéte cLt pfimo!_l

5,21.| Bud K 1livovolny kruh v E, , ti.

K={[x,y]632; (::--m)2+(y-n)2 = rz},
poton K € 7, a K= T2 . Dokaite !

5,22, Bud M={[x,y]632; 0 S x¢y}.Poton M€ P, o MM = 400,
Dpkaite!

: “_anac‘.ime-li (kreslete !)
K={[x,y]€‘32; °<r<:r}s
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5'231

N={Ex,y]GE2 ; x=0,y € (0, +m)},

je N nulovéd mnoZina v E, (viz pf. 5,17}, K oteviend v E, , tedy
K €@, &z vity 13 vyplyvé, %e M =K9N € T, .

Podle vity 15 pak dostdvéme (aﬁll = &’K .

Oznadfme-1i K_ primit mnoiiny X do osy x , Je K = (0,+e)
apro x € (0,+00) Je EX¥ = (x,400 ).

Z¥e jm& (a,,x"f* =+0 pro x €(0,400 ) , tedy K=+ .
V praxt postupujeme rychleji a rovnou pi¥eme

00
("‘,’zn‘l'-'c“:tl‘E ={/1dxdy= f([M)dx=+m ,

anebo téZ - zaminime-1i po¥adi integrace

- 00 [» o]
M = K =ﬂ1dxdy =af({dx) dy = + 00 ,

Zkuste dokdzat Jjes3tE jinak, Ze Ca‘u =+ 00 !

Definice:

Vv mnohgch sbirkéch p¥fkladd i v mnohych ufebnicich se setkdme s ilohami
ndsledujiciho typu:

» mnoZina M je v roviné omezend kifivkeml
x=2, y=x, =1, spoitéte M ! "

Co se rozumi slovy "omezend kifivkami™ ? Toto jest n¥jaky pojem - ktery,
i kdy% je intuitivn¥ ziejmy - by bylo zapot¥ebi definovat. Pokusme se ne j=-
dfive nes nadem pifklad® ilustrovat, co by se mohle timto pojmem rozumét.

Nakresleme si tedy "kfivky" x=2, y=x, xy =1 (viz obrédzek &.6
na ndsledujici strand).
MnoZina {[x,y] €EB; x= 2 } Je p¥imka a A3l1i ndm rovinu E, na dvé

poloroviny, ozname je A, , A, . Rovn&Z tak "mnoZina y =x " d&l{ rovi-
nu na dvé poloroviny, které si oznaime B, , B, . Konednd t¥etl mpnoZina
{[x,yJeEZ ; xy =1 } jest rovnoosd hyperbola a i ta ndm 4&11 rovinu
na dvé = byt ne souvislé - mnoZiny (tzv. vnit¥ek a vndjSek hyperboly) -
oznalme je 01:02 .

Nyn{ utvoi*ime vSechny moZné priniky.

MNBIN G, MNBNG , AN BN Gy, eee y 4,0 BN G,

Nékteré z t&chto prinikd Jsou prdzdné mnoZiny, nikterd neomezend mnoZiny
a pouze Jedna mnofina - jeden prinik - je omezend & neprdzdnd mnoZina.

A této mnoZin¥ budeme zpravidla Fikat, Ze Je "omoséné" danymi kiivkemi®.
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r=2

XY= 1

Obrdzek &. 6

Pokuame se nyni vyslovit obecnou definici:

M&jme déno p funkel dvou promdnnych ¥, % ,..., égp

Nechi ka%dé funkee ¢; (i = 1,2,...,p) Jje definovéna na mnoZin¥
M, x N, , oznalme

Kiz{[x’yJEEZ'-’ xcM , yeN 5 glny =0},

1 =1,2,000450 (Ki Jsou tedy na¥e “kifivky"). Oznad&me ddle

A

Ki={[x,y]€-E2; xeEM, yEN ; x> o}, 1=1,2,...,p,

hd . )
K, ={[x,y]exz ;o xeMy ,yeEN 5 @xy) & Of, 1=1,2,...,.

Utvofme v3echny moZné priniky: _
A A A ~ A v v e v
K].n %n ...n Kp ’ Iﬁn %n se N n% , ...’I{ln%n LR ) n %
(precizujte!).

Potom pod pojmem "mnoZina omezend kiivkami K sKyeuoen Kﬁ »

rozumime libovolny z t&chto priniki, ktery Je
a/ neprdzdny,

b/ omezeny v E, .
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Je nutno si uvédo’mit, Ze. .
1/ takové "mnoZina® vibec nemusi existovet (uvedte prfklad!) ,
2/ tichto "mnoZin® mdZe byt i vice (uvedte pF{klad!).

Obdobhé definice se d4 uvést i pro prostory vys3{ dimense, bude-1i ase
jednat o mnofiny v E, , budeme zpravidle f1ikat "mnoiina orezend plochami”.

5424,

8
Nech¥ M ¢ E, Je omezenlé‘ld'-ivkami y= —% l

4+x
a y = 7. Potom MEL, a c“::“=2(7r"§)‘ J

[ 1/ Naxvesiete sl p¥i{slusny obrézek, tj. mnoZiny

Kl = {[x,y]é Eé'

K, =_{[x,y]e_32; 4y = xz}.
2/ Oznatme déle |
{\K-_L ={Ex’y]€‘E2 ) y<4f }s

\151 =l{[x.:3] €E ;¥ > ;%;2’ }s
k\2 ={[x,y] € EZ 4y < x2 },
E‘z ={[x,y] €B, ; 4y> X2 }.l

~
UkdZeme, Ze mnoZina K, N fg Je neomezend v E, ..
Zvolme posloupnost bodd A, = [n,o], potom

A €R (protm), & €&

n , (pro 1, né Kz‘ (pro&?) , |
~ Fa) ~ Fal

tedy An € Klﬁ K2 a odtud vyplyvd, Ze mroZina Kln K2 nemdZe byt omeze=

nd (odivodndte 1!).

3/ Obdobn¥ uksifte, %e mnoZiny ﬁn f(’z , an é nejsou omezend

v E, !
2 o

Fal
4/ Uvatujme mo¥inu K nK, , oznatme i M , tedy

M = {tx,y] € By ; r<:j';z}h {[1,3] €E, ; 4y> zz}= {[x.r]éﬁz ;

8

A lveuCIE xz}={[x,y] € E;

2
x 8
4<:r< }.

4+x°
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Zvolime-1i x € B, tak, aby v

Co bude prim&tem M mnoZiny M do osy X7 - podle definice

Ikx = { x € E; ; existuje y € E, takové, Ze [x,y] € M_}.

v

> neexistuje ziejmé& %4dné
4+x

y €E 2’calcmné, %e [x,y] € M . Naopak, bude-li pro né,jaké x € E, pla-
tit & < .__55 , bude z¥ejm& x € Mz' (pro&?),

4 44X
tedy x?
8
xX g M & - .
¥ 4 4ex®

ReSenim posledni nerovnosti dostévdme

X € M & x € (-2,42) ,

tjn Mx = (-2 ’2).'

Nyni pr;o ka%dd x € M, Jest

X, %

; —5)

= 8
4

={y€El; [x,yjeu}= (

S/ Mno%ina M je omezend v E, , toto Je ihned vid¥t z mno%in M,
X, %
a M7? ’ nebol

[x,y]e M = |x|<2, osz‘i<y<—-ﬁ— £ 2

tedy M C (-2,42) x <0,2) .
6/ MnoZina M je mifitelns v E, , nebo% je pronik muofin ¥, , K, ,
které jsou obé oteviené v E, (dokaite!).

7/ MdZeme poufit Fubiniovu v&tu, dostdvéme
4
2 7+ x3
(uu=f/\dxdy=/'(_/; dy)dx=2(?7‘-§)."
2 M T2 % .
V dal¥ich p¥ikladech budeme zpravidla postupovat rychleji, Jje viak

zapotfebi um¥t jednotlivé kroky - tak jeko jsme to provedli v tomto
pifikladé - podrobnZ oddvodnit.

5,25.

MnoZina M je omezend nésledujfcimi k¥ivkami :

X=2; ¥y=2Xx; xxy=L x=o0

Potom M € 7%, a uM =§ -log 2 . DokaZte !

ﬂ_-]j Nakreslete si pfisluiny obrdzek !
2/ UkaZte, Ze

M= {[x,yjéE ; ,l:<y<x ;3 x € (1,2) },
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: 2 X z
tedy‘a,!lﬂ=_1/' ( / ay dx=[(x-§) dx = § -log 2 .
x
3/ Zkusme integrovat v obrédceném poFadi.
Bud M, prim&t mnoZiny M do osy ¥y ,

atejus M, = (F,2). '
Pmye(%‘ Jen*'y=(-’;,2).

pro y €<1,2) je ™Y = (y,2) .,

pro ostatnf y Je M 'Y = @ .

PouZi jeme-1i nyni Fubiniovu vé&tu, dostdvéme
. )

(a.zlt[ = 4 F(y) dy []
=2 -1 1
kde F(y) =2 3 pro ye(z,l)
Hy) =2 -y pro y€ € 1,2 ) .

Konedné& tedy

7 2
= fpe-ras [l2-y)ar=d-02.
4/ Op¥t miZ¥eme postupovat rychleji, ozna&fme-li si
={[xwy]€B; I<y<1, xe},
={[xv] €5,

={[xy] €&,

Jest mnoZina M, nulové, mnoZiny M, N, otevitend,

y =1, xe(1,2},

1<y<x, xea2},

M = MUMUMy . Tedy Me 2, a

7 a2 2 L2 _
M = Myt cazll2=‘/?4‘(édx)dy+/(‘y/'d'x)dy= %-logz_;u

5426,

={[x,yJGEz; 1€x2 5 ; y=s 3, Iyél}
Spodtéte (alul

ﬂ_l—/uem (pro&?)
2/ M ffdxd.v /fdy)u /(3—-)dx =12 - 10g 5,
3/ M fdxay /(fdx)d.y-*/(/d:)&v 12 - log 5 §

Velmi mnoho mnoZin, s kterymi se setkéme byvd soum&rnych podle jedné &1
obou os. PFi vypoltu mér takovich mnoZin &1 integréld pfes mmo¥iny tohoto
typu mife byt pak uXitefné se omezit Jen na Z4at téchto mnoZin, nap¥. jen
na dst leffci v prvnim kvadrantu apod, Teoretickym zdkladem je ndsleduji-
cf vita,

"

I
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0
5,27+

a/ Bud MC E, , M€ 7L, , nech¥ mnoZina' K je “soum&rné" podle osy y,

3.
[xs7] € M & [x5] € ¥.
Oznaéme

¥ o={[xw]eB: [xylew , x>0},
Poton M €%, a M = 2 4k . Dokaite!
[ 0znatfme-11

K ={[x,x]e'Ez; x>0 }.:

Je XEm, a U = MNK, tedy 'i(?'e-:mz (oddvodnite!)
Podle v&ty 59 lehko zjiastite, Ze

. (‘Lz'i’ = (a’(n - ’ﬁ) F]
tedy M = ¥+ 4m-M =2 4¥ .|
, b/ DokaZte obdobnou v&tu pro mnoiiny soum¥rné podle osy x .

¢/ Bud M C E, mdfitelnd mnoZina soumdmé podle obou os x 1 y .
' Oznadme ‘

R4
M={[xyleu; x>0, y>o0}
£
Potonm M€, a aM=4 4¥. Doxaste !
d/ Vyslovte obdobné vity pro prostory vy531 dimense !

5,28.

Bud M = {[x,y]-c— E,; 1 % ey <4 } (kreslete!) ,

M, ={[x,y]€B s 1§ L+5%22 4],
M, ={[x,y]eB, 5 1 < L 4y? <4}

Uka¥te, Ze ka3dé tato mnoZins je m&ritelnd a

k= g = My = 3T

“_:_L‘—/ Ukafte, Ze kterékoliv avé z téchto mnoZin se 1i3f o nulovou mnoZinu
a Ze mnoZina Ml je uzaviend.

2/ Oznalme M, primit mnoZfiny M do osy x , z¥ejmd K, = (-2,+2)
(dokaZte podrobnid!).
Ddle plati implikace:

x €( -0, 2>U(2,+0 ) = ¥'F =g
x €0 =2,-1>0U <1,2) = W¥ = (-/a-2; +/4-5,

x €(-1,+1) = 0¥ = (/42 ; /1-Dyuil1a®; /s - .
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Tedy pro
x€( -2, 1) UL,2) Jo (mu¥* =2 //::7
x €0-1, +1) g aM* = 2(/4-2 ) .
0dtud podle Fubiniovy vity dostévéme |
_7 2 4
_[a /’4-:2ax+/2 ‘4-x2dx+J2(/4-x2'—f-x2)ax=
3.
3/ Pou%i jeme=1i p¥edchozfho cvileni 5,27 a poatupu:]ome-li rychleji, dostd-

véine .
’I*X"' ' g ’-J'
zu=4f(f aydax + 4 . (_/ ay)dx = 37 .

4/ Pou¥i jte té% vztahu

(aill

: 2 2
M={[x,y]EE ; vy <4} -_{[x.y]-e?-z: X+ ¥ ¢ 1}
cvifeni 5,21 a vitu 15 _._H

5,29,

Bud M={[x,y]EEz ; ¥y« x+2} . Ukaite, Ze

M'G?)?!=L a (wzu = -g—- « (Nakreslete ai obrdzek! ).

|5,30.

"_1/ UkaZte, Ze mnoZina M Jje oteviend v E, .

2/ Je-11 xx+2, je M* = (22, x+2), pro ostatnf x ge M“* =g .
Nerovnost x2< x+2 Je splndna, prdvé kdyf x €(-1,+2), tedy

2
. 9
C“i“ j(x+2-xz)dz--2—-.

3/ Integrujeme-1i v "obrdceném® pofadi - prove&te podrobné - jest

Y v
(azm=¢_/‘(_',37 u)w+fJ ax)dy--g—-_._”

-2

MnoZina M bude v dal¥im vZdy omezena kiivkami (viz 5,23).
UkaZte, Ze M € 7/, a spoltite  «M !
a/ M omezend k¥ivkami:
2x-y=0,2x-y-7=0, X=-4y+T=0, x~4y +14 =0 ,
potom (aill = 7, '

b/ M omezend:

2..2 2
x=w—; x=£1.;(0<b<a),
2b 2a

(a,zll = %(a-b) . }"ab,
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e/

e/

£/

:I../

3/

X/

1/

n/

n/
o/
p/

q/

r/

M

M

M = {[x,y] € E,

M= {[x,y] €8 ; 0 <

onmesend: y=-2; y=x+2; y=2; yzax (‘«iug_g.o_)’

2
:yti(ﬂ)z, 12+y =a ; ad0 ((aill=—a1§(3!-4)).

Rr+y?ae; x+y=a; x20, yagm

2
C %fa2-§(1+ /3,

:ys’4-xz; 3x-2y-6=0 (Ca’ll=.ligl),‘

(13

x;y=n2; xauay,y=2a, x =0, a>0
| ' _23 .2, .2
(M =353 a +a”log2) ,

L+y’=ea®; y=2, a>0, n>1
. . iy L 5 .
(M =3 (grcad.n n—- "~ z/n -1,

1} ¥+§=1, a>0, b>O0

((alll=%ab(3r-2) ’

AL
O, %o

2

X - R = . 2 . = 4

i-g"' = 1; y=x; x280; y&0 ((tczll Garcsins),

Je omezend 12-+y2=5; ¥y =0 ; teinou ke kruZnici

2, .2 - 5 2

xX*+3°=5 vbodd [1,2] ( M =5~ 2 aresin =)
Uy 2 i

=33 x+y=4 (@,¥=4-1log27) ,

a % -% '
y=z(e-¢ + e Y, x=0, y=0, x=2a,

['x,y]eEz;x>2,0<y< } ((a‘ll=l'),
. 2

"
b4
N
<
”~
g
P
=+
p—
”
A
=
]
+
3
—
-

«
~
-
—
2
B
"
Y

M={[x33:|632371)1; O(y(—l—}(caiusq.m)’

M={[xwleBg; 0<x <9, 0<y< A} au=5).

V dal3fim se budeme zabyvat vypodty Jednoduchych dvojnyeh integrild
pfes danou mnofinu M . Metody vypodtu jsou v podstatd astejné jako v pie-
de8lych cvi&enich - oby¥ejn& hleddme primit mno¥iny M 4o nékteré z os,
p¥islulné Fezy mnoZfiny M a aplikujeme Fubiniovu vEtu. NeZ viak tuto
vétu pou#ijeme, musime vidy zjistit, zda dany &vojny integrédl wvibec exisip-

JEs

TEHn e
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5,31.( Bul M C E, n3fitelnd mo¥ina soundrné podle osy y ,

bud f funkce dvou promdnnych na M "sudé" v prominné x , tj.
£ -%x,y) =¢f(x,y) kdykoliv [x,y]€ M .

*
Necht dd1le £ € X,
Oznalme M = { [x,yJe u; x>0 }.
P L
otom f € 57 a

4f=24f. DokaZte !

I viz obdobné cviZeni 5,27 .|
Vyslovte v&ty analogické k v&tdm ve cvidenfi 5,27 b) - 4) .

5,32. Bud M = {[x,y] € E,; x| + |5l £ 1} (nakreslete!).

Potom _/Xf‘(x2 + y2) dx dy = % « Dokaite !

Il/ M€ 7%, (moZina M Je uzaviend v E,) .
2/ Funkece f£(x,y) = % + yz je spojitd a nezdpornd v M ,

® .
tedy £ € £, (viz véty 48 a 33) .
Lze tedy ufit Fubiniovu v&tu (viz téZ 5,13), pouZi jeme-1i p¥edchoziho
cviZenf 5,31 dostaneme (provedte podrobn# ! , naleznite Mx a u¥

/‘;(XZ'*.VZ) dxd_.v=4-[1(,[1-x(x2+y2) dy) dx =

win
L 3

7
= 4 _/ (xz(l-x) +% (1-:)3 Ydax =

3/ Zkuste téZ integrovat v obrdceném poXadf ._“

5'33- Ukaite, ¥e ./_A‘/"e_(r'-y) ax @. = % , xde

M = {[x.x]EEg; 0% xSy}

ﬂnoﬁina M je uzaviend, integrovand funkce spojitd.a kladnd na M , tedy

oo

00 oo
{/e‘(“y’dxdy=0/([e"m) dy) dx = .[e"’-"ax = % |

5534, Spoltéte /Zw dx dy , kde M C E, Je mnoZina omezend osami x a y
a "kiivkou" {[x,y] € E, ; I'x + J/y =1 } ) |
(viz definice 5,23). |

[ vkazte, 2o m = {[x,y]&Ez;- 0{y<1 + x=-2 }/x

x € (0,1)} tedy (provédsjte podrobnd !)
553 I8
- 114 -



(r-17)*

L4
{/xwdxdyn/f(,f wap ax = 3 [xa-/Dtax =gy .|

[

5,35. (Viz téZ cvideni 5,47).

UkaZte, Ze _//@_—%- 27 , je=li M ‘.-. {[x,yJ € B, ;

x+y él}

” Funkce f , f{x,y) = —i neni definovédna vdude v M , protoZe
V1-2-y2
2 2

vBak mnoZfina N = {[x,y] €E ; x +y =1 } .je. nulovéd (viz cvideni
5,15), Jje funkce f definovédna skoro véude v M « Oznaéime-1% M=u- N,
je mnoZina u oteviend v Ez s I spojitd a kKladnd v .'ﬁ a

[+

bedy s poufitim 5,31 dostdvéme

/ y-—-—-—-—--—- Ld - ———

4/ [arcsin /]_Txi]y o Y dx =
4f-§dx=27r .

n

5,36. (Viz té% cvigeni 5,49).

Spodtiéte [/% ' kde M--'.{ [:x,y]é Ey x2 fyaﬁ x}

Nakreslete si mnozinu M , je to vlastn® "kruh® o stiedu [-21' s 0]

a poloméru %’ . Op&t funkece f£f(x,y) = }/_El—_é— neni viude v M

definovdna ([0,0] € M). Ozna¥ime=1i v3ak {[x,y]e Ey
+y <x}, o ¥ oteviend v E, , funkce £ spojitd a Kladné
v T a ff = /: f (v3e podrobn¥ provedte!) , tedy

M M

-
/—@fgy—é:a/’(/m =) ap =2
A ° ’ /Pey?

5,37. UkaZte, Ze .[{xzy'z ax dy =f~: , Je-1i mnofina M C E,

omezena kitivkami x=2 , y=x, xy=1! (Xreslete!).

-
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5,38.

X

H— ‘ﬁ// x2 y—2 dx dy
-,/ﬁ[ xzy"z ax dy

_’/.:(4x2y-2dy) dx

b 4
Vv
F I

2
4

, anebo té#

2 2
Ly ax) dy +'/ (yfxzy‘a ax ) dy = U.

Dokazujte ndsledujic{ tvrzeni:
dxdy 25 ' .
a/ .[/ 2 1085’: pro M =d{3,4> x {1,2>
M (x+y)
(tin rozumfme M ={[x,y] € E, i X € (3,4> , ye<1,2>} ),
R .
b/ J/E5 axday=% pro M = <0, x (01>,
M 1ty
¥ gx _ 2+ f2 _
c/ _/f dx 3 = log /2 pro M = (0,17 x <0,1> ,
M (L ey 1+/3
a/ 432 Rz-xzdxdy= %%35 pro M={[x,ﬂEE2; x2+y25R2;
~ R>0},
e/ f/(xz*-y) dx dy=ﬁg' , kde M je omezend kitivkami
M
y = IZ’ y?_ = Xy
r/ //cos (x+y) Ax dy = = 2 4 kde M je omezend kirivkami
M
x =0, y=2x,y5y =7,
-74 _[/(2x+y) dxdy=g'2?' , kde M je omezend kFivkami
M
x=0! yzoll X+yg3 ]
w ) 4x2-y2axay=%(-12§— <L) , ke M jo omezend kFivkemi
M
y= 0, x=1, y=x,
i/ _{,]I:qrdxdy=-%z pro M={[x,y]€ﬁE2-; Sy=x, 052 x= 1},
hY4 ff(xa "'yz) dxdy=% pro M omezenou kitivkami
M )
¥y=0, y=1=x, ¥y = l+x ,

k//f(x3+y3)dxdy=152
M

1/ff(x2+y) dxdy=%
»

pro M omezenou ki*fivkami
y=%, y=x, x=4,
pro ¥ omezenou kifivkami

x=0 y= 4-(x-1)%(xZ0).

’ Y’%Ii
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5,39. Bud M = {[x,y.zJeE3; x20, y20, 0£z S 1-xy } .

]
Ukaite, J¢ ¥ € %, & C":‘”% !

[ Nekreslete si mnofinu M - je to &tyfstin s vrcholy [0,0,0] ,
[1,00] , [0,1,0] , [0,0,1] , podle stredoskolské lAtky Jje
"objem M" roven % z.v, kde z Jje plocha zékladny a v délks
vysky. V naSen pfipad¥ je z=% y vE=1, tedy volM=% .

A/ M Je mnoXina uzaviend v E, (ukaZte!), tedy M € 777, .

B/ UkéZeme, Ze M = % » Zde mdZeme postupovat podle Fubiniovy vty
v podstat® dv&ma zplsoby, ukédZeme oba dva.
(@ ozname M,y Primdt muofiny M do ‘“roviny m" , tj. M, . =

= {[x,y]¢ E, ; existuje z ¢ By , pro n¥% [x,y,z] € ¥ }.
DokéZeme, Ze
Mx,y= {[x,y]é E,; x2 0, O'éySI-x}
(tj. M__ je trojihelnik s vrcholy [0,0,0] , [1,0,0], [o0,1,0]),

Xy
ddkaz tohoto tvrzeni provedme podrobnd:

a/ zvolme [x,y]¢ M,y = existule z € By tak, Je [xs7,2] € W, tJ.
platf x20, y20, 0€£z4 l-xy.
0Odtud plyne, ¥e pro nd¥ bod. [x,y] € Mx,y platf x20, y &0,
0% 1-x-y , tedy [x,¥]e€ {[x,y] €E ; x20, 02y 1-x } .
Tim jome ukézall, %e M, . C{[x¥] € E,; x 20, 0« y<& 1-x}.
b/ Zvolme bod [x,y]€ {[xy] € E,; x20, 0% y<1-x}, tj. zvoll-
me takovy bod. [x,5] , %2e je spln¥no x = 0, 0= y = 1-x.

Potom uréitd existuje z,€ E; - napfiklad sz, =0 = pro nd% plati

x20, y 0, 0=z =l-x-y,

tj. existuje takové z € E, , Ze [x,y, 2,] € M . Odtud plyne, Ze
[xsy] € Mx,y .
Tim jsme dokdzall obrdcenou inklusi a jsme hotovi.

Nyni pro libovolné [x,y]¢€ Mx',y Je

WX ¥ 2 {zen; [xyale up={zez; 0z 1xy}=

(0,1—x—y) ’

Fubiniova v&ta konednd ddvé

= 1- x~ y (@élka intervalu !) .

;= o .y, * =
(a:;h = {/.‘/dx@ dz -”{{I&M dx dy —{{;(l-x—y)dxdy. ;
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Poslednf integrdl spoiitdme Jif zndmym zplsobem (op&tnym pouZitim

Fubiniovy v&ty, tentokrdte viak jiZ pro dvojrozmirny integrdl funkce
1-x~y pies mnoZinu Mx,y-)'

Dostévéme

-X

”g(l-x-y)dxdq= .’/.(.a/ ‘(i-x-y) dy).dy=%‘.

V praxi po¥itdme ryehleji a piimo piﬁemé

. 4 fo X r-x-y
M =.4../].d:dydz =[(.[ )[ ‘dz) ay) d4x ,

kde si pochopitelnZ pfedem spolfitdme "p¥isludné® meze. Zkuste miru
mnoZiny M spolitat ve vSech jinych poFadich integrace ! (nap¥. nej-
df{ve integrovat podle x , pak podle z a nakonec podle y ).

OznaZme tentokrdt l{z primét mnofiny kK do "osy 2z" , tj.
N, = {z € E, ; existuje [x,y]€ B, pronsi [x,y,2]€ ¥ } .
Opét podrobn& ukéieme, fe M, ={0,1> - k tomu Je nutné a sta’i ukdzat,
Ze jednak M, C(0,1) a Jednak <0,1)C M, .
a/ Bud tedy 2z € M_ , tj. existuje dvojice [x,y] takové, Ze
[x,y,z] € ¥, tj. takovd dvojice [x,y], pro nif platf x 2 O N
yz0, 0=sz=]1-x~-y.
Odtud je lehko vidét, Ze O.é z=1, tedy z€<0,1) .
b/ Bud naopak z € (0,1 ), méme ukézat, e existuje bod [x,y] s pPro
n&j2 [x,y,z] € ¥ .

1-z -
PoloZme napf. x, = = y°=lj-ﬂ (kreslete !)

potom xogo,yogo, Oéz-_‘]_-xo-yo
bod [x,, ¥, 2]€E M , tedy z € M_ .

Fubiniova véta ndm nyni ddvé4

(ukaZte!), tj.

. .
(usl=._’/’; (”t,zdxdr)dz = -[(“zl*’z daz ,

kde MN** = {[x,y] €E, ; [ x,5,2] € K } .

2z
Staéfi tedy spoiitat (a‘ll*' pro T € Ilz = tuto dlohu viak
jiZ umime v roviné Pedit. ‘
Je lehko vidit, Ze (op&t podrobnd ukafte!)

*,Z :
M ={[x,y]eEz; xzo,y?.'o,x-ryél-z},

CoZ neznamend nic jiného, ne¥ Ze il Jepro s€{0,1)>

romostrenny a pravoihly trojihelnfk s délkou odviany 1-z , tedy

(a‘ll*'z = % (1 -~ 5)2 .
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(Zde se ném podstilo pr¥imo spoiftat miru mnoZiny M™°  z jejich
geometrickych vlastnoati - jako cviteni zkuste spo&ftat M *z
pomoci Fubiniovy vity tek, jako jame to ud&lali v minuljych cviZenich).

Konetns tedy ,uM = ‘0/1% (-2 a5 =1
Opét zkuste volit jiné poradf integrace ! |

Timto pfiklasdem jame se Umyslnég zabyvall velml podrobné&, znovu si jej
peé&livé projdite a hlavn si uvidomte rozdil mezi obéma metodami I

a II .V dal3ich p¥fkladech, jejich¥ ndvody jiZ nebudou tak detailn{,

se sna¥te opét vie sami podrobnd oddvodnit!

5,40, Spoltéte objem t&lesa T C E3 s omezeného plochami

(Viz definice 5,23) .

=1, 2 = x +y2-

2 2

[ 1/ osnane
4, = {[xy2) €Ey; 2z >1},
w = {[xy2] €835 =2 <1},
Ny o= {[xy2] €By5 25 + F I,

=
n

2 = {[xwsleny; £ + £

Pro nédzornost si plochy z =1 (rovinas) a 52 = xz + yz (kuie—
lovd plocha) nakreslete !

UkdZeme, Ze mnoZina l!ln Nl Jje neomezend - zvolme tedy poaloup—
nost bodd A = [0,0,n] , n=2,3,4 ...

2¥ejmé A € M, Ny (pro¥?) pro kaZdé n , odtud plyne tvrzeni
{odldvodnéte!).

Obdobné& ukaite, Ze mnoZiny Mln Ny, » KN N2 Jaou neomezené.
MnoZina M, N N, Je omezens

2
tedy T = M NN .
2 1

2/ Z ninulého vyplyvéd, Ze

T = {[x,y,2] € By; F2+3cs < },

odtud lehko ukédZete, Ze T Jje oteviend mnofins v Ey , tedy
T E K, . '

([‘x,y,z] € ¥ nN1=;]x|§ 1, (yi=1, || = 1),
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- 3/ Lebko zjistite, Ze T " je kuZel s vrcholem v bod¥ [0,0,0] a z& .
kladnou v rovind 3 =1 , polomdr zdkladny je 1 , podle znémych
vzorel je "objem T TrTOVeN %Jr .

4/ Spo¥itdme T podle obou metod (viz piedchozi cvideni):
@ omazfme-11 T, . primét T do roviny X,¥

Jost
= {[xw]€ & ; xg"'yz"’_-}-

a pro [x,y] € T,y Jost

% = e B ; 2+ <s <1} =‘([’?+Y§.1)

T =fffaxayaz-ff f,,, az) ax ay =
f,[u—l’ ¥) axday = 4 f(f - /< . ay)ex =

=.].:_ﬂ'.
3

tedy

OpZt miiZeme krdtce psét

e
T =4.ff(ffz_/: dz) dy) &
anebo t4Z oy
f x >
4T =4.J([(0f ax) dy) de
apodobnél.

@ OmaZf{me-1i T, prdmét T a0 osy z , jest Ty = (0,1)
apro s € {0,1)“ Jest

= {[xyle B ; #+FsA4Y},
tedy u,2"7 = 1'4® (viz pF. 5,21),

odtud podle Fubiniovy vity dostivdme

g 2 r
&T=-4(*,zm”"/7’°"‘j"
Op&t gkuste volit jiné postupy integrace . [

Z uvedenych pfikladi je viddt, Ze snadnost vipoltu velmi zdvisi na
tom, jaké potadf integrace a jakou metodu svolime. Jest uréitd véc
cviku a Bikovnosti, abychom v¥sledek obdrZiell co nejjednodussi
cestou. Uvedme ndsledujici priklad.



5,41.

Bua R)O,omﬁm H‘{[I,?,SJGEZ;

lPoton ‘é‘f/. zzd:ndydz =

xz+yz+32$ Ra’

X rylegl S ZRz}.

.5 5
260 7 B’ . Dokaite !

2/(@ pud K.y

I] 1/ Ukaite, fe mnofina M Jje uzaviend v B3 a funkce f,

fx,y,2) = 22 , Je spojitd a nezdpornd na M .,
Lze pouiit Fubiniovu v&tu ( jak vypadd mnofina M 7).

promét mnoZiny. M do roviny x,y, ukaite, Ze

“x,y={[*oy]532; xa"'yzé%na}P

Pro [x'y] £ Ix’y Ih

I e(n- JR-2-F; JE-F-F >

(vSe podrobn¥ zddvodndtel), tedy

{ff 52-.dx dy dz

”J}y

/A

RyYR-x-y

22 az) ax dy

a vidime, Ze jsme se dosteli k velml nepi{jemnym integracim.

@) oOsnatfme-1i M_ primét mnofiny M do osy z , Jest

Ddle pro

z €00, 5> e

R R
BG(E,R) Jje

a Fubiniova véta

rep
J/J  Zfaxayaz
l‘l‘

6°F = {[xy]e By ;

.u*,z = {[x,y] € 32 H

= 7 (2Rz - zz)
= T(R -z9
davd

(-4

* 3
f 22 I (2Rg - 2°) Az
-]

-39 5 !
480 TR;lI
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¥, = {O,R) .

pro

pro

R
' 2
_/R(”g,zzdxﬁ)dz

::2+y2é2Rz-za} ,
22+y2.ﬂ.2-82},
€0,3> ,
€(3,m

®

2 *x*,Z
[: Ca‘n dz =

o

:é-zz.'r(ﬂz-:z) dz =




5,42.| DokaZte ndsledujici tvrzeni:

a/ Télesa T CE3 je omezeno plochami x=0,y=0,z=20, x+2y=1,

z=x° +.3+ 1, potom 4T = %’ ,

b/ Mneiina T C Ey Je omezena y =1, z_-o-,y=x2,z=x2+yz'
‘ = 28
potom T = 105 *

2
e/ T Jje omezeno y=0,z=0,y=§:§, 2"'5'2"'1
' ¢

(a>0, B>0, ¢ > O,

potom <¢3T = %abc s

d/ T Jje omezeno x=0, y=0, z50, 12+y2=R .
z=xy (x> 0,y>0, 2 >0),

potom C‘LJT = %RJ' ’
e/ T Je omezeno }—':2+ 223 =0 = X=y+5 T= T 10
£/ T Jje omezeno az = y2 ,'12+y2=r2, z=0 (ay 0, r>0 ,
4_
nr
= & T =
s 4a
*
g/ T Jje omezeno x2+y2=28.x, y2+52=4ax(a>0), (“_3T=
= a3 (27 + l—g—),

*
h/ T Jje omezeno :17.'2+y2 Rx , x2+y2+zz=R2(R>0, mnoZing T

se ndkdy ¥{ké Vivianiho ockénko), T = %123 (% - % Y

3 (z>0,R>0),

i/ T Jje omezeno z =0 , x2+22-=R2. y=0, ¥

&T=%1‘R2,
/T jeomezeno z =0, x=1, x=3, y=2, y=3,
z=xy = 4T = 10,
2 | a3
k/ T Jje omezeno az = X +y2,z=a(a)0)=?({6‘r= >

2
1/ T Jje omezeno plochou 5!-4' §=1 (a>0, b>0) a ddle
' . a

1/ plochou z = Ax+ <¢Ly+h(h>0)=) 4T = Xabh ,
2/ plochou 2z = 2 + yz =% %I = -e-ab (a® + 1) ,
= ‘ - X . 2.2
3/ plochou z = Xy = (a_'tl' = 5a b,
‘12 2 2,'2 <
- - + ——— -
o = {[xy,2]€ B ; 3 b’}- *5H 51 ame Klaan } = =

]

§.7"abc ’
- 122 =



n/ T Jje omezeno 2

X

o/ T je omezeno Yy

al + 232

0

p/ T Je omezeno 3x -2y =0 ,

2x + 3y - 26 =0

o/ T je omezeno 6x -

x+ty-5=0,

r/ T je omezeno 2x +

o

s/ T je omezeno

t/ T Jje omezeno z

uw T Je omezeno z

DokaZte ndsledujici

a//:7/z dx dy dz
M

2,2
a2 b2

b/ J-//:/T dx dy dz

M (Lexryrz)d

e
¢/ J// = ax dy dz
.{','

2

-

d/yzZ/p x dx dy dz
M

h 4

e////. (x® + y2 +
~

L= {:i’y,

y 1l7x + 6y

+1, x+y=3=0,

, Y=0, z2=0= &t =45,

y Y =D, a,b,e kladnd = (“JT =
=

8x-y=0, 2y+3y-13=0’
"BEe0, zs0 % T - 10,

9y +52=0, 3x-2y=0, 4x-y=0,

3
=4-x*; y=5, y=0, z=0 = &T-ng,
=a —xz, x+y=a, y=0, 20,
=2x; 4T = -1-& at ,
-_-az-xz, xz+y2=a2, z=0, y=0,
= 0= ar- -}_E'Jra‘* .
tvrzeni:
= ‘%f abc® pro M={[x,y,z] 6‘33;
. é £1, 220},
= 2 (log 2 - 2) , Je-1i mnoZina M omezene plochami
x=0, y=0, 3=0, x+y+z=1,
= 77 B%?, je-li M omezema z2=l—;§-(xz+y2) ’
= h ,
=4, je=li 1§ omezena x=0, y=0, z=0,

=3, xX+z
2%) dx dy dz

z] € E3‘;

=2'

= i-—slrabc (@% + 12 + ¢?) , ge-1

1



8/,/_‘//‘&{251‘33&2 = 516‘ , je-1i M omezena y=x_2, x=y ,
t; .

[ stagt posttat pouze 4// 2 ax dy dz , pek vyulijte symetrie ! ||

f/‘/]/x-dxdydz =-g-z-' y Je=li M omezena x =0 ,

y=0, z=0, 2x+2y+z ~-6=0,

2

5,44, Bud M ={[x,y]6 E, ; x2+y25 6}.Potom MEW, a
(az-ll‘ = 6 -72‘ +« DokaZte l (Vi-z téi pf‘l 5'20). -
HT/ Ozna&me

N= {[x,y]€E ; y=0, x €(-00, 0>},
B ={[x,y] €&, ; 12+y2=6}',

K= M- {(NUH{M ) .

Ukaite, %e mnoZina N U H(M) Jje nulovd, X € W, a M= K.

2/ Bud adle

L={[lr,¢lecE ; re(o, /s, pel-7, 1)
a definujme zobrazeni F mnofiny L ( E; do E, piedpisen

F(r,®)= [x,y]& x = reos @ ,
y= rsin ¢ .
(zavddime tzv. poldrni soutadnice).

Ukaite, Ze

F(L) = K - k tomu je nutné a stadf ukédzat, fe jJednak F(L) € K

a jednak K C F(L) .

&/ F(L) C X : zvolme libovolné [x,y] € F(L) =» existuje [r,@ €L
tek, Ze F(r , o) = [x,y] =2 xz+y2=r2< 6=?[x,y]€ KuN
a ukaite, %e nemdZe byt [x,y] € N,

b/ K C F(L) : zvolme [x,y]€ K a poloZme
r = //x2+y2 ,' ¢ = signy . arc cos
Musime ukdzat, Ze

1/ [ry¢] € L
2/ Fr, )= [xy] .

i}
[ ]
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F je prosté na mno#ind L

vezndte tedy [y ,]€ 1, [r,,)€ L takove, e
Flry , 4 ) = F(rz‘, %, ) = dokafte, %e [r, ,gg] = |:r2 . cg:] .

@ F Jje regulédrni na mno¥ind L (viz definici za v&tou 58):

X tomu musime dokézat; %e

1/ L je oteviend
2/ F mé spojité parcidlnf derivace na L ,

3 Dplr,p) # 0 pro [r,] €L
(vyjde DF(r,qo) = r ). . '

PouXi jeme=1li nyni v&tu 59 o substitucl (ovifte pfedpoklady!) dostdvéme
I L (%K =ﬂu®=#rud¢ ’

pouZi jeme-1i ne posledni integrdl Fubiniovu v&tu, je konelné

Y73 xr
A =_L/frdrd90 =_o/ (_{rdgp)drssyr_._ﬂ

5,45.| (Poldrn{ soufadnice v rovind).

Definujme zobrazeni F g B, do E, pi‘edpiéen:

FMr,p)s= [x,y](=)x = recosy , ¥y = rsing .
DokaZte, Ze
1/ F Je reguldrni v kaZdé oteviené mmoZiné M takové, Ze
M C B, - {[r,gp]e B, ; r=0 ,}
2/ necht P (E, Je takové mnoina, Ze
[r,el€e P = » > 8 , (-7, +T)
(respektive obecn#ji: existuje takové o € Ey , %o
,@PléeP = r >0, e la;a+in) ,

potom zobrezeni F Je prosté v mnoZin® P .

lviz névody ve cvideni 5,44 . ||

5,46, Bud M = {[x,y]e E, ; 1 S x2+y2<4 « Potom IIGWZz a
(uhll = 3 T +« DokaZte! (Viz té2 pf'o 5’28)0

1/ Poloite
k=u- ({[x,7] €B,; x*+ = 1}U{[8o¥] € B i
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y » 0, 3 i{ =~00 ,0)}' )
a ukaite, Ze K < 7%, , k= M.
2/ Zavelte *poldrni éouhdn:l.ce", oznadte
L= {[re] €5 r e, pel-7, 7}
a ukaZte, Ze '

A/ ML) =K ,

B/ F Je reguldrni a prosté v mno¥in¥ L ,

tedy
2 r
‘ (a1K=ﬂu@={/rdrd¢=,/(:{rd;a)md‘rs3;,—rt_‘ﬂ
5,47.  UkaZte, Ee./_//lx-diz—yé =27 , jeeli M = ‘{[x’yJEEZ;

:2+y2§1}.

(viz téZ pF. 5,35). ; j

“___O—znaéme opét

K=M- {[x,y]eEz; xz-l-yz-"-‘l}u{[x,y]EEz; y=0,
x€ {0, +00 ) 1,

bud L = {[r,go]en ; re(o,1), 996(0,2:7')},

bud F zobrazeni z p¥. 5,45 {(poldrni soufadnice).

UkaZte, e

A/ F(L) =K (tj. uka¥te, ¢ F(L) C K a K C F(L)) ,

B/ F je reguldrnf a prosté v L ,
R

c/——-l——ex .

dPi? K

Lze tedy pouZit vitu o substituci a Fubiniovu viétu, dostdvéme

[//T //xa—_yz‘_// /(/ )arsa.r

L

5,48.] Poznénka:

1/ V priklaedech 5,44 - 5,47 Jame se snaZili ukdzat na Jednoduchou aplika-
el vity 59 o substituci. Bylo téZ vidét - ve srovnéni s vitou o substi-

tuci pro Jjednorozmérné integrdly -~ Ze ve vicerozmdrnych p:‘ikladech,
je=11 ddna mnoZina M a zobrazeni F , bude hlawvnim problcaem najit



mno¥inu L tak, aby F(L) =M . V tom bude spolivat také hlavni
obt1Z ndsledujicich p¥ikladd, :

2/ Jako cviZeni se pokuste porovnat vitu 71 (substituce pro Newtonovy
integrdly) a vétu 59 ( substituce pro Lebesgueovy integrély) pro jedno-

5,49. UkaZte, Ze /‘{/—% = 2 pro M = {[x,y] 6_. E2 : x2 +y2£ x}
x+y

(Viz té% pF.5,36).

— ' 2 2 _
Oznatme K = M - {[x,y]GEz; * +yP=x } arejnd K € 7,
Zavedme zobrazen{ F dané poldrnimi soufadnicemi (p¥. 5,45). Z pod-

minky O ('52 + 32 ¢ x dostdvéme podminku O ¢ ? {r.co8 ¥ ,
odkud plyne, %e jednsk O (r ( cos ¢ & jednak cos @ > O .
Oznadfme-11 L= {[r,pp]€E;; O < r < cos 9 , PE(- ;:»fg)}
Je

A/ L) =K,

B/ F reguldrni a prosté v L -,

¢/ —2 ek

il

tedy

WSy axy | ff ey
B~REl~ i

f g
=4(a/qr)ago=2.
)

Ve provedte podrobné!]

{[xyl € By 3 (22 + 992 2 282(2-p?) }

Potom 4 €7, a K = 2a° . Dokaite !

5,50, Bud a > 0, M

[}

Hi;; Kfivka N {[3,3] € B (£ + y2)2 = 28 (xz-ya)}
se nazyvi lemniskata, méme tedy vlastn® spoditat "plochu® mnoZiny,
omezené lemnigkatou. UkaZte, Ze mnoZina N Jje nulovd (vdta 62 &i
cvident 5,103). |
2/ Vzhledem k symetrii (cviZeni 5,27) & k pFedchozimu Je

(azm = 4 (‘LZK 3
kde K = ([x,y} €E, ; (x% + y2)2 < 28% (22 - 32) ’
x>0, ¥y >0 } .
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Definujme zobrazeni F. z 32 do E2 takto:

Flr, ) ,= [x,y]<=i X=rcos ¢ , y=r sin @
(polérni soufadmice). Musime nalézt mnoZinu L C E, tak, aby F(L) = K.
2z podﬁim |

[xy] €K & x >0, y >0, (% + y9)2 ¢ 202 (@ - )
dostdvame

¢ zaarz(coszgp - sinzgo Y, cosw > 0 , s8in >0
Odtud plyne, 2é

0 ¢ r° < 28°cos 2¢ (tedy specidln¥ cos 2 ¥ ) Q) r> o0,

cog ¥ >0 , sin ¢ > 0.
. Oznaéime=-11

{yglez, 3 0<r< fou? cos 29,0600, )}

Je
A/ F(L) =K,
B/ F reguldmi a prosté v L .

Dostédvéme

4CaxK 4_/]6::1? ./]rdrdg’=
.;Za.r."g:

4f(/ ,rdr)d99=4-a/ cos 2¢¢ A P = 2a°
Pokuste se nakreslit 1emn.tskatu._"

(aiM

5:51.

Budl a >0 , M ={[xw]€E ; (x2+y2)3<a2(x4+.v4)},
potom M € 72, 8 M = %]‘ a® . Dokaite !
(Pokuste se nakreslit mnoZinu M).

“ 1/ Mno¥ina M Jje oteviend v E, ,

2/ Oznadme
{[x,y]GEz; x> 0, y}o}.

Zavedme zobrazeni F (poldrni soufadnice) a nechi

L = {[T'?]EEZ; o¢r < a I/coa4go+ain499 ’ cpe(O,%)}‘

Potom:
A/ L) =K

B/ F Je reguldrnf a prosté v L ,
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3

tedy .
M= (aix=4{frdrdgo =3 7é® |

5,52.| Definujme zobrazen{ F mnoZiny L = {[r,gp]GEz ; >0, 906(0,%-)}

do E, predpisem :

F(r,¢) = [x3] € x = r.cos?p , y= ran’e
Bud L1={[:x,y]EE2; x>0, y)O}.
UkaZte, Ze

1/ F(L) =M
2/ F Je prosté v L,
3/ F je reguldrni v ke¥dé otevfené mnoZiné L, C L .

HT/ Z¥ejmé F(L}) C M . Pro r[x,yje M poloZte

xvy, ¢ =arctg JT,
potom [r,@l€éL ~a F(r,e) =.[xy] .

H

r

2/ Dal3fi je anadné,
Zapamatujte si.pouze, ¥e Jacobindv determinant zobrazenf F

D (ryee) = r.osin2¢ . |

5,53.| Definujme zobrazen{ F 2z E, do E, jeko v p¥. 5,52 ,

Flry,e) = [x,5] & x = rcoszga y ¥ S réinzga..

oznatme 1'= {[r,¢]€E, ; re(04m ), ve(Z,ry},

M= {[xy]€E,; x>0, y> 0}.

Potom:

A/ F(LD) =¥
B/ F Je prosté v L’
¢/ F je reguldrni v L.

DokaZte!

5,54. Bud a>0, M ={[x3] €B; (x+pt¢ afy, x>0},
| 2

UkeZte, %e M € 2% a M= 2— |
’ 2 ‘(a'z 210

“ 1/ N je oteviend a ziejm¥ y > O pro libovolny bod [x,y] € M .

2/ Zavedme zobrazeni jako v pi. 5,52, pro r, ¢¢ dostévéme nésledu-
Jici podminky:

2
rc03290>0, rsin2gp>0, r ¢ ar? cos4ga sin" ¢ ,
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z téchto podminek vyplyvéd, Ze (omezime-ll se na ¥ €(0,2 7 ) )
PE,2T ), r acos490 ginzqo .

Kdybychom tedy ozna&ili napf.

L = ,{[1‘:9":1532 ; 5"5(0,%) v (%.JF_) , 0<r<acost¢y

:a:l.n2 % } '

bylo by sice f(L') =M , ale zobrageni F by nebylo prosté v L (viz
pP. 5,52 8 5,53 =~ Tozmyslete! ).
Polofme proto naps

L = {[r,gp]eEz s ¢ €(0, %), , 0<r (acoste sin? ga},
potom ' ‘

A/ F(I) =M,
B/ F Je reguldrni a prosté v L (viz 5,52),

tedy
¥ =ﬂ.{fdxdy ='1./f 2rsin ecoswy Ard gy =
. '{ a cosp simiep 2"F‘9
=2_[ (/ " reing coap dr) 4y =afcoegpsin%od5p=
I
210 °

Co by se gtalo, kdybychom polozii:l.

L= {[r,@] ek, spe(L,T), 0l (acosty ainzgo}lﬂ

5,55, Bud a)O,M={[z,y]€E2; (x+:r)4< axzy,x(o}
Ukazte, 2e M € %, , M = +o0°0 ! (Nakreslete M !).

“ PouZijte zobrazeni F z B, do E, daného piedplisem

Fr,9)= [xy] & x=—rcoa?go ? y=rain2¢ .”

5,56. | Uvedeme dal3i typ p¥ikladl, ktery se velmi Zasgto vyskytuje.

M4me napi. v E, integrovat pfes obor

 u . {(xylem i adaxm<b, ccqiny < a }s
kde ¢, %, Jsou redlné funkce dvou promdangch. -
Zavedeme zobrezeni F s E, do B, takto:
Fluyw) = [x,5] > u = 4 (x3) » w = @x,y)
PoloZme
L= {[u,v]é E; ; ue€(ad) , v €(c, } .

#5535 29
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Je-11 nyni
A/ F(L) =M,
B/ F prosté a regulérni v L ,
tj. romosti u= ¢ (x,y) v= B(x,y) se daji "Fesit" pro
u € (a,b) , v €(cyd) podde x,y rovnicemi x = f,(u,v),
y = fu,v,

/.{-G‘ (x,y) ax dy = ‘/_[/‘ G'(fltu,v) , fz(u,v).) .'[DF_, (u,v)l dudv ,

existuje-11 jeden z napsanych integréli.
Ne jaFfive vi3ak je8té uvedeme nékolik p¥ikladl na zobrazeni =z Ez do B, .

5,57.| Definujme zobrazeni F z E, do E, pledplsem

F (u,v) = [x,y] = X=uv, ¥y = wv.

Ozna&me
S={[u,v]€Ez; u=v},
T = {ley] e85 2545}
Potom

1/ F(Ea - S) = T (h‘eﬂete!) s
2/ F neni prosté v E, - S,
3/ F je regulérni v kaidé oteviené mno¥ing Q C E, - S.
Oznad{me-11 ddle L = {[u,v]é E, 5 u (v }, Je
4/ F(L) = T,
5/ F prosté v L . Dokazte !
“ 1/ 2volme [x,y] € F (E,-S) , potom [x,y] € T.
Nebot pro [x,y] € E; - T neexistuje 34ané [u,v]€E, - S takové,
fe Flu,v) = [x,y]_-
Zvolme naopak [x,y] € T , fesime-1i goustavu rovnic
X = u+v , ¥ = u.w

doatdvéme dv¥ dvojice Fedeni

W= S ey, vy = Lo SR oum
w, = %(x- fx2—4y) y Vo = %(x*'lla-‘l.‘!) ’

Zrejm® Fluy , vq) = Fluy, , vp) = [x9], . [9 » v1]E E,-s,

(W , V2] €E; -5, tedy [x,y]€F(E,~-5).
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2/ Okam#it¥ plyne z p¥edchoziho.
Daldf je ji¥ snadné. 1

5,584 Definujme zobrazeni F 2z E, do E, predpisen
F(u,v) = [x’y]% X = u.v , y = ;—1
Oznatme L, = {[u,v] € E‘a ; v =0 }
Ly, = {[u’V].GEz i w =0 }s
L3={[u,v]€E2; u>o, v}O}.
UkaZte, Ze
1/ F nen{ prosté v E, - L
2/ F je regulérni v kaZdé oteviené mnofin L CE, - L, U L,
3/ F je proaté v L3 .
Jak vypadaji mnoZiny F(Li) pro 1=1,2,3 7
5,59.] Zkoume jte v ndsledujicich pfikladech, kde je zobrazeni F z E, do E,
reguldrmi i prosté. ‘
1/ F(u,v) = [x,5] <
a/x=u+v,y=(u+v)2,
b/ x = u+ vz, ¥y = u2
¢/ x = v y ¥ 7 Yy __
u?-l-v2 ‘12""’2 '
a/ x = uv , y= u(l=v) ,
2 2
= = I
e/ x v ¥ < .
£/ x = %(uﬂ),y- yuew
g/ x = v , y = NeV ;.
1+u’ F1+ul-v?
h/ x = ‘g (utv), y = g(u-v) y 84D EE, .
* @ P
2/ Flr,p) = [x,9]¢> x=arcoa ey , y = br sin ¥
a,b & € By '
(zobecn¥nil polérni souradnice).’
5,60. Bud H={[x,y]EE2; ys 1254;(, 2x£.yzé3x}—

{

kreslets !
Ukaite, e M € 7%, a M = 1.
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5’61.

1/ oznazme x ={{xwle®, ; vy ¢ Pcay; ax<y?< 3x)
Mno%ina M je uzaviend, K oteviend v E, , tedy
K, Me@a X = «M (pro&?)

2/ Postupujte “starym" zpldscbem, dostanete

(/“"W“/’” </”'max+/>"/ mex=1 .

7y Vx
3/ PoloZme
a definujme zobrazeni F z E, do E, predpisem
Fluyw) = [x,y] & v = f—, v=§2¢¢x S T ’
y = Vulv .
Oznaime
L = {[uv]€eB,; uwe@3, vead}.
Potom

A/ L) = K,
B/ F Jje prosté a regulérni v L ,

C/ funkini determinant zobrazeni F *
pF-l {x,» = -3,
tedy D (uy) = -3 .,

(Jaké jeme zde pouZili v&ty? Zkuste té% spoiftat Dgplu,v) piime).
0dtud plyne, Ze

R LA A EHUTIER VAR

UkaZte, %¢ M€ 77/, & spoltéte M v ndsledujicich piikladech (po-
stupujte pifimo anebo pomoci substituce:

a/ u = {[xy]em; 2 <x+y<3, x<y< Xk}
Hﬁg;ejmé
J/z J-X
N"‘f (f dy)dx+ /(/ dy)dx+ (/ dy)dx=5

=X
anebo té% po substituci

=x+y, v=4&
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- —u_ = 2
Je M o= du dv = ,
N (1,{'{(‘1,3) (v+l) 8 —"

b/m:{[x,y]eEz;py<x2<qy, ax<y2<bx,kde 0<dp<q,
0(a < b}.
[ Stejns substituce jako v pf. 5,60, M = % (b-a)(p-—q)__" ,

e/ u={[x,yjeE2; ad<xy<b , pr<x<agy,kde

o¢a<lb, O0<p
[korotme w = = y V= ’-;r, tJj.
Fluyv) = [x,jr](:) x = Yur , ¥y = % ’

L = {[u,v]é E, ; u€(ap), ve€lpa }
Potom
- J._| - 1 g
M {/Iav du dv 5 (b-a) log p_ﬂ,
a/ M = {[x,y]e E, ; (¥ +y9)2 5 2ax3} , kde ad 0
ﬂ_l;olérni souradnice, M = gr 32—"

e/M={[x.Y]EE25 ()3 < a.xy, x>0, y >0},

a)O.

I s . 1 g2

Substituce z pf. 5,52 , (azu = 25 a ’

£/ M={[x,y]€E; (x +3° < axzyz, x > 0, y)O},
a > 0.

2
"_Substituce z pF. 5,952 , P ﬁg-a__",

g/ MnoZina M je omezend kitivkou (-Eg + !; )2 = % s a,b,e
a b c
kladnd

[ vazte, 2o u = {[x5]¢E, ; (f:r +L)2< = }

(dopln&k této mnofiny je mno%ina neomezend, sta’fi zvolit posloupnost
bodd A = [an s 0] ; zatim¢co mnoZina M Jje omezend, coif je napi.
lehko vid&t z vyjad¥eni v zobecnénych poldrnich soufadnicich),
zavedte zobecndné poldrni soubadnice (viz 5,59 - 2)

X = ar cos ¥ , ¥y = bresin ¢ ,
ap?

doatanete C"‘z" = > _J,

2¢
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<2 ¥ s
h/ M je omezend k¥ivkou ( 5+ ;—2—-)
a

& (x,¥), kde

#

2 2
1/ @ (z0) = 2" +y° , pak M %ab(a +b%) ,

2 3
_ X . T &bt
2/§P(x,y)-;-5 , ©>0, pak c“z“"a"' 3
2
- Xy _ 71 , &%
3/ @ (x3) 3 pak M =5 6

i/ mnoZina M je omezend nésledujicimi kitivkami

1/ ﬂ'=PaxN‘-‘Qt32=aia y2=bx,0(p<q, 0<¢a<hb,
1
potom M =3(q-p).1og];° ’
2/ x2=py§ xz=qy, y= 8x, y=bx, 0<(p<aq, 0<(adlb,

potom ‘<axM=:-6'L(‘ q2_ 2) (b3-a3) i
*
J/ mno%ina N Jje omegzend kiivikemi
(:e—a)2+y2=az, xz+(y—a)2=a2, a >0

I zavelite polérni soufadnice,
2a tix @ x 2acos

R =f%(f rav ap +/" (f ramn ag =a*Z- 1),

A (
[} [4 ' . [l
x/ nno¥ina M je omezend k¥ivkami
x2+y2-23x‘=0 ’ x2+y2-ax = 0
“ Poldrni souifadnice C““ =3 r a2
? ] 4 J ]
1/ mnoZina M je omezend kiivikemi
2 +y =R, P+3-~2Ry=0, x = 0
2
I Porsrnt soufadnice, M = -g- (%-'l' "gz)__" ,
n/ mnoZina M je omezend krivkou * + y3 -3axy =0, a > 0
Nekreslete gi kfivku M ! a ukaZte, Ze Jjak mnoZina
{[x,yje32 i By ¢ 3axy } , tak 1 mnoZina
{[x,y]EEz; x3+y3>3a:q}

Jjsou neomezené v E, (v prvém piipad¥ uvaZiujte napf. posloupnost
bodd A, = [,—n,O] s vV druhém B = [O,n] .
Piide jte proto dalsi podminku, Ze M 1leZi v l.kvadrantu, potom

K {[x,y}EEa; x3+y3<3axy,x>0,y)0}a oM =

.
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Dokazujte ndsledujici tvrzeni:

" 2 2 xgzc '
/ M = E,; (& + L)' s Z0 Z of =
o u=f{lxler s (B 7S X, xz0, vz 0}
10, 6
=>_[ﬁ/;xydxdy=§i-5 cﬂ-—hla ,
o/ M ={[x,y]€E; Jx+ /7 £ 1, x=z0, y2o0} =

S T axw A,

mbstituce x,= rcos49:9 sy ¥ 5 rsin4¢_J ’
c/n:{[:x’y]egz;}/;—+V%§1,x20,y20}, a > 0,
3
b> 02 [ (fEr /il e 2

" Substituce x = arcos®® , y = br ant gp_J,

P

4/ mnoZina M ,jeomezenél:i‘iirkami xz=ay, x2=by, ¥y =px ,

Yaqus()(a(b: 0<p(q, poton

[/Ez_ﬂ-ﬂ_ﬂ = &8inpb- einpa _ sin gb - sin oa
dx dy =
M ¥ P q

e/ mno¥ina M je omezend kiivkami
y=axj, y=bx3, y2=px,,y2=qx, 0<a{b, 0LKpP<Cq,

potom

s 3
)-(q —p),

-£
T

=2 (aF .
‘/I’W axdy =25 (a¥ - b
£/ mnoZina M je omezens kiivkami

Y3=812, YJ

potom
/.

2 .
g/ mnoZina M je omezend kitivkou (x% + g )2 = xzy ’

potom _/4%— =2,

*3

bx2

y Y= ax, y=/4x, 0(adb, 0<a¢s,

A 4 b
(v -a)(a -4,

h/ M = {[x,y]éEz;

-
e,
"
~K
S
X
AN
3
§
;ﬁ N
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P#i vypodtu trojnych integrdld pomoci substituce budeme pouZivat zejména
tzv. aférické a cylindrické (vdlcové) soutadnice.

5,63.| (Sférické soufadnice).

Definujme: zobrazeni F 2 Ey do Ey piedpisem:
F(I‘,(P,’l}) = [x,y,z]'l:) X=rcos cosqy’, ¥y =

= r sin ¢ cosr1} sy Z =1r gin 2 .

Nakresglete si obrdzek a piedstavte sl zobrazeni F "geometricky".

z
o alxy 2]

i

i

|

|

g |

1

]

[}

3— I

]

7 .' 7Y
. L] 4
¥y oo~ | g
~. ,
N ! ~
~. I i
L ! v
. 2ol
g 4
Obrédzek &.7
UkaZte, Ze

1/ zobrazeni F gzobrazuje mnoZinu
L = {[r,cp,?}’j € By; re(o,+o 960,27, P%e-5, D}
prosté na mnoZinu E3 ~ N , kde
N={[x,y,z]€E3; x €{0, +00 ) , y=0}

Jje nulovd mnoZina (v E3 1),

2/ Jacobilv determinant zobrazeni F Jje roven r* cos ‘19’ s tedy zobra-
zen! F je reguldrni v kaZdé otevitené mnoZiné Ly CL.
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5’64‘

5’65.

Leckdy se "sférické souradnice" zaddvaji takto:
F( r,'(p,‘l?’ ) = [x,7,2] € x=r coas sinjﬂ’ » ¥ =T sin 5Péin19'
z=rcos

( 9 tedy znemené thel mezi prdvodilem bodu [x,y,2] & osou z ).

Zkoume jte prostoru a regularitu tohoto zobrazeni g¢bdobn& Jako v minulém
pi. 5,463,

(Cylindrické ¥ili vdlcové souradnice).
Definujme zobrazeni F =z E3 do E3 ptedplsem:
Fry,2) = [x,3,2] & x=recoe® , y=rsin¢, z=2.

Opét sl zobrazeni F piedstavte geometricky a porovnejte s poldrnimi
soutadnicemi v rovin# 1I!

UkaZte, Ze

1/ zobrazenf F zobrazuje mnoZinu
L= {[r,gp, zJe By ; relo,+®) ,p€(0,27 ), ZGEl}
prosté na mnoZinu E3 - N, kde
N={[x,y,z]eE3; xe<o,+oo),'y=o}

Jje nulové mnoZina,

~ 2/ Jacobiliv determinant zobrazeni F je roven r , tedy zobrazeni F J'e

reguldrnl v ka%dé oteviené mnoZinZ L, C L .

5,66. Spottéte objem jednotkové koule v E3 y tj. mnoZiny

K= {[x,y,z]é Eqy x2+y2+=2(1}.

“_1_/ MnoZina K Jje oteviend v E; , tedy K € 22, .
2/ Bud

L= {[r,p,Plen; reu,pee ), de- L,

N

'},

N {[x,y,z]EE3; x € (0,400 ), y#Q}

a gavedme gobrazeni F z E; do E; Jjako v pf. 5,63
(sférické souradnice). |
Ukaite, Ze

a/ F(L) = K-N (k tomu musite ukézat, Ze jednak
M{L)C K=-N a jednak F(L) DK-N) ,

b/ F je proaté v mnoZin& L ,
¢/ ¥ Je reguldrni v mnoZin¥ L .
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Potom podle véty o substituci a Fubiniovy vity Jje

=_/_7 dxdydz=[/ dxdydz=f//r2cosz9"drd¢d1?' =
I(' - E-A’-JV L
-"=_[ ('o/‘ W 4 rzc‘oa'l?’ d'l?')d.q)dr=§y'—.‘"

5,67. Bud M = {[xny:5]€E3; 12"'32*22 S 2az, xz+y25 22}' ad)o

(nekreslete!) Potom M € %, a M = Tad . Dokaste !

ll/ linozina M Jje uzaviend v E3 ) tedy M € 3%,
Oznad{me-1i

N = {[x,y,zjg E3 ; xz + yz + 22 = 2 az} U {[x,y,z] € E3 H
x2 + yz = 32'}9{[::,3;,3]'6 E3 $ y = 0

je mnoZina N nulové (ukaitg!) & 4M= ‘a:,(M-N).

' :E(O,-i-oo)},

2/ Zavedme op¥t "sférické soutadnice” (tj. zobrazeni jako v 5,63). Hledéme
nyn{ mnofinu L tak, aby

F(L)y =M=N .

Z podminky x2+y2+22 { 2az dostdvéme r2( 2a r sin 2 ’
8114 0 (r < 2a ain 7 a sin#>o.
Z druhé podminky x2 + y2 < 22 pex »r coazzﬁ( T sin2 19’ y G114
cos’ 2P ¢ sin® P cox dohromady s podminksmi o € (- 5 g) ,
sin > 0 QdAvA kone&nd 99’6( T).
PoloZme tedy

L=-{[r,¢,19'] € E3 ;. T €(0,2a sin'?") ’

Fe(T D, peweT)} .
UkaZte, Ze
A/ F(L) = M-N,

B/ F Je _regulérhi a prosté v L .

Tedy
¥ 4 {8-N) = _[/_7 dx dy dz -/f rlcos P drd?dtﬁa
Tau

il

5,68. Necht mnozina M ¢ E; Je omezend plochami

z = x° + yz s 2 =2 (kresletel).

Potom M[[f 22 dx &y 4z = 4 ¥ , dokaite!
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1/ osnatme H*{[x,y,zJGE:,; s> +3 },
"2={[333|3]€33; ‘<’-2"'Y2}--s
Ny ={[x,y,z] €E;; 2 > 2 } ’
N2={[x,y,z]GEs; z (é }.
MnoZina M, N N, Je neomezend (nebot nepr. [0,0,n] € u A N;
pro n > 2), rovn3f tak mmo¥iny M,N N; , M, N N, jsou neomezené.
Mnofina M, N N . Jje omezend, nebot

RN 8{[113':3]5335 !2"'32(‘5(2}:
tedy M M 0 N, . Odtud té vyplyvé, %o K € 7,.

2/ Oznafme M pram#t mnoZiny M do roviny x,y , zfejmd

XY
2
o {(xw] € 5, ; = +5%¢2} (dokazujte !).
Ix'y'* = (x° + 32: 2) ,

2 - 2 -
tedy.{']f zdx dy dz _/;/’;-y (f sy 2°dz)ax dy =

Zde jiZ mbdZeme integrovat pfimo podle Fubiniovy v&ty (zkuste!), vyhod-
n&j8{ bude ale pouZfit polérni soufadniee, potom

27
.{’f 2 dx dy as = 1 [(ﬂ(s-rs)rh agl=4.7 .

3/ Ozna¥fme-11 M_ primdt mnoZiny M do osy z , Je

M, = (0,2) a pro z € M, Jest

l*'*'z ={[x,y]€32; x2+y2<s} .

Tedy
2
2 - 2 2 %, %,Z
7 - dz#?zdy'é‘/“f & o= [ u* s
akn r r

Je waitiek kruhu o poloadru /3 , tedy
% |

= Tz a
2
{fsadxavas =0frs3a. = 47 .
4/ Zkusme také pouZit cylindrické soutadnice

X = recos ¥, y=rsingy , z=32Z.
Oznadime-11 '

1-='{[r-9°- z] € By ; r€10,¥2),90€(0,27 ), 3 6(0,2)} .
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5569

Jost

.éﬁ.aazayds-:_{f/ r2° ar 4 ¢ azsuv"_._l]

Spo&itejte miry ndaledujicich mnoZin:
a/ mno¥ina M C 13 je omezend plochami

xz

x=0, x=a, y=0, y=b, ==0,==—’;+
‘ a2, 2

8,b,0q,5 vesmds kladnd => «M = 6(%- v+ )
2

b/mu;viina M omezend xa+32+z2=32, xz+y2ér ’

| 3.
> = $7(F - -HF )

o/ M = {[x,y,s]e By 3 (x2+y2+=2) £ o2 , x.E

T = 0}
I stéricxé souradnice, M = T 7 & | >

a/ M

e/ mnoZina M je cmezend plochou (x° + y° + z2)0 = 271

{[x,y,z]e E H (Xz + yz + 22)3 = 33 m}’ (ll:,l

r< R >

e

n 1l

“—p;loi'te x=rces e, y=resing cos ¥ , zﬂ'raingiosinzg'

M = - ' |
J 3(3n-1) _“

*
£/ mno%ina M omezend ( x° + y2)2 +gt=y

o2

- 4 t - e
“ M=z at = 2
ﬂ:’ 3‘[ 1+t4 .’ ’

' 2
g/ mofina M omezena ( ¥ + y2) 3 28232 _gu= 2L

_ | 1
a3

b/ ¥ = {[xsz] € By 5 <§+;§+:,)2 = £y }

a,b,c,h  Xladné

,I-;loite x

z = cr ain'i?',

7.4
. x abe
S T nd i

2 é 2 2 .
i/ M= {[x,y,z]-e Ey; (ff-l- . -l-?--) s ;2- +
T2
(aall = %nbc,

%o

ar cos ¢ . cos?ﬂ', ¥ = brcees e . eo_s‘r?' ’



3/ Il={[x,y,zJEE3; (§+§+:—2)‘§(§ +§) -§}.

oM = %ahc,«

k/ M Jje omegena xz+y2+22=1’ 12"'32"'22116,

za=12+y2,. z =0, y=0, y=x

"—:férické souradnice , b 2 _,_u

2
1/ M ={[x13’a5]€ By i (ﬁi}*'(g)-}* (%)Té'l}, (ﬂ:,ll=%.‘rabc

“_;oloii x = ar ain3§p coa"ﬂ’ i yYy=>br sin3g0 sin319’ ’

z=cr.cos3<;0_,_[|

n/ M={[x,y,z]eE3; (x+y+z2 (ay, x>0, y>0, z)o},
ll.«=_l3

%" Tg @

| polotte x = r sinlc costdP, y = r ain® ¢ sin? 25 .

z = rcosaf'_ﬂ,

2 2
n/ "={[x’Yaz]€E3; (":'z""ybj""':?)z = ax, a)O}é(t{,M=
= %'W‘azbc,
o/ M Jje omezena c(12+y2)+a2z fazc,z=0, a > 0,
e Do

[ cylindrické souradnice, M = %J‘azc_ﬂ
p/ M je omezena plochami 12+y2+22-2z=0 ’ xz+yz+zz=2=>

=.‘r(a3u=§.1r

@/ M je omezena x° + y2

42, Lr@Fslfe1, Lu=
= 8x6/3-9), '

r/ M je omezena xz-l-yz zz=16, xz+y2tzz-ez=0

+

80
= wM = ST

3
s/ M je omezena y2=pz, x2+y2=az, =0, p >0,
Fat

u = —l—
“ 4p .’

t/ M omezena x2+yz=li2, !2+¥2==g =20 = 4N = I.gi,
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u/ spoditejte pFffklady v 5,42 pomoci substituce (pokud je to vyhodné).

5,70. Dokaite ndgledujici tvrzeni:

i 2 £ 2
ﬂ/u“{[xayaz]EE3i ;2'+§2' +i§'§1} =
/]] 9; ) dx dy dz = %rabc,
M
b/ li='{[x,y,z] € E3; xz'FyzS 2az, xz+y2+zz=3a2}=}

{;ff( x+y+z)laxayds = .£ff(x2+y2+z2) ax dy Az

5
=_%$(18f:? - 2%-),

c/ Hé{[x,y,z]éi‘?; y2+52'5::2,x:‘:0, x2+32+za

.{f]](xz'+y2+z?‘)dxdydz 2 7 ,

2

iTA
=

-3
a/ u je omezena (X + y° + z9)2 = asfy , z-o-vﬂf , 4x &y &z =
4 xPey?
= 2
144 ?
* .
e/u:{[x’y’z]eE3 x 20, y=1, z =1, xyzﬁl}-#

[[{; exyz.xzydxdydz=—§-l
utviw

| zavedte substituci x = u , y=¥¥ 5= —J
' utv

32#_’/’}7/‘5(1::63&'—'

n

£/ N Je cmezena x2+y2+22=4, x2+y2
= B 7 | '

4
Fubiniovy v&ty lze té% ufit k vypod¥tu ndkterych integrdla.

ketodé, podle které budeme v ndsledujicich p¥ikladech postupovat,
se ndkdy ¥#{k4 "integrace podle parametru®.

o0

5,71. Spo¥tite integrdl I(a,b) = ﬂf ar"tﬁf‘x;“‘i@ﬁ-?—x ix .

(viz téZ pir. 6,44 . )

H—L—ehko zjistite viz obdobny piiklad 3,42 - Ze pro a =<0, b > O
anebo pro a> 0, b < O integrdl I(a,b) diverguje. Bud tedy
a>0, b>0, necht napi. je b ¢ a .

UvaZujne ndsledujici integrdl I ,

1=/

7 4x dy , kde M ={[x,y]€ E; ;5 x€(0,+00) ye(b,a)}

l"'x2 y
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4 ‘ ®
Funkee je spojitd a kladné na mno¥ing K , tedy —= s €%,
1+x y2 1'+x2y
a miZeme poufit Fubiniovu v&tu.
Dostédvame
I= /f dxdy / ([ —99'-—) ax =
i xz 2 1+xzy
0o y=a oo
i f [ aretg IEE] ax =/ OIctgsx-erctgbx g, .
0 x y=b [ X
= "I(a,b) ,
na druhé. stran#, provedeme-1li integraci v obrdceném poiadi,
/ 1 f -/_ —1_ a x=+0C
. ax av =/ ¢ ax) z/ [m] day =
M l+x2y: w ' ) 1+x y dy X=0

—.105%

n
&lw

n
Pty

Odtud vyplyvé, %e

I (a,b) =1 = %-103% .

V praxi ovdem funkei — ; > &

1+x"y

mnofinu M musime nalézt, obyde jnd

postupujeme takto:

- a
arctg ax-arctg bx [arctg yx:l y=e. = f -z (arctg yx ) dy =

b 4 x ¥=b '3 7y b 4
* 1
=./ 22 W H
Z lyx

Z uvedeného pirikladu bylo vidét, v &em . spodivd metoda integrace podle pa~
rametru. Oklikou pFes dvojny integrdl ae ndm podafilo spoditat integrédl,
s kterym bychom si Jjinak téiZko vé&déEll "rady. Jiné zpdsoby vypo#tu téchto
integrdld, pomoci metody derivace podle parametru, jsou uvedeny v néasle-
dujicf 6. kapitole.

b+l
2. D f 2= ] -
5,7 okaite, Ze / Toge dx = log arl pro & €(-l,+o ),

b € (-1,+00 ) .

” 1/ Zjiatéte jako cvileni, %e integrdl konverguje, prévé kdy¥ a =, b
anebo a) -1, b) -1. |

2/Bud -1<¢a ¢ b. Potom
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xb_xa'z' [i:ly:b g/_a_(x.v)dy=‘a/xydy.

logx logx JY°8 & 9y  logx

UkaZte, Ze na integrél

M//xyaxdy, M= {[x,y]er.:; x € (0,1) ye(a,b)}

mi¥ete pouf{t Fubiniovu vEtu, dostanete

//xydxdyf /xydx)dy '.I.og—.

1

VAR

o

5,73. | Pozndmka:
Specidlni volbou hodnot a,b dostdvéme z minulého pi¥ikladu napi.
4!
=1 . A
fx dx =leg2 (b=1, a=0),
o  logx
7 fE 3 1
~——— & =1log% (b=5, a=0), atd.,
e logx
kteréfto integrdly bychom asi jinak t&Zko poditali.
5,74. TUkaite, Ze
__.E‘_
at+b sin x dx b <
. = 7 aresin 2 pro 0 (b =
/ log Ty einx ° einx a Pro 0¢

[l A/ Pou%ijte vztahd

-7
+
Vo 10g TREEEX 1 Y
a-b sin x sinx ) 82__b2y2 ein®x

pro 0 { b £.a ,

r
2/ ~— € £, pro M = {[zsy] € E ;

az—bz;y2 sin2 x

xeco,’§>, y €01 },

3// dz 5 = 2“7 . h pro |A]l > |B]| .
-Bsinz A

B/ PouZi jte té% wztahu
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12
*b_sinx —
-——:-l--.log atb =2af .

alnx a=b asinx 4 a2 - yzsinzx

Jaky bude vysledek pro a = b <0 ? |

5475

arctg x
UkaZte, Ze / 8 dx = 'g . 103(1-*}’?).

5,76.

” PouZi jte vztahld

v Ay
1/ arctg x = ,
x ‘o/ 142252

2//’ dx _ [T at

_ 7
° (P i 7 145 etn’t 2 /1+y° __H

Doka¥te nésledu,jic:( tvrzen:[
% bx
a/f ax= /b - [fTa pro a = 0, b= 0

W—Poun.jte pFikladu 5,84 , viz té% 6,35_”

-8
b/‘a/"e - dx=%log;-) pro a>o0, b >0,
m-ax -bx
-8 b
e,ﬂf . = log 2 pro a >0, b> 0 ,

* 1og(1+a222) -Log(1+b222)
d/[ =08 dx = 7 (a=b) pro a,p € E, ,

2
x

o0 _a* - .
e//(e;’-e?)dx=rf(b-a) pro a,b € E; ,
[

x
*a b sinx r Ya2+p24p
£/ arc tg ax Y log pro a > 0,

a - &
b20

"_1artbsinx_/“’ ab
ainx °7¢ *& T4 -

ay
7 a+by23:|.n2 _j

Dal3f Zd4st této kapitoly vEnujeme otdzkém konvergeneé a divergence inte-
gréld funkef vice prom¥nngch. DileZitou roli zde bude hrdt vita o substi-
tucl - Jedt¥ jednou si ji sopakujte !
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didy
2,22

5,71+ Pro které hodnoty o Lkonverguje _/f

Je-li M = {[x,y]ena;' 2 +y° S 1},

[ Punkce —;—1;-—- jest kladnd & spojitd v mnozind M - {[0,0]}
(x*+y9)*

1

tedy zajisté = =5 € x pro Jakékoliv & € El {znovu sl uvidom-
X" +y 2% .

te, Ze dand funkce neni definovand y¥ude v mnoZind M - neni totiZ defi-

novéna v polédtku - ale protofe jednobodovéd mnoiina je nulovd mnoZina,
miZeme na3i funkel dodefinovat v poddtku jek checeme, ani? tim cokoliv zm¥-
nime na existenci &i konvergenci integrédlu).

Zavedeme zobfazeni F z E, do E; {polédrni soutadnice)
Fr, )= [x,y]% X = rcos &, y = rsin g,

dostévéme, Ze

j] =\/Z rl-zadrdgp,

M (x2+y2)
e L = {[r,9l€E, ; re(,) , @welo,27)}

Vime, %e druhy integrél

f 12, 4 o = / fl-aa ara o

konverguje, prévé kdy: 1 -2a > -1 ,%ilipro & { 1.
Podle vity o substituci tedy né#s pivodni integr&l konverguje, pravd kdyi
a {1.

Vie sl dikladn# a detailné rozmyslete a provedte ! ||

5,78. Bud M ={[x,y]€ E, ; 2 +32 g 1}, uka¥te, Ze
1
8/ ——=w——— € £ Sac
M
(224352 % -

” Postupujte stejnZ jeko v minulém pi. 5,77,,zaveate »zobecniné poldrmi
soufadnice®

x = ﬁrcoago, Y= ﬁrsin'go__",

d
b/ __,Z > x d_y2 p konverguje &= a < 1
(xf-xy + ¥7)

U_TJ—MZte, Ze

R
€ L (kde neni funkce definovénaf) a e
M

1
(P-xy+y?)”
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z2r 7

] dxdy,_‘/ d /;2'%?-'1‘“"

M (x‘z-xy + ya)a o (1-singcos qo)“ s

pFiemZ prvni integrdl existuje jako Riemanndlv pro jakékoliv a € E,
a druhy integrél konverguje, pravé kdy: a < 1 _."

5,79.

Bud M

= <0,1> x <0,1>, potom

dx dy

i

(yzcosax + sin,zx)a

konverguje & a << 1l.

H PouZi jte vztahd

x€ {0,1> = x < einx £ x, co8l1 $ cosx £ 1,

N|m

tedy funkce 1 se bude "chovat® agi stejnd jako

funkece

(yzcoszx + ain’n)®

( 2 2)a - provedte podrobn ! , p¥i odhadech nutno rozlidit
x +y .

p¥ipady & = 0 , a<o . |

Zkoume jte konvergenci a divergenci ndgledujicich integrdld:

a/

b/

e/

M= {[xy] €55 L+y%51}, pak“”// (1:::::‘7‘
-x"~y

konverguje < a1 ,

w= {[x9] €8 L+ z1),pax [/ —=&

’ M (B

konverguje < ga>1,
M={[x,y]GE2; = +xP < 1, szO, ygo}

x>0, 4> 0, potom
1/ _Oxdy

[ s orren 0 § o,

a

2/‘/‘_/v xy diverguje & lé‘l,

4 (1-x% -yﬂ b

[ pouzi jte substituce

a/

, 2 2 2 2
x = r* | e0s® @ . ¥ = 17 ad.nz-gp_l,
“’{[1.3]612; =“+1531. x2 0, Jzo},

@& >0, 4>0, potea
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—axy konverguje < %4»‘% {m,
¥ (2% +yf)

1]
“N
-+

QN

L

=

e/ M je omezens Kfivkemi y = 0, ¥y
x>0, y >0,

p otm M—- k e
/_5 xz+y2 onverguj

[ zavedeme-11 polédrni soutadnice, existuje takové ¢ € (0, g)
{negdlezf ném ted na jeho velikosti), Ze

O - ff ta ap, s

H 2 g
sing

L = {[r!¢]eE2: r e (—- ’l)!¢e(°’%)}’
cos“y

posledni i.ntegrél. Je roven f log -{-&-g— a P
8

o kterém zjistime, Ze konverguJeJ ’

H={[X:¥]€Ea; x20, ng,xﬂrél}, potom
./] konverguje
A e _,2
H_z._avedeme-li polérni soufadnice, bude
a 7
ﬁ‘ _.._.--2-:.&__— = e %/‘ 1og __S_.inii dqp
M 1ex?y? 0 l+gin 2 @

a posledni integrdl konverguje __JJ ,

2
g/ Qefinujme funkel f pledpisem f£(x,y) = s ,
(x4y?)2

potom
1/E={[x,y]632; xio,xﬁyﬁl}#_ﬁ/’ff =+ool
ﬂrmy ﬁpoéet anebo polérni soufadnice | ,
2/N={[x,y]eE2, y=o0, 2x£y}=1‘jff=-°°,
3/ P = (0,1> x <0,1> ==>/]f neexiatuje

" pouZi jte dvou pfedchozich vjsledkﬁ a vity 26, &1 vity 42, viz
téz pr. 5,81 | ,

4/ 0 = {[xy]€e E 5 =xe€<0,1), ye(1,+oo)}=&g‘rkon-

verguje,
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5/ Q = {[x,y]eEz; x £y, xZ 1}#4’} nekonverguje,

h/ M Jje omezena kitivkami y = 0, x =2 , y 'x , potom

/.Z; log sin (x~y) dx dy konverguje .

" Zavedte substituci x = %‘(uﬂ) y ¥ 5 %(u—v) a
ukaZte, e

7
ﬂ.{/ log sin (x-y)dxdy = ‘?2[ f log sin v dv , poslednf integrél
(] . .

konverguje;

pouZi jemer i vysleday cvi&eni 6,30, 5,87 &i 8,64, dostdvédme navic, Ze
xr

7 z
',.{f log sin {x-y)dxdy = -‘g _a/ log sinv dv = fa/ log ain v dv =
2
=X
==3 log 2 _" ’ .

2k /' xy
Vxy

i/ M = (0,400 ) x (0,400) , k € Elﬁﬁ{fe'x'y 208 ax dy

konverguje

" dany integral odhadn&te e poufi jta vztahu £ ¢ &‘3(0’+oo )__” s

3
i M = (0, +00 )x(o,+oo)=>{/e"‘3’_sinxdxay

nekonverguje

” UkaZte, Ze
[ee]
Hﬂ]e-”.‘y sin 'xldx dy = [ -l%l dx = + 00

{viz p¥. 3,47) a pouZlijte vity 44 .
b3
MiZe bt e ¥ sinx € Ly 7 |,

k/ M = (0,400 ) x (0,400 )= /Z; sin (x2+y2)dxdy- neexistuje
ﬂi‘edpoklédejjte sin(x2+y2) € Zp; y oznadte pro n =1,2,..,
K, = {[xy]€B; =£+y¥*£n, xZo0, y 2o},

Potom podle v&ty 28 musi byt

n{/‘ sin(x® + y2) dx dy = lim ‘_/_/'s:l.ﬁ(xz + yz)dx ay ,
x-+00 A,"

zavedete-1i do posledniho integrdlu poldrni soufadnice, Jest

/faan(x2+y2>axcw = Z(1- cosn?)
%o 4

a posledni vjraz nemd pro n — + 00 1imitu . "
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5,814

Obdobni se vyfetifuje konvergence a divergence troj - i vicerozmd3rnych
integrdld. Nebudeme se tim v3ak zabyvat.

Fubiniove véta ndm tedy zaruduje, Ze dvojny integrdl se rowvnd kterémuko-
liv dvojndsobnému, toto obecnd nemusi byt pravda {(potom oviem dvojny in-
tegrédl nemife existovat!). Uvedme pifklady.

- X

Definujme funkci f takto: f(x,y) = 5o s potom

. a/,”y f neexistuje, Jje-1li M
7 7
b/‘[ (,/f(x,y) dx) dy

[4 7
o/ J ([f(x,y} dy) dx

(2+ ¥°)

(0,1> x <0,1> ,

v d
T

- T
2

[[ K prvnimu bodu viz pi‘iklad 5,80, ostatni ovifte pFimym vy'poétem._lj

5,82.| UkaZte, Ze
| 1 7 Y ;
S ZELr e, 2L way= -}
2 2 (xty) ' 0 (x+y)
Odtud odvodte podle Fubiniovy vity, Ze [/ A=Y ax ay
<0,7> X<0,1> (x+y)3
neexistuje. Posledni tvrzeni doka’te také piimo. ||
5,83. UkaZte, Ze :
o+ 1 - X
© 3 -7 1
a/[‘f_;T'ff ey -5,
4 1
[ 5 2x3 _3‘_& ‘
L[5 - %] wea--2g
v/ bud flx,y) = = na mno¥ing M = E, x B oten
’ (R4y?)2 11X 9P
#00 400 +00 +00
1/4 (:[ flx,y) ax) dy = _4\ (_.Zf(x,y) ay) dx='0 ,
*®
2/ £ ¢ §5M
¢/ bud , 1 pr00<y<|x-%,:

-4’
flx,y) = / (x -3

\ ' 0 Jjinde v E, ,

bud ddle ¥ = (0,1) x (0,1) , potom"
4 <
1/ / ( / flx,y) dy) dx neexiatuje ,
0 [
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Zbytek této kapitoly vénujeme rdznym piikladim.

o )
2/[(/1’(::,5() dx) dy = 0 .

5,84. a/

oo x2 ' . .
Spo&téte f e © dx (tzv. Laplacedv integrdl). -

" 1/ V pf. 3,32 .jsme ukézall, Ze tento integrdl konvergu,je.

2/

3/

*
4/

oo
Oznadte I = .[ e'x2 dx , M =(0,+ @ ) x (O,+00 ),

Pomoci Fubiniovy véty ukafte, Ze

%7 e"‘z'yzdxay = 1% .

2
Do integrélu ff e'xz"y dx dy "zavedte poldrni soutadnice”,
M
dostanete

T o
ﬁ{fe_xz_yz dx dy = _[2(_0/:"9'1'2 dr) 4 ¢ = -iI ’

odtud vzhledem k podmince I = O plyne I = ';i .

Jiny zpisob:
do integrdlu .[f e_xz -y dx dy provedte substituct

x = = w.v , dostanete

u, V¥
S Ry? ax gy =/w(_o/°°a'u2(1”2) . wwav =F.
M

Jeftd jiny zpiasob:

Pro n= 1,2 ... poloZte
2

n
B excw
£ (x) =
n .
\0 pro X € </E:+OO)'

UkaZte, Ze
- _
a/ Ifn(x)l < e pro x € {0,#00 ), n =1,2 «a. ,
s o' sag
b/ﬂl}r& fn(x) = @ pro k¥aZdé x € (0,+ @ ) ,

Podle Lebeasgueovy véty Je tedy

- ) n
/ e dx-ﬂl}g [ fn(x) ax -ql-%:o [ (1-—;—) ax .

ijvé spo¥itat posledni integrdly a jejich limitu. Po provedeni substi-
tuce x = /n . cos t, dostdvédme s pouZitim Wallisovy formule vyale-

dek.
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Viz té% V.Jarnik, Integrdlni pofet II . ||

0o

g T
b/ Substituci odtud lehko odvodite, Ze k/f e ax’ dx = % a Pro

: o
a € (0,+00)
5485. Uvedeme je3t& jeden dhleZity pi#iklad.
d

Bud M = (0,4®) x (0,400 ), 1 =// tdx

M (1+t) (1+tx2)

Na posledni integrdl pouZijte Fubiniovu vétu (poka%dé v jiném pofadl inte-
grace) & dostanete jednak

o oo ax 2
I=/ (f 2 )dt=£,
(1+t) (1+1x") 2

(/] 0
Jednak
o0 00 Fove)
2 7 (1) (L4td) Lo x-1
o . v
Ukatte déle, Ze / LWEX 4y = . 3 f log(l-x) .
[~} x2' 1 0 X
Pouiljte v prmim. integrdlu subsfituci x = % na intervalu (1,+00)
a pak vztahu

1 7 ‘ 1
- 1o
‘/F log(1l-x) dx = ‘/f log ¥ dy = J/ﬂ log x2 ay +u/ﬂ E___E_g_ dy =
° x ¢ 1~y ¢ 1.y 2 1.y

]

7 4
logy g4 l/ log z .
VJP l - 32 v 4% 1~z Iz “

Kone&n& s pouZitim pfikladu 4,25

ff log(1l-~x) < 1
oOghi~X - —_—
[ o X ax = - 2:: né ]

M=t
doatévéme

& 4 Ve
> o = 1+ o+ A v = —

7wy Il 2
Podafilgﬁse ndm timto zplsobem s pomoci Fubiniovy vity seiist konvergentni
1
fadu
=

(jinym zphsobem lze selist tuto Fadu napi. pomoci teorie Fourierovych Fad).
Pomoci tohoto vysledku ukaZte, Ze

o 2

1 1
1 2 = 1+ 2 + 2 + sawae = W
n=4 {2n-1) 3 5 8

{Poufijte zndmych vlastnosti absolutnd konvergentnich ¥ad a nédsledujici
myS8lenku:
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o

) SR sy SR i e

—— = . = +

6 n= o nZ n=1 (2n 1) (2n)2 Nt (2n..1)2 4 a=7
jednotlivé kroky podrobné& odivodnétel)

UkaZte té%, Ze
S ot ., a1,  _1

=7 n2 22. 32. 49. 12
n-1 oo 2 2

PN LI S N L Al DS
R=7 G n=7 (2n-1)° - (2n) 8 4 6

* '
a
5,86. Spoftste I = VA 5t , kde

M (1+tu) (L+tu?)

{[t,u]€ E, ; t€(0,400) , ue(l,+00)},

PounZi jete-1i Fubiniovu v&tu, dostanete jednak

+ 00 00 (o, @]
dat
=f(f )du=_/—"'_lgu"‘du:
70 (letw) (1+tu) 7 alwl)
Jjednak
co o ’ 00 2
a
e/ —2—w.o} [ lme, L
e 7 (1+tu) (1+tu°) 27 x(z1)
Odtud dostévéme /viz té% pF. 4,26/, Ze
2 - 20 ) 00
Z . ) 2egn, [ a1
7 u(u-1) ° o%-1 n=1
o0
Op&t se ném podaFilo sedfst Fadu Z{ —- . "
dx 4
5.’87- PoEiteJte f A’ [ x' l G E ; IG(O,!), le(o’l) -
- 2 2z 2
1+ x tg x
% dx x
Lehko zjiastite, Ze J ‘ =7 . > - pro A €(0,+00 )
1+ X tg x 1+2
{Viz tés pi". 5'17)’ tedy
T
T anr &
( 2 2 )dx = f —E— ax ’
° 0 1+X tgx ¢ tgx

zatimco



f(/z ixz)d).:-%.logz.

2 2 1+ A tg x

Odtud podle Fubiniovy véiy dostévétie, Ze

T
f f X dx = -{— log 2 .
Fe o e
Integrdl ‘[ 2;;-' dx existuje jako Riemanndv i Jjako Newtoniv, budeme-1i

Jej integrovat jako Newtondv per partes, obdrZime

a
5 7

T .
X _ f
1)) 0/‘ tax d: = - (N) / log sinx dx

‘ 2
/viimn¥te si, Ze integrél [ log sinx dx neexistuje ji%Z jako Riemasnniv,
existuje pouze jako Lebesguelv &1 Newtondv/. Odtud plyne, Ze
xr

r
z } z
(L) f log sinxdx-"-(N)f log sinxdx=——]§r—.log2
[ [}

/viz té% pifklady 6,30 a 8,64/.

Pozndmka.

— &1
‘ 5 ’88-

Znévu na tomto mistd piipomenme, Ze neméme prozaiim Z&dnou vitu o integra-
ci per partes pro Lebesgueovy integrély. Chceme-1li pifesto integrovat per-
partes, mifeme tuto metodu pouZit pouze pro Newtonovy integrdly /viéta 70/;
vime-1i, %e dand funkce mé jak Lebesguedv tak Newtondv integrél, musi pak
mezi témito integrdly nastat rovmost /viz 3,15/.

%
5,89.

2 2
Zkoume jte F(m) = f/cos mx . o e'“ (1+x™ ) dx d & ’
M
B = (0,t00 ) x (0;+00 ) ,
2 2 7
1/ Ukazte, 2e cosmx . X e @ (1+x )GAM pro kaidé m € El .
2/ Ze vztahi

2 2 2 2
Icosmx. o @” X(4X Nz gy o= (1427 )

.[/cre"“ﬂ(l‘l”xz) axda = 2
M 4

plyne, Ze denj integrél pro ke¥dé m € E, konverguje /vita 31/, lze
tedy pouZit Fubiniowvu vEtu.

3/ PouZi jete-li vysledkl ze cvileni 5,84 a 6,51 dosgtanete pro m = 0, Ze

[+ 4] 2 oQ 2 2 oo 2 ﬂ:
Flm) = .[ae a (‘[coa mx . e~ TF ax) da = -22—- fe Yot aa=
[

I
-3

e
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a také

f 2'('1 i) 1l

. - d \1+x ) €08 mxX

= . : da) dx = = f == .
F(m) fcoamx(a Qe ) ax 3 142 ||

[

5,90,

Uka’te, Ze pro ka%dé m = 0 Je
00
mx . =

¢(m) =f 22"5—'5GI=%- e.m'
9 1+x
. % :r

S(m) =f &in nx dx-:—E-(l-e'm) .
7 x(1+x2)

"? Jako cvifeni ukaite, ¥e oba integrdly konvergujf.
2/ Podle predeslého cvitent 5,89 jest C(m) = e .
3/ UkaZ%te - viz kapitolu o derivaci integrdlu podle pasrametru - Ze
s’(m} = C(m) ,
odtud vzhledem k podmince S(0) = O dostévéme tvrzent. |
idaky bude vysledek pro m (0 7

o0

2.2

” o
5,91.  Uka%te, Ze f log (a2+x) . cosmx dx = Z- (e P2 e )
? b2 n
pro a > (0] ¥ b > o] ¥ m > 0.
” Pouzi jte vztahu
2. 2 * 2
y cos mx
log (52—%*' ) cos mx = T 2 dy
b +x 4 y2+
/jak jej odvodite? / ,
Fubinlovu v¥étu a vysledek pFfedchoziho cvideni 5,90.
Viz téZ pP. 6,68 . "
Jaky bude vysledek pro = ( 0, a <€ 0, b=<0 & pro m=07
*
5,92.| Uka¥te, Ze
00
a/fm_m_x_d,._._?_.e-m pro a > 0, a >0
0 a“ + xa 2a ’ ’

00
2 .
in“ mx T -2ma
b/f 2 dx =-=— (1-e ) pro a 0 mZ 0
{ Zi2 pro & > 0, -

4a
fo 2 T
¢ y ___.2.&2+x 1 e ) pro a » 0, m =0

":/ Lehko plyne z 5,90 gubatituci.
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*
5,93.

¥
5,94,

2

b/ Poulijte vztahu sin“mx = % (l-cos 2mx) a odatavce a/.

¢/ PouZi jte vziahu cos®

mx = 1 - sin’mx & odstavee b/ ,

&1 vztahu cos’mx = %_(1*- cos 2mx) a odstavce a/ . "

o0 .
2
VkaZte, Ze f sin mx dx = %ﬂ'

x2

| 0 |
MBud ne {0,400 ) pevné, oznafme F(a)

pro mn

Q

UkaZte, Ze funkce F je spojitéd v intervalu
pitole/, odtud spolu s vysledkem p¥. 5,92b plyne

[o.e]

2 a-

x 3

Viz t6% p¥. 6,73. |
Jaky by byl visledek pro a0 7

UkaZte, %e pro a € (0,+00 ), m € Eq Jest

2e]

Iia,m) = _/

[

e"a*z.cosmxadxz—"ff

2
f 28T ax = F(O) = 1im F(a) = Lim 2— (1-

.
oo

a +

(=00

o+ 00 ) /viz 6.ka~-

a+ } 824‘ m2.

2 /2

2

2

a +n

2

-2m) =.m

Postup je stejny Jjako p¥i vypodtu Laplaceova integrdlu /p¥. 5,84/.

UkaZte, Ze

Iz(a,m) = % _[/

{0,+00) x (0,+0)

e-&.».( ::2+ya)

R

I:c.oa m(xz+y2) + cos m(xz-yz)] axdy.

Do posledniho integrdlu zavedte polédrni soufadnice a vyuiijte vjsledku

cvideni 4,48 , dostanete

2" .
2 1l a
I°(a,m) = T f € +
’. 4 a2+m2 a?'ﬂn2 cog” 2 @

I

a“+m'

F, B o+ .
8 Same 8

odkud jiZ plyne vysledei:. jl

9]

5,95,

. - l - co3 x
Ukaite, Ze f g BX = 3
. % x

“ PouZi jte vztahu

e
X

a cviteni 4,47. Viz téZ pf. 6’72L_”

_157..

2

a

X

1

4

-ax 1 —cog x _ |:e—ax ¢og ¥X

)

]

d ¢

pro a € (0,400 ) .

y=0

y=1

4

e-ax

« 8in Xy d.y



5,960

o
5,97.

L]
5,498.

V daliinm ukdfeme, Ze v oboru riemannoveky intergrovatelnych funkci Je
situace p#i pouZit{ Fubiniovy vity pondkud Jind.

Je=1i x € (0,1) racionfln{ ¥{fglo, x = g /p,q nesowddlné, q > 0),
poloZme ¢ (x) = q . Déle poloime @ (0) =0 , @(1) = 1. Definujme
funkei f na mnoZin¥d M ={0,1> x (0,1 takto:
1 + L Jeou-1li x raciondlni
" e o ’
f(x,y) =
\ 0 Jinde v M .
UkaZte, Ze
1/ f je nespojitd ve viech bodech mnoZiny MN majicich obé soufadnice
raciondlni,
2/ £ je spojJitd ve viech ostatnich bodech mnoZiny M
/porovne jte s p¥. 2,32/,
3/ (L)’_{]-f =0,
4/ (R) -ﬁ{]‘ £r=0,
1 1 7 7
neexletuji.
Definujme nyni funkci g na mno¥ind M = (0,1) x (0,1)> takto:
1 pro x,y raciondlnf, ¢ (x) = @(y)
g(x.y) = / /viz pi‘. 5'96/,
\ 0O Jndev M.
Ukaite, Ze
1/ (L ﬂ g=0,
M
2/ (m) .‘4’ g ‘neexiatuje ,

7 14 7 7
3/ (R) ’f( (R)_[ glx,y) ax) ay = (R)[ ( (R)_[ glx,y) dy) ax = 0.

Definujme funkei h na mmoZind M = (0,1) x (0,1} pledpisenm :
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. 7 o
R (n)[ ( ca)[ hix,y) dy) dx =

h(x’y) =

,/1
AN

Ukafte, Ze

0

je-11i x € <0,1) raciondlni , ye¢ <O, 1 >

~ libovolné anebo je-11i x €<0,1> iracionél-

nl, ye€< % s 12 1libovolné ,

Je-1i x €¢0,1> reciemdlnt, y ¢ (3,1)
anebo je-1i x € ¢ 0,1> 4iraciondlnt,
ye<o, -21-' ) .

N

1 y
2/ (RL[ ( (li)_a/ h(x,y) ax) ay neexistuje ,

5,99.

3/ (R)‘lé]h" ‘neexistuje ,

4/ hé./l” ,

5/ (L){./h=% .

Bsd M = (0,1> x (0,1,

poton

7
#(n)ﬂdm=[zzﬁ: . Doka¥te !

" PouZi jte Fubiniovu v&tu, substituei xy =t a v&tu o integraci per

5,100

rP—ouZ:l Jjte nerowost

5,101.

partes ._“

Budte f,g € :C(d’ 4) + Potom

4 ¥
(-‘lff-a;)zé‘/‘i’2 . fsa . Dokaite !
a a )

/Tzv. Cauchy = Bunjakovského nerovno_st./

/M =

{a,b) x <(a,b) /

0 = -[/ (£(x) gly) - £(Pglx) )2 ax ay =

4 y) Y
=z&fr2 aff - 2 (/f.g)z_.Jl

Bud f Xladnd a m&fitelnd v intervalu {a,b> . Potom

4 +
[r. ‘/% Z (b-a)2. Dokaite !

“ Doksite p¥imo anebo pomoci cv. 5,100 _-J
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5,10‘4.‘ Bul f gpojitd a-nezdpornd v intervalu (a,b) . Bud

u={lwles,; xepm, 0%y <2}
Potom M € mz a M = !.ﬂ,x) dx . DokaZte !

"_V:lz 62 vétu 62 J

* %
5,103. { Budeme se nyni zabyvat otdzkou, kdy n¥jekd mnofina N C Er méd Lebesgueovu

miru nula. PFfedeviim vime podle véty 62, Ze “graf™ ka¥dé spojité funkee
~1 p:;omému?ch ni v E, nulovou niru. PFedpoklad spojitostl funkce £
ve vit3 62 je zbytednd silny, v daldim vyslovime daleko obecné jii v&tu.

I/ Bul M C E, ME ??tr ,“nach{ t e/lM « Oznadéime=-11i

M

1 _{[X,y]EEr,._l; x € M, YE€EE , ¥ <f(.x)},

My {[I,V:IGEHI; x € M, YGE]_f Y?f(!)},

grafy f {[x,y]EEr_._l; xX€E M, yeE, , y'-'-f(x)},

"

Jest My , M € X, . graf te,,,.

Zhruba feleno - graf m&fitelné funkce Jje miFitelnd mnoZina.
" Viz V.Jarmmik, Integrdlni pofet II, vita 75 J

11/ Necht jsou splnény predpoklady z I/ . Potom

i (gt'afni.‘) =0 .
Toto jest tedy slibené zobecnini véty 62.
|ﬂ PouZi jte Fubiniovu vétu . [

Velmi Sasto se stévé, e mnofina N C E, je definovéna jako mnofina
bodd [ X4e.09%,] € B, , které vyhovujl nsjaké rovnici F(Xygee0yx) =
= 0 nebo je Zdet takové mnoZiny. Za jimé néds, za jakych pedpokladd
bude mnoZina N nulové. Doka¥te ndsledujfci vitu /viz V.Jarnik,
Integrélni podet II , kap. VII, §2, poznémkaﬁ/.

111/ Nechi redind funkce F(x ,...x,) mdv oteviené mnoing S C E, ko-
ne&né apo.jité parcidlni derivace a%Z do #4du n-tého /n > 0/.
Bad N ={x€s; P(0 =0}, bul N, mofina tich bodd x €S,
v nich# funkce F 1 vﬁechny JeJi derivace aX do n-tého Fddu jsou
rovny nule.
Potom N, N, C %%, & (4 (N-N)=0

/tedy je=1i Ay =0, Jo 4N =0/,



Na zdkladé této véty /&1 téZ podle vity 62/ ukaite, %e ndsledujici mnoZi-
ny Jsou nulové: .

a/ N = {[xl,...,xr] €E, ; &% + o tax, =D },
ai+...+a§.> o,
b/ N = {[xl,...,xr]eEr H xi+ “ae +x§=R2 }, R>0 ,
o/ N = {[Xyyeeesx ] €By i Blxypeeesx) =0}, kde
B( Xy 3eeeyX)  Je redlny polynom n-tého stupn¥ takovy,
%e alespon Jjeden &len tvaru axf ...:x:"

/kl *...*k, = n/ wé koeficient a #0 ,
gspecidln& nap¥. '

v ¥ ={[xy]eE, 3 (x+y2)2-x3-y3=o},
2/N={[x,y]€E2 x+y2= fx3+y3 }:
¥ 8 ={{xy]€E ; L+y¥= 2062 -PH],

4/ predchozi piiklady aj.

a/ N =‘“:x,y]EE2 ; 4ysinx-e.rcsinxy=0}.

*
5’104- Bua I(l‘ = {[xl,u.,xr]E EI‘ ) x%"’ cee +€ él }
/ jednotkovd koule v E_ /. Ukafte, Ze
r T
. T 2 (27
ol = T 0 g (Korg) = .

1.3-5. ...(2r+1)

8 rovna limita 14 K. ?
emu Je imi r-»E'oo “Ep

5,105, DokaZte nédsledujici tvrzendi:

o0 co 1 .
a/ f¢€ f@+m) = ff(x-!- ‘2% + 1) dx-‘-%’[ff(x)dx +/f(%)d=]:
oo ' 0 1 o

1
b/J ;gx . f(x + 2—':) dx = 0 , existuje=1i tento integrdl.

5,106. DokaZte ndsledujici tvrzeni:

Me N, & pro kazdy kompektnf interval I C B,

Jje Innemn.

253 rll
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5,107.| Definujme funkci f ne mnoZiné M = (0,1) x (0,1) piedpisem:

f(x,y) =% , Je-l1 y racionélnf, £(x,y) =x Je-li y irecionslnt.
UkaZte, Ze |
p ,A .
vV te X ) f/ £ = % )
. M )

. 7
2/ oznadime=1li F(y) = [ f(x,y) dx , Je funkce F v intervalu
(0,1) epojitd, adkoliv funkce: f pfl pevném x neni /s vyjimkou
x = % ; viz téZ ndsledujici kapitolw/.

*
5,108, suauem,, » Ne, , fe &, y 8€ZX,

Definujme fiukel & na M x N pledpisem.

50_(x,y)=f(x).g(y), x€M¥, yeN

/funkce f Jje tedy funkef T proméniych, funkee g funkel s promén=-
nych a funkce ¢ funkef r + 8 promdnnych/. Potom o2 € ZMX” a

fg?=ﬂ_/f.w/g.

MxN
Doka%fte !

3553 211



6,1,

6. Integrdly zévislé na parameiru

M&jme dénu funkci dvou proménnych fix, o ) na mnoZind A , kde M Jje
n#fitelnd mnofina v E].’ A prozatim libovolnd mnoZina. Piedpokléde jme,
3¢ pro ka¥dou hodnotu & € A exliztuje 4 f(x, & ) dx . ObeenZ pro

rdzné hodnoty o € A miZfe tento integrédl nabyvat riznych hodnot, vidime
tedy, Ze \{ f(x, ) dx Je funkci promdnné & na mno%in® A .
Oznatme Flax ) = J'f(x, & ) dx pro « € A (viz téZ 4,14). Zajimajdl
nids nyni vlastnosti funkce F - JeJji limity, spojitost, monotonie, deriva-
ce, atd. Jde o #adu otdzek, kdy urfité vlastnosti funkce f (chépané jako
funkce <& ) implikuji tyté% vlastnosti funkce ¥ . V daliim budeme po-
tifebovat hlavné v&tu 60 (o spojité zévislosti integrdlu na parametru)

a vétu 61 (o derivacl integrédlu podle parametru) =~ zopakujte si Je.
[Pozné_tmka - funkei g =z véty 60 ¥ikédme konvergentni me jorants k Ffunkei
f{x,& ) na mno%ing M pro & € A , rovnd} tek funkel & =z vity
61 Fikdme konvergentni majoranta k funkci % na mno¥ind M pro & € IJ

ViimnZte sl nyni analogickych vét k vétém 60, 61, které plati pro fa-
dy funkei:

v&ta A: "Budte funkee f, definovdny na mnoZin¥ M , bud

n
2]
r = 2 f, na M , nechi
n=1
2/ f, Jsou spojité na M,

o0

3/ fada Z4 fn~ konverguje ste jnomérn& na M ,
ﬂﬂ'

Potom je f spojitdnma M ™ .

v&ta B: "Funkee f_ budte definovény na intervalu I C E, , necht
o i

2/ Z, fn konverguje a'.l,eapoﬁ v Jjednom bod& intervelu I ,
?z-

3/ a/ proka%dé n € N
a ka%dé x € I existuje vlastni -f;(x) ,

o
b/ Pada 2:1 f. konverguje stejnomrn¥ na I .

Potom ; fn konverguje na celém intervalu I . Ozna~
Sime-11 f = ,;2;1 f, » mé funkce f vg:\’.lde na interva-
lu I vlastni derivaci, pfilemZ £ = :z:_; fr’x na I".

Vidime, %fe vty A a B Jjsou zcela analogické vitdm 60 a 61 ,

pouze roli existence konvergentnich majorant zde hraje stejno-
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6,2.

mérné konvergence. Zd4d se, %e v¥ty 60 a 61 maji tedy “"sllnjsi" piedpo-
klady neZ analogické vity A,B - vime totizt, Ze Pada ,;i;, £, konvergu-
Jje stejnomérné na M pocge Weierastrassova kriteria napfiklad tehdy,
existuje-1i k ¥ad¥ Z,, £, ne mnozind M Xonvergentni ma jorantni
fada s konstantnimi élen; - miZe se oviem stdt, Ze ifeada ’;z;f f,, kon-
verguje stejnomdrnZ na M i tehdy, kdyZ %4dnd takovéd konvergentn:[ ma jo-
réﬁtni fada neexiatuje (uvedte pffklad!). Uv&domte si vBak, %e rady ne-
muaf b&t‘ na druhé stran& absolutn® kenvergentni, zatimco Lebeagueldv in-

tegrdl Je "absolutnZ konvergentni" (vita 44).

Pozndmka
P1l hleddénd konvergentni majoranty g 2z v&ty 60 byvd vyhodné poloZit
g(x) =£gg If(x, o )I + Je=1i -nynt g € .f-'fM a jsou-li spln¥ny

ostatnf{ piedpoklady, miZeme vEtu 60 pouZit. Velmi Zasto se stdvd, Ze tak--
to ziskang funkce g (coZ je vlastn® "nejlep¥i” majoranta) neleZf v systé-
ma &, . Z toho oviem je¥td neplyne, Ze by funkce F(@) rebyla na mno-
Zingd A spojitd. Uvidomime=1i si, Ze (podle definice) funkce F je
spojitd na mnoZin& A +tehdy & Jjen tehdy, Je=li spojitd v kaZdém bodd
mnoZiny A , vidime, Ze stal{ dokézat spojitost funkce F v kaZdém bod¥
mnoZiny A (ostatn® vime,.Ze spojitost funkce F je pouze “"lokdlni®
vlastnost, nebude proto asi nutné hledat konvergentni majorantu v celé

mnoZing A ).

Nechl napffkiad mnoina A je otevieny interval (p,q), chceme do=-
kdzat, Ze funkce F Jje spojitd v tomto intervalu (p,q). K tomu je nutné
a stadfl dokdzat, jak jome JiZ poznamensli, Ze funkce F je spojitd
v kaZdém bod® intervalu (p,q). Bud tedy a, € (p,q) . Abychom dokézali,

Ze F je spojitd v bodé a, , staddl (nen{ to vsak nutné!), dokédZfeme-1i,
e funkce F Je spojitd v ndjakém intervalu <{p,, 9,> C (p,q) takovém,
%e a, € (po,qo). (Oddvodn&te!) ., Pri dlikazu spojitosti funkce F v inter—
valu <p°,q°) poufl jeme op¥t vétu 60, ale klademe nyni g{x) =

= sup If(x, o )I » tedy supremum se jiZ nebere pres cely pivodni inter-
X €<P;.90)

val (p,q).

DokaZte si nyni sam:tr ndsledujici véty:
1/ funkece F je spojitd v intervalu (p,q) &> F je spojitd v kaZdém
intervalu {p_,q,> C (p,q) ,
2/ F Jje spojitd v (p,Q) © F je spojitd v ka%dém intervalu
(Pya,> € (pya) ,

- 164 -~



3/.F je spojitd v (p,q) <> F Je spojité v kaZdém intervalu
{Py1a ) C (pya ).

T&chto jednoduchych v&t tedy budeme v daldich pifikladech pouZivat,
podrobné si je prostudujte a promyslete!

Tatds pozndmka plat{ i pro pouit{ vty 61 , hleddme-1i konvergentnf
majorantu G , kde op&t byvé ne jlepsd{ zkusit

GG (x} = sup I% (x,a')l.

a€EA
e—Gfx
643, Uka%te, %e funkce F , Fla) = f - > dx , Jje spojitd
0 X
v intervalu < 0,+ ©© ).
[ 1/ UkaZte ne jir{ive - jako cviZeni - Ze tento integrdl konverguje, prévé
kdyt & €(0,+00 ) .
2/ Uké¥eme, 3¢ F Je spojitd v ( O,+ 00 ), poudljeme v&tu 60 , kde
klademe M = (0,+00 ), A = {0,+ % ). Ovéfime pfedpoklady:
e~ XX
1/ pro ka3dé @ €{ 0,400 ) Je funkece = ( jakofto funkee x !)
-ax l+x
spojitd v (0,+ 00 ) , tedy e N
1+ 2 (a,+0°).
-ax
2/ pro kazdé x € (0,+00 ) je funkce { jakoZto funkece
1+
¢ 1) spojitd v < 0,+0 ),
e~ &F 1
3/ PoloZime-1i g(x) =ag%g,+oo) T2 je glx) = T2
na (0,400 ) a tedy g € ;é’(a’;m) .
Tim jsme ovErili viechny pfedpoklady v8ity 60 a podle tvrzeni této
véty je funkce F spojitd v intervalu ( 0,+00 ) l
’ o0
644, UkaZte, Ze funkee F(x ) = f e” ¥ ax Jje spojitd v (0,+ 00 ).
) .

1/ UkaZte, Ze integrél konverguje, préavd kdyZ @ € (0,400 ).

2/ UkéZeme, Ze F Jje spojitd v (0,+ 00 ), poloZite ve v&t¥ 60 A =
= (0,400 ), M= (0,+ 00 ) a ovifte pPedpoklady 1/ a 2/ .
Hlede jme konvergentni majorantu, nejvyhodndjsi je zkusit g(x) =

-ax
e ndtud pl = 1 pro kaZdé O,+ &
a,sé—lpf"ﬁ‘m) ! plyne, Ze glx) 1 p x € (0, )

a neni tudif g ¢ x@d_oo) {prod?).
Zkusme postupovat podle pozndmky 6,2. Stall, ukédZeme-=1i, Ze funkce F
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je spojitd v kaZdém intervalu ( .i’o st 00 ), kde Py > © (vidime totiZ,
%e pifl hleddni konvergentni majoranty, "vadi” bpd 0). Bud tedy Po > 0
& aplikujme v¥tu 60, kde klademe A = <p°,.+‘00 )y, M = (0,400 ),
Opét sami ovi¥te pPredpoklady 1/ a 2/ a hledejte konvergentni majorantu

ve tvaru

N ~ax '
= gup - e : X € (O+@ ).
) 2, T X E

DX
Vidime, %e g(x) =.e 0 pro x € (0,400 ) , tedy 8 € Ly 400

Funkce F Je spojitd v libovolném intervalu < p ,+ o0 ) C (0,4 ),
tedy Jje spojitd v (0,+00 ).
3/ Jako cvileni spoitste F(a) ! |

Priklad 6,4 jedtd jednou podrobnd projdéte a rozmyslete; aZ védm bude
jasné, pro¥ jsme nemohli pouiit v&tu 60 na cely interval (O,+c0 )
na jednou, pejddte k daldim pFikladdm.

6,5.

+71 '
Bud F(a) = :f//xz + a2 dx . DokaZte, Ze
1/ integrél existuje, jako Riemanniv pro kaZdé a € Ey
(spo&t&te jej!),
2/ funkce F Jje spojitd v B, .

[] UkaZte, %¢ F Jje spojitd v ka¥dém intervalu <(~p,+ p), kde p > 0 ;

majoranta g(x) = /x* +p° na (~1,+1) pro a€ <-p,p) . [

646,

i F(a) & Ite, %
Bud F(a) = / ——————— . Ukeite, %e

o JE o+ al '
1/ integrdl exiastuje jako‘ Riemanndv pro kaZdé a € El y 8 ¥ O

(spodtite!l),
2/ F(0) = +00

3/ F Jje sudhd funkce ,
4/ F Je spojltdv ( ~ 00 ,0) U (0,+00 )

6,7

” 4/ UkaZte, ¥¢ F Jje spojitd v kaZdém intervalu (p, +00 ), kde p > 0 ;

majoranta g(x) = —2  ga (0,1) pro a € {p, +o0 ) ”

X2 +p2

DokaZte, Ze: oo

1/ Flo) = [e-—axzdx Je spojitd funkce v (0,+ 0 )

[viz p¥. 5,84,] ’

2 .
2/ F(a) = /12 . cos ax dx Jje apojitd funkce v E, [spoététe !] ’
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3/ F(a) = ‘[1::& dx je spojité funkce v (-1l,+e0 ) ,
4/ F(n) = /?mxn dx Je spojitd funkce v (-co0 ,-1),
5/ F(y = \O/"arc teg ;—i‘ dx Je spojitd funkce v (0,+ @ ),
6,8, Dokaite, Ze funkce F(a) = '0/ zxjxxa Je BPO:]i.té'fmkce v intervalu
(2,400 ) .

l 1/ UkaZte, %e integrdl konverguje, prdvé kdyZ a € (2,+00 ),viz pi#.3,44-10.
2/ Ukaite, Ze F Jje spojité v libovolném intervalu (p,+ o ) , kde

P> 2.

PoloZite-1li g(x) = sup -
ael{p+o) 2 + X

X

pro x € (0,+00 )

Jje

pro x € (0,1)

glx) =
\ x
X pro X €<1,+00 )

(Pronyslete a oddvednite!)

x
2 + xP

Protoie %—[ € ffa,'/) a € xﬁ,+oo) .Je

g € .55&4_09) (op&t odivodn&te!) a jsou spln¥ny pfedpoklady vity 60.

(== ]
6,9. Uxazte, Ze funkce I(a) = j 50—555 dax Je spojité v intervalu

- X
(1,400 ) . z

“ 1/ UkaZte, %e pro & € (1l,+0 )} integrdl konverguje.
2/ Ukaﬁ.te, Ze funkce I je spojitd v kazdém intervalu {Pyq) C (1,+00),

', leos x| 1
ma joranta g(x) = sup l Los X
a€elp.g> x®

\Eg_sxi_ﬂ pro xé(l,"”oo )’

snadno nahlédnete, fe g € ,,‘f(f +o0)
T,

3/ Jako evideni ukaZte, Ze i nésledujici funkce jsou konvergentni ma joranty

. ©cos
k Tunkei ---xTx na intervalu (%,+oo ) pro ae(p,q) C (1,400 ):
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a/ g(x) = ltog xl | m'—

b/ s%(*)

/

c/ ga(x) = max (

A/ g0

o

..lq_ prd x E-(%,l)
- ,
—:':—p pro x € € 1,409)
2 i,
¥ ' xP

6,10.

UkaZte, %e funkce / (s) =
viz té%Z pF. 8,63 ) Je spo.j:l.té v intervalu (0,400 ) .

s

e X dx (tazv. Gamma funkce,

ﬂ 1/ Ukaite, ze /' (as) { +00  pro
pre¢ 8 € (- o0 s O 7 .

2/ UksZte, Ze funkce
<p|Q> C (0,+00 )

Ms joranta g(x) = sup

77

ae(o,+0°), /7{8) =

Je spojitad v kaZdém intervalu

X , xp-1 pro x-G(O,i) ’

-X g1 _

e « X

SE<P.2)

op&t zjistite, Ze g € :{,’(a +00)

\x | gl pro x € (1,400 ),

3/ UkaZte, Ze 1 ndsledujic{ funkce jsou konvergentn{ majoranty k funkei

xs-l e x

a/ gl(x)

b/ gy(x) = o~X (xP7l 4 x3°1 ),

e/ gy(x) =<
7 e(q) . e

na (0,+00 ) pro s

max (e-x Ip-]' ’

1 pre

_"Ik

e <PaQ> C (o,+ W):

e-x xqﬂl) ’

x € (0,1)

pro x € (1,+00 ) ._”.

6,11.

UkaZte, Ze funkce F(b) =

© pal’

x
== Aax Je gpojitéd v :l.ntervalu (0,1) .

l+x

HT/ Integrdl konverguje, prévi kdy#
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2/ F Je spojitd v libovolném intervalu (p,q> C (0,1),

konvergentni majoranty:

xp-l
/ 1+x pro x € (0,1)
gl(x) =
\ xq-l
Tox pro x €(l,+ @ ) ,
p-1 .
— % pro  x € (0,1)
<372 pfo X €(1l,+00.) ,
gix) = APl 5372 spod. ||
6,12.| DokaZte, Ze
| 7 axz-!-l
a/ Fa) = f ax Je spojitd funkce v (0,+00 ) ,
2 2+
4 1
v/ Fla) = ;/r SAnX - v (=1,+00)
7 x(x+a)? ’ ’
4
¢/ F(a) = f sinx ax -"- v (-0 ,2),
° Br-xn .
p .
a
4/ F(a) = \[ ﬁ dx - ("'13"'00) ?
2
e/ F(a) = f = o - (-0 ,1) ,
" |10g %]
[ =]
£/ F(a) =‘0/’ sizx “8% ax "= (0,+00 ) ,
7
g/ F(a) = ‘0/‘ log (x%+a®) ax -r- (0,+00 ),
6,13. Uvaiujeme F(a) = \0/ ae® ¥ gy,

1/ DokaZte, Ze integridl konverguje pro

2/ DokaZte, Ze F Je funkce lich4.
3/ DokaZte, Ze F Jje spojitd v

kaZdé a € -El.

(-m ’o) W) (0,+m ) .

1[ Veznéte libovolny interval {p,q> ¢ (0,+00 ), potom z¥ejmd

- 169 ~




2 2
-y -a'x -p~X
a€l{p® =)|ae | € P eZ, .|
4/ Zkomejme nyni spo,jifo.st funkee F Y boqé' a = 0. Abychom ukdzali, Ze
F je spojitd v bodd a =0 , stadllo by ukézat (ale neni to nutné!),

fe F je spojitd v ndjakém intervalu (-p, +p> , kde p> 0 .
Zkoume jme, jak vypadala majorants na intervalu {(0,+0® ) pro

a € (-pyp>
2 2
g(x) = sup |ae"a xl = max (peP X ; —2= o
CE“P,P} ! 2x

(provedte podrobn¥!). ProtoZe ;J'_- f x(g,q-oo), nemife byt ani
' x

g € .‘ﬁfa,m} . V%dime, Ye se nim nepodaff nelézt konvergentni majo-
rantu k funkci ae™® * na (0,+00 ) pro %ddng interval <=-p,+p»

(z toho oviem JeBt3 neplyne, %e by funkce F nebyla spojitd.v bodd
a=01). Spostéte vlak, Ze F(0) =0, F(a) =1 pro a #0 - tedy
F neni spojitd v bodé a =0 .

I kdy% tedy funkce f£(x,a) byla spo.jiti pro ka?dé pevné x € (0,+00 )
v bodé a =0 , nen{ funkce F(a) = ‘[ f(x,a) ax spojitd v bodd

a=0.

7
6,144 UvaZujme F(a) = faigri(x-a) dx .
(4

1/ Pro kaZdé & € E, Jje sign (x-a) e./l(”) (oddvodn&te!) .
ProtoZe |sign (x-8)[£ 1 pro x € (0,1), Je eign(x-a) € x(o,)
pro ka¥dé a € Ey .

2/ Bud x € (0,1) pevné, potom funkce sign(x-a) (jako¥to funkce a! )
je spojitd ve viech bodech a € E1 8 vyjimkou bodu a = x , kde Je ne-
spo jitéd.

3/ Lehko zjistite, ZXe

l pro a € (-0 ,0 ,

l-2a pro a €(0,1)

F(a)
-1 pro a € {l,+00 ) ,
tedy F Je spojitd v celém El .

Proti p¥ikladu 6,13 je nyni f£(x,a) nespojitd (p#i pewném x Jako
funkce a/ a funkce F(a) spojit4.

3
6,15.| UvaZujeme F(a) = .,[ sign a ax .

1/ UkaZte, Ze pro libovolné a € E, integrdl konverguje.
2/ Funkce sign a Je nespoJitd v bod¥% a =0,
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6,164

6,17.

6,18.

3/ Pro = €B, Je F(a) =2 sign a , tedyi F Jje nespojitd v bodd

a = 0,

UvaZujte obecnd F(a) = / ¥(a) ax pro M £+,
A .

1/ Je-1i ¢o(a) kone¥nd pro a € A , integrél pro tato a konverguje,
2/ je=li ¥ > O , potom '

P Je spojitd v bodE a & ¢ je spojitd v bodd a ,
3/ Je=i uM = 0, je F spojitdv A (nebol F =0).

Dokaite!
r

T
UvaZujte F(A) = f 'Tgi‘z—-
2 1+ tgx

Dokaiéte, Ze
1/ pro libovolné X € E, integrél existuje jeko Riemanniv,
2/ F Je funkce sudd ,

1
1+ Al

3/F(7\.)=%— pro  |A[# 1

[ pousijte substituci tg x = t |
T 1

4/ ukeite odtud, ¥e F (A) =%

5 - l—:m pro viechna A€R

. 1
" funkce F( A) 1 %7' . i—m Jsou spojité v E, a rovna ji se pro

vSechna A # + 1__“ ;

5/ apodtdte téZ piimo F(1) , F(-1) .

Budte :
o] o
1+x l-l-x2

UkaZte, Ze funkce C,S jsou spojité v E, !

V dal3im budeme vySetfovat derivace integrdld zdvislych na parametru.

MiZe se atét, %e neumime spolitat int.egrél )/" f(x,a)dx (bdinymi metoda-
mi, obvykle jako Newtoniv), oznsme JjejJ F(a). Naproti tomu se ném podaii
spoéitat ,{; —é‘z; f(x,a)dx , zajimé nds, Jak& Je nyni vziah tohoto integré-
lu a funkce F {a). Za urditjch predpokladd (v&ta 61) mezi nimi plati rov-
nost. TakZe i kdy? pfimo neumime "spositat F(a)", umfme "spo&itat F (a)"
a uréenim prisludné primitivn{ funkce dostdvéme F(a).

Prostudujte si podrobn& znovu pozndmku 6,2 - chceme-1li spoditat
¥'(a) v intervalu (A,B), stadf, spoiitéme-li F(a) v kaZdém intervalu

{p,q> takovém, Ze (p,q> C (A,B).
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' T
‘ L + arctg (atgx)
6,19. Spo&téte F(a) = [ v ax !

" 1/ I kdy% to v t&chto pfikladech neni nutné, budeme vidy zkoumat, pro
Jaké hodnoty parametru g dany integrdl konverguje.
Ukazte, %e integrél existuje jako Riemanndv pro vdechna a.€ E, -

2/ Podle v&ty 61 spo&itéme F (a), vzhledem k tomu, %e funkce F Je
lichd (pro¥?), omezime se jen na hodnoty & 2 0 , tJ. ve v&td 61 poloZi-
me ¥ = (0, ), & = (0400).

Ov&fujeme jednotlivé pfedpoklady vEty 61:

o arotg(atex)
a/ pro knZdé a € {0,+°0 ) jJe tgx € ./[@’_ig) (pro¥?),

b/ integrdl konverguje pro a = 0 (my jsme vlastnd ukézall daleko
vice - fe konverguje pro viechna a € El 1),
c/ pro kazdé a € (0, ®© ) a kaZdé ' X € (0,%—) exiatuje

2 (arctg(atﬂ) _ 1
%a tgx 1+altfx

d/ musime najit konvergenini majorantu k této derivaci,poloZme

= _1_ x ’
G (x) daeu?o,m) 1+52tg21 pro x € (0, T)

zie jné G (x) =1 pro viechna xe(O,%-') y Yedy G € 53@ .1).
* 2

Podle tvrzeni véty 61 integrédl konverguje pro viechna a € {0,+ o)

. % 1
F'(a) = —_—ax, A€ 0,400 ) ,
‘aflmztgzx ’ '

Podle p¥. 6,17 zJjistime, Ze

1

4 -
F (B) -"2—- ﬁ '

a € (0,+400).

O0dtud plyne, Ze exlstuje takovéd konstanta C , pro ni¥ F(a) =

r
=3 log(l+a) + C, a € (O,+ 00 ) {oddvodniéte!) .

Zbyvd nynf jJen urZit hodnotu konstanty C . Vime viak, io pfedchozi
rovnost platfi pro vlechna a € {0,+ 9 ), tedy 1 pro a = 0. Proto-
fe F(0) = 0, dostdvéme ihned, Ze

0 = FO0) =:2!. log(1l+0) + C ,
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Uvédomfme-11i sl konedné&, e F je lichd funkce, dostdvame
T

Z
F(a) -_-_[ w—%ﬁ)— dx = sigza.-?.log(li- laf ), aeElﬂl

=]

arctg ax
6,20. Dokaite, Ze /

. dx=uigna..%-103(l+la|) pro a € E,.
1 x(1+xz)

H Uxszte, Ze integrdl konverguje pro viechna a € E, , oznalte jej F(a),
2/ PouZijte vysledku cviZeni 6,19 a substituce g x = t.
3/ Uka¥te, 2¢ F je funkce lichd.
4/ Oviite, Ze jsou splniny pfedpoklady véty 61 — M = (0,+ 00 ),
A= {0,+00 ).

Ne jalle2it&d j81{ Je op&t nalezeni konvergentni ma joranty:

1 1
G{x) = sup = ) 2
T aeim) (13a2) (1422) 142 (@xee)

0dtud plyne, Ze

[+.2]

. dx
F(a)=f pro &8 € { 0,4+ 00 )
2 (1+a222) (1+x7)
UkaZte, Ze
P Ve 1
F(°)=T"f;'; pro a € (0,+00 )

(nutno rozlisit pfipady a =0, a =1 anebo ukdzat, Ze F (a) je
spojitd v { 0,4+ 00 )} obojl provedte podrobn&!)., Odtud vzhledem
k podmince F(0) = 0 a wvzhledem k lichosti F dostdvéme tvrzeni_:_[l

® 1 78X
6421. Zkoumejte K(a) = f — dx .
0 x e*

1/ UkaZte, Ze integrdl konverguje pro a € (-1,+ 0 ), pro a ¢ (=00 ,-1)
Je K(a) =-00 |,

2/ Ovérte pfedpoklady vity 61 (M = (0,+00 ),A=(-1,+00 )} - poloiime-1i

2 1 - e-ax
Ja ( xex ) pTo X € (0,"’ o« 1},

G(x) = sup
aed

Je
x) = sup e '@VIX oy roxaraé x € (0,40 )
T

a tedy G ¢ .%&4_00) )
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Musime se proto omezit - obdobn& jako u pifkladd na spojitost - na libo-

" volng interval (p, +% ) C (=1,+ ®© ),

Potom konvergentni majorantu nalezneme snadno:

e-( a+l)x _ e-—(p+1) x

G6(x) = sup pro x € (0,+ ®@ ),
ae€{p+o) .
tedy G € L)) (je¥to p> -1 1).

Podle v&ty 61 jest

oo
K'(a) = / e—(a+1)xdx=;-_::_'i- pro & € {p,+ 00 ),
(2

Protoe {p,+ o0 ) byl libovolnf interval s p > -1, jest

X'(s) = a‘»lII pro viechna a € (-1,+00 )

(rozmyslete!).
Vzhledem k podmince K(0) = 0 dostdvime

K(a) = log (1+8)  pro a € (1,40 ).|

6,22,

[~ 2]
- in a
Bul Pag = ) o HRAX o

-

Potom F(a,k) = arc tg% pro k €(0,+00 ), a € El .

DokaZte!

“ 1/ Integrdl je v tomto p¥{padé dokonce funkc{ dvou parametrd - a,k .

UkaZte, %e integrdl konverguje pro k € (0,+® ), a € El .
2/ V tomto piipadé mdme na vybranou, miZeme derivovat podle "a"qi podle

*k" . Probereme oba dva zplsoby.

I/ Bud X € (0,4 ) konatantni a derivujeme podle &a .

Ovéfte pfedpoklady vdty 61 . NejdhleZitdj#i Jje op&t nalézt konvergentnf

ma jorantu, ale

|_§9_(e_kx.s__i_n£:)l =|o"n.cosax'é oTkx
a x '
stadi tedy poloZit G(x) = o kX pro x € (0,+ 00 )
(funkce G "mezévisf na a* a G € 53(0’+m) ).
Tedy ' eo

aF -kx k

e (a,k) = e e COB AX dXx = —S5—3

da ? ‘t[ 12+k2

{vieg kup¥ikladu 4,48).

0dtud plyne, Ze a
F(a,k) = are tg g + C(k) ,
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kde "konstanta® tentokrdt miZe zdviset na zvolenédm k € {(0,+ 00 ) (pro¥?).
Z pivodniho integr4lu je oviem ihned vidst, Ze

F(O,k) =0, tj. C(k) =0,

11/ Zxusme nyni derivovat podle "k", nechi tedy a € E, Je pevné. Op3t
ovifte piredpoklady viéty 61 ,

~kx | slnax ) . . oK% | ginax.
X

39? (e
Zde se nédm ji% nepoda¥i najit majorantu spolenou pro viechns
k € (0,+00 ), to viek nevadi - omezime se op3t pouze na k € (p,+% ),
kde p > 0 .

Potom .
| e = sinax | & ¢ = ¢PX |y c(0,400 )
| _ /
a funkce G(x) = e P¥ Je hledand konvergentni majoranta. Integraci

op&t dostévéme (provedte podrobni!, viz 4,47)

F(a,k) = arc tg%-’- c(a) ,

kde "konstanta® op&t miZe zdviset na (ze za¥stku pevnd zvolené) hodno-
t% a . Rovnost platf pro viechna k ¢ .< Pyt ), kde p> O byle
libovolné &fslo, tedy vysledek plati{ pro viechna k € (0,+ 00 ),

Zbjvé jesté uréit C(a), zde ném neni nic platné do ziskené rovnoasti
dosadit a = 0 (pro&?). Zkusime provést limitni pFechod pro k —+eo ,
bude-1i toti? exdstovat k‘._l;i;n;al“(a,k) (pfi pevnéw a € E,), bude

= a -
klj.g Fla,x) -A';I._:’Lg [arc tggp + C(a)] c(a) .,

Podle 4,20 (provedte je3t: jednow! je Jin F(a,x) = 0 pro libovolns
a € B . Teda C(a) =0 pro katdé a ¢ E, a jeme hotov{:ﬂ

Z tohoto pFikladu bylo velmi dobife vidét, Ze nebylo tak docela
jedno, derivovali-1li jsme podle jedné &i druhé prom#nné. V prvnim pPi-
padd byi pfeci Jenom postup o n¥co Jednodudii, V daldich piikladech
ee vidy snaite derivovat podle viech prominnych a jednotlivé metody
porovnéve jte!

oo
6,23, UkaZte, Ze funkce F(a) = [ e 2X ax p4 v intervalu (O, 00 )

derivace v3ech FAdY. Spoltéte je !

o=

“ 1/ Lehko zjistime, Ze F(a) = £ , odkud plyne tvrzeni a vztah
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: !
@ = (v" g, eeloro).

F( n)

2/ Na druhé strand ukaZite, Ze
w .
7 (a) = (-1)nf P ax, a €(0,+00)
[}

véta 61 & matematicks maukce!)_Jl

Porovnénim obou vysledkli dostévéme vztah

00 .
- !
: \/‘xn.eaxfdx=—?m pro n = 1,2,...8 € (0,400 ),
0 a
6424, UkaZte, Ze nésledujici funkce majf v uvedenych oborech derivace vSech radd,
spoitéte je, a s jejich pomocf pak odvodte dalsf vztahy.
E4
A/ F(a)=‘[xadx' 36(-1’+w)'
7 n
-1 L ! .
fxa-lognxdx=£—-2—;{-l ’ a € (=1,400 ), n€ N.
0 (a+l)
> dx
B/ F(a) = a € (L,+00 )
/ ) ’ ’ ’
m .
/x-a 1ognxd.x=—i— a € (1,400 ) N
2 (a-1)™*1 e e Ry
+00 dx
¢/ may s / a€ (0,40 ),
= a+x
00 i
D/ F(a) = ,[e'axz ax , a € (0,400 ) (viz 5,84) ,
2
E/ F(a)=_a/qcosaxdx, a € E, ,
o0
¥/ 7(®) =f e ax , 8 € {0,400 ).
4
oo
1 - o-8%
6,25. Spoltiéte H(a) = =2 dx !
0 xe

“ a/ UknZte, Ze integrdl konverguje pre a € (=1,+00) .

b/ Ovérite-li pFedpoklady vity 61, Jest

g0 2y o2
, _ . ~(a+l)x 1
H (a) = .a/- xe ax = 2(as) PO ka%dé a € (~1l,+ 0 ) ,

protoZfe H(O) = 0 , jest H(a) =%‘ log (a+1)_._u

-1?6...



/oo -ax2 -bx.2
6,26. Spod&tite F(a,b) = A ' dx !

[[ a/ Ukaite, ¥e integrdl konverguje, pravé kdyZz a =b anebo a ) 0,
b>0.
b/ PouZitim vEty 61 dostévdte

oo
2 Fla,b) _ _ ~ax? e _ ot : ‘
e 10} . [ xe ax Ty y konvergentni majoranta je

G(x)sxe_pxz pro XE(O."'OO), ae’{p,"'oo )’ p)O-
Tedy
Fla,b) = - %‘ log a + C(b) , protoZe F(b,b) = 0 s

Je C(b) = % logb , tj. Fla,b) = logg ;_U

po :
log (l+acos x

6,27. Spoltite J(a) = f log (1racos x) .,

: _ ) cos X

[ra/ UkaZte, Ze integrdl konverguje pro a € { ~1,+1> , pro ostatni a neni

‘funkce 10E{1*ACO8Y)  yyu4e v (0, 7 ) definovéna.
coax

b/ Omezte se na a € (=1,+1) a ukaZte, Ze

b

ey s [ &=,

0 1l+acos X

(Majoranta: bud O {p { 1 , potom pro a8 € {=p,+p) a pro
x €(0, 7 ) platd

1 l _ 1 < 1 .1 1
l+acosx |1+ acosx| =~ 1 -|acosx| 1-ls] — 1-p '’

stadi tedy poloZit G(x) = i"'];; pro x € (0,77 ) ) .

tg 5 ukaite, %e

Pomoci substituce t

J(a) . .

1-a°
tedy vzhledem k¥ J(0) = 0 dostanete
J(a) = ¥ arcsin a pro a € {-1,+1) .

¢/ Ukaite, 2e J(a). = 7 arcsin a pro viechna a € {=1,+1> ,
atadl ukszat, Ze funkce J(a) Je -apo,jité v intervalu <«1,+17 (pro&?),
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k ddkazu poslednfho tvrzeni pouZi jte v&tu 60 a vztahu

log(1-coax) log(l+acosx) log{1+cosx)
a € {=l,¥1) => 2 s =&l s B T

cosx cosx cosx
provedte podrobns ! | .
( _ f’f l+acosx dx .
6,28, Spodtéte J(a) = - log I-acoax coax

“ a/ UkaZte, Ze integfrjil konverguje pro a € < =1,+1 > .
b/ Spo&tite J(a) pomoci vity 61 , dostanete

, 2 2dx
J(a) = / —s—3— & konvergentni ma jorantou
¢ 1l=-a cos X ‘

a(x) "LE- pro x €(0,%) , & €<=pp)C (=1,41) .
1-p

Po subastituci tg x =t dostanete J(a) = '—I‘—' y  tedy
l-a

(J(0) =0) Ja) = T aresina pro a € (=1,+1) .

¢/ UkaZte, Zfe funkce J Je gpojitd v intervalu ( =1,+1 > , odkud vy-
plyne, 2e J(a) = 7 arcsin a pro a€ (-1,+1 > - viz pPedchoz{

a/ Pou#ijte té% vysledku pF. 6,27 , dostanete

dx +

4 3
f log{1l+acosx) dx f log(1l+acosax)

T . arcsin a =
o coax cosx

7 z
.\ A :|.¢.'»g(1-l-a¢.'.os::)dz _ / log(l+acoax) o .:/ £

cosx ° cosx 2

log(1l-acoax) dx =
coax

1+acosx
1= acosx

= 1og dx = J(a) pro a € { ~1,41> . I

+
6,29. Spodtite K(A) =[ log(l ::;:cosx) ax 1

Il a/ UkaZte, Ze :lntegréi konverguje pro viechna A € El .
b/ UvBdomte si, Ze K(A) Je periodickd funkce s periodou 2 7 .
¢/ P¥i vlastnim vypodtu (poufitf véty 61) Je tfeba vylouit hodnoty, kde
| edn A | = 1 (pro&?), vyjde K(A) = T arcasin (sin A) pro vlechna
A€E , A# Z sk s k celé.

2
4/ UkaZte, Ze funkce K Je spojitd v B, , tedy K(A) = 7 arcsin (sin A)

pro viechna A £ :1 .

o/ Ukaite, o K(A) = TA pro A€ {-% ,+F >,
5535 212
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£/ Nekreslete graf funkce K(A) !
g/ M4 funkce K(A) v¥ude v E; derivacli ?

h/ Porovne jte vjsledek s pF. 6,27 - stadilo polo¥it a = ain A . I

x
6,30. Spoltite F(a,b) = frlog (a®sin’x + b2cos’n) ax 1
/ .

I a/ Ukafte, %e integrdl konverguje pro libovolnd a € B, » DEE

b/

e/

s vyjimkou a =b =30,

# &

Funkce F(a,b) je sudd v ,a 1 b , omezte se protona a2 0 ,

F ] "
bz0.
Zvolne 1ib6#olné b€ (0,49 ) pewvné, bud a € (0,400 ) .
Podle vity 61 dostanete

9F - E, a?sin’x
S tasd) = / a °*° 2.2 7 2 9x
a ) acginx + bve0sx

(majoranta pro a € (py+to0 ) ,kle p > O

2

=

a2 sinax
2

2
“a
azsinzx + bchs X

2
£ 5 %0y

Substitucft tg x = t dostanete —g—{- (a,p) = L. .

a+b
Ze vztahu F(b,b) = 7 . logb vyplyne koneZnd
atb

F(a,b) = 7".1032 pro a ) O, b> 0 .

UkaZte, Ze vysledek plati ipro a =0, b > 0 (4 a ) 0,
b=0) .

Bud tedy b € (0,+00 ) pevné, sta¥fi ukézat, fe funkce F(a,b) Jakoi-
to funkce a je spojitd v bod® O zprava. PouZijte vitu 60

(x €€0,Z) , a€<0,1> ) a odhacu

log bzcoaaz = 1og(n251n2x + bacoazx) = log(l + %)

e/ Pomoci predchoziho vysledku odtud odvodte, Ze

. x
/Tlo sin x ax = /rlogcoaxdx'-'-yio %
4 g A 5 108 ]

viz té% pF. 5,87 ; 8,64;“
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.-G! - ‘-bx
6,31. Spoltéte I(a,b,k) = / - sin kx ax !

” a/ Ukaite, fe pro a)> 0, b > 0, k € E; integrdl konverguje.

b/ Zvolte k€ By , b€ (0,400 ) pevnd, bul a ¢ (0,+ ).
Potom

. ‘
%{. (a,b,k) = of - %% gin kx dx = a2+k2 (viz pP. 4,47)

konvergentnf majoranta G{x) = e PX pro x € (0,#00 ) ,
aepytoo ) C (0,+00 ) .

Odtwd plyne, Ze

I(a,b,0) = 0 (piimo vidst),

I(a,b,k) = arcth - arctg § pro k#0,
nebo¥ I(b,b,k) =0 .

¢/ Visledek srownejte s piikladem 6,22 , podle kterého jest

00 00
sinkx =-bx sinkx
I(a,b,k) = J P X dx-_[ ebz-—-—i—- dx =

= arctg F-arctgf pro a> 0, b>O0, keB.

Neni to ve sporu s pFedelilym vipoiten? Ukaite, Ze ne.
Pro k = 0 dogtdivdte v obou pfipadech I{a,b,0) = O.
Déle ukaZte, fe pro libovolné = # 0 platf

arctgz+aretg% ={-.slgnz,

odkud ji% vyplyne, Ze pro libovolnd %, #0 , gz, #0 platl

arctgsl-arctgsz=arctg%1—mtg]-’;z ._ﬂ

e-ax __e-bx
x

[+ ]
64,32, S_poététe J(a,b,k) = ‘[‘ cos kx dx !

[ obacbns prixiaau 6,31 , obarifte

J( =1 e |
a,b,k) §l°3;5.,? pro k€EER , a> 0 , b o .]

ax !

...‘x nnbx"’inu

§,33. Spostite F(a,b,c) = _/‘°°
(4

";Uhtte,zepro a € (0,400 ) ‘. b € 31, ee:ll integrdl konver-
guje. '
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v/ Pomoct véty 61 a pfikladu 4,48 ukaite, Ze

o0 .
7F -ax a
7t (a,bye) = '-[ e coa bx dx = ;2:;5

(majorenta G(x) = e—°%), tedy
F(a,b,c) = arctyg !a" - arctgg pro a > 0, by, € K .
¢/ Zkuste té%f spolitat g-{- ’ g—g .

4/ Porovnejte téf s pt. 6,22 . ||

o0 .
6,34. Spottite Fl(a,b,c) = f o-ox Sos b!; LR P
2

2,2 -
[ obacbe p. 6,33 , Pla,b,e) = 3 1os-zz-:-§z pro 830, be€E .|

-bx?

3 ax

‘/‘c° e-axz
6,35. Spottite Fla,b) = / !

I a/ Ukaite, Ze integrél kenverguje buato pro a =b ansbo pro a =0
b g o -

?
b/ Budl b= 0 pewné, a € (0,+0 ) , potom

o0
%% (a’b) =T[ e-ﬂxz dx = - % -%‘— (viz pf'. 5’8‘)"

2
(majorenta G(x) = e X pro a € {p,+o@ ), kde p > 0},

- tedy = vzhledem k F(b,b) = 0 - jest

Ma,0) = /T b~ /Ta pro & >0, b2O0.

¢/ UkaZte, Ze Fla,b) = /T—'-- ﬁ: dokonce pro a = 0, b =Z 0.

Toto tvrzeni dokam¥te

1/ tin, Ze ukdZete, Ze pro knZdé b > O Je funkce F(a,b) Jakoito
funkce & spojitd v intervalu (0,4 o0 ) ,

2/ anebo takto: rovnost F(a,b) = /Tb - /Ta je sfejué pro
a=b=0,pro a >0, b =0 jeme je Jif dokdsall a pro
a=Z0, b > 0 J obdriime darivovéﬁ:tm podle b npebo ze symetrie.
VBe podrobn¥ provedte !

4/ Porovnejte té% s prikladem 5,76 a . Il

1 - e=0F
6,36. Spotite J(a) = —_x-z—?_ ax !
e

o
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” a/ UkaZfte, %e integrdl konverguje pro a € {-l,+® ) ,
b/ Pro @& € (»1,#00 ) Je podle vity 61 a pif. 5,84

oo '
J'(a) = _[ e'(“l)xzdxsi A% , tedy

J(a)=/f(’.+1 - 1) pro ,.'G(-lf"w)o
¢/ UkaZte, Ze J(-1) = - YT . K tomu sta¥f dokézat, fe funkce J Je

spojitd v bodd -1 zprava (prod?),
'k dikazu tohoto tvrzeni pouZijte vétu 60, kde polofite M = (0,+° ),
A= {-1,0> a pouZijete odhadu

2| 2
1 -0 - -l :
22 | a2 e

al 2

16,37. Spoltste K(a,b) = (e ** - e-% ) dx !
)

|| a/ Uka%te, %e integrdl konverguje pro libovolndé a,b € E, .

»

b/ ProtoZ¥e funkce K(a,b) je sudd funkce jak v promdnné ,a , tak

v”b' s, omezime se na a=20, b=o0,

¢/ Bud tedy b = 0 pevné, a € (0,+#9 ) . Potom Je g—g(a,b) =
" .

=‘/°°-2;§-.a-§‘ dx

o
(majoranta-pro a€ECP,qy>, ke O ( p { q ¢ + 00 - uréime
‘podle ndsledujfciho odhadu - provedte !
2
-~ 2 “‘-%
- ﬂ . 8 € x/a’_’_w))
Substitucf t = 1 prevedeme poslednf integrél ma Leplacedv integrél -
p¥. 5,84 - dostaneme
2K o
-:é'-a' (a’b) £ - .7' »
tedy vezhledem k K(b,b) = 0 vyJjde

2
I_aa -

;‘ e

K(a,b)=/;{b—a) pro b2 0, a > 0.

4/ UkaZte, ¥e K(a,b) = /Z (b - a) pro vlechna asb € By
(viz obdobny piiklad 6,35).

o/ Porownejte téi s pFikladem 5,76 e _._H
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7 2
6,38, Spoitite J(a) tf wdx !

ﬂ—:} Integrél konverguje pro & € {=1,+1> .

b/ UkaXte, ¥e funkce J Je spojité v intervalu ( =1,+1)
(a € <-1’+1> ’ X E (0’1) #

22y ,
= il e 2,,)

log 1-a25%)
12. ) 1"x2

¢/ Pro a € (-1,+1) Jjest

4

J’(a) =f ax
¢ (1"’&212)01 1-; .

2p o
Pro a € {-py+p) C (-1,+1) )
(1-p2) J 1=+

-28

(ma joranta G(x) =

Pomoci substituef x =gin t , tg t = u dostanete
» Ta
J (B) g - ——
i 1-8.2

Je say = 1-( 1/1—32-1) pro a€<{-1,+1> . |

tedy s pfihlédnutim k 2dsti b/

1 2
6,39.- Spoktste F(a) =f‘1° (1-e24) ax !
a

1-1:2

” a/ Integrdl léonvergu;je pro a € {=1,+1) .

b/ Funkece F Je spojitd v (=1,#¢1) .

/ 1-a2 +]

¢/ Pa) = 7. log —,  Pro ae { =l,t1> .
_ : t
6,40, Spoitite F(a) = f core Ar ax !
7 x2 . ‘xz_l

“ a/ Integrdl konverguje pro viechna a &£ El .

b/ Funkce F Je liché, omezime se na a € { O,+ 09) R

Potom
00
ax

7 x(1+a%%®) F x*-1

F'(a) =
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(me jorenta G(x) = = € &3(1’4_0;)‘)
X x -1
Pomoci substituce u = xZ -1 Je
. a .
Fla) = Z(1- )
- al+ 1

a vzhledem k¥ F(0) =0

F(a):%r-(1+a—' a2+1)

pro a € { 0,400 ) .

e/ C‘.emq Je rowno F(a) pfo a¢or |

6,41.

7 aretg ax

Spodtéte F(a) = f —2— ax !
a X . l 1-)‘2

" a/ Integrdl konverguje pro viechna a € El .

b/ F je funkce lichA.

c/F(a)=;—rlc)g(a+ a2+1} pro a=0 .
00 2.2 '
log (a“+x®) ‘
6,42. Spoftite K(a,b) = =8 > ax
2 be+ 2

" a/ Uka¥fte, ¥e integrdl konverguje pro libovoln& | a,becE

b/ ProtoZe funkce K(a,b) je sudd v
a €<0,+®) , b€ (0,400 ) .

»

I's
a

1 DEO.

iv ,b’ , omezime se na

¢/ UkaZte, Ze pro kaZdé pevné b € (0,+00 ) je funkce K(a,b) spojitd

jakoZto funkce a v El
(pro a€<¢-p,4p> , kde p > O,

log x2 . log (321- )
b2+ o 2+ 2

.x€(0,+0° ) Jest

-

log (p2+ x2)

v+ 2P

d/ Omezime se na a € (0,+00 ) ; b € (0,+0° ) bud pevné.

Potom

oo
2K C2a

D8 (&8,b) =

(majoranta pro a € {p,q> C (0,+ ® )

o (a%4+x?),(b2+x?)

Je

ax= T

29
eEX
(p2+2) (bRaxy (0% )

tedy K(a,b) =-‘§. log(b+a) +C(b) pro a >0, bb)>oO.
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Musime je#td urdit "konstantu" C(b). Vzhledem k &4sti ¢/ dostévime

K(0,b) = Jin Kla,b) = lim [-g . log (b + a) + C(b)] =X . log b + C(b)

a zbjvé ndm tedy pouze spodftat X(O,b)

-/ ¥

]—'95—-— dx . Pomoci

. 22
substitucf x =bt , t=3 zjistime, e K(O,b) =% log b ,
tedy C(b) =
e/ Lehko zjistite, e
K(a,b) = I_ _.10g(lal + |[b}) pro apEE , bEO . |

ibi

6,43. Spol&tite F(a,b, o

f e 2% | coabx - e x.cosﬁx

X

dx !

” a/ UkaXte, Ze integrél konverguje pre a ) 0, &> 0, b, 3 € E, .

b/ UkaZte, Ze (viz pF. 4,47 a 4,48)

OO
-8X

Z2F
gg(a,h,a',ﬂ) = -e cos bx dx = - —5—,

[

(ma joranta o PX pro a € {(p,to ) ,

0dtud plyne , Ze

kde

a

a+ v

P> 0),

b

lﬁ(a,b,cx,,@) =f—e"axsinbxdx=- >

a“+ b

Flah, @ ,8) = -2 10g (a2 + D) + (2 ,0) =

vzhledem k podmince F(a , /4 , & ,/4 ) =0 jest

a’+ 3t

F(a,b,a’,/:‘)=%loga , PTo a ) 0,

a +b

a > o, b,ﬂEE_}—.ﬂ

arctg ax - arctg bx

6,44. Spo&tdte J(a,b) -_/
[}

ﬂ a/ Integrdl konverguje pro a =b anebopro a > 0, b ) 0 &i

a.<0’b<°o

b/ Pfedpoklédejme, ¢ b > O je pevné, bud a € (0,400 ) .

Potom ‘
’ 00
2 J 1
b) = dx =
7% (8:0) [ T2z
(ma joranta ;;%";2-* Pro 8 € { py+t @
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Vzhledem k podmfnce J(b,b) =0 Je
Ja,b) =Z10g® pro a>0, b>O
’ 3 8 % P . » .

e/ Jaky je vysledek pro a {0, b < 0 ?

d/ Porowne jte téZ s pifkladem 5,7L. |

o0
* . arctg b

6,45. Spoitite H(a,b) =f arctg a"xz retg bx 4. 4

[}

” a/ Integrédl konvergujé pro ka%dé a € B, , b € E, .

b/ Bud a € E, 4 potom funkce 2™ (b) Je spojitd v By (pro bed-p,*p
kde- p > 0 Je

arctg ax . arctg bx - |arctg ax|. [arctg px| € ©
2 . 2 ﬂh+°°))

X
R . '

¢/ Obdobn¥ funkce H (a) Jje spojitd v E, pro kafdé b € E, .

@&/ Bud b 2 0 pewvné, a € (0,40 ) , potom

(s, "]
dH _ arcte bx
— (a b) -
L ?  x(1+a°%)

arctg bx

(ma joranta AR c & pro ae€ {p,+o0 ), kde p > 0) .
x(1+p2x2) (o,+00) ’ ?

Je nutno nyni spoffitat tento integrdl.

1/ Podle p¥ikladu 6,20 Je

/‘ aarci:gc:l’xmr Jrl (1+ @ ) 5
—_— = 2= log (1+ ro & 0
° x{ 1"‘!2) 2 P i
provedeme-11 tedy v nafem integrdlu substituci ax =t ,

bude

JH x at+b
a (8,b) =3 log =~

2/ Kdybychom neznali vysledek piffkladu 6,20 , byli bychom nuceni poatupo~
vat stejnZ jeko v 6,20 , dostali bychom vlastn&, %e

[ o]
-2°H i, 1 T 1
Jagp % = 2 2 ax =2~ ¢ a
7 (1va?P) (10%)
a odtud vzhledem k podmince 44 (a,0) = 0 by bylo
rF 2
%f(a,b)=§logg-;—b- pro a >0, b2 0.
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Z kteréhokoliv tohoto vysledku obdrZime, Ze
H(a,b) =-7£[(a + b) log (a +b) - (a +Db) - aloga + a] + C(v) .

Zbjvé uréit "konstantu"™ C(b). Vzhledem ke spojitostl (Z4st c/)
obdriime
= =7 ‘
0 = H(O,b) -a‘.l_.)iliﬂ(a,b) 5(blog b - b) + C(b) .
Odtud vzhledem k ZAstem b/ a ¢/ dostdvéme

v (tam-b)Mb
H(8|b) 37 105 -——a---—-B Pro a2 o] s b2 0
a « b ‘

(kde chépeme 0° = 1 11) |

X _ e-bx 2

00 =g
*
6,46. Spoltéte H(a,b) = { (E.......;{.__...__._) ax 1

H_a—/ Integrdl konverguje pro a = b anebopro a20, b = 0.

¥
b/ Pro ka%dé a € <0,+00 ) je funkce H ' (b) epojits v intervalu
{0,+00 ) a pro ka%tdé b €<{0,+%© ) je funkce H*’* (a) spojitd

v {0,400 ) ,

¢/ Bud b > O pewné , a € (0,+ ® ) , Potom

o] -ax -bx po ~2ax _~(a+b)x
2H = f - e _-~e . & axX gy = f =2 . e 4 -dx
Za (8:0) / <2 X / x

{majoranta pro a € {p,q> C (0,+ 00 )

X -ax _ _~bx
’__2 . e _ e e"ax é 2 . e—.—-—-——f——-_, é
x x
-px ~-bx -qx —bxt
e - e e 1 =@
< . ) e .
= 2 . max (l = l - Seﬁpﬁu:j
Je nutno spoditat posledni integrél :
1/ Podle p¥. 6,32 je
2H 1y = 1 (a+b)? N 2a
5a a,)-—,2.§105 432 = 2103;';' .

2/ Jako cvieni zkuate spolitat

2 o0
2 - - -2

Odtud vzhledem k¥ H(b,b) = 0 a k aspojitosti dostévdme
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2

‘ (2a)® . (2p)°

H(a,b) = ( +b)a+b prc a = 0, b =
a .

(opgt 0°=1) . |

sin ax sin bx kxdx ]

OO
6’47- S‘pot‘-tﬁt@ H(a ’b ’k) = f x . x L] Q.
[+] .

" a/ Integrdl konverguje pro a,b € El s K2 0.

b/ Budte b € E ,, k > 0 pevnd, potom

-kx ) .

(na joranta |b] . e
SpoZtéte tento integridl,

1/ s pouitim vztahd cos @ sin /G = ;—’ [sin(af +3) - sinla -ﬁ‘)]
& pfikladu 6,22, dostanete

7H .1 a+b a~b
=a (a,b,k) = 5 (arctg L - arctg /) ,
o°'H
2/ tim, %e spodftdte SO (asb,k) .
ObdrZite vysledek
2 2
+ —-— -
H(a,b,k} = &b arctg atb _ab arctg a-b k log us‘i)-
2 k 2 k 4 2
k2+('a+b)
¢/ Diskusi k pripadu k = 0 viz v cvident 6,73 . “
oo 2.2 2
* . + ) . log(l+b xz}
6,48. Spo&tite H(a,b) =f loglta x w g ax !
&2

“ a/ Integr4al konverguje pro vlechna a,b € El .
2

J H
b/ Vyjddfete Fadt (a,b)_._”

6,49. Spotéte J(b) =/me'x2 cos 2bx dx !
[/]

” a/ Integrdl konverguje pro véechna b € El .

b/ Podle vdty 61 Jjest

\ S
J(b) = -—2_/ x8 X gin 2bx dx
(4
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X2

(majoranta xe

€ £ (6,400) °
Integraci per partes pro Newtonovy integrdly /odtvodnste ! /

dostévdme J(b) = -2 J(b) .
Toto je diferencidlni rovaice pro funkei J(b) Jejim¥ ¥eSenim vzhle-

dem k J(0) = 'zi {viz 5,84) zigkéme

s

J(b).= 2 .

¢/ Porovnejte se cvifenim 4,51 & ._H

00 -tx
6,50, Bud P(x) =f s dat .

o 1+t

v

a/ UkaZte, %e pro x = 0 tento integrdl konverguje.

b/ Ukeite, %e pro x € (0,+%0 ) funkece P(x} vyhovuje diferencidlni

rovnicl y" + y

€
1
x

x ' 00 41 x*
6,51. Spo¥tite F(x) =f e t at !
o

“ a/ Integrél konverguje pro vdechna x ¢ E, .

b/ Funkce F Je spojitd v El ’

2
(ot

[

_t2
e Gz(q_‘_m)) .

¢/ Bud x € (0,400 ) , potom

ol R
F'(x) = f - -—% . & fl dt
“ t
(majoranta pro X € { p,q) C (Oy+0° ) Je
PRVE : 22 :
2x “t-7 | . 2q “t-@
B D TR
prom&nnd je t 1! )

4/ Ukaite, e 2F(x) - F'(x) = 2 e~2X | v
(pouZi jte substituci 2z = t = % a pf. 5,84).
Redenim této diferencidlni rovnice dostanete

[—‘ e-4x +‘.K) e2x

F(x) = ( —2ﬂ—‘ pro x € (0,+00 ) ,

ze spojitosti obou stran v bod® x =0 pak plyne K=0,
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Tedy PF(x) = 'éﬁe'zx pro X €{0,+00 ) .
e/ UkaZte, Ze Je 'téz splnéna rownice

F(x) +2F(x) =0 a
1/ vypoltdte z této diferencidlni rovnice F(x) ,
2/ relite soustavu ‘
2 F(x) - F(x) = 2 e2% ., /T
2Fx) +F(x) = 0

jako soustavu dvou linedrnich rovnic . “

6,52.| Poslednim ikolem, kterym se budeme zabyvat, je etudium a nakresleni grafu

funkce zadané integrélem, podrobndji - je déna funkce F , Fla ) =

=‘/[f(x,a')dx,mynémenakreslitgmftétofuxkce F.

P¥i Pe¥eni tohoto problému budeme postupovat takto:

1/ zjistime maximdlni obor Dy ("defini¥ni obor"), ve kterém je funkce F
definovdne & konedné, tj. zjistime mnoZinu téch a € El y Pro kterd

konverguje ‘//w‘ Ax,a ) dx ,
tedy D, = {a'eEl; f*'“eZM},

2/ budeme zkoumat spojitost funkece F v mnoZind l)F .

3/ spo¥itéme limity funkce F v "krajnich bodech® mmnoZiny Dp , preandji -

Je-'li mpfc DF = (a’b) '} Bpo(!ité-m

lim Fla) , lim {ax ) ,
a5 A @,

4/ budeme zkowmat monotonii F ,

5/ eventuelnZ pro podrobtnZjsi studium vySetfime extrémy fumkce
konkavitu & konvexitu.

F’, resp.

oo

: -ax
6,53. Nekreslete graf funkce F(a) = / 2 ax !
: o l1l+x

“ 1/ Zjistéte, Ze Dy = (0,+ 00 ).
2/ UkaZte, %e P Je spojitd v { 0,4+ 00 ) (viz pF. 6,3 )
3/ mzt@, e 1lim F(l) = 0 (viz pfo 4'21)0
a-»oo

4/ Ukaite, fe F je nerostouci v { 0,+00 ):
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a/ zvolte libovolné & ,a, € {0,+® ), a, { @, , potom
ze vztiahu
-ax -a,x
e BE e

2

= x 6(6+00 )
1+x 1+x2 !

plyne i F(«&,) =2 F(&,) (ukaite, Ze dokonce F(a,) > F(a,) ),

b/ F(a) < O pro a € (0,400 ), odtud plyne, Ze F je Klesajici

v (0,+00 ).
5/ Ukaite, e F je konvexni v intervalu (0,+00 ) (gpodtite F* ! )

6/ UkaZite, Ze

mex F(a) = F(0) =% | int Fe) = 0 ,
a€o, +o0

minima funkce F nenabyva.

* -,
7/ Ukaite, e F (0) = —o0 ,
(Podle zndmé vEty = vyslovie ji a odivodn¥te - ‘jest
F (0) = lim F'(a) a zjistite, Ze
a->a,
oo -8X o<
. xe
lim F'(a) = lim (- —— ) dx = - X = - .
a0, ‘o/\a-&a, 1+ x * ‘o/\ 1+12 * )
Jednotlivé kroky si znovu podrobnd provedte! Nakreslete graf ! 1
7 ax
6,54. Nakreslete graf funkce F(a) = / -—-—2—-——2—- s
g
x~ +a

1/ Dp = (-00 ,00 U(0,+ 0 ), F je funkce sudé,
2/ P je spojita v Dg »

3/ lim Fla) = +00 , 1im Fla) =0 ,
@-> 0+ Q>0
4/ F je kKlesajici v intervalu (0,+00 )

5/ F je konvexni v intervalu (Q,+o ) , “

— ey

6,55. Nakreslete grafy funkci
L 0o 1

£ ain X

a/ F(a) = ax ,
T x+a)2
’ lo (1—a212)
o Fay = [/ gl

R NhR
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oo

o/ Ha) = [ SEEEEX = ax
X -ax
l-e - ax
= dx
d/ F (B) ‘/ 12

Uvedme nyn{ v dslsim, Jji% nikterak systematicky, rizné p¥iklady.

*
6,56.| Bul a > 0, funkce f necht Jje definovéna v intervalu. {0,a> , nechi

e x(’a s ° necht f Jje spojitd v bodd O zprava.

Potom

a .
h xr

1im f{x) dx == . £{0} . -
h+o ‘/ h2+ xz‘ 2

X
Polozte Im) =/ " (200 - £(0) ax .
/] +

Bud x, € (0,8) , |f(x) - £(0)] £ X pro x € (0,x)). Ukatte, Ze

[ A
h =
Jin f (£(x) - £2(0)) ax = O ,

X, h2+
X, n
v
f f(x)-f(O))dxlé-—.K.
A h2+ xz 2

Odtud jiZ lehko odvodite, Ze ,}im I(h) =0 a poté tvrzeni.
>0 )

+00

” .
6,57.| Necht funkce f,g Jsou definovény v B, » necht (L) f glx) dax =1 .,
-00

Bud x, € By , pledpoklédejme jJeBt, Ze f Je omezend v E, a spojitd
v bodé& xo . _Potom

+00

1 x~Xg -
y]-'.i?y :{ f(x).g(y ) dx f(xo).

DokaZte!
” PouZi jte substituci x - x =ty a vitu 60 . "

6,58.] UkaZte, Ze

2ab

\ﬂ/‘xe-'!‘x.n.‘.::ul:n::tlx!=

(a2+b2)2
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pro a >0, b€ B .

[ oavolte derivact visledkd z pi. 4,47 a 4,48 . ||

*x
6,59. | Ukaite, Ze

a 4
/‘ log( 1;-1) ax + f Lozt 1;3::) ax
/) 2

= 2(log 2) . aretg a + = log (1+a’),
1+x

pro libovolné a > -1 .

"Tkaite, Ze

1/ integrély i:onvqrguai pro a » -1

a -
2//‘ log (1+x) ax

Je primitivni funkci k funkeci
I P
log(l+a) -
—552—)— na intervalu (-1,+00 ) ,
1l+a

3/ derivace levé strany rovnosti je rovna derivaci pravé gtrany
rovnosti pro libovolné a > -1 ,

4/ pro a = 0 Jje rovnost splnina . |[

6,60.| Ukaite, %e

E ax + /’ og£1+ax)(a+x) -

7 1+x

A b ]

. log{1+a?)
pro libovolné a > 0.

“ Volte atejny postup jako v p¥. 6,59 . ﬂ

6,61.| Uknite, Ze

1
(R)f mdx=%.1032.

o 14x?
";aa&te a=

0 do rownosti v pi.
v piikladu 6,60 . - I

6,99 anebo a =1 do rowvnostl.

*
6,62.| Ukazte, Ze

! a +1
, 1+x-2x> ,
F(a) = _/ xf ﬂn;z ) dx = log2 pro a € (-1,+ @),
o 1 -

e
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ﬂ_——m—:aﬁte s Ze

i/ pro a > -1 integrdl konverguje ,

¥
6,63.

2/ F(a) =0 pro a € («1,+00 )
3/ F(O) =1leg2 .
UkaZte, Ze

a

“ UkaZfte, Ze

X
2 -
1/ u/n et at  je primitivnf funkee k funkci e
(7]

_

2
-tz 2 7 4e—x2(t +1}
-] dt =1—-0——2—dtproxEEl,
tT+ 1

=

na intervalu

(O4+00),

2/ derivace levé 1 pravé strany rovnosti jsou stejné na intervalu

(0,+00 )
/pozor p¥i derivovéni sloZené funkce !/ ,
3/ provedte 1limitni pRechod pro x—» + 0O a vyuZijte vysledkd
pifkladd 5,84 a ¥ dosadte x =0 .
Ve provedte podrobné a odivodnite ! . !
%
6,64.| DokaZte, Ze
7 _a-l ab-1 :
X bx .
Fla,b) = ~/F ( - - ) dx = log b
? l-x 1-%
pro a € (0,+00 ) , b € (0,400 ) 1
H UkaZte, Ze
1/ integrdl pro a >0, b > 0 | konverguje,
2/ -g—:: = 0 pro ka%dé b > 0 na intervalu (0,400 ) ,
3/ F{l,b) = logb . |
o]
6,65. | VyBetfujte funkei

<+
Fla) = _O/ 103(::2 + az)

UkaZte, Ze

1/ integrdl konverguje pro v3echna a € E

2/ funkce F je spojitd funkce v E,

3/ Fla) = 103(1+32) -2 + 2s8 arctg%
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1 *
/viz podobny pifklad 6,12 g/ ,

pro a #0 , F(0) =-2 ,
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[«
6,66.

6,67

%«
6,68,

4/ F'(a) = 2arctg% pro a £0 , F_:(o) =T , F(0O) =-7 .

Mechanickym derivovédnim - bez ovifeni pifedpokledl - dostdvédme chybny vyale-
dek

1 pro a =20

2arctga pro a £#0 .
Rozmyslete !

Vydetfujte funkei

UkaZte, Ze

1/ Fla) = - @ pro libovolné a € E, ,
2/ mechanickym derivovénim integrdlu za integraéniﬁ: znamen{m dostanete
. 1
F (a) = ol pro 8 € {(~1,+00 )

(xtery piredpoklad v&ty 61 nemf splnin 7 ).

PPedpokldde jte, %e jste odvedili vzorce

1 p .
/ log 0= __ /‘ log (14xP) . T~
o x 6p 2 x 12p
pro p € (0,+x® ) (viz kup¥. 4,45).

Odvodte odtud pomoci derivace integrdlu podle parapetru, Ze

7 2 7 _p=-1 2
«-1 1 T f xP 1 ay T

log = dx = —r log = =

af o 6p° ' % 1A x 12p

pro p € (0,+00 ) ,

VyBetfujte funkei
+x2
32
F(a,b,m) = f1°8('§'—2 ) cos mx dx .
e 0 b +x

Ukaite, Ze

1/ integrdl konverguje pro libovolné hodnoty a,b,m € E, ,

2/ je-1li a,b € Ey pevné, je funkce F{a,b,m) spojitd jakoZte funkce
m v E /pFesnsji funkce FoiP2¥
8,b € E, ’

Je spojitd v E, pro libovolné
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Spodtéte -g—g 8 pouﬁit:‘.m pf. 5,92 a a odtud@ spoltite F(a;b,m)

/nutno rozliit pripady m =0 a m#0 , viz téZ p¥. 5,91 /e

6,69.| Dokaite, Ze

1 7
‘ fxp°1 . sin{qlog x) dx = 2 qa. . /!;p—l . cos(qlog x) dx = 2p 5
0 p-+q g : P +q

pro libovolné q€ E; , P € {(0,+00 ) .

” PouZi jte vysledkd pf. 4,47 a 4,48 spolu se substituci log x =t . J

6,70.| Dokazte, Ze

, _
o/ / @1 . sin(qlogx) ix
0

Toax = arctgg pro p (0, ) , q€ B ,

-1

P oo (q lo
b/ ‘0/' : q gx) dx diverguje pro libovolné HOdnoty Psq -
, 0gX

“ a/ Odvodte derivovénim integrélu /derivujte podle p 1 q !/
8 poufitim pi. 6,69 .

b/ Zkoume jte chovéni integrdlu v okoli bodu 1 . ]l
Co nfm d4 mechanické derivovdni 7

*
6,71.| Dokaite, Ze

7 o+ Ja2p?
F(a,b) = /log(a:bcoa x} dx = 7 log
0
pro 0<{b < a .
A
/a2 - b2

(‘.ést 11 %% pfo 5,87 nebo pfo 6,30 e . I

ZF
: ” UkaZte, Ze >a (a,b) = a pouZijte vysledku piikladu 8,66 -

6,72, UkaZte, Ze

00

‘ l-cosx . 2

-ax 1 a“+l

F(a)=[a —5 4 =35 1log —3~ pro a € (0,+% ),
a

” Lehko gjiat{te podle pf. 4,48, %e F (a) = za -
‘ 2 a~+l
_1 a +1
plyne, Ze F(a) = 5 log 5~ + C a provedete limitn{ pPechod pro
a , .

R

y odtud tedy

a — + &0 .

Viz té% p¥. 5,95 .__ﬂ
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6'73- Ukﬂite, Ze

© 5 |
f sin®bx ax = I
A <2 z

H PouZi jte p¥ikladu 6,47 , kde provedete limitnf{ pfechod pro k — 0, ,
viz téi pi"- 5,93 - H

bI pro bEEl.

K
6,74. | UkaZte, Ze

o ‘
/ e—axz - ¢os bx T
F(a,b) = / dx = 5. b| - JaT

pro 8 € (0,4 ) , b € E .

1/ PouZi jte vziahu

[= =] -axz [o.a)
e -1 - :
Fla,b) = f =4 ax + f 1- cosbx .
. a x 7] xz

B vysledkd pFikladd 6,35 a 6,73 .

2/ Ukazte, %e Fla,b) =~ Ja T + C(b) /derivace podle "a” s pk. 5,84/,
odtud vyplyne, Z%e o
) - cos bx

C(v) = lim F(a,b) = / "—*—';2'—'""' dx a op¥ét

a-r 0+ a

pouZi jeme 6,73 .

3/ Dostanete vysledek téZ derivovanim podle "b"™ 7 . H

X
[6 yT5. ) UkaZte, Ze

o0
e_ax T {a+ a2 +m2)
1/ ., cos mx dx = 5 5 pro a € (0,+00 ) ,
¢ }/x_ 2 (a” + m®)
o0 ‘ m € El "
-8%
e
2/ / /_ ginmx dx = Jf2T . ////a2+m2-a-
5 xfx

\ pro a € (0,+® ) , m= 0.

[ 1/ substituce = =42 a pr. 5,94 .

2/ Derivace podle "m" a vysledek prvni Zdgti . "

- X
E,76. Bud féocf(’a’&) . Pro kazdé x € {(a,b) bud F(x) = _a/f(t) at .

S

Je=1i f spojitéd v bods X, » existuje F’(xo) a F'(xo) = f(xo) .

DoknnZte !
{(Vice o funkci F wviz - dodatku D IV).
o . [ F(xq+h) - F(xg)
. S - f .
,  Odhadnite | o (x,) ’_“

- 197 -



71
6 ,77 ¢ | UknZte ’ Ze

o]

: b=1
F(b) = / X dx = T pro b € (0,1) .
° 1+x sin‘.rb ‘

" 1/ Integrdl konverguje pro b & (0,1) .

T

ne jd¥five pro
sin7b

2/ Dokaite, %e TF(b) =

b € (0,1) raciondlni .
3/ UkaZte, %e funkce F Je spojitd v (0,1) - viz p¥. 6,11 .
4/ 0dtud dvodte jif tvrzeni .
Viz té% V.Jarnik, Integrdlni poéet; I1I, kap. VII, § 5.__”

6,78. Spo¥t¥te nédsledujfof integrély .

4
f (1-2") (1=-xY)

[/} logx

a/ dx ,

k4
T
v/ / log(l+asinx) dx
. e sinx

x

T 2
of / lo§(1+a29:l.n x) ax

sin x

r .
]
2 -
d// cotg (a tszx) dx ,
J:]

o
e/ / cotg ax . cotg bx dx ,
a

o0
2 2
a
r/[ log (1+;z) . log (1+.:-zz-) dx ,
4
2
& / log (a%cos®x + b2sin’x) . cos 2nx dx ’
0

o0
log (1+a®x?) . arctg bx
b af g . gox o,

00
x
e & =
1// x.arcootgp 4.
? x2+q2
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g 2 2, 2
¥ / log (& + d“tgx) dx ,
2

T
'z
k/f log (1 + p sinzx) dx .
A )
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7,1.

7. Jind pojeti Lebesgueova integrdlu.

V této kapitole ukédZeme, jek lze vybudovat teorii Lebesgueova integrdlu,
vy jdeme~1li z prvotniho po.jniu,miry. Bylo by vhodné, kdyby si Etenéf ne jafi-
ve prostudoval dodatek ke 4.kapitole ve skriptech I.lerny - J.Mafik,
Integrdlni polet I , kde se autofi timto problémem zabjvajl - oviem pouze
za omezujicich pPfedpokladd /uvaiujl toti¥ pouze podmnoZiny eukleidovského
prostorw/,

Zopekujeme jedtd jednbu, Jakx jeme my vybudovali teorii integrdlu a
miry. Vy8li jsme ze zdkladniho prostoru (2,A) , tJj. ze zdkladniho systé-
nu funkel na némZ byl definovén zékladni funkciondl A , tento prostor jsme
roz8fiiili a obdrZell jsme systém &  vsech funkci s konedngm abastraktnim
integrdlem A ; pomoci tohoto systému jsme pak definovall systém vSech
néfitelngeh funkef A, systém videch m&Ffitelnych mnoZin 77 a miru
e na 7 , Celému tomuto abstraktnimu postupu rfkejme krétce Daniello-
ya_metods, abstraktnimu roz#f¥en{ pak Daniellovo rozdifent.

JegtliZe Jsme zvolili za zdkladni systém Z systém v3ech spojitych
funkeil C, s kompaktnim nosifem v E. aza zékladnf funkciondl A Rie-
mannivy integrdl pites Er y dostali jame specidlni teorii, a sice teorii
Lebesgueova integrdlu v E, ; systému Z odvozenému v této teorii jsme
#ikali systém viech funkel s koneinym Lebesgueovym integrdlem, mlavili
Jeme té% o aystému 77/, vSech lebesgueovsky m&Ffitelnych mno¥in v E,

r
i o Lebesgueové mife ., .

Pri budovdni teorie Lebesgueova /&i absatraektniho- integrdlu je moZno
také zvolit postup zcela opadny, tj. je moZno vyjit z teorie miry a na
zdkladé této teorie pak vybudovat teorii integrdlu. V dalsfim nagna&ime,
Jak toto lze provést. Vzhledem k tomu, Ze tato kapitola mé v3ak pouze pro-
blémovy charakter, omezime se v daldfm jen na struiné myﬁlenkj, neni moZ-
né na tomto mistd vybudovat celou teorii detailns. Je nutmo také pFedem
upozornit na skutednost, Ze mnogi autorl se zabfvajl t&mito problémy za
riznych pFedpokladd a bfvd jejich snahou vybudovat celou teorii pokud mo¥-
no ¢o nejobecnéji. Domnivdm se, Ze neni WZelem této kapitoly upozornit na
v3echny mo¥né detaily riznych teorif, budeme proto v dalZim pouZivat &asto
znalné omezujicich pledpokladd a nebudeme ge uvedenou problematikou zaby-
vat v celéd H1ipd, '

A Je8tZ jednu pozndmku. Tak jako pii Daniellovd metod¥ jsme mohli vy~
Jit z abstraktnfho prostoru (Z,A) &i tento specifikovat - mohli jeme vy-
Jjit z konkretnfho systému C,, viech spojltfch funkel s kompaktnim nosiZem
v E, a z Riemannova integrélu - tak také p¥i opaZném postupu miZeme vyjit

- 200 -



7'2¢

7’3.

T34

z abstrekini teorie miry anebe ze specidlniho p#ipadu - Lebeégueovy miry
v E. . Aby se &tensaf v této kapitole lépe orientoval, budeme za Iisly

Jednotlivich odstaved vZdy uvéddt, zda se jednéd o obecnou teorii &i o spe-
cidlnf teoril v euklelidovakych prostorech. N&kolik odstaved bude pak vy~

hraZeno cviZenim.

/obeen’d/: Definice ¢ - okruhu

Bul ddna libovolnd neprézdnéd mno¥ina X . Neprdzdny aystém ¢° podmnoZin
mno¥iny X nazveme /mnoZinovym/ g - okruhem, jestlife plati:
/) A€ ¢ , BE€ ¢ = A-BE ¥ '

o
2/ An€ 50 (n = 1'2,.0-0 ) => H An € ‘90 -

To znamend, %e G - okruh ¥ e svymi libovolnymi dvéme mnoZinemi
obsahuje i Jejich rozdil & se spofetn® mnoha mnoZinami i jejich ajednoceni.

Je-1i navic jedt&¥ X € ¥ , budeme systému % fFikat & ~-algebra.

/evi&ent/.
Bud ¥ O’ - okruh podmnoZin mnofiny X . UkaZte, Ze plat{:
af 6 € ¥
0
o/ & €F (n= 125000 ) = {:} A, €8 .

/evideni/.

Rozhodn&te, zda ndsledujic{ systémy podmnoZin mnoZiny X tvor{ ¢ - okruh:
a/ gystém vSech omezenych podmnofin eukleidovského prostoru E,,
b/ systém vBech spodetnych podmnofin E; »
¢/ systém vdech otevienych podmno?in metrického prostoru,
a4/ systém vdech uzavienych podmnoZin metrickéhe prostoru,
e/ systém viech kompaktnich podmnoZin metrického prostoru,
£/ systém viech Jednobodovych mnoZin v E,
.74 systém v3ech podmnofin dané mnoifiny X ,

h/ systém P  viech mifitelnych podmnoZin zdkladnf mno%iny P
ziskany pii Deniellové roziiient
/tvorl X g - algebru 7 , viz napi. 2,5; 2,10/.
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T4

7,6-

/obecné, cviZeni/. Definice generovaného (& - okruhu .

Jako cvileni ukaZte ndsledujfef :

A/ pranik libovolného systému & =« okruhi podmnoZin mnoZfiny X
je opé&t @&’ - okruh podmnoZin mnoZfiny X ,

B/ aystém vSech podmnoZin dené mnoZfiny X tvort & - okruh /viz
pf. 7,4 &/, .

¢/ bul (£ 1ibovolny systém podmnoZin mnoZiny X , potom existuje
prévé jeden (7 = okruh podmnoZin mmo¥iny X takovy, Ze

v U ¥,

2/ je=1i ¥’ 1libovolny & - oxruh podmnozin mnofiny X tako-
v§, Ze ija/, potom .5”_(.?’/ .

ﬂ Vezm&te v3echny &’ - okruhy, které obsahujf (£ , podle
B existuje alespon jeden, a utvo¥te jejich pranik || .

Je-1i tedy ([ 1libovolny systém podmnoZin mnoZiny X , existuje
podle prede3lého nejmensf (& - okruh ¥  obsahujict (L .
Znafme tento O’ - okiuh symbolem O (CL) , budeme Fikat, Ze
O’ () je generovén /vytvoten/ systémem (L .

Ukatte, Ze

D/ jeedi & O - okruh, potom O (&) = &L,

Zkoume jte té&Z, jaké g - okruhy generuji systémy mnoZin ve cvide-
nich 7,4 a/ - b/ .

/eukleidovské prostory/. Borelovské mnoZiny.

Ozna&me symbolem C;: aystém viech otevlenych mnoZin v En » Jak lehko
nahlédnete /viz 7,4 ¢/ , netvofi aystém O, O’ - okruh. Podle 7,5
v3ak existuje nejmens{i & - okruh podmnoZin E  takovf, Ze obsahuje
systém C;; y tje. viechny oteviené mnoZiny. Znaime tento systém symbolem

&, /ty. & = O(C ) / a jeho prvky naz§vejme borelovskymi mnozinami
En .
UkaZte, Ze

1/ F C B, uzaviend mnoZina = F € B,  /waZd4 uzaviend

mno%ina je borelovski/,

2/ saystém @n v3ech borelovskfych mnoZin je té% generovdn systémem
vlech uzavienych mnoZin, tj. @z = O ( Up) , kde U, zna-
&1 aystém viech uzavienych podmnofin E .,

3/ systém ﬁ,_ Je téZ generovdn systémem viech kompaktnfch mnoZin
v E
n ]
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4/ @B, ¢ I, , ti- ka2ds borelovskd mnoZina je lebesgueoveky mdfi-
telnd

[l_p_odle vity 50 je ka¥dd otevrené mnoZina méFitelnd, tj. & ¢ #Z, .

podle T,4 g tvort 7/, O’ - okruh a systém @®,  je nejmensi
&’ - okruh obsahujict Q;L_“ ,

5/ @w je dokonce & - algebra ,

é/ oznafime-1li symbolem Z systém v3ech otevienyjch intervald
(a,p) ¢ B , je @, =0607), '

7/ mno%ina vdech racionélnich &{sel v E, je borelovekd,

8/ mnoZina v3ech irasciondlnich ¥isel v E, je borelovskd,

9‘7 podmnoZina borelovské mnofiny nemusi byt borelovskd,

xx
10/ mnoZfine vdech borelovskych podmnoZin E, mé mohutnost kontinua

/tj. 270 7,
*¥
11/ existujf m&Fitelné mnoZiny, které nejsou borelovské, tj. neni
I mnoZina vaech podmnoZin Cantorova diskontinua € - viz pi#. 5,7 -
m4 mohutnost 2 7 & ke3dd podmnofina C je m&Fitelnd . |

7,7-| /obecn®/. Definice miry.

~~

systén mnoZin /tj. zobrezeni, které uriitym mnoZindm pFifazuje hodnoty
*
z Ey /« Mirou (% rozumime takovou mnoZinovou fumkei, Ze

1/ definiZnim cborem & Jje néjek§ (' - okruh ¥
/tj. existuje takovy O -~ okruh % , %e pro kaZdou mnofinu
A€ je definovéno: w4 /,

2/ a€e¥ = aa 2 0 / . je nezdpornd funkce/,

3 ey =0,

4/ e G’ - mditivaf na ¥, tj. jsou-li A €Y diejunkt-
[+2]

0o
nf mnoZiny, potom .(a.( !l;)f An) = ‘kzﬁ ALA .

"|7,8.! /cvideni/.
i

Zkxoume jte, zda n&sledujici mnoZinové funkee jsou mfry:

1/ X = Ey , hd systén v3ech podmnoZin E

Ca,E ) /1 JestliZe O € B '
\0 JjestliZe O ¢ E
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T49e

2/ X =N /mno¥ina v8ech pfirozenych &isel/,

¥ = systém vSech podmno¥in N ,

n jeatliZe E ¢ N Jje konelnd

mno#ina obsahujic{ prévée
n prvkdi ,

“E =
+00 Jestlife E C N Je nekonednd
mnofina ,

3/ X, ¥ definujme stejné jeko v predeflém prikladd ,

Jemld E=¢0,
4 +00  je=1li E nekoneénd
\Z Je-1i E #@ kone&nd,
neE n?
4/ mira .« na systému viech méritelnych mnoZin ?.?Z

/viz definieci za vitou 12 a véty 14, 15 /,

5/ X je libovolné mno%ina, % = libovolny & = okruh podmnoZin
mnoZiny X ,

0 je=11 E = @
CQ'E = / ]
TT— +00 je-1i E € &

, E£0.

/evigeni/.

Bud % nirana G - okruhu ¥ podmno’in mnofiny X .

Potom

a/ A, BEY¥Y , ACB = Ak £ 4B

o0
- :
A S A G R ) B Y
oQ
c/Ané.ﬁp,A]_CAZCABC...., A= UA =>auh=
T, Ay
o
d/ Ane y 1) Al .D Az D A3 D aa s e 2 A = ‘Rrjf An ] ‘
CaA1<+oo=> Ca,A:lim ca.A .

700
DokeZte tato tvrzeni z definice miry v 7,7 ! Srovnejte té% s vitami 15,



7.10.

7 ’l.l.c

7,12.

7,13,

~/obecn¥/. Definice \plné miry.

Bud ¢t mira na o - okruhu % . Uka¥te na pFiklad¥, Ze nemusi bt spl-
néna ndsledujici podminka:

(%) #B=0, FCE = Fe¥ /a wuFr=0/.
Je-1i spln¥na podminka (%) , Fikéme, Ze .t Jje Miplnd mire na &% .

/cviZeni/,
Ukaite, Ze mira ¢ odvozend v Daniellovd roz¥ifeni je uplnd na 77

/viz p¥. 5,10/,

(obecné/. Definice wn¥j¥i miry.
‘ x
Bud X 1libovolnd mno¥ina. Yn3j8{ mfrow ¢ na X nazveme libovolnou

mnofinovou funkel takovou, Ze

1/ (a.* Je definovéna na systému viech podmnoZin mnoZiny X
/tj. ka%dé mno¥in A C X je pfiPazeno &islo «*A € By /,

27 AC X = (tL*A =0 / (u* Je nezépornd/,

4
3/(tl(ﬂ)=0,
o *, 2 *
/4, BCX, AC U B = LM 2 2 JE,.
/ovideni/.

Zkoume jte, zda ndsledujici mnoZinové funkce Jsou vnéJjsf miry:
1/ funkce . z pF. 7,8 - ¥dst 1/ - 3/,
2/ libovolné mira definovéna na systému v3ech podmnoZin mno¥iny X ,

3/ X je nespoletnd mnoZina ,

©

Je=11 E spoletnd ,

(u. E = <
1l Je=l1 E C X nespodetnd ,

0 pro E=08 ,
* 4\1 pro @ #E #X,

2 pro E=X,
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5/%X={0,1,2,3, e } ,

%1 je=11 E kone&nd mnoZins, kterd
* / o obsahuje prdvé n prvkd,
ct E = \

1 je=}i E nekone&né mnoZina,

6/x=E ; bud B ={ L; n=1,23,.. b

___—— n obsahuje-li mnofina B N B
prévé n prvkd

T~ 4+00 je~1i mnoina E N B nekonedn4,
/viz té% pk. 2,17/,

7/ % je libovolnd mnoZina ,
pro E=4g ,

0
2 obsahuje=1li E C.X pravé
n

. /
cw E = jeden prvek
obsahuje=1i mnoZina E C X
prdvé¢ n prvkd , n = 2 ,
"

400 jeell E C X nekonednsd ,

8/ wné&js{ mira {/{Z odvozend v teorii Daniellova rozdifeni /viz
definici za v&tou 11 /.

P

7,14.| /ocbecnd/.
S ¥ .
Bud X metricky prostor, - wn&jdl mira na podmnoZinéch mnoZiny X ,
kterd navic splouje axiom
(m : El : E,C X neprdzdné mnoziny, které maji kladnou vzddlencst =
* * *
— - ; . . ot
AL (E1 U E‘z) i El e E2 /vzdfiencat :1(.E1 , E2) dvou mnoZin
El R E2 se definuje tskin:
d(El . Ez) = inf  Q© (x,5} ., x € By , ¥EBE,,
ke £ Je metrika v X /.
Yorom rikbae, Ie (1:{.* je meirickd vndjif mira.
;( ":H! Fobepond - Wlekldd 1/, Definice (zqu.* - a#il teingych nno¥in .
Tk _,‘-zs,:"‘: 3 j8{ mira ns podunciZinden muofiny X . Moo%ina E C X as

ILI‘:E':»::'Vﬁ‘ Ca*- m&Fitelnd /podle Caratheodoryho/, prévid kdy%
* * » ‘
AT = _(u(‘rnE) + Cu.(T-E)

Ty
= ol o~



pro libovolnou mnoZinu T C X  /krealete!/.
Systém viech (u*— né#itelnych mno¥in znad¥me symbolem 77 ( Cuik ) I
Plat{ ndsledujici velmi dlleZ¥itd vita, pokuste se ji dokdzat!

%
7,16./ /obecnd/. V&ta.

1/ systém 77 ( u*) vBech AL~ néFitelngeh moin tvort
& - okruh podmnoZin mnoZiny X .

2/ X € P (Ca.*) , tJ. systém ?95(((1.*) tvor{ dokonce & - algebru.

* .
3/ Definujeme-1i funkci 2« na M ) predpisem

ME = <afn pro EG?QZ(C(_L*).

Je .« vplpd pfra na X ((JL*) /viz definice 7,7 a 7,10/.
Rikédme té%, %e mira # je indukovéna vn¥ji{ mirou (u* na
CZAPVA NN

4/ Je-1i X metricky prostor, C“* gg;ﬂ.ggé wné j8§l mira /viz 7,14/,
potom je ka%dd otevfend podmozina X 4 - m&fitelnd. Speciéln& -
ozna&ime-11 ai symbolem & - okruh generoveny systémem vSech

otevienych podmnoZin prostoru X , Je (B C ??Z(Cd*) ~ odtvodn&te!

Zxoume jte, jak budou vypadat systémy 72 ( (a.*) v8ech C“*' m&Fitelnych
mnoZin v Jednotlivich p¥ipadech cvileni 7,13 ! ‘

“-E g4ati 7 - vBimndte si, ¥e aysténm ?QZ(C(L*) viech <a*- m&¥i telnfch
mnoZin podle nadi definice 7,13 se nemus{ shodovat se systémem 77L
v8ech m&fitelnyech mnoZin ziskanych v Deniellové rozdifenti, nebol podle
7,16 jest vidy P € ??Z(Ccf), zatimeo nemuei byt P € 77 - viz p¥e-
klady 2,5 ; 2,10 aj. Viz té% cvid. 8,30 . |
V dal¥im by bylo moZné se zabyvat otdzkemi yytivdPreni wnijii miry, otdz-

kami rozdifovéni a guplnovéni miry aj., které vdak v dalsfm zcela opomineme.
UkdZeme pouze, jak témito postupy miZeme dosp&t k Lebesgueovd mife v En .

1
7,E Lebesgueova mira v eukleidovskych prostorech.

Bud d4n otevieny interval I C E, , tj. kartézaky sou¥in n Jednorosadr-

nych otevienych intervald, I = (a;, b)) x (&, by) x ....o x (8, , b)) .
Objemem intervalu 1 nazveme &islo

V01(1)=(b1—al).(b2—ﬂz). e .(bn"an)o

MiZeme pFedpoklédat /neni to nutné/, Ze budeme uvaZovat pouze omezend
oteviferé intervaly.
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¥
7,19,

7,20.

g . o0
Je-1i ddna libovolnd mno¥ina E C By a je-li { Ij }"_f gpotetnd
- -]
soustava otevienjych /omezenych/ intervald takovych, 2¢e E C U I,

oo
nagveme soustavu { } , Lebesgueovym pokrytim mnoZiny E . Pro libo—-
volnou mnoZinu E C E, definujeme jeji wnd js8i Lebmovu miru & *E

pfedplisem )
A'E = inf > vol (1)) ,

n=
kde infimum se bere pres viechna moZnéd Lebesgueova pokryti mnoZiny E
/viz pro srovndni 5,5 /.
DokaZte, Ze

*
1/ I C b interval = .« I = vol (I) ,
n
2/ (a* je metrickd vn¥j3{ mira na podmnoZinéch E, /definice 7,12

a 7,14/,

Odtud podle 7,15 miZeme definovat systém 42, (&) vlech &'~ ms-
Fitelnfch moZin v E_ . MnoZiny ze systému 77, ( «') budeme t6%
nazyvat lebesgueovsky méfitelnfmi mnoZinami v En /Jak pozddji
ukdZeme - viz pF. 7,39 - splyvé aystém FIL (ca.*) e aystémem

77t,, viech m¥ritelnjch mnoZfin podle Deniella - pochopiteln¥ vy-

Jdeme-11 ze systému Z =0, a Af = (R) f £) . Podle 7,16 miZe~

me na systému 77 (ca.*) definovat m:‘.ru C“’-n. - ¥ikejme Ji
n - rozmérnd Lebesgueova mirsa.

/cviZeni v eukleidovskych prostorech/.
DokeZte, Ze

1/ kaZdd borelovskd mnoZina jJe lebesgueovsky m¥iFitelnd
|| viz 7,6 , 7,16 , 7,18 , |
2/ BC By=> fBE=1nf { «G; G otevfené, E C G }

{viz té% napf. vita 55 & skripta I. Serny - J.Maffk, Integrdlni
pofet I , vita 4,5 ),

3 ECE, = AB=tnt { uM; u € M, (", BECu}
/tzv. regularita wn¥jii miry /.

/evigeni v eukled dovakych prostorech/.
Doka¥te, Ze ndsledujici vyroky jsou ekvivalentni:

a/ B €M (") , ti. E je lebesgusovsky miFitelns ,
b/ ke ka¥dému £> 0 existuje takovd otev¥end mnoZina G , Ze

ECa a L-m<E ,
¢/ 'ke kaidému € 7 0 existuje takovd usaviend mnoZina P ,
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7,214

7,22,

7'23-

¢ FCE a  MXE-F < &

d/ eéxistuje mnofina G  typu GS a nulovd mnoZina N

/tj. mno¥ina, proniy «'N=0/ tak, f¢ E =g, - N ,

e/ existuje mnoiina F, typu F, & nulové mnofina M tak, Ze
E = FOU M
/fikéme, Ze mnoZina G Je typu G s Te8pe Fy ;
existuji-1i otevfend, resp. uzavirené mnoZiny G, tak, %e

A O
G = Al G, ; resp. G = u-fGn /e

Tateo véta velml dobie charakierisuje atrukturu lebesguecvsky méiitel-
nych mnofin v E, -

Vralme se vSak op¥t k abstrakini teorii miry.

/obeecnd/. Definice prostoru s mirou (X, ¥, ).

Trojici (X, ¥, 4 ) nazveme prostorem s mirou, jestlide
1/ X Je neprézdnd mnoZins ,

2/ ¥ je (@ - algebra podmnoZin mnofiny X /tj. % je & =-okruh
a X€% / ’

3/ A je Uplné mira na N2

Upozorn&ni: v¥ti¥ina autord nazjvé prostorem s mirou (X , &, % ) libo-
volnou trojici uvedenych vlastnosti, pouze pofadavek X € &
je u nich nahragzen poZadavkem ALEJ.? A = X a poZadavek
Uuplnostl miry je vynechén ; my se v dal¥fm podrfime nasi defi-

nice, mnoho dvah se tim z jednodudi.

Jeviteni/.

1/ Bud (a* vn& j31 mira na podmnoZindch mnoZiny X , nechf mira e
Jje indukovéna wvndjii mirou (w* na 72K Ca*) (viz 7,16). Potom
trojice (X, 72 (C“'*) » (& } je prostor s mirou.

2/ Ukazite, %e proator (P, 3%, Cw) ziskany Daniellovou metodou nemu-
s{ byt prostorem s mirou /viz napi. 2,5 /.
Bude jim v3ak v pi#fpad®, kdy%t P € 77 .

/obecnd/. Definice % - m&pitelnjch funkei.

Necht (X, ¥, ({(,) je prostor s mirou,

¥
Funkce f na mno¥ind X /tj. zobrazeni X do E, / se nazjvd ¥ - mé-
Fitelnd, prdvé kdyZ je splnins jedna 2z nédsledujfcich podminek:
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7924+

1/

je-11 G C B, Otevkens mno#ina , potom £ 1(G) € ¥ a
ddle {xex; £(x) =+0°}€‘9° ’ {x € X f(x)-:_oo}e.f,

2/{:6){; f(x) < 0}65” pro kaZdé ‘ceEl ’

3{xe x; #m > c} €Y prokazds c € E*,

s/{x e x; 20 £ c}e ¥ prokmué ceE*,

5/{z€x;f(x)£"c}€5f’ pro ka%dé ¢ € E,

6/{x € X; Hx) < ¢} e P prokaldé c €E .

Systé— véech % - m&Fitelnych funke{f na mno%find X znadme sym-

bolem /A ( ¥ )».

/Poznémke: jek bylo viddt, stafilo predpoklddat, e X je dané
mno%ina a ¥ je & -algebra Je.j:fch podmno%in,
m:I‘Zra ¢ v definlel ¥ - méf-itelnych fux:kc:’. nikde
nevystupovalsa/.

/eviZeni/.

1/

2/

3/

&/

DokaZte ekvivalenci jednotlivych vyrokd& v 7,23 ; lze podminku
¢ € E; nahradit viude podminkou ¢ ¢ Ey ?

DokaZte nédsledujici tvrzeni:

Je=1i X metricky prostor a ,jeatliﬁalkaidé oteviend podmnofina X
lezf v % /specidlnd je-1li mira indukovéna metrickou wndJjsi mi-
rou - viz 7,16 a 7,22/, potom kaZdd spojitd funkce na X Je 5 - m&
fitelnd. '

Jak lze zjednodudit definici ¥ - néFitelné funkce , je-21i f
skoro v3ude na X koneénd 7 /tj. mnoZina t&ch bodfi, kde f naby-
vé hodnoty + ® 8 -o00 s Je nulovd/.

DokaZte, Ze plati: )

o/ e A(#) , gt /tJ.moiim{xe X ; f(x)'#g(x)}
Je nulovd/ = SGA(J'P) '

b/ jsow-li £, g ¥ - méfitelnéna X , &, F € B ,

skoro vSude mi& smysl soutet af+ Jdg,
/chépeme 0. + 00 = + 0 ,0=0/, potom funkce <& f + dg,

f.g Jsou ¥ - m¥Fitelnd, _
o/ £, €A(¥) , existuje Mar = une eA(¥),
&/ teN(F) = |el, £, £el(¥) ,

B535 71
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7,25.

o/t €eA(P)=> {xex; fm=0}ec ¥
£/t g ed(P) > {xex; 0 #gn Jeo,

g/ Ee¥ & %Eﬁﬂﬂfﬁ je charakteristickéd funkce
mnoZiny E / .

/obaend/. Definice nosiZe funkece N(f)

Bud £ funkece na mnoZind X . Potom mnoZinu
NP = {x € x; £ #o}

nazveme poglfem funkce £ /v X/ .

UpozornZni: tato definice nenf zcela ve shodé s definici za v&tou 46,
kde jsme nosil definovali jako uzdvir mnoZfiny N(f) ; v tétc
kapitole v#3ak poufive jme stdle shora uvedenou definici.

Poznédmka /pro pochopeni dal3tho neni nutné &fat/.

V odstavel 7,23 jsme definovali ¥ - mEFitelnd funkce v piipads,
e ¥ jJe & -~ algebra podmnoﬁin mnoZiny X , tj. v pifipadZ, Ze
X €% . Pojem % - m&¥itelnych funkel lze definovat i tehdy,
nenf-11 X € ¥ .

Definujeme /X Jje mmoZina, & &’ - okruh jejich podmno¥in,

f funkee na X /:
funkce f Jje % « méritelnd, je~=1li splndna Jedna z ndsledujicich
ekvivalentnich podminek:

1/ e nNDe F pro ka¥dou otevifenou mnoZinu
GCE, {xeX; flx=+n}ecP
{xex; flx) ==} € L
2/ Mo~ {xe x; £x) % c}e¥ prokasdé e €E; ,
3/ N(E) N {xEX; f(x)éc}éS" pro ka%dé c € E
o MDA {x€x; 2 < ¢ } €% proketaé ceB
.a{xex; f(x)=+oo}e5" ’
5/ N(f) A {xex; £ x) >c}65’ pro xazdé ¢ € E, ,
{x € X ; f(x)=-°°}e30 .

Opét symbolem .A. (30 ) niZeme oznadit syastém vBech » - mé¥itelnych
funkei na X .
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7426

?,27-

7,28,

7329,

b 4
7430.

UkaZte, Ze v pfipadé X € ¥ je tato definice ve shod& s definici
v 7,23. Kterd z tvrzeni ve cviZeni 7,24 zlatdvajl v platnosti i nyni ?

/OVi éeni/- i

Bud (X, ¥, @ ) prostor s mirou. Potom

’ e (P = NpHEY , dokaZte !

Mviz 7,24 e, ¢ .|

/obeen®/ Definice jednoduché funkee.

Konednd funke¢ f definovand na mno?ind X ((X, ¥, &) Je stdle prostor
s mirou ) se nazyvd jednoduchd, je-1li mno%ina f£(X) konelnd /tj. f na-

byvé pouze koneXn? mnoha hodnot/ a {x € X3 f(x) =c¢ }e ¥ pro
ka2dé ¢ € El .

/cviZeni/.
Dokafte, %e plati
1/ £ jednoduchd na X = f 6./‘.(50) ’
2/ £, jednoduché funkce, @, € B = af+ g je

Jednoduché, f.g Je jednoduchd funkce.

/obecnd/. Definice (& - konedné miry.

Nech¥ (¢ Je nira na. & - okruhu ¥ podmoZin mnofiny X .
Helmeme, Ze mira ¢ je @ - kone¥nd, prévd kdy% existuji mno¥iny
E, € ¥ tak, Ze

W By { + 00 s X = @E .

=t 1
Lze snadno nahlédnout, %e ze &' - xone&nosti miry .« plyne X € £,
tj. &% je pak nutnd & - algebra.

Upozornéni: u mnoha autord Jje tato definice trochu jind.

/obecnd - allezités.

Necht (X, ¥, %) je prostor s mirou. Bud £ € A (¥ sz 7,23/.

Potom existuje posloupnost jednoduchych funkefl f, na X takovych, %e
f,—f . Je-1li navic f 2 0 , 1lze volit posloupnost £, tak, Ze

fo 0 na X, £, <€ f ., prokeZdé n, Je-li mira & & - koned-
nd, mi¥eme volit posloupnost £, tak, Ze C“’(N(fn)) { +00 /fyiz de-

finice 7,29 a 7,25 /.
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7431,

7 .320

Viz té% skripta 1I. Jerny - J. Maffkx , Integrdlni polet I , odstavec 4,12.

/obecni/. Lemma.,

DokaZte ndsledujles.

1/

2/

3/

Bud (X, ¥ ,({J/) prostor s mirou, bud E € ¥ .
Symbolem 5@. oznadme systém vdech mnofin A € & takovych, '

¢ ACE , tj.

2 ={a; ,e¥ ,acsE}.
Potom trojice (E, 5§ y ¢&) Je prostor s mirou.

B relA(¥) , E€P , definujme funkei £ takto:

/f(x) pro x € E ,
?(x)=\
0 pro x € X -E .,

A
Potom £ €./ (%) /viz té% v&tu 12/.

Bud (X, ¥, (&) prostor s miron, E € ¥ . Vytvofme prostor
(E, Z,4) podle ¥4sti 1. Systém vech 2 =~ m&Ffitelnych
funkef na E znafme symbolem A (% ).
Doka%fte nédsledujici:
o/ £ e N(¥) y £ = £/E  (tj. f; Je funkce definovand
na E aroma £ na E)
= neA(L) ,
v/ £y €A(¥), £=2 pa B, £=0 pa X-E
= reA(¥) .

Nyni méme jiZ v8e pripravenc, abychom mohli definovat abstraktni

" integrédl., Je mnoho zplisobd, jak jej vhodné& zavést, my zde ze zaddt-

ku nazna¥ime klasickou definicl, velmi podobnou definici Riemannova
integrdlu.

/obecnd/. Zavedeni abstraktniho integrdlu.

Bud (X, ¥, ) pevné dany prostor s mirou /definice 7,21/.

A/ Ze zaldtku pfedpoklddejme, %e  wX { + X " a %e f je libovolnd
% - mEFitelnd a omezend funkce na X .
Nech¥ m ¢ x"?f' o(x) , ¥ fgr(x) .

Vezmdme libovolné d¥lenf D intervalu ¢ m,M > , nechl
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B/

¢/

D:y,=m < y3 { ¥p Cove (¥, =M.

Oznadme
Ei = {x € X H yi-'l = f(!) < yi } Il 1= 1, aes 4 D .
UkaZte, Ze
1/ Ei € ¥ pro kaZdé 1 ,'
n
2 E, = X
/ 1L=.)1 i ’

3/ mnofiny E; Jsou po dvou di g junktni

/i z8lete si obrdzek !/ .

Nyni utvo¥ime tzv. horni a dolnf Lebesguedv soudet funkce f pifslud-
ny dsleni D - definujeme ' '

™g

=&

S(£,D) ¥y o B

.

s(£,D)

Yi-1 - (‘“’E:i.

A
-~

{

/porowne jte s klasickou definic{ Riemannovou !! /.
Lze ukdzat /rozdf{l od Riemannova integrdlu !/, %e

sup s(f£,D) = inf S(£,D) ,
D D

kde supremum a infimum se bere pies viechna moZnd d&leni D intervalu
{m,M>» .
Definujeme tedy abstraktnf integrdl vztahem

£4a = a(£,D) = inf S(f,D)
i‘f Paat Sgp ’ ) ’ ’

/lze ukdzat, %e definice nezdvisi na volbé hodnot m,M !/,

Bud (X, ¥,#) 1libovolny proster s mirou, E € ¥ takové mno¥ina,
e 4« E { +00 , Bud £ 1libovolnd % ~ m&¥itelnd funkce na
X , kterd Je na mnoZind E omezend. Oznalme T = /8 /fiz T43Y/.

Potom definujeme
- Sran - f ?a
o fad y i
kde integrdl vpravo je jiZ definovén podle Zdati 4 .

Bud nyni (X, ¥ ,,%) 1libovoln§ prostor s mfrou, f Ilibovolné nezé-
porné ¥ - mdfitelnd funkce na X .

oo
Posloupnost funkei { fn }u , na X nazveme aproximujici posloupnostf
pro funkei f , pravé kdy: '
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{

D/

7,33

1/ 0£ £, = £ .4 pro ka?dé n ,

2/ f£_ jsou omezené na X ,
3/ £, Jeou % - mititelné na X ,

4/ xa%dé mno¥ine N(f)) /viz 7,25 a 7,26/ mnd konefnou miru ,
5/ £, 't sgkoro viude .

Uka%te, fe plati ndsledujici tvrzeni:

: [>-]
»Bud f nezépornd # - méfitelnd funkece na X , budte { S },,.1 ’
oo
{gn }-n~1 -dv¥ aproximujici pesloupnosti pro funkei £ , poton
1imffd-= s /g d ."
SR 1> ny,.)s“ 2 |
Bud tedy f 1libovolnd nezdpornd % - m&Fitelnéd funkce ns X . Funkei

o0
f } pro funkei f .
Diper

Vv tomto piipad definujeme

;ffd(a,= lim ffna(a,'

n-»00 N(fg)
/posledni limita miZe byt i nevlastni !/.

Podle pfedchozi vity nezévisi ;(/ £ad N na vybéru aproximujici
(v =]
posloupnosti { fn }n=1
UkaZte, Ze v pfipadd G’ - konedné miry /definice 7,29/ vidy existuje

aproximujici posloupnost pro funkel f , tedy v tomto pi¥fipadd je libovolnd

% - m&Fitelns a nezdpornd funkce na X integrovatelnd /viz lemma 7,30/,

Pro libovolnou % - m&Fitelnou funkei f na X definujeme gbatrakinf
integrdl vztahem -

+ -
}ffd(“"‘xffd(“‘;/‘fdé‘"
mé-1i rozdil vpravo smysl.
Systém v3ech £ - mEfitelnfch funkel na X s konednym abatraktnim
integrdlem ozname symbolem & ( (%) + Nyni bychom mohli definovat ob-
vyklym zpdsobem integrél p¥es mEFitelné pddmnoiiny X a odvodit v3echny
znémé vlastinosti integrdlu /tj. vdty 18 - 46 prvni kapitoly /.

/evkleidovské prostory/.

Celou abstraktni teorii mdZeme nynf aplikovat ne specidlni pFipad euklei-
dovskych prostord. Vyjdeme ze systému 777, ( (af ) viech lebesgueovsky
méfltelnych mnoZin v En a z n-rozmérné Lebesgueovy miry on /viz
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T34

definici 7,18/. Lehko se ukéZe, Ze (E, » m%(ca/*) y ¢tz) Je prostor

s mirou a mira (%, Je na Ej C - kone¥né. Systém viech %n(c‘:) -

mi¥itelnych funked na E, definujeme jako v 7,23 a oznalime JjeJ symbolem
A, ().

Pro libovolnou omezenou lebesgueoveky m&fitelnou mnoZinu 4 CE  a libo-

volnou lebesgueoveky mifitelnou & omezenou funkci f na A definujeme

integrdl f fan jakb vT7,32A=-B /zhov_u si zopakujte! /.
' A

Je-11i nyn{ £ 31ibovolnd lebesgueovsky méFitelnd & nezdpornd funkce
v E, - anebo pfimo v libovolné m&Fitelné mno¥ind M CE, - niZeme defi-

novat aproxim: .¢f posloupnost pre funkei f
1/ buldto jako v 7,30 /f, Jjsou jednoduché funkce/,
2/ snebo takto:

pro X e Hn[( _n".’n‘) x snes X < -n,m)]

f(x)
/ je=11 "f£(x) = n ,

j:.n(:“:) =\
(o] pro ostatn{ x € ¥ .

/Lehko nahlédnete, Ze fn tvoii aproximujfci posloupnost pro f na M.
Lebesguelv integrél f fa (a. definujeme nyni jako v 7,32 C .

Integrél z libovolné 1:bgeguoovslcy m&¥itelné funkce pak definujeme jako

v 7,32 D .

/obecné/.

+ Pot¥ebujeme nyni porovnat teoril integrdlu, kterou jame nazna#ili v 7,32

8 postupem roz3ifen{ zdkladniho prostoru (Z,A) /Daniellova metoda/.
Je¥t¥ jednou zopakujme rozdil obou metod - v této kapitole Jsme vySli

z abstraktnfho prestoru s mireu (X, ¥, ) , vybudovali jsme teorii

¥ - m&Fitelnych funkei a potom jame teprve definovali integrédl a zavedli
aystém £ ((_w) viech funkci s koneZnym integrdlem. Daniellova metoda
naopak vychdzi ze zdkladntho prostoru (Z,A), definuje se integrdl a
systém £ v#ech funkef s konefngm integrdlem a teprve potom se buduje
teorie m&¥itelnych funkcf, m&Fitelnych mnoZin a miry,

Neskytd se nyni ndsledujici otdzka. Vyjdeme ze zédkladnfho prostoru
{(Z,A) , provedeme Deniellovo roziifenf a dostaneme trojici (P,77%, e
Dejme tomu, ¥e P € 777 - potom miZeme vyjit z prostoru s mirou
(p, 32, 2} /viz 7,22/, vybudovat systém viech 77t - m&Fitelngch
funkef, mifeme definovat "novy* integrdl ‘Pf f 44 podle T7,32. Jaky
bude nyni vztah pivodniho systému miFfitelnych funkef L a systému
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A (7)) vBech 77/ - mé¥itelnych funkel 7 A Jjaky bude vztah pdvodni-
ho integrédlu Af & "nového" integrélu f fauw T Odpovid na tyto
P
otdzky dévé nésledujici véta.

*ﬂ
L’_? 435. | /obecn¥&/. Véta.

|7,35.

*
T437.

Predpokléde jme, %e prostor s mirou (P,77%, (u/) Jjeme ziskali rozii¥enim
zdkladniho prostoru (Z,A) Daniellovou metodou. a %e P € 77 .
Potom
v A= A /t;j. gystém viech méi’-itelnfch funkei A splyvé
se systémem 7/ - m&Fitelnjych funkci, tJj. platf ndsledu-
jied |

fe_/l_(:é{ze P;l f(x}{c}é??t pro kazdé ¢ € E, /,
2/ L = Jf(fﬂL) , |
/el = Lln) = ar = ffd(u/ .
P

Je tédy vid¥t, Ze obé metody /jedna metoda = ne jaffve integrdl, pak mira,

druhé metoda - nejdffve mira, pak integrél/ ddvaji totéz, Presn&ji, vybu-
dujeme=11 teorii integrdlu a miry Deniellovou metodoun roziffenim zdkladni-
ho prostoru (Z,A) /a P € 7/, potom existuje takovy &’ = okrub

podmnozin mno¥iny P /a slce 77Z / a tekové mira / &/ , %e eystém mé-
Fitelnych &i integrovatelnych funkc{ Jjsme mohli také obdriet metodaml této

kapitoly z prostoru s mirou (P,m,(w).

/obecnd/.

Je moZno sl také poloZit obrécenou otézlku, Dejme tomu, Ze mdme ddn prostor
s mirou (X, ¥, %) , znalme Jej raddji (X, ¥, 24,) /znovu podotkné-
me, Ze podle na3¥i definice Je X € ¥ & mira 2, Je Gplnd !/ ; miZeme
vybudovat systém % - m&Fitelngeh funkei A (¥9) , asystém funked

a konednym integrédlem &£ (%) ' a konednd integril xj‘ £ au, pro
funkce z & ((ﬂ—-go). Ptéme se nyni, zda existuje takovy zdkladn{ prostor
(ZyA) , Ze A = Atey, H=F , Z=if(ca¢), kde systé-
oy A, 2, ¥  jsou odvozeny ze zdkladnilo prostoru (Z,A) Deniel-
lovym rozdifenim.

8éatesnou odpovdd A4 ndsledujfci véta, pokuste se ji dokdzat.

/obeend/. Vita.

Bud (X, ¢ 1¢%,) prostor s mirou /viz 7,21/ , necht mira %gp de
7 - kone¥nd na X /viz‘7,29/ . Symbolem Z oznalme systém vSech jedno-
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duchyeh funkel /viz 7,27/, pro které C«[N(f)] < +00 / viz 7,25 a 7,26/,

UkaZte, Ze
1/ systém Z tvori zékladni systém funkcl, tj. Z splhuje axiomy

1; - 3; /ukaite, Ze je navic splnén Stonedv axiom, viz 8,11/,

Pro libovolnou funkei £ € Z , f = ;’ . e, /tJ. funkee

f nabfvéd ne mnoZindeh E; € a hodnot y; / definujeme

-
Af= 2. 3y . (B .

L=7
Ukaite, Ze
2/ ¥fslo Af nezdvisf na volb& tvarn funkce f , tj. je-li téZ
k ' .4
£ = ZE: X . ¢ je = X, . F
=1 1 B J ; Iy Ey ; S k!

¢ /viz také 7,40 A/,
3/ funkciondl A spliuje na 2 axiomy 4, - Ty »
Tedy {(2,A) tvofi zdkladni prostor, md¥eme provést Daniellovo rozdiieni

- obdriime systémy ¥ , A , 72 eniru % na 77 , znaime ji

rad3jl symbolem %
UkaZte ddle, Ze platf.

o X = £ (ty)
L5 & % f
5/ teXd = ZLfw,) = af = ) fay,

* .
6/* = P a (Ypb = C‘%zA pro AE W = ¥ .

¥
7’38- /ObEOTIé/Q Véta.

Z pFfedchoziho dokafte ndsladujic{ vé&tu.

Bud (Z,A) zékladni prostor, provedme Daniellovo roz#ifeni, dostane-
me trojici (P,7%, 4« ). Predpoklddejme, ¢ P € 777 . OznaZme symbolem
z systém v3ech Jednoduchych funkef na P 8 «wN(f) < +©° , Pro
funkce ze systému Z definujme integrdl ry gte Jn¥’ jako v 7,37. Roz3iFi~
me~1i takto ziskany zdkladni prostor (Z,A) s dostaneme systémy .‘8 ?.?Z ’
_/-L y niru (22 & integrél 4 .

Potom
1/ £ =% a A=kt pro tcL= £,
2/ N= A,
3 W= T e M = M pro M € 7% = .

Tedy - vyJjdeme-1li 2 jednoduchych funkcif a utvorime Daniellovo rozdifent,
dostaneme presnd totéZ., Viz téX 8,42,
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¥
T,39.

/eukleidovaké proastory/.

vrafme se nynf k Lebesgueovu integrélu v E_'. Ten mifeme vybudovat riz-
'njmi- zplsoby, uvedli jeme gi dv& podstatn® rizné metody - Deniellovo roz-

~ 5i¥ent zékladntho prostoru Z = C, » 4 =(R) 1_[ f & klaglickou metodu

7,400

z teorie miry /7,32, 7,33/. Op¥t oznaime aymboly . LAY A cty,,, Systémy
a miru ziskané Daniellovym rozBf¥enim. Symbolem ¥, oznaime systénm
v3ech lebeagueovaky mé&ritelnych mnoZin v E, /viz 7,15, 7,18/, symbolem
4, 1 - rozmérnou Lebesgusovu miru na %, /7,18/, necht A ( %)
znadl systém viech lebesgueovaky mEfitelnych funkef v E, /7,23/ a koneé-
né éf ((tb,b) a E/f a «;,  8ystém vBech funkei. s konelnym integrd-
lem a. Lebesguedv integral v E, /7,32, 7,33/.

Potom

VvV &= 2L () a af= %(,f dew, pro £eX = L),

2/ ‘%,: m?b ’ (‘“9",,,-“' (a/m:
v A= Lk .

]

V dalsim je#td ukdieme ndkteré daldfi /v podstatd ekvivalentni defini-
ce integrédlu .

/obecnd/.
Pfedpokldde jme, %¢ je ddn prostor s mirou (X, #, ) -

A/ Nejdfive definujeme integrdl z jednoduchych funkei /viz 7,27/¢ Je=li
£ Jjednoduchd, f +tvaru f = i . Cn definu jeme
J ’ — Iy cEi ' Jem:

M-
;/~r au = ?;; Iy - wE
mé-1i soulet vpravo amysl /chépeme 0.r 00 = *+ 00 ,0=0/.

Je nutno ukdzat, Ze |

a/ definice 2/:’ d(a, nezdvisi na volbé& tvaru funkce f
/viz té% 7,37 - 2/,

b/ jsou=li. f, Jednoduché funkce, f 7 f , ‘
£ hé d
Jednoduchéd funkce, ?otom xl&glo fn - =. }/‘f éd w ,
¢/ JjestliZe .f.‘n » &, Jsou dvé posloupnosti Jednoduchych funkei,

fn/'f. & 7 £ , potom

N - L LI
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7,41,

B/ Nyn{ definujeme integrél z libovolné nezéporné 5 - m&fitelné funkce.

Je-11 £20, £€/ (%) , existuje podle 7,30 posloupnost jedno-
duchych funkel £, tak, Ze £, A £ = definujeme

,‘/fd(““"',}}{,“o/fnd(‘? .
Je nutno ukdzat, Ze
a/ &islo ff d,« nezévisi na volb& posloupnosti f, ,
b/ novd definice f 4 d(dc. neni v rozporu s definici
/ d .« pro Jednoduché funkce .

C/ Pro libovolnou % - m&fitelnou funkei definujeme integrél jako
v 7,32 D . .

Necht (X, & ,Ca,) je prostor s mirou, “X <+ o,

N
"Délenfm mnofiny X ™ nazveme libovolnou koneZnou soustavu { £, }" -

podmnoZin mnoZiny X tekovou, Ze

1/ E, € ¥ pro i = 1l,...,N,
-2/ mnoiiny Ei jaou po dvou disjunktni ,
3/ _U E, = X.

[=7 1

: N
Pro libovolné "d¥leni®” D = {En }n - mnoZiny X a pro libovolnou omeze-
nou funkei £ na X utvofme velliéiny

N
S(f,D) = — ;lgp £f(x) . (“(Ei)
N .
s(£,0) = 2 inf £l . alB)
L

- /s(f£,D) a s5(£,D) Jsou tedy "horni® a "dolni" soulty/.

UknZte, Ze
1/ £ e A () = 13:' s(g£,D) = aup s(£,D)
/infimum a supremum se bere pfes v3echna d3%lenf D mnofiny X ,
2/ 1n£S(£,D) = aup o(£,D) = t e ().
Pro libovolneu % - miéfitelnou omegenou Ffunkei na X /pro X o0 Y/
ge ném tedy opé&t podaiilo definovat integrdl vztahem
ffd = inf S(£,D) = o a(f,D) .
I c“ > : z‘,‘P '

Roz8{fent definice na p¥ipad obecné mnofiny X € % a libovolné % -mé-
?itelné funkce na X Jje paek stejné Jjako v cviZeni 7,32 .,
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*
7442,

'7’430

Bud Qén op&t prostor s mirou (X, ¥, &) , .a¥X {+ 00 , nechl

£ € 4 (%) . Definujme integral f £ nap¥{iklad jako v cviZeni
X
7,32, '

Pro libovolné celé n a libovolné & > O poloZme

A§‘={xex;neéf(x)<(n+1)&},
+00 :
s(f, &) = . . A%y .
(£,8) = 2 m& . culd
Potom plati
. +00
&
1/ f,éif((a.) = {ada n-Z-oo n. & . Ca,(An)

konverguje absolutné pro kezdé <& >0 a
f £ a = lim S(f, &)
X (“I E-» 0+ !

/viz té% p¥. 8,61/,
+ 00

2/ tada 2 ne. Cu(arf‘) konverguje sbsolutnd pro kazdé
- N=-—00

€>0 = red(u).
Odtud je téZ viddt, jak by bylo moZno definovat integrdl.
Provedte !
Uvedme je¥tZ jednu pouZnou definici Lebesgueova integrdlu v E .
Zopakujte si proto definici jednoduchjch funkei v intervalu (a,b)

/viz 7,27, kde poloZite X = {a,b > , % = systém viech lebesgueovsky
m&¥itelnych mo¥in v <(a,bd> , ¢t = Lebesgueova mira/. Funkce $° se
nazyvéd elementdrni jednoduché funkce v intervalu ( a,b > , jestliZe

existuje déleni{ D intervalu {(a,b ) ,

D:yo-'—a{yl( o--n<yn=b

a reélné &1{sgla cl g0y Cn tak' Ze

?’(x) = ci pro X E <yi_.1 [} yi) ’ i-= l,aao’n .
UkazZite, Ze

1/ ka%dd elementérni jednoduché funkce je Jjednoduchd funkce, ale ne
naopak /napf. Dirichletova funkee - viz pF. 2,31 - je jednoduché
funkece v intervalu (0,1 s ale neni elementdrni jednoduchd
funkee v {0,1) /.
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Je-1li £ Jjednoduchd é‘m}:ce v intervalu {a,b> /at ji% elementdrni &i
ne/, definu,jemz f £ stejnd jako ve cvideni 7,40 A /%emu je pak roven
a

integrdl - f f pro elementdérni jednoduché funkce 7 /.
Q

Buld nynf £ 1libovoln4 omezend lebesgueovsky m&fitelnd funkce v inter-
valu (a,b) C E, . Oznalme symbolem J , resp. E systém v3ech jednodu-
chych, resp. elementérnich jednoduchych funkei na intervalu {a,b> .

Definujme nésledujici vell&iny:

R £ ‘ &
(R)Z f=;..€n£ a/g, (R):[f=és€11§a/-h,
2z f hsf
13 £ + 2
(L>Zf=;gng, cm_[f-—.;:%a/h.
gz f | A f

UkaZte, Ze

A v _
2/ (R) Jf , (R)ff jest horni a dolni Riemanniv integral
~a
funkce £ ,

" ¢ & #
Y, (R)fré(m[f=cm_‘z/r < w /[t
o . 4

£ &
Spolednou hednotu (L) :[ f a (L) / f pak prohldsime za Lebesguely
integrdl funkce f pies interval <(a,b) .
Odtud ji%¥ lehko ukéZete, Ze

2z ‘ Z
4/ exiatuje-li (R) a/f y Jest (R) aff = (L) /f .

.4
Jak by se nyni rozdfifila definice (L) / f na neomezend intervaly &i
a

na neonezené funkce T

**
Ty44.

A/ Oznefme symbolem K systém vlech nezdpornych a nerostoucich funkci

/zobrazent do E, 1/ na intervalu (0,+% ) . Lgze ukdzat, Ze existuje
prédvé jeden funkciondl I na systému K /piipousitime, Ze If mi¥e byt
i +o pro f € K / takovy, Ze jsou splndny ndsledujici axiomy:

]./anK, fn/f /zFejmd je £ € K / %t]_.}.lgli’n=1f,
2/ f,g € K /efejnd je £+ g€ K/ = I(£+ g =1f+1g,

/I ¢, =2 Ppro livovolné g > O , piifemf ¢
rakteristickou funkci intervalu (0,z) .

. gnamens cha-

B/ Bud nynt (X, ¥ ,4) 1libovolny prostor s mirou, bud f nezdpornd
% - mEfitelnd funkce na X , bud x > 0.
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Ty45.

Omaenes’f‘={yex; £(y) > x},tedy E’rfésp. Ka%dé funkci
feA({®), £ 2 0 priradme redlnou funkei h, definovanou na inter-
valu (0,+0c0 ) predpisem h,(x) = w(EF) . Zfejmé hp € K /viz od-
stavec A/. Existuje tedy Ih, a poloZme ¥ fam = The,

Pro libovolnou funkei £ € /A (¢ ) poloZme pak

./f au = /f" a - /f" a mé-13 rozdfl
4 fas= VAL S Y
vpravo smysl.
Méme~1i nyni odvozeny zékladni vlastnosti funkciondlu I na systému-

K , vyplynou nédm v3echny vlastnosti 3/ f de  zcela automaticky
z prisludnych vlastnosti funkciondlu I .

Pozndmky

1/ 0 dalsich zpisobech zavedeni Lebesgueova integrdlu se lze do&ist
nap¥. v knihdch

V.Jarnik, Integrélni po&et II ,
I.8erny - J.MaFik, Integrdlni pofet I /skripta/.

2/ V celé této kapitole jeme predpoklédali, fe X € ¥ .
lebesguelv abstraktni integrdl lze definovat a zavést i bez tohoto
omezujieiho predpokladu, nebudeme se tim v3ak zabyvat.
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8. T&28{ pfiklady a problémy

V této kapitole uvedeme rizné - vdtdinou t&231 - pffiledy 1 problémy.
Je jich ﬁbér /rovnd¥ tak i pofadi/ neni nikterak systematicky; jsou uréin_y
pirevAin® pro lepSi studenty se zdjmem o problematiku Lebesgueova integrédlu.

8,1.| Bud z= { £€S(E) ; existujf intervaly (&, , by ) , 1= 1,2,..0,n,

- 00 (algbléaal<b2£...éan<bn<+00 , 8 redlnd
t{sla yl geesy yn tﬂk, Ze f(x) = yi Pro x € <ai’ bi ) '} f(x’ = 0
Jinde v El } .

Tedy systém 2 Je systém vSech elementérnich jednoduchych funkef /viz té%
7,43/ s omezenym nosiZem v Ey . UkaZte; Ze Z tvori zdkladni systém
funkel, tj. jsou splnény axiomy 1, - 3, .

Definujme funkei ¢ v E, takto :

¥(x) =0 pro x {1, ¥(x=1 pro x 2 1.
Na aystému 2Z definujme funkciondl A piedpisem:
Je-li £ € Z, f(x}) =y, pro xe(ai, b; ) , poloZime
_ n _
Af = Ef yi({/?(bi)--so(ai)) .
DokaZte, Ze '
I/ funkciondl A Je jednoznain¥® definovén,
II/ funkciondl A splouje axiomy 4, -6 ,
III/ funkciondl A spliuje axiom 7, .

n n
II1I/ Oznalte I, = ( el l) a uvaZujte posloupnoat fn =c;
n .
charakteristickych funkei intervald I, -

%* %
/ Jak vypadaji systémy zR s zX ¢

8,2, Definujme systém funkei Z stejnd jako v pf. 8,1. Bul <% 1libovolné
spojitd a neklesajici funkce v By «Pro £ € 2Z /f(x) = Yi » Je-li

x € {(a, , b)) / definujeme

L2

Af = ?_:1 7 (P - @) .
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8,3

8,4-

Spliuje funkciondl A4 na 2 axiomy 4, -7, 7 Jestlife ano, zkoumejte,
jak vypadaji systémy Z*, L, A, 77X . Srovnejte té% s teorifi Lebes-
gue - Stieltjesova integrdlu. Co se stane, vynechdme-li pfedpoklad spoji-
toati funkce ¢ & definujemerli

-

A = . i - T
£ ; ¥y 9;;_ % (x) Jr1_3.:55‘:"}‘;0(::))
Bud Z = {f € S(<a,b>) ; £ Jje lomend dra v {a,b> - tJ. edstu-

di to,nco’tn 3 a=t°<t1 < XXX} <tn=b tak' Ze
v kaddén intervalu {4y, Yy,1)> Je £ Linedrnt T

Ukaite, Ze. systém 2 spluuje axiomy 1, - 3, .
Je=14 f € 2 , existuje k funkei f v intervalu (a,b) primitivni
funkce F /pro&t/. Poloime

Af = F(b) - Fla) .

DokaZte, Ze

I/ funkciondl A Je Jednoznadnd definovén,

I1/ funkeiondl A spliuje exiomy 4, =Ty -

* X
Dodatek :

II1/ jak vypadadd systémy Z°, 2, A , 7% ¢

Bud z = { £ € S(B); £ jo lomens %ra v E, , tJ. existujl a,b¢E
tak, Ze
a/ £ Jje lomend ¥ra v {a,b) - viz cvid. 8,3 ,
b/ 2(x) =0 pro x € (~00 , a) Y {b,+00 )}
Dokazte, %e systém 2 splhuje axiomy 1; - 3, .
Je=li f € Z , existuje k funkei f v By primitivni funkce F (prodt),
poloZime

Af = lim F(x) - lim F(x) .
X+-~00

X400

DokaZte, Ze
I/ funkciondl A Je Jjednognainé definovén,
II/ funkciondl A spliuje axiony 4, - 7, .
X % :
Dodatek H
*
I1I/ jak vypadajf systémy 2 , & , A , 72 7
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8,5,

*
8’6.

¥
8,7.

¥
8,8.

Bul (z,A) székladni prostor. Bud
2= {£€S() ; kekatdém € > O existuf funkce
£,, 8, €2 tak, fe $;£L <1, a '
AL, -2p < E ).
Dokafte, Ze:
i/ zczc? .
II/ 2° tvori sékladni systém funkei, tj. splhuje axiomy 1, - 35 .

Definujeme-1i zdkladni prostor (Z,A) jako v p¥. 8,3 Jest

&
z° { £ € 8 (<a,b) ) ; existuje (R)ff} .

Bud (Z,A) zékladn{ prostor. Bud
’z‘={res(r);re£ a f Jje omezend na P}.

DokaZte, Ze
i/ z2¢ ¥,
II/ 2 tvori zékladni systém funkei ,

111/ 2R ¢ {r € YR ; £ je zdola omezend na P } . Na pffklads
ukafte, Ze nemusi platit rovnost.

Bul (2,A) zdkladni prostor. Bud

2 ={rescp); fe ¥ a f jekonend na P}.

DokaZte, Ze
i/ z2¢czCc¥ ,
II/ % tvor{ zékladni systém funkci.
Jak vypadaji systémy %B ’ Zx 2

/adlezité!/,

Bul (2,A) zékladni prostor. Bul 2 systém funkel, ktery spluuje axiomy
1; -3, aprondjiplati 2 C 2 C ¥ . V dlslediu posledni inkluse
mifeme na systému Z definovat funkeiondl a néasledownd :

je-li £ € Z, jJe £€L ; -existuje tedy Af a poloime

AL = Af .
UkeZte, 3o (2,A) Je op8t zékladnf prostor.

353 215
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8,9.

%
8,10.

8,11.

8,12.

Systém Z s funkciondlem A mi¥eme tedy rozsf¥it Daniellovou metodou,
dostaneme systém <& a na ndm funkciondl A .

Dokairte, %o

1 L= 2 ’

I/ te X = Ar=ar.
/0atud je té% vidst, Ze ‘rozéﬁenim (£, A) " podle pF. 6,7 nedostdvé-
me ji% nic nového/. '

UkaZte ndsledujici ekvivalenci axiomu 7;\ /za pPfedpokladu, Ze plati
aﬂomy 12"3z ? 4A-' 6A /o'

| - | -
‘axiom 7, <> [f?fné z , |f|£;-|fn| = Alt] = RZH A]fn|] .
UkaZte, Ze pro libovolnou funkei £ € S(P) jest

o -OO o0 |
Xif|= inf g A|.fn] ) ke f €1, ]f]énz_;lrny.

Predpokldde jue, fe kromd axiomd 1, - 3, , 4, - 7, Je splnén jedt&
dal3f axiom:

adom 8 : £ € Z => mn(£)) € 2

/tzv. Stonelv axion/. Axiom Bé nemusi byt obecn? splnén - viz kuph. .
2,5, 2,6, 2,8 aj. |
Dokaite, Ze potom plé.ti
i/ a 0, £ €2 => min(f,a) € 2,
I/ £€ € = ma(f,be X ,
11/ £ e /L = wma (£, € A .

Bud (2,A) zékladni prostor. Doka%te, Ze
f € £ <  existujl gh € Zn tak, %o

Ag {+00 , Ah { +00 , f =g~ h gk. v8.
Potom z¥ejm® Af ='Ag - Ah .

/0pét jeden ze zplisobl, jak by bylo moZno déﬂnovat integrdl a vyhnout
se piitom definiei horniho a dolnfiho integrélu/.
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8,13.

Ukazte na priklads, %e nemusi vidy byt 2 = 28N zX .

| viz nap#. 8,3 &i proster 2 z p¥. 7,37 v pi¥fpadd jednoduchych funkef
v E . Sro‘vnejte té% s vitou 47 . |

*
8’14-

*Buﬁ Z --{f € 5(<0,1}) ;

£(
XX) Jje spojité v intervalu (0,1)'1-(0)531

*
8,15.

a existuje vlastni lim <1, 2(x } .
X = 0+ oo

UkaZte, Ze pro libovolnou f € Z oxistuje (N) ff(e"t)dt , definujeme
o
tedy o0
AF = (N) / e Yat pro f € Z .
0

UkaZite, Ze (2,A) tvo¥{i zékladni prostor a zkoumejte, Jjak vypadaji systé-
¥
ny Z ’ & ’ A ’ 2/

Oznadme sgymbolem F  aystém vech funkel £ € S(P) y DPro né&Z

~J

Al < v , ti.
f:{féS(P);'R’]f{<+oo}.

Pro libovolnou funkei £ € %  polo¥me Nf =4 £ -4 £ .
DokaZte, %e

v L£CFcsp,

2/ L= N n ¥,

3/t e ¥ , g~ f = g € ¥ ,

4/ nemusi byt FcA eni ¢ & .

UvaZujme nyni mno¥inu S(P) , jejiZ elementy jsou t¥idy ekvivalentnich
funke! z S(P) ; obdobnd buite & , 2 , & mnoZiny, jejich%
elementy jsou t¥fdy funkef ze systémy £ , Z , & . Tedy systém
vBech funkcf S(P) , (resp. systém F , Z7 & £ ) jsme rozddlili
do tfid tak, Ze dvé funkce f,g patil do téZe tididy, prdvd kdy: £ ~ g
(v P). /Uka%te, %e vztah f r~~ g Jje skute®n? ekvivalence/. Pro libovolné
t¥idy § ’ _Yf € 3? definujme

Q‘,(ﬁ,y) = i"ls&-yrlkde 99655, ‘;V‘E}”.

Obdobtné& definujeme

O (P, ) = K|P-¥|ro @ ye F.

Dokaite, %e
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1/ &slo o, ( @, ¥ ) nezévisi na vybsru funkel P 4 Y ze
we § L, Y, b el B, HED YUY
potom X |9 - %] Tle-wl, |

fa)
2/ ( ¥, ©,) Jjei metricky prostor ,
37*( f‘, €,) Jje uplny metricky prostor ,
4/ @; neni metrika na % ,

dek
5/ @ je psevdometrika na % ,

- 4
6/ funkciondl N Je spojity na ¥ , tj. pro libovolnou funkei
£ € F  platf:

V 3V 6(f9)< S = |NF-Ng| s E)

£>0 80 ge¥
7/ £ € 2 => N£=Af,
e/.‘zf={re3”;\7’ 3 d,(f,g)<6}

, £>0 gEZ
[ viz té% lemma v odstavei 2,9 skript I.Serny - J.Mabik,

Integrélni polet I __”
A ) A
9/ uzév¥r mno¥iny Z v prostoru ( F, ©,) Je roven & ,

X%k A .
10/ ( L, ©,) Jje tplny metricky prostor ,

A A
11/ ( £, ©,) Jje uzavienym podprostorem ( x, £, .

¥ X
Dodatek H
A

charakteriau;]te konvergenci v prostoru ( F y ©7) 4 tj. udejte
nutné ¥ postadujict podminky, aby $, —> @ v metrice O,
/4 B, —> 4 v peeudometrice O, / .

8,16.*Bu& A ={Ae?yz-,- A <+00} .

Rekneme, %e dvé mno¥iny A,B C P jesou ekvivalentni /pieme A~ B/,
prévé kdyz mnoZina (A = B) U (B - A) je nulové. Bud ’?L mnoZina,

jeji% elementy jsou t¥fdy ekvivalentnich mnoZin z 70 /ukaite, Ze vztah
A~ B Je skutein& ekvivalence !/.

Pro 1ibovolné dva prvky & ; Bz muozdny 2  /tj. pro libovolné

avé tridy ekvivalentnich mnozin/ polozme @, (8,8) = «(a-B) + «(B-a) =
.= uf(aB) U(B-a)] , xa¢ 4 € X, B€EB.

DAle poloime

G (A,B) = 4(A-B) + w(B=A) = [ (A-B)U (B-a)|  pro ibovolns
AB € L .
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"
8,17.

DokaZte, Ze
. AN ' . - ) -~
1/ ¥iglo @O (A,B) nezdvisi na vjbdru mmofin A,B ze t¥{d 4, B,
-~ .
2/ (2, £, ) Je metricky prostor,
* oA :
3/ (H#, ©,) Je Yplny metricky prostor,

N

4/ pro A€ A, BeB, 8B ed  jest

| wh - uB| = G, (4,B)
/tj. - shruba Fefeno = % Je spojité funkce na prostoru
(?/%, €, /7,
5’; (72, @; ) Je pseudometricky prostor,

*K
6/ posloupnost mnoiin A € 2.  kornverguje k mnofing€ A4 € JC

v pseudometrice O, /tJ. Ma G, (A, 4 4) =0/ , prévé kdy:

Je spln&na nédsledujici podminka:
pro kaidé €2 0 Jje lim Ca.{xéP;

NI
] cAn(x) - cA(x)I > & } =0

/cy Je charekteristické funkce mnoXiny M /.

/viz p¥. 2,18/.

Bud P spodetnd mnofina, necht P = {xl ' X 4 Xy ,....} .

Necht 2 = { £e€S(P); £ je omezend na P }. Pro libovelnou
-
(
£ € 7 definujme Az = L=l
ned 2!1
DokaZte, Ze

1/ (Z,A) tvoii zdkladni prostor,

2/ kaZd4d podmnoZina P je m&F¥itelnd ,

Yeuefm) = 5w

4 wP = 1,

A ‘ .
5/ metricky prostor (X » gD, ) - definici viz v cvileni 8,16 - Je
kompaktni

Fa¥
]] uka¥te, Ze prostor (7 , ©,) Je homeomorfni s Cantorovym dis-
kontinuem C / viz pf. 5,7/ - pro ACP , A=

= {xnl, xnz, xn3 .....}, ) < By (g { secee polofte

2 2
h(A) = 3% + + ;g *eeeo € ¢ |

Sl
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*
8,18. |V tomto cvieni predpoklddejme, %e¢ P € 77 .
Potom plati

x
1/ £ e/l ¢  prokarsé c € B Je {x € P;

f((x) < ¢ } e - viz p#. 8,30 ,
2/ f,gell => f.g el - viz pi. 8,41 .
DokaZfte, %Ze potom také plati nésledujici tvrzeni:
v tged = Al o 2"
1+|f-—g|
|£-g !

4/ WE MM , mM { +© ,f,geﬂ_é#
1+ |f-g |

E zM L
Bud nyni M € & e SR /stéle predpoklddédme P € 774 /.

-~ ~
Definujme mnoZinu A M obdobn¥ jako v p¥. 8,15, tj. A M
ne, jejimiZz prvky jsou tffdy ekvivalentnich funkei (na M). Pro

Q_Sv, }_Z) E_/TM poloZme

Jje mnoZi-

PJ(QS:‘ZV)=AM(IH'=E—), ke £ €O , ge¥ .

DokaZte ddle, Ze

5/ &islo o, ( @ y ¥ ) nezévisi na vybéru funkel f,g ze tF{d
Dy ¥

* ~

4/ ( /LM , 0,) Jje metricky Uplny prostor ,

ET

5/ Jjsou-1li fn € @'n s, £ € @ y potom ﬁn—-—a_@ v metrice
Oy /tde Um0, §,0) =0/ <> prolivovolné £> 0
jest lim Cto{x €M |£x) - fn(x)l\g E } =0 /viz té3
pt. 8,16/, '

Zmé&nila by se ndjak situace, kdybychom nepfedpoklddali P € 2 7

8,19? }Oznaéme symbolem ??Z systém vBech t#1d ekvivalentnich mno%in z 7%

. /dvé mnoZiny A,B jsou ekvivalentni, jestliZe mnoZina (A-B) U (B-A) Je
nulovd -~ viz téZ p¥. 8,16/.

Definujme funkeci ¢ takto:

t € ( 0,4000)=> () =1-¢"",

poloZme navic @ (+00 ) =1,

ey

Pro K,ﬁ € X poloZme

g, &5 = @ Al uea] ), e aci, BEB.
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* %k
.8,20.

¥
8,21.

DokaZte, Ze
AN AN
1/ &islo P‘?(A,B) nezdviei na vybéru mnozZin A,B ze tffd A,B ,

2/ 9% y ©,) je Uplny metricky prostor.
Pro libovolnou mnoZinu M &€ 77£ oznadme symbolem a(M) t¥idu viech
mnoZin ekvivalentnich s mnoZinou M .
Potom plati

3/ AB €W =

a/ e{A U BY = o(A) U e(B) ,
b/ e(A N B) = e(A) N e(B) ,
¢/ e{A=B) = e(A) - e(B) ,

4/ Qefinujeme-1i zobrazen! Fy, F,, Fy =z 7 x P do 7 pred-

pisem
A N
F,(8,8) =RuB=AuB,
A A ~ ) P
Fz(A,B) =ANB=A4NEB,
Valla) Fa) ) ~~
F3(A,B) # A - B = A-B ’

' S )
jsou zobrazent F; , F, , Fy na 9% x 7 /s obvyklou metrikow

spojitd,
5/ predpoklédéme-1i navic P € 7/ a definujeme-1i zobrazeni F,
Pl N\
z dX do J predpisem

Fa) e el P
F,(8) =P =1 =P,

-~

Je F4 spojité na 79 /vée a metrikou p% ! /.

Studujte vzéjemny vzteh Jjednotlivych metrik z prikladd 8,15 - 8,19 /tj.
Je-1i napf. pravda, %fe (@, (E,F) = @ (cg , ¢p) aj./. Studujte téZ kon-
vergenci v jednotlivych prostorech !

Bud déna matice redlnych &f{sel /nekoneZnd/, (u, m)+w
“on,m=v
Predpokldde jme, Ze
00
1/ pro kaZdé n € N fada Z W,.n konverguje absolutné, oznalme
) mef *
vn = MuT %'m ’

2/ pro ka%dé m € N existuje w]-.rigﬂ un.n » oznalme u, -nlilono%’m ’

3/ budto a/ Yo Yei,m PO kazdé m,n anebo

I\

b/|un’m| o pro kadé n € N a vlechna m € N ,
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pfidemi fada > s, konverguje .
oo mat
Poto imv_ = tJ.
° ‘ ™ %—aroo n ﬂg‘l Y 0 J
3 >
1 u = 1lim u .
n->00 mZ-»r n,m m=4 n>00 I,0

Doka%te !

“ VyJd&te ze zdkladniho proetoru ve cvifen{ 2,21 a poufijte Leviho
a Lebesgueovu vétu !

E
8,22.| Bud P zéklednf mnoZina, (3Z,A) zékladni prostor, necht & je aystém

véech funkef na P s koneinym abstraktninm integrélem.
Definujme nyni systém funkc{ ¥ s definisnim oborem P :

£ € W &> pro libovolné funkece g,h € &£
tekové, 2¢ g =0 = h , jest max(g; min(f,h)) ¢ £ .

Poznémka : velmi mnoho autord definuje systém méfitelnyech funkci prévé tim-
to zplaobem; v dal3im uvidime, jaky je vztah systémi A a W .

Funkce ze aystému W nazyve jme pseudom@fitelné.

DokaZte nédsledujici tvrzeni:
vV g€ W, vt = £ €W
2/ £ C W,
i/ £ € W ,ne & , |g|£n = r e & |,

4/ 2. € W , £ —> f kb = £ € W

ﬁouﬁijte Lebesgueovu vétu ” ’

s/ A C W , na priklads 2,10 ukezte, Ze nemusfi byt L = W,

6/ £ € W , a€E = a e W ,

7/ fl,fze’)f =3

a/ max (fy , £5) € W, '
b/ min (f; , £,) € W,
e/ £+ £, € W, wé-11 soudet smysl sak.v.,

8/ £ €W = ¢t e W ,
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*
8,23.

*
8,24.

* ' .
9 f. € W = s;:_pfne’lfl,atnffné’}f‘ ,
ul}gsupfne%/’,‘ lim inf £ € ¥

10/ £ € W ,

NS00 -

g,h € & g§=<f=h = fe£ ,

11/ £ € W, gh € £ = max (g min(f,h) € L

” poloite g; = min(g,0) , h, = max(h,0) a ukaZte, Ze

min(g ,h) = max(g; min{f,h)) = max(g,hl)J .

Definujme nyni systém mnoZin L  takto :

Ae N < e, € W /viz pFedchozi cv. 8,22/.

Mno%iny ze systému S
Dokaite, Ze
1/ systém M tvort
nice 7,2/
I’ pouzi jte vysledid
2/ M nemusi byt
PENM,
” viz napf. 2,5_"

nazjvejme p seudoméPitelné,

(¥ - okruh podmnoZin mnoZiny P /viz defi-

‘pPedchoziho odstavee | ,

0’ -slgebra /viz 7,2/, tj. nemusl byt

3/ N C M, na prikladé ukaite, %e nemusi byt 77 =M .

Piedpokldde jme, %e Deniellovo rozsifeni splnuje jedté daldi axiom,

axiom 9 : existuje funkce g ¢ ¥ tekovd, Ze

0 ¢ glx) =

1 prokaZfdé x € P ,

tj. k axiomim lz - 3z y 4, - Ta piiddme Jestd axiom 9 .

Ukaite, Ze

1/ axiom 9 nemusi byt vidy splnén , tj. pfeandji - existu.ji prostory,

splnujici lz-.:;Z ’

4,~7, a nespliujict axiom 9

[ viz naps. 2,00 |,

2/ plati-1i axiom 9 , potom A = B fviz 8,22/
”buﬁsebﬁ takovd, Ze O ¢ g{x) = 1 pro kaZdé x € P,

d £ € W
g, €X , £

poloite f = max (-ng , min(f,ng)) a ukaZte, Ze

—> |,

3/ platf-1i axiom 9, potom & = M /yiz 8,23/,

4/ viz téﬁ pio 8.25 .
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8,25.

8,26.

8;27.

Bud P € 774 . Potom jJeaxiom % /viz 8,24/ splnin.

Dokazte! )

mli AP =0, jo tvrzeni ziejmé. Bud tedy P > 0.
Podle definice existuje posloupnost f € z , S ep o -

MdZeme pFedpoklédat, Ze fn-l’-' 0 /pro¥t/'a %e AL » 0 pro viechna
n /pro&?/. PoloZime-1i '

o0

Ll x)
Gi{x) = - Z :: y &(x) =mn(G(x) ; )
ne1 oPap o

/vig téﬁ 8,28!/ , vyhovuje funkce g poZadaviim axiomu 9 . "

Na konkrétnich p¥ikladech jsme vidZli, ¥e nskteré obecné vlastnoati riz-
nych systémd mohou~byt v Daniellové roz3ifenf splniny, ale také nemusi
byt spln¥ny. Kup#ikladu miZe, ale nemusi byt P € 7722 /p¥. 2,5/; miZe,
ale nemus{ byt splnin Stonedv axiom 8, /viz p¥. 8,11/ &1 axiom 9
/viz pP. 8,24/, systémy /. a W vBech m¥fitelnych a pseudoméiitel-
nyeh funkei /viz 8,22/ se mohou, ale nemusi shodovat aj. Budeme se zaby-
vat nyﬁi témito problémy trochq podroimé;}i - poloZime tedy kromZ axioml
1, = 354 4, - Ty na celou teorii je#td daldi axiomy a budeme zkoumat
Jejich vzédjemny vztah. V dal#ich p¥ikladech proto vZdy pPedpoklédime, Ze
pivodni axiomy 1, = 37 , 4, = 7, Jsou splniny. )

Krom# Stoneova axiomu 8; /viz cv. 8,11/ uvafujme jedté dals{ axiom 8:

/ jakysi '_'zeslébemf" Stonedv axiom/

axiom a’; : £, £20 = mn(f,l) el

/aby na tomto m{st® nedo#lo k nedorozuminf, umluvme pe, e symbolem 1
budeme znadit funkci, kterd na mnoZfin®d P nabfvd viude hodnoty 1 / .

1/ Uka%te, Ze z platnosti axiomu 8; plyne:

a/ £f € 2 = nex(f,=-l) € 2,

b/f €EZ, a >0 = minlf,e) € 2,

e/t €} = ma(£,l) € B, mxif,-) € 3,

. *

d/ axiom 8 ’

e/ £ € & = min(f,1) € . £ ,

/e el = mng,) €A,

. : *

2/ Na p¥ikladd® 2,8 ukem¥te, Ze axiom 8 miZe byt splnin a axiom
' 8. nikoliv, tj. z a¥iomu 8: neplyne axiom 8, .

$
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8,28.

8,29.

3
3/ Déle ukaite, %e z platnosti axiomu 8, plyne:

a/ cely prostor je pseudomé¥itelnd mnoZina, tj. P € A /viz
8,23/

[ néte wézat, ze op € W -k tomu je nutné a stadf dokdzat
/viz definice 8,22/, Ze

max (g ; min {cp; h)) € L , kdykoliv gh € £
g < 0 £h , co jest jiZ snadné |,

b/ £ € XL = min(f;1) € £
I gin£;1) = minte*;1) - = |,
e/ £ €/ = mn(5;1) €4,

&/ £ € W = mn(f51) € W,

»*
4/ Na priklad¥ 2,8 ukuite, %e z axiomu 8, neplyne je#t& P € 77 .

Predpoklédejme, 3¢ P € . /viz 8,23/. Potom platf:

a/ £ € £ = min(r;l) € £

[[Tdefinice systému H" - viz 8,22 - lehko ukdlete, Ze
min(f+;l) e &£ a dale pouZijete vztahu
win(£;1) = min(£*;1) - £~ |,
b/ axiom 8: ,
e/ £ € W =  ninl{f;1l) € W7
mne piimo z pf. 8,22 - Tb a ze vztahu cp € W,
tj. ze vztahn 1 € " /viz dmluvu v 8,27/ |,
@/ £ el = minlf;n €4

” plyne z definice systému mEiitelnych funkeil A a ze vztahu
£, —> £ = min(fn;l) —> min(f;1) , .

UkaZte, %e tvrzeni a/ - d/ zdstanou v platnosti i tehdy, pfedpokléddme-
11 P € 77

| plyne okamfit® ze vztahu /7 C AL - viz 8,23 ” .

UkaZte, Ze plat{ ndsledujici ekvivalence:

PeM & [fex , £20 = mn(f;l)ex]

” viz 8,27 a 8,28 . "
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*
8,30.

Podle cviéeni 7,13 - 8/ méd mira (;Z /= Tcu / definovand na systému
viech podmno%in mnoZiny P vlastnostl wnéj3f miry /viz 7,12/. MdZeme
tedy definovat systém 270 ((l"f.) vBech 4 - méFitelnych mnoZin podle
7,15. V Daniellovd roziifeni mime nyni{ t¥i systémy - systém 777 viech
m&fitelnych mnoZin , systém <* vSech pseudoméiitelnych mnoZin /viz
8,23/ a nyni i systém 7% ((ﬁ) v3ech (Ifz - m&fitelnych mnoZin.
Ptdme se, jaky¥ Je vzieh t&chto jednotlivich systémi.

Doka%te nésledujici:

1/ 7 C M /viz pP. 8,23/
2/ M C (L)
” Mdte -dokdzat ndaledujici impi:lkaci:
A e M = pro libovolnou mnoZ%inu T 8
AT+ Jest  A(TNA) + A(T-A) = AT
/rozmyalete !/.
Bud tedy A € AL, (LT < + 0 , Uraite, Ze existuje funkce
h €L takové, ¥¢ ¢y £ h , Ah = 4T . Polofte h = min (n.c;;h).
Protofe h, —> c¢,.h , plyne odtud, Ze o,.h € W , ze vztahu
0 £ ¢,.h = h plyne dokonce, %e c¢,.h € X /viz 8,22 - 3/ /.

Odtud jiZ lehko odvodite, Ze

A NT) £ A (e,

AT -8 £ FT -4 (eun) .

2 dokézanych vztahd nédm nynf plyne, %e vidy 72/ C M C 332’(@)
Na pfikladech ukaZte, %e mezi t3mito systémy nemusi nastat rovnost. Pro
daldtl pouze je¥t: poznamenejme, Ze kaXdy ze systémd 7724 , A,
(ALY tvord (" - okruh podmnoZin mnoZiny P /viz 7,2 / a %e vidy
P E (L) [fviz 7,16/,
Soka¥te dédle, Ze

3/ plat{-1i axtom 9 == 7% = A /fviz 8,24/,

4/ je~ri W = M , nemusi je&td platit axiom 9

[ 28 zékladnt gystém funkei Z vezmite systém vBech funkei tvaru
f(x) = kx na intervalu (0,+® ) ,pro £ € 2, f(x) = kx

poloite Af = k- “ ’
* %

5/ u%:%/ﬁ)#—‘} P € M
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*
8'31U

"—a—/ Je-li S = WZ(C&:) » Jo P €M podle predchos! poznéuky.
v/ Bul tedy P € M a E€ D(AL) . Méte ukézat, He
cg € W" . K tomu musite ukézat, ¥¢ min(cy;h) € Z
kdykoldiv he & , nh 20 |,

6/ T = FL(AL) & P e
[aropst o P ozt , 3011 7% = (A% Ar

b/ Bud P e . . Podle 8,25 je splnin axiom 9, tedy 7 - M
/viz 8,24/ a podle predchozi dstl - jolikoZ je P € % A "

1 M= ]

2 prévé dokézanych vieledkd tedy plyne, Ze
7 W= M = ZAWAR A R

Obdobné jako jsme definovall riizné syetémy "m&Fitelnfch" mno¥in - totil
systémy 7 , M a @t(A) - mhieme definovat i rizné .eystémy
*m3#itelnfeh® funkef. Prednd méme definovén systém viech méritel-
nfech funkel a systém F~ viech pseudomdfitelnych funkei /viz 8,22/,
Vzhledem k touu, %o systémy 7t , M, W (&) tvoari O - okruhy
podmno#in mmo¥iny P , miZeme ddle definovat aystémy . (772) ,
Ay , A(PE(AL)) vBech 7¢ - miFitelngch, A - mEritel~
nfch &  #L (&) - m¥ritelngch funkct podle 7,23 a podle posndmky v od-
stavei 7,25 /uvddomte ai, Ze nemusi byt P € 7L ani P € M 1/,
Jakyj bude nynf vztah tdchto systémd ? '
Dokafte nésledujfct

of Nc W

If_ viz 8,22 __u,

v/ plati-11 axiom 9, jest A = W
8,2¢ |,
o/ A(W)c A(M)c A (i) ,

WPEW SAM) = NM) = A(W(AR))
Ir—a,3o-7/_]

o ALM)c W,
TreM = A(M) =W,

g/[fGV#{xGP; £f(x) < c}EJL pro libovolné céll]
> P €M
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: ¥
8,32,

*®
8,33,

*
8,34.

ﬂ_:muu-n ro funkei rovnou ) na mnoiiné P , jest zfejmd
£, € 7" & napt.

{xer; g0 < 5} = P _J,
h/[r e A = {x€P; fn < c}e® pro Livovolns
c € 31] ‘= P € WL
[ postupujte stejnt jeko v &/ | .
0dtud jii lehko dokéZete, Ze
i/ Pem S A=W =A(mw)=A(NM) =./[(?32((E)) ,
specidlng tedy-

J/PG??Z‘#[:EA & pro xataé ¢ € B, jgest
{xer; 2n < e}e ]
V poslednim tvreeni je obsaZena velmi adlleZitd charsakteristika m&fitelnych
funkei ppmoci néiitelnyech mnofin.

Necht platf axiom 9 ~ viz 8,24 - potem
(1) : existuje posloupnost funkel £, € Z takovd, Ze

00 .
2 |gtm|= +  prokaiaé x € P .
=7 ,
Bud g € £ takovd funkce, Ze O ( g(x) € 1 pro kmZaé x€ P,
Potom exiatu.je'funhce h € ZR takovd, ¢ h = g . Ddle pouiijte
defintcl systém z° . |

Necht platt (1) v 8,32, Potom

(2) : existuje posloupnost fumkei g, € 2 takovd, Ze
- oo .
g >0 a (u(,an)=0, kde

G, = {xe P; gn(x),=0} .

[ stast polazit g = |f£ | :_ﬂ

Predpoklédejme, %e P € A /viz definici 8,23/ a e plat! (2) s cvi-

Zeni 8,33. Potom plati axiom 9 /viz 8,24/,

H Je-1i AP =0, je tvrzeni zfejmé. Bul tedy g, posloupnost fumkct,
JeJif existenci rarufuje (2) v 8,33,

Ukaite, Ze

8/ Ag > O alespoh pro jednu hodmotu n ,
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b/ lze predpoklédat, %e Ag > O pro vSechny hodnoty n .

min(h(x); 1) Jje-1i

o
R A

PoloZte h(x) =
=7

28 A .
*n ~1 Je=1i h(x) =0 .

Uka¥te, %e funkce g méd vliastnosti potfebné v axiomu 9 . ||

8,35? Predpokléde jme, %28 P € AL a %e platl axiom 9 /viz 8,24/.

Potom plati
(3) : e stujf mno¥iny E € 77 takové, Ze
=]
P= nLg)fEn a 4B < +o0 pro kaZdé n .

(Toto Je vlastnost, vyjadfujici tzv. O - kone&nost miry - viz 7,29/.

” Uvddomte si piedn¥, Ze podle 8,24 Jest 7 = S .
Bud g funkce, jeJi% existenci zarutuje axiom 9 . Polokte £

=m1n(1;ng),En={xE P fn(x) = 1} _._”

-
b=

8,36, | Pfedpoklédde jme, Ze je splnna vlastnost

(37) : exiatujl mnoZiny E, € M. takové, Ze. P = nLjf E 6 »
(a:En { + 00 - pro kafdé n

/uvédomte si, %e miru 4 méme definovénu pouze na systému #L
a Ze gz uvedenych pifedpokladd neni ihned zf-e..jmé, e I = M /.
Potom P € M a je splnén axiom 9 /a tedy M = MM /.
"—P € M  plyne z toho, Ze systém A tvoirt & - okruh .
Je-li (&P =0, Je tvrzeni zfejmé. UkaZte déle, fe mnoZiny E,
v (3°) 1ze volit dokonce disjunktni, poloZfte potom
& 1

hos 2

n=1 R | Cr’z,“(nn)

cEn y & =min{(l;h) . "

8,37.] UkaZte, Ze

1/ axiom 9 a vlastnosti (1) , (2) , (3) jsou epluény v pFipa-
& wP=0,

2/ axiom 9 a jednotlivé vlastnosti (1) , (2) , (3) jesou
ekvivalentni, jestlije P € M a CZLVP > 0.
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8,38, Z pfedchozich vysledkd odvodte nédsledujici velmi zajimavou vlastnoat:

P € 7 & exdeatuii mnoliny E € 2 , wE ( + X ,
00
P = 7!L=J4 E ,
tj. prostor P mé @ = koneZnou miru, prévé kdy: je maFitelng.
l] Je-1i P € 7 , Je splnin podle 8,25 axion 9 a podle 8,30 - 7/

jest S = 772 . Déle pouiijte 8,35. Ostatni je jii snadné.

Dokaite ostatn® toto tvrzeni té% piimo. Je=1li P € 77 , existujf
funkece f € £  tak, Ze f  _7 cp . Predpoklddejme, e P > O
a uveiujme mnofiny E = {.x € P, fn(x) 2 % }. Podle 8,31 - j/
Jest B, € W o ztegnd wE < + o0 ., Obrécené tvrzeni plyne

zvéty],:i_._“.

*
8,39, | Pfedpokldde jue, %e je splnina vlastnost (1) 2z 8,32. Bud h € A R

h 20, c=oup {Af; £E€X , 0£r< n}<+c0 .
Potom h € &£ a Ah =c¢ . Dokaite !
[ Bud £ posloupnost funkef z vlastnosti (1) , poloite

by = min (5] + .+ (2] n) .|

Poznémka: tato v3ta plati i tehdy, predpoklédédme-1i pouze h € W~ .

*
8,40. | Projddte gsi Je5tE Jednou cvifeni B,27 - 8,39 a snaite se pifehlednd a gra-

ficky si znézornit vdechny implikace. Sepite si té%, co lze viechno tvrait
v p¥ipadd, e P € Pt !

ﬂ P € X =
a/ existuje funkce g € £ tak, e 0 < g(x) £ 1 pro ka%dé
x € P /axiom 9/, nelze obrdatit,

b/ [f €X = mn(f,l)€ XL ] /zeslabeny Stonedv axion/,
nelze obrétit,

o/ = M = T(E), lze obrétit
/speciélnd: E € ¥ & pro kafdou mno¥inu T C P Jest
AZT= A(TNE) + J(T-8 /

as A=W = A (@AY ) 5 1ze obrétit, tedy
feN & pro libovolné funkce g,h € & , E% 0£n
Jest max(g; min(f,h)) € £ <>  pro libovolné ¢ & E; Jest

,{xep; £ < }e @
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e/ mnozina P mé O’ - koneZnou miru, tj. existuji E, € 77 ,
. | s :
En { +00 P = n!;)f Er! » lze obrétit,

£/ viz té% jesté cvifeni 8,41, 8,42. |

*
8,41, | Bud P € WL . Potom

1/ frel = sign £ € N . DokaZte !

Plati tato implikace i1 bez predpokladu P € 37 ?
Plyne z platnosti této implikace ji¥ P € #¢ 7

1. f,g et = sfg e
[ Poar. 8,31 gest A = 72 (&) " a podle 7,24 Je soutin dvou
o - mEritelnych funkef opst & - méFitelnd funkce |-
Lze posledni tvrzeni dokdzat i bez pFedpokladu P € Z7£ *
Plyne z této implikace jiz P € 72 ¢ /Viz té% odstavec 4,3 ze skript

I1.8erny - J.Maiik, Integrdlni pofet I - co se v dikazu vlastn® pfedpoklé-
aé 7/ '

*%
8,42, [Uvedme jektd jeden abstraktnl problém. NejdFfive si viak dokaZte ndsleduji-
¢l Jjednoduchou, ale uZiteZnou v&tu. '
*"Budte (Zy, 41} 4, (Z,, 4;) dve zékladni prostory nad stejnou mnoZi-
nou P . Budte x,, ’ 0‘62 p*isludnéd sysiémy funkel 8 kone&nym
abstraktnim integrélem 4, , A, . Potom plat:

Z]e [ncg,

z, ¢ Z, a ME=Af pro £ € 2 & pro.f € Zp|.

[21=.2’,_ a MFf=Af pro £ € Z,

Ve cvifeni 7,38 jsme uvedli ndsledujici v&tu - bud (2,A) zékladni prostor,
provedme Daniellovo rozireni, dostaneme trojici (P, 7%, .« ) . Oznalme
symbolen E ayatém vdech jednoducbjch funkef na P 8 2 (N(E)) < +00
Pro funkce ze systému Z mdZeme definovat integrdl A jako v pr. 7,37
/vie ai zopakujtel/. Ziskéme op#t zékladni prostor (E,-A-) , miZeme op&t
provést Deniellovo roz¥ifeni, doataneme aystém .% a integrdl A na
ném.

Ptali jeme se, je-1i splnéna podminka

(1s) : &£ =& a ae=ir profex=£..

Vid¥li jeme té%, Ye odpovdd na tuto otdzkm Je positivni v pFipads, Ze
P € 77 . To tedy znamend, %e podminka P € 77 = je postadujfci pod-

minkou pro platnost vztahu (LS). Hledejme nyni n&jaké dalsf postadujicf -
#i nutné - podminky pro platnost vztahu (LS) .
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¥
8,43.

DokaZite ndsledujici:

1/ (1S8) nemusi byt vidy splnéno
” vig p¥. 2,5 , kde jedinéd m3fitelnd mnoZina Jje prédzdnd mnoﬁ:l.nf_JJ,

2/ predpokliddme-1i, 3¢ A = W /fviz 8,22 /, doka%te, e libovolnd
z hésledu,jicich podainek je postadujici pro platnost (LS)
a/ Stonedv axiom 8 /viz 8,11/ ,
b/ zeslabeny Stonedv axiom B:' /viz 8,27/,
c/ f,8 € 2 = f.g € Z,
a/frez, £tz0 = el .

Je n&kterd z téchto podminek i podminkou nutnou?
Jaké je situace v piipedd, ze neni A = W' 7

*¥%3} V tomto pfipadZ je nutné trochu pozménit definici Jjednoduchych funkef
vzhledem k systému M . ' '

V dal3ich nékolika piikladech se op¥t omezime pouze na Lebesguelv integrdl
v eukleidovskych prostorech /tj. pfedpokldddme, %e zékladni systém Z = C
& Af je Riemanndv integrdl ples E, /. Nékterd tvrzent by bylo moZno

r

téZ vyslovit obecné ji, nebudeme se tim v3ak zabjvat - pFenechdime toto Zte-
néfi.

Pro libovolnou mnoZinu A C E, & pro libovolné k > O znatme A(K) =
= AN <{=k,+k> , pro libovolnou funkeci f , f = O a pro libvovolné

k > 0 znadme gymbolem £¥) funkei /neplést s derivacemi!/ definovanou
ndsledovné

f(x) pro ta x, prond% f£f(x) « k ,

'k pro x takovd, %e f£(x) > k.
Dokaite, Ze
YV A€W, , x>0 = a®e k.,

2/ teld, ,£=0,xk>0 = f“‘)e/LM .
3/ je-li memf,fe/LM , £ = 0 na M, potom
red, o fPeZ pro kazdé k ) 0 a

1im f f(k) Je konedna |
k=00 Mﬂ;} ) (x)
/V tomto pPipad¥ pek z¥ejmé £ =1im _/ f /e

M k-s00 jalk)
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" Nédvod k dikazu posléd.niho tvrzeni:
o/ jo-11 £eZ, ,dest £¥e & )  prokazaé k> o
a pouZije se Lebesgueova viéta ,

b/ oznalme a = 112 ;!/(; )f“‘) s pro libovolné cel¥ r oznalte
*

= {xew; 2F< zm ¢ 277 N

ddle poloite

Q—oo {xell; f(x)=0}‘, Q4 o0 ={IEM; £f(x) =
=+oo}

a definujte funkecei F takto:
4] Pro X € Q_ .
F{x) =42r+1 pro x € Q. ,
\ +0 pro x € Q4 ,

lehko ukdZete, ¢ F € &£, a |f|% F, odkud jiZ vyplyne
tvrzeni . |
Poznémky :

1/ Jak by bylo moino vyslovit uvedenou v&tu pro prostory vyssi dimense
&1 pro abstraktni prostory 7

2/ Uvedenou v&tu by bylo moZno zobecnit. Plati ndsledujici:
“oud £ €A, £20, WEW, . Poton
f£E °(£M = £l9 ¢ x”(p) px;o viechny hodnoty p,q

a lim f(q) Jje konelnd " .

P-,+m Ho)
Bylo by ov3em tieba vyav&tlit, co se rozumi *dvo jnou” 1limitou
lim - ¥tenéfe je mo¥no odkézat na knihu V.Jarnik, Diferencidlni

Pr+oo
g ++o0

podet II .

8,44.| DokaZte ndsledujicd tvrzeni.

Bul f libovolnd funkce na mnoZing s C E, « Pro libovolné a,b € E, ,
a { b oznal‘me fz:; funkei definovancu piredpisem

£(x) pro ta x € M , pro n&%
as fix) < b,
(b)
(x) = b pro x € M, £(x) > v,
(a) \
L Pro x € M takovd, Ze f£(x)< a.



8,45.

8,46.

Je=l1i f € A , o Dotom je ft:; eAM pro libovolné a,b € E; ,
a <{<b.

” P#i ddkazu pouijte vétu 56. Je viddt, Ze vita zdstane v platnosti
i obecnd - stad{ predpoklddat - jak vyplyne z provedeného dikazu - %e
A= A(a) , tj. sta¥l pouze predpoklédat, e P € 7 /viz

8,31/. |

Zobecnéme nyni trochu tvrzeni z 8,43. Bud op&t f libovolnd funkce na
mno%ind M € 72, , ne nutnd ji¥ nezéporné, bud k > O . Podle predeslé-
ho cvileni 8,44 mdfeme utvo¥it funkei fgi) , znafme jl pro krdtkeat opét
f(k)/ ukafte, Ze toto oznadeni neni ve sporu s ozna¥enim z pi. 8,43/.
Potom plati:
je-11 £ € &, , et £B¢ €, ) Prokazdé k > 0
a Mff = Mn_ ;’/(;)r“‘)
DokaZite !
”;uii,jte vztahi
a/ £=f ¢,
PG BT ¢ B

a cvideni 8,43 . ”

Poznémnka:

Op&t nebylo podstatné, Ze jame uvaZovali pouze Lebesgueovy integrdly

v E:L s Dokuate se uvedenou v&tu zobecnit.

Na tomto migtd se dostévdme k teorlii ™zobecnényech" integrdli. Véta 2z pred-
chozfho odstavee ném k tomu ddvA vhodnou p¥{leZitost. VidEli jeme totiZ,

e za predpokladu f € L joi £¥¢ fme pro ka¥dé k > ©
a plati rovnost f f = linm f £k . MiZe se nyni atdt /uvedte pri-
M. k- +00 jyix)

klad !/, Ze posledni limita existuje, aniZ existuje konedny Lebeaguedv

integradl f f . V tomto pripadé limitu 1im L e useme nazyvat
M kv MK

Q-integrélem funkce f phes mnoZinu M . Presn¥ji, bud M C B, , £
funkce na M , nechf pro kazdé k > 0 Jest £¥e £ 4 a nechf
exiatuje yvlastni 1lim f jt'(k) « Potom hodnotu 1lim f f(k) nagveme

ks+00 MK Ka 4o artk)
Q - integrdlem funkce f pies mnofinu M , znadme tento integrédl aymbolem

(Q) F[ f . Necht dsle symbol Qy znamené systém viech funkol na mnoZiné
M , pro n&Z existuje (Q) /{ £.
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8447,

UkaZte, Ie
-+f

1/ (@) f % dx = 0 /v nule definujeme funkci libovolné/,
1

2/ (Q) bfﬂf—’ dx existuje
rvizpi‘.3,4__]|,
VL EQ, E~T D BE G,
s/o ch,
5/f,seql,fég MI%-(Q)}/fé(Q)i'/.s.
6/£€Q , £20na M = £€X, a(L)fré(Q)/r
. M M
[ viz cvitent 8,43 , viz té2 8,50 -1/ |,
7/ €EQ, a€ER -—‘)-:eq,,(q)/ar-a.(a);’/-r,
8/f €Qy, NCM, NEM 335 f € Q,
4
1
"T:l_zkwi‘ﬂ:lndu (Q)[;dx__l,
9/ £,g €EQ K> r£+g8 € Q.

10/ £,8 € Qs £+8 € Q O (@ ;’ff-l-tq);’/‘g=(a)»/(r+;).

¥ ddaledku poslednich t*{ negativnich visledkll jJe viddt, e Q ~ integrdl
nemd potFebné vlastnostl integrdlu /tak, jak jsme Je formulovall v ivodu
prvni kapitoly/. Z toho divodu zavedeme ndsledujici "zobecninf integrdl®.

Buld £ 1libovolnd funkce na mmofin¥ M E 7, .Pukei f nasveme
B - integrovatelnou na mno¥ing N , Jestliie
o/t € Q /tJ. je-l1 £ Q -~ integrovatelnd , viz 8,46 /,
b/yl}rny. (a,’{xEI; f.(x))y}-o.
Systém vSech B - integrovatelnych funkci na mnoXind M oznalime symbolem
By » pro funkce f GB. definujeme B - integrdl vztahem

(B)ff’(@[f.

M

Dokaite, e
v £, C By C Q
hl—vuktmtoﬂ.s,&_l,
2/By- %, ¢4¢,
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3/t €By, £20 = teX,
ﬂu- pk. B, 46 - 6/ &i a.so-x_/J,
1
4/ (B) f 1 ax neexistuje ,
-1
5/ £ E€EBy, g v~ f => gE€B,
GIfGBu’ aGEléafGBl,(B)f f-'ao(B)/f,
' =3 B I+ = (B o B
7/ £,8 € By (f*a)GBu.()”f(+s),()/+()Hfs.
8/t EBy, NCK, NEMWM, 56 ¢ ¢€py.

8,48.| Ukédieme jeﬁ"t.é Jedno "zobecnini" Lebesgueova integrdlu. Dokaifte viak ne jari-

ve ndsledujici tvrzeni.
Bl 0 £ a (b<€+00 , fefﬁ(a’b). Potom pro libovolné

yE (Om) jest eV.fx) € Ly, 4y &

(L)fr(x)ax ;._1,-0 af oV .f(x) ax .
mzw, Ze

x € (a,b) . ’G(O,Q-CO) = I,.- -f(ﬂlé lﬁﬂ] € x(a.b)

a pouiijte kupFlkladu vitu 60 .. |
Bud nynf opét 0 £ a (b £+ 00 ,bud f funkce definovand v inter-
valu (a,b) 9 nech%

a/ prokatdé y € (0,400 ) jest e N.f(x) € s&(a’b,‘,

b/ existuje ylaatnf 1lim eV f(x) ax .
¥4 a

Systén viech funkci, vyhovujicich cbima timto podminkém, znadime symbolem
E(a,b) 3 pro libovolnou funkei £ € B(a,b) pek definujwe jeJi E - in-

tegrdl pies interval. (a,b) vztahem

‘E) f‘ .f(!:) dx .

y-vo_._ a
Dokaite, Ze
”xta.b) ¢ Eca,b) ¢ Ata.b) ’
2/:,553(&’”, x,F € B => at+ Lg € B,

(8) a!(tf+ﬂ@=¢<=§/fr+ﬁ(na a/f
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8'49-

l *
8,50.‘

3P E€EL O [t € By
4/ £ € Ea,p) ? r=0 = f¢€ 2",(a,b‘}
[ Gokazte primo &i pousijte 8,50 - I/_“ ,

0o o
5/ (B) /sinxdx=l , (E) /cosxdx=0
o
”ﬁz 4,47 & 4,48 |,
oo
6/ (E) ofﬂixdxhz’f
[viz 6,22_],
7/ (E) 0/ 22X ax  neexstuje

Mviz 6,72_|,

o o0
o/ m | E ao o7, B [ L= £
2 xoﬁ 4 }/’;

viz 6,75 | .

0 dal3ich"zobeenZnych™ integrdalech se zde nebudeme zminovat.

0 tiech velmi ddleZitych piipadech Jje moZno se doéist v knihéch V.Jarnik,
Integrdlni potet I /nevlastni Riemanniv integrdl/, V.Jarmik, Integrdlni
potet II /nevlastni Lebesguedv integrdl, Perroniv integrdl/.

Porovne jte navzdjem jednotlivé "zobecniéné" integrdly !!

Bud M € 7% P symbolem Ty oznafme systém vdech funkci na mnoZin& M
takovych, Ze

a/ .:sz C 'I‘M C -AM .
Nechl-ka%dé funkel £ € T, Jje pFiFazeno jisté redlné ¥islo - znalme toto
symbolem (T)ff - tak, Ze
M
v/ £ € ZL =‘>(L)/f = (T)/f ,
M # M
¢/ £f,8 €Ty, £ < g na M%ﬁT)Jfé(T)}f/\g
/lze tedy Fici, Ze (T) /"1/‘ Je jakysi *"zobecn¥ny integrdél*, i kdyZ se ne-

pfedpoklddd napi*, ani linearita/.
Potom plati

=
(I) £ €Ty, £20 na M = r e XL, .

DokaZte !
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*
8,51.

®
“Buc'l fETM,fa-—o.PotomfeffM . Pro libovolné k > O
funkce fgk) definovené pfedpisem

/f(x) pro x € M N {-k,k> , jJe=li f(x) = k ,
28 (x) =—-—\-—k pre x € MN {=k,k> , je=li f£f(x) > k ,
0 pro ostatni x € M

lezf v aystému Z,  /uka¥te ! , viz té% 8,43 /, tedy podle predpokla-
du je £k ¢ Ty » Ze vztahu Rz g pak plyne , Ze

(L)M/f“‘)- = (T)Mfr(“) < (m / £

0Odtud napf. podle Leviho véty /£8)_" £ / plyme, ze £ € &L m |

Pognduly.

1/ Jeliko3 viechny zobecn#né integrdly /Q - , B - , E - / splnovaly
viastnosti a/, b/, ¢/, vyplyvéd odtud, %e funkce, majic{ "novy
zobecndny” integrdl a nemajici Lebesgueldv integrél, mohou byt pouze
funkce, které mdni gvoje znaménko /viz 8,46 - 6/, 8,47 - 3/ ,

8,48 - 4/, viz té% obdobny piiklad 3,22 - v/ /.

2/ Ukaite, Ze také plati:
(1) £ € 1y~ £, = |2] ¢ T
| kayby |£| € T, , bylo by podle I téx |t|e X,
a podle vty 44 té2 f € ZM J
(111) £ € Ty - L, = (D) {|r|
] plyne okamiitd z pi‘e_dchoziho, srovnej pro zajimavoet se cvide-
nim 3,22 - ¢/ _|.

Je tedy vidé&t, ¥e zobecnZné integrdly, které nejsou Lebesgueovyml integré-

1y, jsou vlastnd "neabsolutnd* konvergentni integrély. Lebesguedv integrdl

Je pak podle v&ty 44 “absolutnd" konvergentnf. /Srovnejte téZ s teorit
tad a s teorii zobecn¥nych soudtd !/.

Uvedeme nyni pi’-:f.klad opezené funkce £ ne intervalu <{0,1> takové, Ze
existuje (N} f f & neexiatuje f £ .

- o

g_i_gg. Na druhé stran& musi existovat primitivni funkce F k funkei f
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¥
8,52.

x
8,53.

na intervalu {0,1)> , tudfZ mpoZina bodl gpojitogti funkce f musl

bft hugté v intervalu <O0,1> /viz v&tu v p¥. 3,3/. Poddme tzv. Volterriv
pfiklad takové funkce £ ; nejdfive ovidem musime sestrojit mmo?inu v in-
tervalu {0,1)> , kterd by m&la kladnou niru a JjejiZ doplndk by byl husty
v {0,1)> . Uvedme ndsledujict p¥iklady ~ konstrukce mnoZin s uvedenymi
vlastnostml je sama o sob& zajimavd.

/Zobecnéné Cantorove diskontinuwum/.

V pfikladu 5,7 jsme sestrojili mnoZinu C v intervalu <(0,1) , tzv.
Cantorovo digkontinuum. UkaZte, fe C = { 0,1} - RQ E, » kde E  Je
sjednocent disjunktnich otevienjch intervalt B, ; /1 = 1,2,0..,2%7F /,
délke kezdého intervalu E, , Jje 37 a kaZdf interval E,; Je “wmistén
v prostfedni tifetind" nZkterého zﬂ_x; disjunktnich uzavienych intervald,
které tvoii mnoZinu 0,1 - }'L;)" Ey /precizujte !, zFejm& E =
= {0,1> - R , kde mnoZiny R, Jjsou definovény Jjeko v 5,7/.

Bud nynt k 2 3 a provedme obdobnou konstrukci. Bud C, = <0,1) =
- 5:)1 Fn » kde Fn Je sjednoceni otevienych disjunktnich intervald Fn,i

/= 1,2,0..42" /) xazdy z intervels Po, M Q6w K, Jeels F =
]

(a5 , by ) » Predpokldasme, %e by, < a, ; , kdykolly i < §
/pode jte precizni definici pomoci matematické indukece !/.
DokaZte, Ze

k=3
1/ Ck€m1 pro libovolné k = 3 , C“"fck= =

2/ Cy Je uzaviend mnoZina ,

5 ¥4 C, Je ridkéd mmoZina /tj. md prdzdny vnit¥ek/ - anebo jinak fedeno,

Jjejt doplndk v {0,1> je hustd mmoZina v (0,1 |,
*%
4/ C =Cl (kde C{ je mnoZina vdech hromadnych bodf mnoZiny CY) s

¥k .
5/ Jjakj bude Jordan - Peaniv objem mnoZiny Cp ?.

/definici viz v dodatku D III /.

Bud {xl 2 Xp g eves } mnoZina' vSech raciondlnich Zisel v intervalu
(0,1). Zvolme posloupnost redlnjch &isel cS;( tak, aby

[>2]
p !
2/ :%_1 S ¢} .
PoloZme

P= (0,1) - ‘g)" (x - Jk' x, + 5k) .
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Potom
a/ mnoZina F Jje uzaviend ,
b/ F € 7%, a &F > 0,
e/ F je #1dké mno#ina, tj. mnoZina {0,1> =~ F =

o0
= kk=)1(xk- 5]:, X, *+ 5]:) je bustd v (0,17 .

*) Jaky bude Jordan - Peandv objem mno¥iny F 7 /viz D III /.

- _

8,54. | Bud nynf A C <{0,1) libovolnd uzaviend, Fidkd mnoZina kladné miry
/viz p¥. 8,52, 8,53/. Potom mno%ina <{0,1) - A je oteviend, existuje
tedy spodetn# mnoho disjunktnich otevienych intervald (a , b)) tak, Ze

{0,1> - & = A, (an, b,) -

Definujme funkci F v intervelu <0,1)> takto:

/0 pro x € A ,.
F(x) = :

\

T~ (x - an)l (x - txn)z sin 1

(b -a )(x-a ){x-b,)
pro x € (a , b) .
Dokaite, Ze
1/ F je spojitéd v intervelu {0,1)> ,
2/ existuje vlestni derivace F' v <{0,1) ,
3/ F(x) =0 pro x € A ,
4/ F’ je spojith ve vSech bodech mnoZiny <0,1> -4 ,

5/ F° je nespojitd ve v3ech bodech mnoZiny 4 ,

6/ neexistuje (R) f P(x) ax ,

7/ exiastuje (N)f FP(x) ax =0 .

Exiatuje (L) /F (x} dx ?

*
<

8,55.| Definujte funkei G obdobnZ jako

minnlém pi. 8,54 pFedpisem

o] pmeA’

- 2 2 1l
{x - an) (bn - X)

sin 2 )a
(x—an) (b, -x

pro x € (an,'bn) .
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DokaZte, Ze
1/ G je spojitd v <<0,1>
2/ existuje vlastni derivace G v <0,1> ,

3/ G° je spojitd ve vBech bodech mnoiiny (0,1> =~ A & nespojité
ve viech bodech mnoZiny A ’

. 4
4/ neexistuje (m_ﬂ/ 6°(x) ax ,
b
5/ (N) Bf ¢(x) ax=0 ,

6/ Je=1li x € A , jo 6'(x) =0 a funkce G’ je neomezend v libovol-
ném okoli bodu x .

4
Existuje (L) df G'(x) dx 7

8,56? Bud { Xy9 Xps Xygeees } mhqii.na v8ech raciondlnich Zisel v intervelu

{0,1> . Pro libovolné £ > 0 oznalme

£ 3 '
Fi( E ) = (xi - 21“'1 ’ xi + ZT_I ) » 1=1'2.o-o. .

PoloZme ddle
‘ co )
F(E) = H Pj.( £) ,
2 1
F = M K H )
naqg
Dokaite, Ze

1/ F( &) Je otev¥end mnoZina pro kaXaé £E>0,
2/ wy (R(E) S &
3/ F je nespodetnd mnofina ,

4/ F???!% aCa’F=O.

* .
8,57.|Bud E € 9, , 4B <+ , rel. , £ 20;

oznatme Ek={x€E; k £ £(x) < ¥ } pro libovolné k.

Potom
- co
£ € 25 = E’ k. #4E, konverguje .
DokaZte !
"T/Ukazto ne jdfive, ke E, € 3?1',. pro kaZdé k € E, .
2/ Plati
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k.(a,_nk‘.'éffféihl). By .
&

3/ Déle ukaite, Ze

Mg

3
Y
<
A

Y kZ;o (k+)) « By ._J

Co lze tvrdit v piipadd, Ze 4B = +00 7 Lze uvedenou vétu zobecnit
i na obecn&jsi prostory 7 Kdy 7

* . '
8,58.| Bud B €7, , %EC +00 , £20, teld, ;

oznaéme ‘Fk= {x € E ; r(x)ak}' pxl'o kéEl.

Fotom

Ms

£ € .ff = &F,  konverguje .

~

=
(s v
" Ukazte, fe F, = H Epyq o kde mnoZiny E 3 Jsou definovény ste jnd

Jako v pitedchozi dloze 8,57. Poté pouZljte 8,57 . "

8,59. Bud B € M, , £ € £_ . Potom pro ka¥dé E>0 o

A x € E; £flx) =2 £} < + o . Dokaite !

I Bud &> 0, oznalte M, = {x € B; flx)2 E}.
PouZi jte vztahu

Eflfl = _{;[ﬂ +54|rlg{lfla €. wM,

a vity 44 .

a,eo’faua,re/LE s E€ W, , mE  +0o

Potonm
00

> Ca,_{x € E; _]f(x)[ = n } Konverguje .

f € ¥
E ‘na‘l

w
8,60. Bul £e A, Be M, , Hy= {x € BE; nl < 2(x) < n}.

Potom
+ 00
f € ff,E = 1Z’_m In] By konverguje .
. .
8,62.| Bl f¢ X , B €W, kK = {x € E; | 2] a_n}.
Potonm ll_’i& n. K = 0. Dokaite !

8?63. Gamma funkee.

Funkei /' jsme definovali pPedpisem
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8,64.

I (s) = /x*l.e-xu

a ukdzeli jsme, %e funkce /  je definovdna pro 8 €(0,# %0 ) ,

je na tomto intervalu spojitd a mé zde derivace vdech r4dd. DAdle jsme doké-
zali, %e 51_1&131_ 7 (a) = Ma T(g) = + 00
/viz pFiklady 3,43, 4,18, 6,24 /.
UkaZte ddle, Ze

1/ /(etl) =8, 7/ (8) pro s € (0,+0¢ ) ,

2/ /7 (n+1l) =n! pro n piirozené ,

3 /(L = /72 =1,

4/ existuje bod x, € (1,2) tak, 2¢ (x)) =0

[ pouzijte Rolleovu vEtu na interval (1,2) _ |,

5/ v intervalu (0,x,)) Je funkce /7 klesajict,

v intervalu (x,,* o ) rostouct, v bed¥ x, nabyvé svého minima

I azte, 26 777> 0 v intervalu (0,+ 00 ) , tedy Ze funkee
7'’ je v intervalu (O,+ 00 ) rostouci a vyuijte toho, Ze
y
/7 (x)) =0 >
6/ yl_i’% ¥ T(y) =1

- oo

"Tkaﬁte, Ze ‘_/\e"ng ax 51]_'; 7"(%) .

0
lin fe'xn dx =1 - viz pf. 4,22 | ,

a Ze
7 n*+00 3

7/ [ log /" (x) dx konverguje
”_— vyuZijte piedchoziho vysledku 6/ || |

O mnoha daldich zajimavych vlastnostech funkce /  se 1lze dodfst v kni-
ze V.Jarnik, Integrdlni podet II, kap. XVIII .

.
VySetfujte integrdl I(a) = f log (1-2acos x + az) dx !
g
UkaZte, Ze

1/ aé¢ E, = I(a) konverguje ,
e/ I Je spojité funkce v E, ,
3/ I Je funkce sudd v E, ,

4/ oznadf{te-1li pro kaZ¥dé pfirozené n € N

2n

x2"-
Ppm) = =, B(1) =R(-D) =n,
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r
Jest (R) [ log (1~2a coa x + aa) dx =n153'0% %log Pn(a)

“ nejdfive ukaite, Ze
2n

£ -1
———em— = (1..2t COBI+ tz) .(1-2t 008'121_?"" tz) eosnp
t° -1 "

+t2) pro t#+1

: -1) 7
sanew (1-2t cog (n n)

a poté pou:z:l.jte definici Riemannova integrélu ,
(R) ,f log{l-2a cos x + a%) dx =

n-1
= 1im Z . log(l-2a cos —— + a )__u

oo L=

5/ / 0 pro a € {=3,y1) ,
I(a) = \
: 27 logla] pro la|> 1

| pouZi jte vztahu 4/ , limitu lehko spoitete | ,

6/ I(a) = % 1(s?) = % 1(a%)

H_;.I(a) = I(a) + I(-m)

% 1(e®) + } I(-a?) = I(e?)
a déle treba indukee |,

7/ I(})=Xa) -2 T . log|a]

“ p¥imy vipolet __IJ '
8/ I(a) =0 pro a € (-1,41) ,

I funkee 1 je spojitd v intervalu <(=1,+1) ,

bud M = max I(a) ,
aed-1,+1)

poton z 6/ ‘plyne, %e

)] = | 55

I(aan)l < 5%— pro ka%dé ne N ,
odtud ji# lehko plyne terzent | ,
9/ I(a) =2 T ‘. logla| pro |a] > 1
[ plyne snagno z 7/ & 8/ |

10/ I(1) = ﬂ’.log4+4f{logsintdt ,
[]
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11/ /¥ 10g stnt at = - F 108 2
7 .
[ plyne z 10/ vzhledem k podmince I(1) =0 ,
viz t6% pF. 5,87, 6,30 _ |, |
r

’ -2¢08 X * & ‘
12/ a € (-1,41) = I'(a) = f 2 —5 dx = 0
9 1-2a cog X'+ a

N

[ eubstituce t = tg_f— 1,

13/ I(a) =0 pro a € {=1,¥1>

T piyne okam#its z 12/ vzhledem k podmfnce I(0) =0 _J .

8,65. | UkéZeme nyni jednu velmi zajimavou vlastnost aystému C| /aystém C

jsme definovali jako systém vBech spojitych funkef v E, , Jejich% nosid
je omezené mnofina v E./.
DokaZte ndsledujictf wvidtu.

Bud A 1libovolny funkciondl na systému C, , ktery spliuje axiomy
4, = 6, {nskdy ee Fikd, Ze A je positivni linedrni funkciondl na cr).

Potom funkciondl A spliuje 1 axionm Ty

" UkaZte nejdifive, %e ke kaZdé kompakini mnoZin¥& K C E, existuje
konstanta My takovd, Ze
|ag| = wg . mp { [2(0)]; x5, }

pro viechny funkce £ € C. prondf N(£f)C K

/N(Ff) Jje nosi¥ funkce £/.
0dtud ji¥ tvrzeni vyplyne s pomoci Diniho véty |.

* ¥ .
| 8,66. |Cvieni 8,65 Je moZno jedté zobecnit.

Bud S 1ibovolny lokdln# kompaktni Hausdorffdv prostor, symbolem C(S)
ognadme aystém vdech spojitych redlnych fumkci na S /tJ. zobragzeni S do
E,/, nosi’ kaZdé z nichi /viz definice 7,25/ je obsaien v ndjaké kompakt-
ni podmno%in S . Lehko ukéd¥ete, fe aystém funkef G(S) splouje axiomj
1, - 3; . Bud A 1ibovolny funkciondl na systému C(S), ktery spliuje
axiomy 4, - 6, . '

Potom funkciondl A splnuje i axiom 7, - Ukalte, %e jo té% spln¥n Sto-

nedv axiom 8  /viz 8,11/.

E
8,67.| Doka%te nédsledujici zajimavou charekteristiku nulovych mno¥in /definici

viz pfed vitou 11 /.
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MnoZina M C P Jje nulovd, prévé kdyZ ke keZdému £ > 0 existuje
posloupnost funkei fn € Z s vliastnostmi

8/ 0 é fl é f2 é Bessse .m P ?
v/ Af, < & pro véechna n € N ,

¢/ sup fn(x) 2 1 pro véechna x € M .,
MEN

N
8,68.| Bud A C P ; predpokléde jme, %e mnoiina A neni méfitelnd, tj. A £ 777 .

Bud f takovd funkce, f¢ . =0 na A, £#.0 na P-4 . Mi%e byt
£€X ,resp. £EAL 7

Kdy 7

] *
8,69.! DokaZte ndsledujici véty.

I/ Ke ka%dému & > O a ka%dé funkel f € ¥  ex.stuje funkce
& € 2Z tak, 2e Alf-g| < & .

11/ Bud P € 9% , potom ke ka%dému &> 0 a kazdé funkei
fe Xl existuje jednoduché funkce g /viz 7,27/, pro ni%

e (N(g)) & + 00  /definicf viz v 7,25/ a A |2 -g|l< e .

“ I/ Viz skripta I. Gerny_- J.Marik, Integrdlni polet 1 y odatavec
2,9 « Viz téZ cvideni 8,15 - 8/.

I1/ Dokaite pomoci cvileni 8,42 /¥i 7,38/ a predchozl Zésti I{_ﬂ.

*
8,70.| V tomto cvideni predpoklddejme, Ze Z = C,, -Af = Riemanndv integrél ples

1

El . DokaZ%te ndsledujici vétu.

Bud fetﬁ(aw , =00 < a < b = + 00 , Potom ke ka%dému
£ > 0 existuje kompaktni interval {a,B) , a € a</ =< v
a funkce ¢ takova, Ze

a/ % je elementérni jednoduchd funkce v intervalu <, /3 > /vig
7,43/,

b/ % =0 vwné intervalu <(a, 4> ,

4
o [lem - o] a ¢ & .
=3

I 1/ Pouzijte 8,69 - I/, definici systémb &f(a 2 @ C, a poznat-
ku, Ze libovolnd funkce ze systému C, Je stejnom&rnd spojité

v 31 .
2/ Poufijte téZ 8,69 - II/ ; stall potom ukdzat, Ze k libovolnému

£ >0 a k livovolné omezené mé¥itelnd mnoZing E C E, existuje

Kone&n& mnoho disjunktnich intervald Jyseeeyd, takovieh, Ze

RN I
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4
f lcE(x) -c4{x) | dx < & , kde 0= U A
a

K dtkazu poslednfho tvrzeni pouZijte cv. 5,5 ._ﬂ

* .
8,T1. | Podejme je3t& jeden zajimavy piiklad tzv. Cantorovy funkce.

Bul C Cantorovo diskontinuum /viz p¥. 5,7/. Ponechme oznadeni Eny
/to jsou vlastné "sty&né intervaly® mnoZiny C/, E, z piikladu 8,52 ;
Je=11 En,i = (qn'i ' bn,:l) , predpokldde jme navic, Ze hn,i 4 8,
kdykoliv 1 < j .

Definujme nyn” funkci f na intervalu <0,1) . PoloZme

2i - 1
2n

= = n=1

0o
Tin je funkee f definovéna na ) B, . Ukaste, %e

&/ x5y € g E,., x<y = £f(x) = £(y) -,
Dédle definujeme £(0) =0, £(1) =1 . Je-1i x € (0,1) a neni-1i jedt:
f(x)} definovéne /v jakych bodech jedtZ nenf funkce f definovdna 7/,
exiastuje rostouci posloupnost x, € TL:)1 En y Ry 7 x . Ukafte, Ze
A/ lim £(x,) existuje ,

1+ +00
[» o]
?"/,je—li:ﬁl,yneu En,xn/'x',yn/’x,

=1

Jeat ‘»ll-;"..*l'nm'J £( x) = 11_.1111” £( ¥ -

Definujeme tedy f£(x) Jjako hodnotu limity 1lim f(xn) .
n+00
UkaZte ddle, Ze

3/ funkce f Jje neklesajfci a spojitd v (0,1)> ,

00
£/ £°(x) = 0 -pro v8echna x € nL-'-)'! E , tJ. £'= 0

skoro vdude v intervalu <{0,1)> .

Podali jsme tedy p¥{klad spojité nekonstantni funkce v intervalu (0,1,
pro kterou f£'=0 gk. v, v < 0,1 .
Viz té%f dodatek D IV.5.

553 217
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Dodatek.

V tomto dodatku jsou uvedeny ve formd cvifeni n&které dlleiité vity, které
doplnujf ziskené znalostli o Lebesgueov& integrdlu a mire. Dikazy Jsou v&tiinou

pouze naznaZeny; pfi studiu je provédsjte podfobné. V3echny vysledky Jjsou formu-
lovdny pro Lebeagueﬁvfintegrél v sukleidovskénm »r - rozmérném-ﬁroatoru E, .

V celén dodatku bude proto stdle Z=C, apro £ € Z Je Af Riemanntv inte-
grél z funkce £  p¥es Ep s symbolem ¢ znalime eukleidovskou /¥i jinou s nf
ekvivalentni/ metriku v E, .

DI .| Charakteristika nékterych tifid funkci, Baireovy funkce.

Pﬁwmhem@wem@wd@mmhmmﬂm GC% mnmﬁéﬂwﬂﬁ,
Jestlile pro ka%dé x € G existule takové £ > 0, fe y € G Xkdykoliv
YEE, a @ (x9) <& tj.-jestiize mnoZina G obsahuje s ka%dym svym
bodem i n¥které jeho okolf. MnoZinu F C E, nazveme uzavienou, je-ll mnoZina

‘E, - F oteviend, Jak znémo, sjednoceni libovolného systému oteviénych mnoZin
a prinik koneZného systému otevienjch mnoZin Je oteviéné mno¥ina ; sjednoceni
kone&ného po&tu uzavienych mndﬁin a prinik 1ibovolného systému uzavienych mnoZin
je uzavrfend mnoZina ; E, a prézdnd mnofina jsou soulasné uzaviené i otevi‘ené
mno¥iny.

Zaveﬁpé nyni melé zobecnZni. Je-1i M C E, libovolnd mnoZina, nazveme mno—
Zinu G C M otevienou v mnoZind M _/krdtce : v M /, jestliZe ke kaZ&ému x € G
existuje &£ >0 takové, Ze je-1i y € M, ©(x,y)< & o, Je také y € G .
MnoZfinu F ¢ M nazveme uzavfenou v mnofing M , Je-li mnoZina M - F otevirend
v mnoziné.:u + ‘MnoZina oteviend je tedy mnoZina oteviend v E, ; obdobn¥ pro

uzaviené mnoZiny.

DI.,1.|

usuﬁ MCE, . .
a/ Mnoiin# Glcf M je oteviend v M , prdvé kdyf existuje mnofina G C Er
oteviend v E, takovd, e Gy =G N M, Obdobné tvrzeni plati pro mno-
| Ziny uzgvfené v M, DokaZte !

 Ui(;Sjadppceni libovolného systému a prinik kone&ného systému mnoZin otevie-
nych v M Jje mnoZina oteviend v M . Sjednoceni koneiného systému a pri-
nik 1libovelného systému mnoZin uzavienyeh v M Jo mnoZina uzaviensd v M .

Dokaite !
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¢/ Prézdné mnoZina a mnoZina M jsou soudasnd oteviené i uzaviené v M .

Pomoci uzavienyjch a otevitenych mnoZin lze zajimavym zpﬁaobeni charakterisovat
spojité a polospojité /viz definici na str. 23 / funkce. DokaZte ndsledu~

jilct tvrzeni.

DI

.2.

Bud MCE,, f bul funkce definované na mnoZin M a lkonelnd.
Potom plati:

a/ f Jje spojitd v mnoZin¥ M /tj. £ Je spojitd v kaidém bod¥ mnoZiny M
vzhledem k této mnofing / < pro libovolnou otevienou mnoZinu
GCE, JjemnoZina {x€M; £(x) € G} =Mn 1 (G oteviend

v mnoZingé M ,
b/ £ je spojitdv M < pro kaZdé a € E, Jjeou mnoZiny
{xEM;f(x))a},{xéM;f(x)(a}
| otevienéd v M ,
¢/ £ Jje spojitda v M < pro kafdé ¢ € E, Jjsou mno%iny
{xeu; 20 2 ¢}, {xecu; £ < ¢}

uzaviend v M ,

DI.

3.

Bud M CE,, f bul funkce definovand na mnofind M .

Potom plati:
a/ f je polospojitd zdola /resp. shora/ v mno¥inzd M <& pro kazdé
a €E, Jemnoiina {y € M; £(y) > a }  /resp. mozina
{yGM; fly)y < a}/ oteviend v M ,
b/ f je polospoJitd zdola /resp. shora/ v M <& pro ka¥dé ¢ € E,
je mnoZina {y € M; f£f(y) < c} /regp. mnoZina
{yeu;f(y)Zc}/ uzaviend v M .,

DI.

4.

Tvrzeni, kterd jsou uvedena v D I.2 a D I.3 zdstanou v platnosti, omezi-
me~1l1l se pouze na raciondlni hodnoty a &1 c .

DokaZte !

Obecn#ji, bud N CE, , E; =N /uzévér mno¥iny N /, tj. bud N bustd

v E, . Potom v tvrzenich uvedenych v D I.2 av D I.3 stadi uvaZovat

- 260 -



pouze hodnoty a € N &1 c € N .

DokaZte !

llPouiijte vztahl

{yem; f(y)aa}=ﬂ(_€\N {yem; sty =20}
A

a pod._u
Bud nyni N C E., N ¢ a bud f funkce definovens na mno%in N . Pro
ke’dé x €N akatdé O > O poloime

{x) = 8w {y) () = inf £y .
73 Plx Y o 3 O,y
JeN JeN

Pro pevné x € N je funkce % (x) nekleasjici, funkce ¥ (x) ne-
rostoucf pro O € (0,#00 ). Pro kazdé x € N existujf tedy limity

Mf,N (x) = lim % (x) , mf,N (x) =Jl_:’13 3%‘.(::) .

>0, +

Funkce M s TP, N se nazjva horni, resp. dolni Baireova funkce
£,N f,N - ‘

/pFislusnd k funkei f & mno¥ind N /.
Doka%te ndsledujici tvrzeni.

D 1.6.

Bud f funkce definovend ne mnofint NCE ., N#¢, budte l[ = Mf.'N ,
R = mf,N p¥ialudné Baireovy funkce.
Poton pro kafdé x € N plati:
a/ mlx) = flx) € Mx) ,
b/ funkee M Je polospojitd shora v bodé =x /vzhledem k N /,
funkce m Jje polospojité zdola v bod® x /vzhledem k N /
ﬂ_;ouﬁ.jte definict polospojitosti na atr.23 | ’

¢/ f je shora polospojitd v bod® x /vzhledem k N /, prévé kdyZ
f(x) = M(x) ; f Jje zdola polospojitd v bodZ x /vzhledem k N/,
préve kdyz £(x) = n(x),

4/ Jje-1l1 f konednd v bodéd x, je £ spojitd v bodd® x /vzhledem
k N/, pravé kdy: mi{x) =M{x) /= f(x) /,

e/ bud g polospojitd shora v N /vzhledem k N /,
FL g<€ N0 = g=M; bud g polospojitd zdola v N
/vzhledemk N/ , m< g< f = g=m.
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Uvedme jeSts vyslovng dlileZitou charakterisaci m&fitelnych funkei.

D Ic?-

Bud M € 7%, . Potom f €A, , prévé kdy pro kazdé a € B, Jjest
{xGM; £f(x) > a}E ., .
”_Dﬁkaz viz ve skriptech I.Jerny - J.Ma#fk, Integréln{ polet I , 4. kapi-
tola &i provedte podle 8,31. Viz té% 7,35 & 8,40 . |
Na zdkladZ této dble¥ité vity lze snadno dokdzat ndsledujici vztahy /viz té%
Ts24 a 7,23/,

b I1.8.

a/ Necht £ € AM , kde M € 77, . Potom pro funkce

% (x) = sup £,(0) %, (x) =Ri..1:1;?z £, (x) ,

A=12,... ) 2,

%, (x) = 1im sup fn(x) iim (sup fm(x) )

">+ n-axX ma’!’?lﬂ',_,_

%, {(x) = lim inf fn(x) lim (inf £, x )

”+ 00 NH00 Man nH7.0
platt % € A, / 351,2,3,4/,
b/ je=li f£(x) =a € E; pro viechna x € M, jest f € /IM ,

¢/ je=1i f,g,hE/].M , £ & g konedné, je

{ze M; [f(x)-g(x)l} h(x)'}e ??fr» .

V3echny dikazy provedte podrobnd.

D I.gl

Bud N € 97/, , necht f Je funkce definovand na mnoZind N .
Poton Mgy €Ay, mey € . DokaZte !

" PouZijte DI.6 , DI.7T, DI.3 a toho, Ze mnoZiny oteviené v N
Jsou méi‘itelné_Jl .

Pozndmka .

Uv&domte si prekvapivost tvrzeni{ D I,9 a D I.6b . O funkeci f nepfedpo-
klédime toti¥ wibec nic /miZ%e tedy byt i nemdfitelnd ! /.

Jiny piekvapujici vysledek tohoto druhu je uveden v knige V.Jamﬂ-, Integrdl-
ni potet II, véta 87 .
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D I1.| Jegorovova & Luzinova viéta.

Za jimavou vlastnost m&¥itelnyech funkei uvddf Jegorovova vita /viz také
V.Jarnik, Integrdlni podet II, kap. II, § 2/:

D 11.1.

Necht M € 7%, , M <+ Bud f ¢/, poslounost funkei
konednych skoro viude v M , nechl 1im £, = f existuje skoro viude v M

R+ 00

a funkce f je gkoro vi3ude v. M koneé&nd.

Potom ke kaZdému € > 0 existuje méFitelnd mnoZina N C M takovd,
fe r N < & 8 limf =f ste jnomdrné v mno%ind M - N . DokaZte !
n-»00

[ Névod k dlikazu:

a/ existuje NCM, #&.Ny =0 tak, Je pro x € M - N; jsou

£(x) , £(x) /n=1,2,.../ koneind ¥isla a im £.(x) = £(x) ,

b/ pro pfirozend m a k bud

Nm,k = {'x cEM¥ - Nl H ﬂngnlfn(X) - f(X)I > %}’

Jest

N é |

i,k ., , LR

pro vSechna p¥irozend m,k /pouZijte D I.8 /,
oo

'HQ Nm|k

=g

pro ka%dé prfirozené k , a tedy i 1im C“rmm,k) =0,

m-yoo

e/ je-li £ > 0, zvolme pro kaZdé piirozené Xk pirirozenéd &islo

m tok , Ze
(a”'(_Nmksk) < 'fi" 3
poloZime-1i N = Nlug Nmk,k y Jest
N < E a lim £ =f stejnomdrné v M - N . |

D II.2.

Budte spln&ny pPedpoklady Jegorovovy vity. Potom lze ke kaZdému E> 0
nalézt otevienou mnoZinu N tak, e o, N ( & a u]:’ig f, = f satejno-
méerné v M - N

[ pousijte 7,19 - 2/ & 7,20 | .
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Jegorovova véta tedy Fikd, ¥e posloupnosti mé#fitelnych funkci, které kon-

verguji skoro viude ke kone&né funkci, se chovajil "velmi rozumnd”, odhléd-
neme-1i od mnoZin, jejich% miru lze volit libovolné malou. Tvrzeni Jegoro-

vovy v&ty nelze podstatnd zesilit.

D II.3.

Pro libovolné pfirozené n bud fn(O) = ;n(%) = fn(].) =0, £ (53;—) =n

- 1 1 1 1
& fn bud 1lineérni v intervalech ¢ O, é‘;‘) ’ n ! o >, <_;1... '1>.

Ze jmd ”lig £f =0 v <{0,1> . Ovéite na tomto priklad¥ Jegorovovu vétu

& ukaite, Ze pro %4dnou mnoZimu N C <{0,1> , %N =0 neni konver-
gence posloupnosti £, k funkci identicky rovné nule stejnomirnd na mnoZi-

nég (0,1 -N.

D I1.4.

UkaZfte, Ze pifedpoklad (“7—” { + 00 nelze v Jegorovové v&té vynechat.
Jegorovova v&ta napovidd, Ze mife byt uZitetné vydetiovat m&Ffitelné funkce
8 odhlédnutim mnoZin, jejichZ mira je mald. Skutedné, lze dokédzat ndsledu-

Jilei Luzinova vétu.

D II.5.

Bod M€ 7%, , £€/A, , £ konetnd skoro véude v M . Potom ke
kaZdému € > 0 existuje m&Fitelnd mno%¥ina N C ¥ , %, N < & ta-
kovd, e f Je spojitd na mno¥in® M - N /yzhledemk M - N /.

I Ndvod k dikazu @

1/ Bud ne jorve (a.rll <+ o ,
a/ existuje posloupnost funkef fn €z, £,—> £

b/ k danému £ > 0 existuje dle Jegorovovy véty méfitelnd mnoZina
NCM, K& takové, Ze f, —> I stejoomdmd v M -N ,

¢/ funkce f Je spojitd na mnoZinZ M - N
/vzhledem k¥ M - N /.

2/ Je=11 (“'ru = + 00 y 0 CE < 1, bud pro ka2dé piirozend

n M, , resp. H,  moZina vlech x = [’1""’:‘1‘] € M takovych, Ze
I xdl = n pro viechna j = 1,2,...,r ,

resp. | xJ] = n  pro alespon jedno J = 1,2,...,T .
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Z¥e jma M { +© , C“‘rnn=°
/nakreslete si uvedené mnoZiny nap¥. pro n =1,2,3 /.
PouZi jeme nyni dokédzanou &ést tvrzeni na funkcli f , mnoZinu ¥, a &islo

"'&3 . Existuje tedy pro kaidé piirozené n méfitelnd mnoZina N, C Moo

2

4Ny < -f;; takovd, %e funkce f Jje spojitd na mnoZind M - N_
/vzhledem k této mnoZin&/. PoloXime-li nyni N = (“g N, U Q1 Hn) N M,
Jo NCM méfitelnd mnoZina, xN < & a gnadno zjistime, ¥e f

je spojité na mno¥ind M = N /vzhledem k této mnoZind /. _|

D Il.6.

V Luzinové v&té lze poZadovat, aby mnoZina N byla oteviend.
DokaZte !

” Poufijte 7,19 - 2/ & 7,20 .|
l D II.7.

Jiny dlkaz Luzinovy véty /bez pouZiti Jegorovovy viéty, provedte podrobnd!/.
Budte splnény predpoklady D II.5 , nechi UM { + .

a/ Bud {rn}

[+
n=1 posloupnost vSech raciondlnich ¥isel ; mnoZiny

An'-:{xém; f((x) = rn} ’ Bn={x€hl; f(x)érn}

jsou m&fitelné /D I.8 /.

b/ Bud £ > 0 ; existuji uzaviené mnoZiny F, & G tak, Ze

(92 &
Aplig =T T 0 By -Gy < Fh

pouZijte 7,20c¢/.

00 o0
= - ) &
¢/ Bud P = 11k=)1(,txm_--r‘m) » Q= nk.__)1 (B, - Gy) 5 do 4, P<¥,
&
C“?‘Q‘(‘Z- .
4/ PoloZme N =P U Q , Jje G('rn< & } pro ka%tdé n Je
{xeu-v; £ € 5 }= W-MaB =0,nE-],

{xeM-N; o) 2 r }= M- N A =F, 0 (M-N .
e/ Funkce F Jje spojitd na mnoZind M - N /D I.4/.

£/ Je=1i (Upl =+ , postupujeme jako v DII.S5.
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D III.| ExistenZnf v&ta pro Riemanniv integrédl. Jordan-Pesndv objem.

V prednésce o Lebasgueovd integrdlu byla bez dikazu uvedena ndsledujici da-
leZitd vita /viz véty 49 a 57/, které pochdzi od Lebesguea.

D III.l.

Bud f omezend funkce na kompaktnim intervalu I C E,. . Potom Riemanniv
integrdl (R) 1[ f existuje, prévé kdy% mnoZina bodl nespojitosti funkce
f v intervalu I /spojitost chipeme vzhledem k¥ I/ mé r - rozmirnou
Lebesgueovu mirv -ula.

Dodatek : existuje-li (R)/f , existuje 1 (L)[f a platf
_— I
w /e = w /[ z.
I I
Dikez lze provést nédsledujicim zplgobem /provedte podrobné viechny krdky!/ :
a/pro x € I bud Mx) = Mf,I(x)’ m(x) = mf,I {x)
/viz Balerovy funkce v DI /,
b/ jest méféu;me/lI ,ue/lI
/viz DI.6, DI.9/, '

n

e/ je-1i D = {Jk} déleni intervalu I , definujme funkece é » & %

k=1

vztahy:
- i _ i o
@, (x) J’?gk 7§y 5, %X y:t_ni £2(y)  Je=li x € Jp =1Int g,
T
B = B =0 -t x€1- L),

&/ Pe, y Be /nept. dle D I.7 /

1
e/ je=1i |f£(x)} £ K pro vechna x € I , kde K€ E, ,

jo - |mn| = x, |mw| =<k, &, (o] = x,

I%(xllé K, tedy m,M,%,gSDeij

£/ $p<m, P = M skoro vude v I,
: 3
g/ (L) [559 P2 o LI NNRE S

N
2 1nf 2(y) . =
k=1 yel, - &l = el

s (£,D) ,

S!

T
wd
L}

/horni a dolni soudet prfisludingy k funkei f a dileni D / ’

h/  je-1i D, posloupnost adleni intervalu I , jejichZ norma konverguje
k nule pro n — + o &
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i/

h74

k/

Pozndmka .

im i = .
11_.’003 ( n,f) (R) {f ’

- 0O

Jo lim @ = M skoro viude v I /odtud dostévéme zmovu, Ze
n . .
M€ :CI / , tedy podle Lebesgusovy vity

lim (1) IngDn = (L) If X,

podle g/ a h/ dostaneme

(R)jf= (L)[ll

a obdobnym zpisobem dokdZeme také

r(R)T\_/‘f = (L).I/m ’

protoZe m = £ < N , Je

(n)lfr=(L)fms(L>i[fs(L>[r é_ch/usca)Iff,

z této nerovnosti dostaneme ihned tvrzeni dodatku,

(R)_‘./f=(R) .I/.f. nagtane dle Jj/ , prévé kdyi (L)[(H-m)so
I _
a odtud dostévéme vzhledem k nerovnosti m < M a vshledem k D I.6d

tvrzeni.

Bud M C E

» » M omezend mnoZina. ProtoZe nosil funkce oy /podle

definice v 7,25 !1/ je mno¥ina M , existuje kompakinf interval I C E|
takovy, fe pro x € B, ~I Je ou(x) =0 . Snadno zjistime, Ze hodnoty

{R)I./c:an ’ resp. (R)_i._/cl

nezévisi na volbd intervalu I . Tato &igla obvykle nasyvéme ynpijis{, reap.
vniténi Jordan - Peandv objem mnofiny M . Jeou-1li stejnd /tj. Je-li
charakteristickdé funkce mno¥iny K Riemannovsky integrovatelns/, hovorime
také o Jordan - Peanovd objemu mnoZiny M . |

D IIIl.Z2.

MnoZina M C Er a4 Jordsn - Peandv objem, prdvé kdy%¥ Je omezens a jeji

hranice nd Lebsagusovu miru nula. Dokafte !

/Pou¥ijte D III.,l./ Jordan-Peandiv objem Jje v tomto piipad¥ roven Ca,’_ll ,
tj. specislnd M € 7%,..

/Viz té% pr. 8,52 a 8,53 !/.
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e
D III.3.|

Bul M C E, omezend mnoZina. Potom vngjsi Jordan - Peandv objem mnoiny
il
M Jje roven infimu vdech &lsel tvaru Z; (u,r(I :]) y kde I,,I5,e..,1,

je libovolny konelny systém kompakmich.intervalﬁ, pro néZ plati

n

1,0 m.
i=1
DokaZte !
Formulujte a dokaZite pifsluSné tvrzeni pro wvnitfni Jordan - Peaniv objem !

D ITi.4.

Bul M C E_ . Potom vn3jst Lebe sgueova nira (ﬁ’ru mno¥iny M je rovna
infimu vSech &fsel tvaru ; (4T, kde I;,T5,e0eeess Jo libovolné
posloupnost kompaktnich intexfralﬁ, pro ni% plati ;g I 3 J M . DokaZte !
H_Pouﬁjte vétu 55 & 7,19 a toho, Ze kadou otevienou mnoZinu lze vy-

Jédrit jako sjednoceni spodetndéhe aystému nepPekryvajicich se kompakt-
nich intervald. Viz téz 5,5 /. |

Pozn .

1/ Tvrzen{ D III,3 a D III.4 ndzorné ukazujl rozdfl mezi vné&jdim
Jordan - Peanovym objemem a vnéjii Lebesgueovou mirou a tedy v podsta-
t3 také mezl Riemannovym a Lebesgueovym integrdlem.

2/ Jiny atkaz tvrzeni D III.1 a podrobné jéi informaci o pi¥ilehlych
otéizkdch lze nalézt v knize V.Jarnik, Integrdlni polet II , kesp. XI .

D IV. | Absolutni spojitost lLebesgueova integrdlu.

Z teorie Riemannova nebo Newtonova /pfipedn® zobecn&ného Newtonova/ inte-
grilu je znémé toto tvrzent :

“neeht -0 < a ¢ b < + 0© & nechf existuje Riemanniv /Newtonfv
nebo zobecndny Newtoniv ‘)/ integrél

+
x / zw at ,

a
potom funkce ! £(t) dt a ﬂ( t) 4t Jjsou spojité funkee prom#nné
x v intervalu (a,b) /viz té% vita 66, poznémka 3,14/.

- Pro Lebesgueliv integrdl lze dokézat dokonce tzv. Absolutni spojitost.
Uvedme nejd¥ive nédsledujici tvrzeni.

=) V pfipadé zobeecndného Newtonova nebo Newtonova integrdlu miZeme pFipustit
i hodnoty a = - oo g b=+ 00 .
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D IV.1l.

D Iv.z2.

Doka¥%te tvrzeni uvedené v D IV.1l

Neecht M € 7%, , £ € ,‘z‘fM . Potom ke kafdému

£ > 0 existuje
d> o tak, Ze plati

NC M, NEO,., (u.,,N<é‘=>1ff‘<£
N

“ Ndvod k dikazu :

a/ |g] € £ /vita 44/,
b/ bud pro n pFirozené £ =min ( |£] ,n); potom
£, € :sz /viz cvitent 8,27 , 8,28 / , £ _7 |f|

a tedy /Leviho v&ta/

Mff,./’M/lfl ,

¢/ Jje-li &> 0, existuje n, tak, Ze
= &
f| - = - b

Mfcl] ) M/lfl M/no<1r ’

a/ vad & = =% et NCU, Ne T )
2n, y e ) ry (%NS ’
potom je
¢ [iee [ - :

| (fo[_{lﬂ N(Ifl fn°)+/fno<.2.+ “o&“r“‘(a_‘ll

sporem !

| Existuje € > O a mnoziny N_C M, N€ ,., k=1,,...
tak, Ze (lLrNk<~£k— a f]f[Z [N
Nk

o o0
Bud N = () N, . Je te N=0,
=1 kgn, o:f y Hr
Ozna¥{me-1i P, = kL=)‘n. Ny D Ny,
\ oo
je PL€ ., Py D Py D ..ies, N= an.

+

ProtoZe f|f| <
'p
1

0= £l = ln J iel
N - 00 »
cof je spor s f le| 2 f £ 2 & -
-PTL N‘l‘l.-
Bud nyni -0 ¢ a ¢ b ( + 00 a bud F funkce definovand na
intervalu {a,b> . Budeme ¥{kat, %e F Je absolutn® spojitd v inter-
valu (a,b) , jestliZe ke ka¥dému € > O existuje O > O tak,
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%e pro ka%idy konedny systém &isel

.
pro n&ji platd 2 (b, -ap) <. 8 ’
d;'-'/ J J

platl také

]
- - E’ L]
j*; l F(b;) F(BJ) < |
Funkce absolutné spojitd v intervalu <da,b> Jje z¥e jmd® také ate jnom&rné

spo Jité /staéf volit n=1/a tedy také spojitd v intervalu d({a,b) .

D IV.3.

Nechf -o00 < a < b { +00 , reeﬁ(a'b), K € E -
Potom funkce F ,

F(x) = aL/'f(t) at + K

/tzv. neurdity Lebesguedv integrdl funkce f /
je absolutn® spojitd v intervalu <a,b> . DokaZte !

"—ejmé L 4 6 ﬁé( ) pro libovolné x € <{a,b)> ,
’ .
pro N = JE»; <ad’b3> , kde & = al_‘snbléaz = e
oooéané bnéb Je (‘LfN"_' Jg(bd"aj)
a pI‘O J = 1,2,..0' n Je
4
‘l?(b)-i‘(a)[= /f(t) dt,éf]f(t),] a
y % .
7
tJ. ,F(b) —F(ad), / [0 at
#=7 N

stad{ tedy poufft D IV.1. |

D 1Iv.4.

Doka%te, Ze tvrzen{ D IV.1l neplati, nahradime-li Lebesguedv integral
Newtonovym neb zobecnénym Newtonov;?m integrdlem !
H_B;& F(x) = x° cos -%— pro x €40, 7> , F0) =
Potom funkce F Jje primitivni funkef k funkei £ = F' v intervalu
{0, 7> .
Pro ke%dé pfirozené K viak je

l ( __) = (--——-——l-u----)l = ...}_. + 1
VET Y KT (K+1) T

Pro libovolnd pfirozend ¥f{sla m & n , m > n je tedy
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1 1 1 1 1
- = - <
Kﬂzﬂ. VET /(Kﬂ.)?f) 1£'%.4 ¥ (m) T /a7
a
”m . nt.
2 | r(—2= -F(—l—>[=lzcl+-1—)>l > .
Llh rERl R e L

Odtud ihned dostaneme /harmonickd rada/ y 2¢ T neni sbsolutnd spoJitd
v intervalu <0, 7)> . _|

Poznémka.

Tvrzeni uvedené v D IV,3 1lze formulovat také slovy: neurdity lebeaguedv
integral je funkce ahaolutn® spoJjitd. Naskytd se p¥irozend opaénd otdzka.

Budl -oc0¢a ¢ b < +o0 a bud' F funkce absolutnd spojitd v (a,b).
Ex.stuje potor funkce £ € z"('a,b) tak, aby'pro vdechna x € {a,b>
platilo \

X
Fx = / £t at+x,

: a

kde X je vhodnd konstanta 7 Odpovéd ddvé ndsledujici véta /viz V.Jarnik,
Integrélni podet II , v&ta 94 /.

Nech¥ -00 ¢ a ¢ b ¢ + 00 a necht funkce F je absolutnd
spojit4d v intervalu <(a,b > . Potom pro skoro vdechna x € <(a,b)
existuje vlastnf derivace F (x) , jest F'€ Z(a'b) a existuje takovd
konastanta K € El s Ze pro kaZdé x € {a,b) plats ‘

. X
F(x) = af F'(t) dt + K .

Na zéklgds této v&ty dokaZte ndsledujfci vétu.

D IV.5.

Budl -oc0o<a ¢ b ( +00 ,
a/ Je-1li F absolutn® apojitéd funkee v intervalu ¢ a,b> ’
F'=0 skoro vBude v {(a,b> , potom F Je konstantnf v <{a,b).
b/ Tvrzeni uvedené v 'a/ neplati, nahradime-li slova absolutn¥® spojitd
slovy spojitd /viz cvident 8,71 /.

D IvV.s.

Bud ~o0¢a ( b { +00 ,

X
a/ Necht € x(a,b) 8 nech¥ '.a/ % (1) at = 0 pro viechna
x €{a,b> . Potom ¢’ =0 sgkoro véude v <{a,b) .
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H_B;au={x€(a,b); @ (x) > o}, necht M > 0.
Podle 7,20 existuje uzaviend mnoZina F C M, %« F > 0.
ProtoZe (a,b) =~ F Jje sjednoceni spofetného systému otevitenych
intervall, Je f ¥ =0, cof je spor . |

b/ Bud f funkce :efinované ‘gkoro v3ude v ({a,b) .
Potom f € :ﬁ(a’b) s Prévé kdyZ existuje funkce F absolutnd spo-
jitd v {a,b) takovéd, Ze F'= £ skoro vludev d(a,b)> .
Potom Je 4 ’
J #0 ar = Fo) - Fa) .

“_P—ouzi.,,o D IV.6a a v&tu uvedenou pFed D IV.5 ._]]

Pozndmka.

DV.

Posledni tvrzeni uddvéd viastnd tzv. degkriptivn{ definici Lebesgueova:.
integrdlu pomoci jistého daliiho zobecndni pojmu primitivni funkce. Tvrze-
n{ D IV.5a zaruluje nezédvisloat této definice na volb& funkcé F , tvrze-
ni D IV.5bp ukazuje, Ze pFedpoklad absolutni spojltostl nelze nahradit

pouze spojitoatdl.

Riemann - Lebesgueova véta o lokalisaci.

V tretim semestru studia Jje probirdna elementdrni teorie Fourierovych fad
/viz skripta V.Jarnfk, Matematickd analysa pro tieti semestr, kep. III,

§ 7/. Pomoci Lebesgueova integrdlu lze zavést Fourierovy Fady pro obecndj-
51 t¥{dy funkef.

Bud 0 ( £ +00  anechf funkee £ Jo definovéna v celém E,
»
a mé periodu £ /tj. f{x+ £ ) = 2(x) pro ka3dé x € E, /. Nechi ddle
£ € L,y Je tedy také f € :C(a’b) pro libovolnd a,b € E, ,
a ¢{ b ; odivodn#te ! /. Funkci f mi¥eme pFifadit jeji Fourierovu #adu
1 S 267 x

2k x
- 5a,*t g (akeosT +bka:l.n——2—) ' (1D)

kde ¥{sla a,  a b, Jjsou d4na vztahy /¢ Jje libovolné redlné &islo /

» XY 4
ay = 7 £(x) cos 2k}"x dax , k = 0,1,2,...
[ (2D)
e+t

_2 ’ 2k 7 -
bk -z ‘&/\ f(x) ain —2_‘ ax I k 1,2,--.0

/uka%ite, Ze integrdly existujf ! /.

Je nyni pfirozené zajimat se o ndsledujici otézky: kdy Fada (1)
konverguje, kdy konverguje stejnomrni a jakj Je jeji soudet. Vyhovujfcf
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odpovdd ddvé ndsledujizi Dirichlet - Jordanova v&ta.

Bud 0 ¢ .2 ¢ +00 ,bud f definovand v celém E a necht f mé
periodu 4 .Necht -0 ¢ a8 ¢ b ¢ +00 a nechf f mé v inter-
valu <(a,b)> konelnou variaci "/.

Potom plati:

1. V keZdém bod2 x € (a,b) Jje Fourierova Fada (1D) funkce

konvergentni a mid soulet

+ -
1im £(x+h) £(x=h)
h= 0, 2

/je-1i tedy f spojitd v bodd x , Je soudet Fady f£(x) /.

2. Je=1i navic f apojitd v {a,b) , je jeji{ Fourierova Fada ste jno-
mérné konvergentn{ v ka%dénm intervalu (&, > C (a,b) .

Dikaz této vdty /a Fadu daldich vdt, které se tykaji Fourierovych Fad/
1ze nalégt v knize V.Jarnik, Integrdlnf po%et II , kap. XIII. Cely text
prvich Sesti paragrafl této kapitoly lze studovat bez podrobné znaslosti
pfedchozich kapitol, tj. bez ohledu na to, znéme-1i Lebesgueldv integra).
zavedeny na zdéklad$ Daniellovy metody nebo jinym zplsobem. Uvedme proto
jen jednoduss{ dlkaz tzv. Riemann - Lebeagueovy v&ty o lokalisaci.

D v.l.

Bud -0 € a ¢ b £ +0 , Bud g, /n = 1,2,... / posloupnost
funkei definovanych na intervalu (a,b) , necht

. . kn%dé

o o€ Mgy ProtmEds

b/ existuje konstanta M € B, tak, Ze ]gn(x)l < M pro viechna
x € (a,b) a vS3echna n ,

¢/ pro keidjy interval <o, /Ad)> , a £ a <4< b platl

2
nl}g /311 = 0. (3p)
, o
Potom pro kajdou funkei £ € X (, yy @ keidf interval

CX.3> € <a,p> Jje
A

11m ff.gn-'-o. (4D)

nar00 ¥
Je-1i navic konvergence v (3p) stejnom¥rné vzhledem k «, Vs
/lafa <= 4 = b/, plati i (4) stejnomérnd v &, 4 /a<a <48 < v/.

w/ Viz V,Jarnik, Diferencidlni poet II, kap. V, $9; tento poZfmdavek znamend toté:
Jjako existence dvou koneinych a neklesajicich funkci 1’1 . fz v {a,b> takevych,
e £=f -, v (8,b> .
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D v.2.

D v.3.

[ Navoa k atikazu /provédd jte podrobné/:

a/ Necht £ € L, 4y necht je ddno &> 0.
]
Podle 8,70 existuje funkce g /elementérni jednoduchd funkece/
-

tvaru g = J; OC.J . cIj s kde Ij c (a,_b) Jaou. disjunktni
intervaly, pro niZ

/lf-sl<—€’— :

b/ Jsou-11 « & 7 1libovolnd &fsla, a £ a =439 < b, Jje

~ . £ 2
i&/(: g)f.gnléh/lf-g].[gn]_é MJ[f-s[< ..g»_ )

¢/ Déle Jje

Seale |5 o fale Sl | [al -

d/ Vyu#i jeme-1i odhadu

V4 V]
&/f-snlé l&/(f-s).gn

dostaneme ihned tvrzeni ._H

-+

Bud 6 < / < + 00 , bud f funkece definovand v celém E, 8 periodou
£ w&neeht £ € 55(0 2y » Definujme ¥fsla &, , by podle (2p) .

Potom 1lim a, = 11mb =0 .
kao0o Kk K300

[ Poutsjte »v.1 .

Bud -ooéa<bé+00-,fex(ab).l’otmnpro
?
a8 = x = &G =< v Je
1lim ff(x) cos tx dx = lim f(x) sin tx dx = O ,
tr+00 t++00 y
p¥iZemZ konvergence Je stejnom¥rnd vzhledem k @ , 4 pro
a <= a £ O < b. Dokaite.!

ﬂTouithe DVY.1l ._n
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