
1. Zavedeni abstraktniho Lebesgueova integralu

Ze zacatku se ,pokusime strucne vylozit, proc se zavadi Lebesgue~v integral,
proc nevystacime ani s Riemsnnovym ani s NewtonovYm'integralem a - co to vubec

integral je.

ZScneme se zodpovMenim posledni ot.azky , co je to vlastne integral (mame
pritom pochopitelne na myslt urcitj integral). Zopakujte si proto, jak se zavadel
Riemann~v integral. Mejme tedy dan l1bovolnY uzavrenY interval <a, b >C El a 11

bovolnou realnou omezenou funkci definovanou na <a, b) • Kazd~mu deleni D in
tervalu (a, b) m~zeme priradit dve realna cisla - tzv. horni a dolni soucet
funkce f - vezmeme nyni veechna mozna deleni intervalu <a,b> a vsechny moi!n~

prisluen~ horni a dolni soucty. V pfipade, ze sa infimum mnoziny veech hornich
souct~ rovna supremu mnoziny veech dolnich souctu, nazveme tuto apolecnou hodnotu
Ri emannovym integralem funkce f pres interval < a,b > • Vime dobfe, ze ne pro
ka zdou omezenou funkci na intervalu <a,b) existuje' Riemannuv integral, oznacme
proto symbolem R(a,b) mnoZinu tech omezenych realnYch funkci na <a,b >, pro
kter~ existuje Riemannuv integral od a do b. (ZSjist~ je vam znamo, ze na
priklad kazda spoUtS funkce v <a,b> patri do syst~mu R(a,b) ). KaM~ funkci
ze syst~mu R(a,b) jsme pfiradili prave jednim zpusobem jist~ realn~ cislo, to
tiz Riemann~v integral. S takto zavedenYm nOvYm pojmem - Riemsnnovym integralem 
jsme pak dale pracovali a odvodili si fadu jeho vlastnosti.

Pokusme se nyni podat naznak obecn~ definice integralu. Mejme proto dan opet
libovolny interval (a,b) C El ' tentokrat ne jiz nutne omezenY ci uzavrenY a na
tomto intervalu bud dan nejakY syst~m realnYch funkci, kterY si oznacime ~ (a,b).
Definovat integral pro funkce ze syst~mu EI(a,b) znamena vlastne udat pfedpis,
podle ktereho bychom umeli pfiradit kazde funkci z e (a,b) jiste realne cislo.
Toto prirazeni nem~ze vesk byt zcela libovolne (nema napriklad smysl kai!d~ funkci
pfifadit cislo 11) , musi mit jist~ "rozumn~" vlastnosti. Mame-li treba dve funkce
f,g ze systemu 1& (a ,b), ktere msji integral, chceme, aby i soucet f + g byls
funkce ze syst~mu 61Ca,b) a aby integral z teto funkce byl roven souctu inte
gral~ z funkci f,g. Jinou takovou vlastnosti integralu by mohla byt vlastnost,
ze integral z nezaporne funkce v intervslu (a,b) je nezSporn~ cislo anebo napri
klad tate vlastnost - ma-li funkce f integral pres interval (a,b) a interval
(c,d) je casti intervslu (a,b), me. funkce f i integral pres intsrval (c,d).

Muzeme tedy rici - zhruba - ze zsdat integral na nejak~m syst~mu funkci
e (a,b) definovanYch na intervalu (a,b), znamena udat zobrazeni, ktera kai!d~

funkci f ze sysMmu 19 (a,b) pr!fazuje jist~ realn~ cislo, a pritom takovym
zpusobem, ze toto zobrazeni splnuje urcit~ axi0W3' Tedy - kazd~ funkci f€19(a,b)
se priradi jiste realne cislo, m~zeme proto rici, ze integral je realna funkce,
definovam\ nc sys t.emu funkci @ (a,b) (pod pojmem realn~ funkce na l1bovoln~

mnozine M rozumime zobrazeni, ktere kazd~mu prvku mnoziny M prirazuje realn~

cislo); realn~ funkci, definovan~ na syst~mu funkci, budeme rikat fuokcional.

Kdybych orn nyni chtai podat trochu presnejei definici integralu, mohla by
vypadst nasledovne.
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"Mejme d8.n nejakj system f'unkci @(a.b) def'inovanych na intervalu (a,b).
Integralem na eyetemu e (a ,b) budame nazyvatl1bovoln,Y f'unkcional I def'ino
vanY na 6I(a.b) (tj. zobrazeni I ze systemu e(a.b) do El ) , ktert spolu
ae syatemem e9(a.b) ap~uje jiate axiomy (uvedeme alespon nejd~lezitejei):

1) f'.g E e9(a,b) ~ f'+g E @(a.b) a I(f' + g) = I(f') + I(g)

2) f' E e9(....b) c E El =9 cf'EB(a.b) a I( cr) = c I (f') •
3) f' E e (a.b) • f' ~ 0 na (a.b) ~ I(f') ~ 0

Vratime-li se nazpet k Riemannove integralu, vidime. ze tento integral je
vlastne f'unkcional na aystemu R (a.b) • 'ktert vaechny naie axiomy sp~uje.Pro

l1bovolnou f'unkci f' to R(a,b) osnaeme tedy Rf = (R) .f f(x) dx •
a.

Je-l1 (a,b) C El l1bovoln,Y interval, m~Zeme pro jistou tHdu funkci def'i
novanYch na (a.b) def'inovat take Newton~v integral (viz 3.2 ). System veech funk
ci na (a.b) pro nez exiatuje Newton~v integrjl znacme aymbolem N(a,b) a pro li
bovolnou funkci f' E N(a,b) bud Nf = (N) I f(x) dx. Opet vidime (vety 68. 69).

ze f'unkcional N sp~uje na ayetemu. N(a,b) naee axiomy.

JakJ je vztah Newtonova e Riemannova integralu? Z obecnYch vet virne, ze
kazdS funkce epojita na uzaytenem intervalu <a ,b > ma jak Riemann~v. tak Newtomlv
integral a oba tyto integraly jaou si rovny. Tedy libovolna apojita funkce v <a .b>
leU jak v aystemu' R(a.b). tak v ayatemu- N(a.b) a plat! pro ni Rf~(! Nf' • Je
take znamo. ze exiatuji funkce, ktere maj! Newton~v integrSl (N) 1 f(x) dx

~ '"
a nemaj! Riema~v integral (R) ~ f(x)dx (viz p~. 3,4) a take naopak (viz 3,5).

l2.

Syatemy R(a.b) a N(a.b) nejaou tedy zcela totozne. ani jeden nen! podayatemem
druheho. Kdybychom ai aymbolem S(a.b) oznacili ayatem.~ realn,Ych f'unkci na
intervalu (a,b). mohli bychom ai graf'iCky znazornit aituaci asi takto:

Obrazek c.l
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Vime tak~, ze dokonce existuji funkce (a je jich hodne!) kter~ nemaji ani
RiemannOvani NewtonOv integral (viz pl'. ),). Plati v~ak velmi dOlezitS veta

f E R(a,b) n N(a,b) ~ ar » Nf

tj. pro funkce (ne nutne spojite v < a,b > !), ktere maji jak RiemannOv tsk Newto
nOv integral - oba,integraly jsou stejne.

Jak jame jii podotkli, existuje mnoho funkci, ktere nemaji ani RiemannOv ani
NewtonOv integral s nasi snahou nyui je definovat "novY" integral (a "novy" system
funkci ns intervalu (s,b) ) , kterY by byl zobecnenim jak Newtonova tsk Riemanno
va integralu a kterj by zahrnoval pok~d moino co nej~irsi okruh funkci. Idealni
by bylo, kdyby se nem podarilo def1novat integral na systemu~ funkci S(a,b) ,
ale toto bohtiZel netrivialne nelze.

Tedy jeste jednou - nasim cilem je definovat system funkci L(a,b) a inte
gral L ns L(a,b) (tj. funkcional L, sp~ujici jiste nase axiomy). tak. sby
pokud moino L(a,b) byl co nej~ir~im okruhem funkci a aby pro funkce, ktere jii
maji RiemannOv ci NewtonOv integral, se novy integral rovnal Riemannovu ci Newto
novu integralu. Presneji, hledeme system funkci L(a,b) a integral L na L(a,b)
tak , aby platilo

1) R(a,b) C L(a,b)

2) f E R(a,b) ~ Rf = Lf ,

) f E N(",b) n L(a,b) "* Nf = Lf

Podminku, sby novy integral byl i rozsiranim Nawtonova integralu (tj. aby platilo
N(s,b) C L(",b) s i klast nebudeme (viz pl'. ),4).

Je nyni mnoho zpOsobO, jak tento novy integral zavest. Podle toho dostavame
r~zne tl'idy integrovanYch funkci a ~zne druhy int8gralu (napriklad zobeenenY
RiemannOv, Lebesgueuv, PerronOv, zobeenenY LebesgueOv a jine). My se podrz1me
metody, kterou vypraeoval matematik P.J.Daniell (1889-1946), a protoze v podstste
tato metoda vede ke stejnemu vysledku, jakY dava metoda matemat1ka Henri Lebesguea
(1875-194), budeme novemu integralu l'ikat LebesgueOv integral.

Naznacime jestD strucne, byt ne zeela preane, myslenku eeleho postupu. Mejme
tedy op e-t danu • nspl'iklad na. cmez enem uzavrenem intervalu <a,b > - !!!22Y2~2!!

realnou funkci f. Vezmeme vseChny moine spojite funkce g na <a,b) , ktere
jsou na intervalu <a,b> vetsi anebo rovny nasi funkei f, oznacme s;ymbolem

g ~ f na g spojita } ;

pro funkce ze systemu Hf(a,b) existuje RiemannOv integral a mOieme polozit
-?

L f " inf (R) J g( x) dx ,
a

kde infimum se bere pres vseChny funkee g E Hf(a,b).

Obdobne muzeme de.f'inova t

-?
L f " sup (R)jh(x) dx
~

,
a.-
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axiom (lz)

axiom (2 Z)

axiom (37,)

kde supremum se bere ptes mnol\1nu vllech funkci h I kterE! jsou spojit' v <a ,b >
a na tomto intervalu menlli anebo rovny nalli funkci f. Nakreslete si obrazek!

.i> J?J:
. .ffJ / h,

b

Obrazek c.2

'"V ptipade, ze nastene rovnost Lf; Lf , mohli bychom tuto spolecnou hodnotu na-
'"zvat Lebasgueovym integralem funkce f ptes interval <a,b>. Ukazuje se, ze ta-

to mylilenka je vhodna, ovllem majorisovat naiH funkci f pouze BP0.iit1m1 funkcem1
N

neni jellte nejleplii (zkuste spocitet podle t'to definice Lf a Lf pres inter-
'"val <0 ,1) pro Dirichletovu funkci! Viz pi'. 3,3 j 2,31 ); pro tuto mylilenku vy-

budovani integralu je ti'eba vzit 0 necO llirlli tt:1du funkci·nez jsou funkce spoji
t'. Pi'esne je celY tento postup vylozen ve skriptech I.1!eI'nY - J.Mai'ik, Integral
n:1 pocet I.

Shrneme-li, lze i':1ci, ze zavedeni Lebesgueova integralu je vhodn' ze~na
z techto dvou ddvodd:

1) syst'my funkci, kterE! maji Riemanndv ci Newtondv integral jsou pf'ilU
Uzk', je zapoti'ebi nalazt nejakou liirlii ti':1du funkc:1, ktera ma integr41,

2) vety odvozena v teorii Lebesgueova integralu jeou velm1 eilna za hodne
obecnYch pi'edpokladd (viz napHklad Fubiniova veta), teorie as proto dll.
velmi dobte aplikovat na konkr'tni ptiklady.

V tomto kratkam Uvodu jsem se pOkusil - casto ne zcela prssne a korektne 
nastinit problematiku zavedeni Lebesgueova integralu.

V dallii casti tato kspitoly podame zaklady teorie Lebesgueova integralu a
ptidame soupis jednotl1yYch vet.

Mejme d4nu neprazdnou mnozinu P , symbolem S(P) znaeme mnozinu vllech funkci
na mnoZine P (pozorl - pod pojmem funkce na mnoZine 14 budeme vzdy v dalliim ro
zumet zob1'8zeni mnoziny 14 do ~*; pi'ipoulitime tedy, is funkce mohou nabYvat
i nekoneC!nYch hodnot).

BuC\ Z C S(P) mnoZina tekoyYch funkci, !e jsou splnliny nasledujici axiomy:

fEZ =+ f je konecna na P (tj. f(P) eEl) ,

f l ' f 2 E Z IX 1 ' IX2 E El ~ a: 1f l + IX2f'2 E Z ,

fEZ ~ If I E Z •
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To znamena, ze mez1 veem1 funkcemi S(P) vydelime j1stou tridu funkci Z
a to tak, aby byly splneny nase ax1omy.

Na mnoZine Z bud'd8n funkcional A (tj. kazM funkc1 fEZ je pi'1i'aze
no jiste realne cislo Af) tak, ze jsou splneny nasledujici axiomy:

axiom (4A) f E Z ~ Af €h
axiom (5A) t e Z t ~ 0 na P ~ Af :? 0 ,
axiom ( 6A) : f l ' f 2 E Z , eXl ,a2EE1~ A(a'lfl + a 2f2) =

= IXlAfl + a:: 2Af2 ,
axiom (7A)

f EO Z· f ""-.0 na P ~ Af
n
~O •

n ' n

Systemu Z budeme i'ikat zSkladni system funkCi, tunkcionalu A na Z pak
zakladni funkcional na Z ,dvojici (Z,A) budeme nazjvat z@kladni prostor.

Zakladni system funkci Z dale rozsii'ime. Definujeme systemy ZR , ZK z*,
takto:

ZR = { t E S(P) existuji fn € Z f n ,? f },
zK = { f E S(P) existuji s:o » , t n '-.,. t },n

* ZR U 'l!- .Z =

Rovnez tak funkcional A - ktery je prozatim definovan na systemu Z - roz
sii'ime na system Z *. Pro libovolnou funkci t E Z* detinujeme At takto:

je-li f n E Z monotonni posloupnost funkci , f n --+ f na P, definujeme
Af = lim Af •

1'I:~OO n

Je nutno si uvedomit, ze

a) lim Af vzdy existuje (Objasnete proc!),
a-e co n *

b) cislo Af (ktere pro funkce ze sy'stemu Z m~ze jiz byt rovno + 00

nezavisi na vyberu posloupnosti f n E Z (nem~ze se tedy stat, ze by
existovaly dye posloupnosti funkci f n € Z , iln E Z, ktere by obe mono

tonne konvergovaly k funkci f a pro nez by bylo lim At ~ lim A~ ),
11. .... 00 n Il~OO -n

c) pro funkce fEZ splYva nova detinice Af se "starym" At (na systemu

Z byl totiZ jiZ funkcional A definovan a Z C Z * !) •

Mame tedy prozatim def'Lnovan funkcional A na systemu Z*. Pro libOVplnoU
funkci f E S(P) definujeme nyni jeji h2Ini a~ abstraktni integrel (znaaIDe
Af a At).

~

Af = , . Af =
N

Poznnmenejme pi'i te to pfilezi tosti, ze inf (8 = + 00 , sup (8 = - 00 (v nll
kterych pi'ipndech by se totiz mohlo stat - viz napi'. 2,7 ci 2,10 - Ite k dane fuhk
01 t E S( P) neexi stuje zaOOa funkce g E zR ,resp. h E ZK takova, Ite g~. e ,
r e sp , h 6f).
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Plat! nyn!:

Ivl!ta 81 t E Sep) -+ At '" AtN

Ivl!ta 91 Z*'=+ At
.v

t € = At = At· •N

Detinujme nyn! dall!! system tunkc!, a to 9':

e = { t E sep) ; t-t =At E El } •

Pro tunkce t E :e
opl!t symbolem At

Obor tunke1 Je

N

zna~e spolecnou hodnotu At a At
N

evl!ta 9 ru1m k tomu Mva opravnl!n!).

je~tl! dll.le roz~i~e, bUd

eco! je konecne cislo)

:eli = {t E Sep) existuj! t n E :e <> t } ,
:e k = {f E Sep) exl.stuj! t n E :e , t n"-.. t } ,
A = { t E Sep) ex1stuj1 t n E s: t ~t },n

:e* = .:e;VU £K

Plat! tato do.le!1tll. vl\ta:

*- N
t E fe ~ At = At

N
•

Pro 1'unkce t E :e *- znacme tuto spolecnou hodnotu ektera jU nemus1 byt konecnal)
*opl!t symbolem At. Funkcional A na systemu f'unkc1 if:, nazYv8me abstraktnLrn

Lebesgueoytm integrll.1llm a system 51!: * je nejUrliLrn systemem f'unkc!, pro ktere
je tento integral de1'inovan. Funkccze systemu A nazYv8me ml!t1telne.

Ovl!i'te, !e plat1 nasleduj1e1 vztahy:

z*c:e* ,

Jak je mo!no tyto inkluse graticky znazomit viz na nasleduj!c! stranll enahoi'e) •

...
MnoUna 101 C P se nazYva nul0v8, jestlUe A~ = 0 e~ je tzv. l!l!tEY;~:;

rt!!!!l!~L~~l!L!!!!!!!Um__!L, je detinovll.na tekto: ~ ex) = 1 pro x E iI ,

~ ex) = 0 pro x E P - 101). iekneme, !e t'unkce l' a g jsou na mnoUnll P

ekyivalentn! (budeme znacit t", g), jestlUe mnoUna {x E P; t(x) If. gex) }

je nulova.

Plat! tate vl!ta:

Ivllta 11 I :

25535 P2

.v .v
t '" g -+ At = Ag, At • Ag.

N N
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Tedy ho",i a dolni integr'l funkce l' ee neZlll~i, ZIIl~ime-l1 1'unkci l' na nulov4
mnozine. PrQto def'inujeme homi a dolni lntegrlll i pro f'unkce, kteN jeou de1'lno
v'ny: jen "skoro yliude" v P, tj. jeou def'1nov'ny vliude all na nulovou mnoUnu.
Je videt, lie f'unkci l' mOlleme na t6to nulov6 mnolllnli dodef'inovat jak chceme,
ani!! tim zl!!~ime hodnotu jejiho homiho ISl dolniho integr'lu.

Bua Mn nyni urlSltj "yrok V( x) tjkl;ljic:1. ae prvkd DlDoll1ny X C P • Aememe,
lie Vex) plati skoro vliude (v X), jeatlUe DlDoUna { x € X; vex) neplsti}

je nulov'. Mdlleme tedy kuprikladu ricl,lIe 1'unkce l' a g jeou ekvlvalentni,
pdve kdyll 1" = g skoro vliud.e (v P) •

Pro l1boYolnon mnoUnu 14 C l' de1'lI\ujeme jeji roll lii1 miru c" II. pi'edplsem

'" '"ca- M = AC1I.
",,*. Je-;ll 'cM€ do- ,de1'iI\njeme tzv. !!I1ru !PJ)olllny Jl

,,",14 = AcM •

>I<
System vsech mnoUn M CP " pro nU C1I € £. ,znal!me eymbolem m. MnoUny

ze systemu m nazh~e' Ret! telne, f'unkcl c"- pak i'i~e mL1:A na m.
25535 22
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Je-l1 tedy nl!Jakl!. mnol1na nemi!i'1telnl!., mil. pOIIZe vnl!Jli:! m:!ru, nikol1v m:!ru. Pro
ml!i'1telnl!. mno!1ny m:!ra eplYvl!. s vnl!Jli:! m:!rou.

Bua nyn:! M C P mi!i'itelnl!. mnoUna, f ~ S(P) l1bovolnl!. funkce na P. De

'"finuJeme funkc1 f takto:

'" '"f(x) .. f(x) pro x eM, f(x)· 0 pro x ~ P - M ,

A
tJ. f .. f"CM (kde pochop1te1nl! chl!.peme O.:!: 00 .. :!: 00 • 0 = 0).

Plat:! nl!.sleduJ:!c:! vl!ta:

I vl!ta 12 1 : t E.n. ~ '£ € n ,kde .n m~!e znamenat kterikol1v
ze BYBtllmd Sf I at'7i , at'K , :e * I

A.
Je-1i oplit Me P mlii'1telnl!. mno!1na a f'unkce f Je def1novl!.na R2Yil na mno!1nli
M , def'1nuJme funkc1 f nl!.sledomli:

f(x) .. f(x) pro x€.l4, f(x) = 0 pro x € P - M.

fEn ,kde n oplit md!e znamenat l1bOV;ln,1
. 'R cP K <I * Aze BYBtl!.md 2: ,:t: ,0(.- ,0(.. •

Upozornlime znovu, !e tyto ByBtemy definuJeme pouze v pr:!padli M€ ~; nap:!lieme-11
proto v dalli:!m :eM ' automat1cky pi'edpok1l!.dl!.me, !e mnoUna M Je mlii'1 telnl!..

*Pro f'unkce ze BYBtl!.m6 :eM definuJeme All - intem1 pi'eo MoUnu M-
pi'edp1sem

~ e .. A 'f' (= AM f' .. ~ f') •

Nyn:! 1ze odvod1t nl!.sleduJ:!c:! vlity:

AI 0 m:!i'e a m~1teln,1ch mno!1nl!.ch

Ivl!ta 13

Ivl!ta 14

Iveta 15 I ==>!'-( UM ) ~
?f.-I n

Jscu-l1 nav1c mnoU~ Mn po dvou diBJunktn:!, plat:! rovnOBt I
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Ivllta 16

Iv~ta 17 I

BI Pro 1ntegrac1 pos1oupnost! a ~ad fUnkc!

Iv~te 18 I : al f'n € ~: , t n ./' t akoro vliude na M -+ t E :£; ,
~ t n ---+ ~ t ,

bl f'n € 2: ' f'n '" f'
K

sk.vli. na M ~ f' € ~H '

Iveta 19 I

Iveta 20 I

AM t n ~~ t Itzv. Lev1ho vete/,

t n € AM' t n~ t sk.v!l. na M ,ex1stuje fUnkce

g €:eH tek, ~e I f'n (x) I ~ g(x) pro vilechna n a sk.vil.

x € M "'* f' € £M a "M f'n~ A,. t

Itzv. Lebeagueova veta/,

f'n € ;eM ' .:aM < + 00 , t n ~ t na M k'tj. posloupnost

fUnkc! t n konverguje stejnomerne k fUnkc1 f' na mno~inll

M 1 =9 f' € XM a A,. f'n --+ A,. f' ,

Iveta. 21 I al Vn eA
M

, v ~ 0 sic. vil. na II: ,n
00

:L 7iv = L v sic. vil. na Il ~ v € a ~v =
71.-4 n M

: 7tf;., "'u vn ,

bl vn€AM
, v ~ 0 sic. vil. na Il ,n

v: ~ V
L- n

11.-1
00

= L Lv
?t-1 --. n

sic. vil. na Il =+

ILev1ho vllta 1 ,

u>K
v € ~

M
a "Mv:

ILebesgueova vetal ,

Iveta 22 I 00

vn E AM ' v = L. vn sic. vil. na Il, nech\ e%istuje
11.-1

fUnkce g e:£M tek, Ie pro vilechna k a sIc.vil. x € II

jest 00 I;f;1 v iX> I ~ g(x) ~ v € £.H a Ax v =
: L Lv

••., -. n
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Ivliu 23 I Vn € :eI'1' ~II < + 00

II -+ v E:;e1'1 a All v ..

00

Lv .. v 8ujnoml!mli ne
n-t n

!Ax Vn •"-1
0/ Pro zlivialoat na integre<!n!m oboru

Ivliu 24 *: II nulovli, t E S(P) ~ t E :£1'1 a ~r .. o,

Ivlits . 25 I M,N em, Nell. r €:£1'1 "* t E :£.N

/obdobnl! pro. syat~my Jt'R.:e.K.:e ". A /,

dvou diajunktn1
.....
t;~i t •

Ivlits 26 I III ..... ~ E m po
""-

II" .U Mi ~ All r ..,-1
mli-l1~ atrana smyal

*/tj. je budto f E:£.I'1 anebo

=l •••••n a aoucet vpravo mli

je t E :t;.
I

smysl/ •

pro vAechna i"

I vlits 28 1

I vlits 29 1

00

~ E m po dvou diajunktn1. II " U14 •co ;-1 i

fE.:e* ~ A r = LAx r.1'1 II ;-1 i
00

lin Em. 1I1C~C143C .... II .. UII ,
;-1 i

*f E':£' ~ ~r"lim~ e ,JI1
"' .... 00 n

00

~E m. ~ .J ~ ::> 113 ::> ••• • • II .. nil
i=1 i

fE:eJl1 ~ Ayf" l1m A»n r •
1 .... 00

D/ ° mli~ite1nYch runkc1ch

Ivets !OJ r n E AM' f n -7f sk.vA. v 14 ~ f EAI'1 ,

[VMS 31 1 r EAH ' g €:eM • If I ~ g sk.vA. v 14 ~ r E:t1'1 •
:;(;11 RIveta 32 1 r E A H ~ f+ E r E :£.,41M

+
/kde t = max te .0) je tzv. kladnli Mat funkce r • r- ..
= max (-r.O) zlipormi Mat f / •

Iveta 331 a/ rEAM' r ~
R

° ~ t E :£1'1

b/ r E A H • r ~ ° ~ r E :£K
1'1

c/ rEAM ~lfIE~:' •
/odtud specililnl! plyne, !e
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Ivita 34

'ilEAII~ liE m,
tj. mnoUna je mi!'l telnli, pnl.vi kdyl! jeji charakterletickli

~unkce je mi!'lte1n6/,

t € A 4=+ erletuji t n E Z, t n -+ t ek. vii.,

jvita 35

Ivita 36 I

EI 0 lntegr!lu

Ivi!ta 37

Ivita 38

, ~t=-oo

t. E:e =* t je konel!n6 ekoro dude ,

'H
. al t E f;f: ... t > - 00 sit. vii.

bl t E :e K ~ t < + 00 sit. vii. ,

•

Ivita 39

Ivita 40

Ivllta 41 :

Ivita 42 I

Ivita 43
1

:

Ivita 44 I
Ivita 45 I
Ivita 46 I

*~ ,g E XI H ,r ~ g sit. vii. v I( =+ ~ r ... ~ g ,

* *t E IeJI1 ' c € ~ ~ c.r E :eH a ~(cr) = c.~ t ,

t E :£;, ,g E Z Z ,necht m6 1IIIIye1 8Oul!et

Ay r + ~ g =* sltoro vllude v 14 m6 IIIIIys1 soul!et r + g ,

*jest t + g € :eH '

Ay (r + g) =~ r + Ax g ,
•* + 1? 'Hr E :£JI1 ~ r € :eJI1 , r: € :t:H a m6 1IIIIye1 rozd!l

~ r+ - Ax e: Ipotom ovllem je ~ r =Ax r+ - Ax r 1 •

*t E :t:. M =+ IAx t I ~. ~Ir I •

r €AH+~ € :eM ~ l r l e:£M] •

r l!o. 0 ek.vil. v I( • Ax r =0 =+ r '" 0 v I( ,

r €:t:. -+ existuji rn € Z a tunkce S e:e take Ie

Irn I ~ s a rn ---. t. sIt.vI.

NejdO.1e1itlljliia pi'ikladem ZllkladDiho prostoru (Z,A) je pi'ipad. kdy zvo1ime
P = Er • za ZllkladDi syetu funkci zvo1ime &yetcllR runkci Or a za ZIlkladZli funk

claM1 A RiellWll1dv intagnl.1 pl'ea Er • Podrobnij1 - Crje &yeti.. vhch epoj1
tjch t.unkci v Er • kalM II nichl je rovna nule VIlli nlljak'ho kOlllpaktniho intarva
1u. Jeliti j1nak l'el!eno. def':l.nujeme-ll pro llbovolnou t.unkc1 r v Br jej! noeil!
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Nt = l x E Er j 1'( x) #- o} Ikde pruh znamenli uzlivlir v Er I,

je Or syst'm vilech spoji ttch f'unkc! v ,Er II kompaktn!m nosil!em. /Uksitte, Ie

Or tVllf! zlikladn! sysUm f'unkc!, tj. spliiuje axiomy lz ' 2Z ' 3z ! I

Pro libovolnou f'unkci l' E Or def'inujeme A1' jako Riemanno'v integrlil

f'unkce t pi"e s Er •

lI'""'Je'-li l' E Or ' existuje kompaktn! interval leEr ' vnli ktero!ho je l' = 0 ,

de1'inujeme

Uka1tte, is

(R) I l' =
£,.

(R) 11'(x) dx •
I

11 l' E Or ~ existuje· (R) J s ,
. I,.

21 (R).f t nezlivisi na vyMru intervalu ~
E,.

Lze uklizat,. ~e Riemanno'v integrlil pi"es Er spliiuje axiomy 4A - 7A /pro Z =O~.

Rozilii":1me-li nyn! zlikladni systllm Z = Or se zlikladn!m f'unkcionlilem A = (R)l '
r

dostaneme teorii, v n:£~ plat! jei!tli navic nliktero! deli!i do'le!! til vlity Iktero! obec-
nli nemusi platt t/. Rozi!!i"enllmu f'unkcionlilu i"!kejme v tomto pi'ipadli kretce Lebes

gueo'v integrlil, pi'islui!nll mil'e Lebesgueova m!ra. Je-li zapoti'eb! zvllii!tli vyznal!it

zlivislost na dilllensi Er, i'!kejme podrobnliji r - rozmlim;Y Lebesgueo'v integrel,

r - rozmlirnli Lebesgueova mira /znal!me ji Symbolem eu,. I. SysUm vi!ech mlii'iteln;Ych

mno~in v Er znal!me symbolem lit,. • Lebesgueo'v integrlil pi'es mno~inu MC Er
znal!me (L).f anebo - nehrozi-li nedorozU1lllini - krlitce f .

M H

Ivlite 47 I al '1' E zR # l' > - 00 vi!ude v Er, l' ii= 0 vnli nli jakllho

kompaktn!ho intervalu, l' je polospoji 1;6 Y
zdola v Er,

bl l' E zK # l' < + 00 vilude v Er, l' ~ 0 vnli nli jakllho

kompaktn!ho intervalu,

l' je polospojitli 1/ ahora v Er,

01 Z = zR n zK ,

l' je spoji tli na mlii'i telnll mnoZinli M => l' E AM '

bud leEr kompaktni interval, necht existuje

Ivlita 48 I
Ivlita 4"9]

(R)J s
I -

l' € 5eI a (R).! l' =
r

(L).! l'
r

,

11 FUllkce f se nazyva polospo ji tli zdola I ahoral v bodli Xo E Er ' jestli!e

ke kaZdemu IX < 1'(xo) (IX >1'(xo» existuje okoli U(xo) bodu X o ta-

kove,::e 1'(x) > IX (f( x) < ex) pro vi!echna x E U(Xo) •

Funkce f se nazyva polospojita zdola lahorsl v mno!inli Me Er ' je-li polo
spojita zdola Ishora/ v kazdem bodli mnoziny M.
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veta 50] Me Er otevrena nebo uzavrena =* M Ii: m r

veta 51 I leEr bua interval /libovolnj/ =* I E m r a

c"',.I = vol I

Ikde vol I znamena objem intervalu I • viz tel! pi'. 7,18/,

veta 52

I veta 53 t

Iveta 54]

al kal!da jednobodova mnozina v Er je nulova ,

bl kal!da spocetna mnoitina v Er je nulova ,

a/ a >0 ~ [ :« E ,;era, +00) {=) a > '1 1
bl a,b E El I a < b ~ [(.x~(1';« E ~(a,?) # a: < 1]

existuji nemeritelne mnol!iny a nemeritelne £unkce, presneji

al M C Er I ~M > 0 ~ existuje n c x , N ¢ m r ,

bl M C Er • M E m,. • CUM > 0 "* existuje f takove I

ite f ¢ AM '

bud f omezena na intervalu <a,b> C El po toz
-4-

(R) J f ex:l.atuje ~ mnoZine.

{ x'" E <a ,b) f neni spo.]i t8. v bode x} je nulova

[iita 55]

Iveta 56 I
§_iiJ

Oznaceni,

,...,
M C Er ~ ~l'M = in£ ~G

G:>M ~

G otevrena

f EA
M # pro kazde C E El je { x E M f(x) > c} E m,

Je-li M C Er+a I necht pro kaMe y E Ea je

iii *. 't = {x E Er ; [x IY ] EM}

a pro kaMe x E Er je

11\"'* = {Y E Es j [x,yJ€ iii} /krealete v rovine !/.

Je-li funkce f definovans v mnoZine AI C E + ,oznaeme f*'Y
J

resp. f",*
* Y r a

funk d f ' " • .x,*ci e 1novanou v ~ • reap. M vztahem

..x,* (y) = .. (x Y)
~ ~,.

I veta 58 1 /Fubinioval

Bua M C Er +a meri telna mnoZins I bua M promet mnoitiny M

do proatoru Er prvnich r souf'adnic I tj.

M'={XE Er; existlije s e Es tak, ite [X,Y]€M}
01<

Ikre slete v E2 ! / ,bua £ E :t:1'1 •

Potom pro ok.vii. x E Er je £x,* EO .:c: «, * ,
- 24 -



ozna~ime-li F(x) = (L) J e" '" , je
»>»

a (L)! f = (L)~F.
/1 /1'

Pripomenme si nyni definici regularniho zObrazeni.

Rekneme, ze zobrazeni f = (fl.···' f r ) mnoziny

regularni v mnozine~ • jestlize

je

11 M je otevrena,

21 funkce f i Ii =.l, ••• ,rl maji v mnozine M

31 Jacobi6.v determinant zobrazeni f

'd/,
(Ju (u))

1

'l' oji ttl parcUlni derivace ,

'31,
.. , -- (u)

'Ju ro

......................... # 0

afro (u.), ......... , afro (u )
(J u 1 chI.. ro

pro vsecr~a u = (ul •••• '~) EM.

Iveta 59 I Iveta 0 substitucil

Bud f proste a regularni zobrazeni mnoziny P C Er na mno
zinu RCEr Itj. f(P) = R/.
Potom

J F(x)dx = J F (f(u» .IDf(u) !dU •
'R l'

ma-li jedna strana rovnosti smysl.

f*''''£A I
I'f '

A jakoz-

v AI.

Ipresnejif( x, IX) e :t:.M pro vsechna

a funkce F
r

F(a:) = J f(x, a) dx ,
H

v mnoZine Aje spoji ta

Ivota '0 spojite z8vislosti integralu na parametrul

Bud f( x , a: ) funkce definovana v mnozine M x A , kde

MC El ' A C El ' necht

11 pro kaMe a E A je f(x, a:) E A,H Ipt'esneji

21 pro sk.vs. x EM je f(x. a) spojita v mnozine
to .funkce a Ipresneji funkce f x,>I: je gpoji ta

31 existuje funkce g E Je/1 tak, ze nerovnost

I f(x,a:)1 ",; g(x) je spLnena pro sk. vs. x EM a vsechna

<xeA.
Potom funkce

f "',a: E d£H I

\ veta 60J

Iveta 0 derivaci integralu podle parametru/
8ud f(x. a) funkce definovana v mnozine M x I • kde MC E1
a I je inte~ v El ' necht

- 25 -



l/prokald4l afiI je f*,(I(.fiA..., ,
2/ alespoil pro jedno a fi I je f * ,«- fi it!,., ,
31 exl.stuje nulov' lII1o!1Da Nell tak,!e pro vliechna

x €' II - N a pro vliechna a E I

al ex1stuje ken.lIn' :t (x, a) ,

b/ exl.stuje f'unko. G E ;J!.H tak,!.

I;~ (x, a +lO G(x) •

Potom

•
,

je lII10Una

v R , je

IvlIta 62 I

II pro ka!d4l Of E 1 j. f *, a E ieM ,oznellm. opAt

P(a') =jt(x, a') dx ,...,
III pro ka!d4l a fi 1 je

p'(a) .. j' .!L.- (x,Of) d Jt
H '(Jet

1geometrick$ vyznam 1ntegri1ul

aul\ R C Er lII1oUne, f E S( R), oznel!me

N1 (t) ={ [x,y] e R x B1 0 < Y < t( x) }

N2 ( f ) ={ [x,y] E R x B1 o.so y I!i: t(x) }

grat f =rtx,yJ € R x ~ y =t(x) } •

1/ Je-l1 t spoj1U v R, R uzavf'eM, jsou mnoUny grat t,
N2(t) uzavf'en4l v Er+1 a

11 (U-r+1(grat t) =0 ,

21 je-l1 navic t 01t 0 v R , j.

eu-r+1(N2(t» =(L)/ t(x)dx •

III Je-l1 t spoj1U v R, R otevf'.n' ,

otevf'eM v Er+1' Je-l1 nevic t" 0

ca-r+1 ~N1(t» .. (L»)t(x)dx •
'R

Jako dodat.k k t4lto kap1to1e uvedeme jelitA det1D1c1 a zikladn:1 vlastnost1
Z'Obecnl!n4lho NewtlOnova 1ntegri1u.

Idef'1n1ce 63 I : Idef'1n1ce zobecnlln' pr1m1t1vni 1'unkoel

aua (a,b) C B1 1nterni l1bovolMho druhu. FuDltc1 P nalll

v... zpbtcpAnou Pr',' 1;im! t'mkg:l k t,mkgi t Da int.'na1u
~, jestlUe

11 P je spoj1U v (a,b) ,

21 exl.etuje keneaM IIllO!1Da Ie tak, Ie,
P .. t v (a,b) - Ie •
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Iveta 64 I Jsou-l1 F, G dve zobecnllne primitivn! 1'unkce k f'unkci l'

v intarvalu (a,b) ,existuje konstanta k € ~ tak, its
l' - G =k v (a,b) •

I def'in1ce 651 : /def'inice· zobecnllneho Newtonova integrll1u1

Buii (a,b) C El interval, l' f'unkce na (a,b). Necht existuje
zobecnenli primit1vn! f'unkce F k funkci f v (a,b), necht
existuj! vlastn! lim F(x) , lim F(x) •

x-+a+ x-+b_

Potom rozd!l lim F(x) - lim F(x) nszty4me zobecnen!m Newtono-
.x",/J- ..r.. 42+

v:Jm integralem funkce f v (a,.b) a znal!!me Msledovne
"6- + ~

('llI)j1' = ('lJl)jf(X)dX = lim F(x) - lim F(x) = [F(X)] •
a. a. x-+l. x-+a.+ a.-

a-
('llI)If existu-

F k funkci f v intervalu
lim F(x) , lim F(x) vlastn!,

..1'-+4+ X-+b_

Iveta

Poznlimky: :B-

al ('lJl)! f nezliv1s! na volbe zobecnene primit1vn! :f'\Ipkce k f'unkci f
v (a,b) ,

bl neexistuje-li zobecnenli primitivn! funkce
(a,b) anebo neexistuje-li nekterl! z limit

"6-
i'!kame,!e ('lJl) J f neexi stuje,...

cl v defin,tci zobecnene primitivn! f'unkce k f'unkci f v (a,b) a v definici

('lJl)/ f nen! ti'eba pi'edpokllidat, !e funkce f je def'inovlina v celem

intervalu (a,b), stal!!, je-li definovlina v (a,b) - M ,kde M je ko-

ne l!nli mnoZina,

d/ je-li F zobecnena pr1mitivn! funkce k funkci f v intervalu (a,b) ,

kde a,b€ E
l

a je-li na~!CF ~ojitli v(a,b) , je

('lJl)J f = F(b) - F(e) ,
... "'"el exi·stence ani hodnota ('llI) J f se nezmlln!, zmen!me-l1 hodnoty integro-...

vane funkce f v konel!nem pol!tu bodd v (a,b),...
fl pro l1bovolne a E El definujsme· ('lJl) J f = 0 ,

c4-... co.
e/ je-l1 a >b ,definujeme (ZN).I f = - ('lJl) rt , pokud

je, ... t
hi sopekujte ai til! definici Newtonove integralu, porovnejte tuto s definic!

'lJl - integralu,

kl rovne! tak nasleduj!c! vety formulujte pro Newtondv integral.

-&-
'-- 6_6--'1 : Necht existujs (ZN) f f , potom C

al pro l1bovolne e €(a,b) existuje ('lJl).If,

bl oznel!ime-l1 pro kalde x E (a,b) I/(x) =a.('lJl)!f je!l

zobecnencu primitivn! funkc! k funkci f v intervelu (a ,b) ,
I

pi'Hem! tj (x) = f(x) v tech bodech, v nich! f je spoji tli.

Iveta
!

Je-li a < b <c , potom
e 4-

(Ztn.! f = (ZN)/f +
a Q,

e
(ZN)If ,
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existuje-li bu!to integr~l vlevo anebo oba integr~ly vpravo.
-I- .t-

Neoht ex13tuj! ('Zm/ e , (ZN)/g , neoht e:t:,;& e El• Po
c. ~

tom existuje tak~ (ZN)'/(af + /i g) a plat!
~ ~ ~ ~

(ZN)/( eX f + ;:J g) = CnZN)/ f + /i (ZN)J g
~ .tJ. a- ....

Nechi existuje (ZN)'/ f , neoht f ~ 0 v (a,b) - M , kde M
a

je konec~ mno~na.

Potom (Z!1) J f ~ 0
4

01
-(ZN)/f.G,

t~to rovnici smysl.

Iv~ta 68 I

I-vllta 69 I

Ivl!ta 70 I /integrace per partes pro ZN - integral/

Neoht F, resp. G je zobeonl!n~ primitivn!
resp. g v intervalu (a,b)

~ Potom -& -I-
(ZN)j'F.g= [F.G]

~ a-
maj!-li alespon dva vYrBzy v

funkce k funkci f •

Potom

Necht f je

Ivl!ta 71 I

I veta 72 1

Iveta 73 1

Ivl!ta 14 1

/substitucn! metoda pro ZN - integ~1/

Neohi

a/ funkce g je spoji ta a ryze monotonn! v intervalu ( IX ,;3) ,
bl g (( a ,;3» = (a,b) ,

cl existuje vlastn! g'(t) ~ 0 v (a,b) - M, kde M je

konecna mnozina.

Potom -t. ,9

('l1:iljf = (ZN) j'f(g(t» • Ig'(t) I dt,
" ot

existuje-li alespon jeden z tl!chto integrald.

spojiU v <a,b) ,

+ .tJ.I (ZN)! f I ~ (ZN)/lf I .

Neoht f je spojita a omeze~ v (a,b) - K, kde~ K je

koneen8 mnoZina, nechi a,b E El• Potom (ZN)! f exi3tuje.

Necht funkce f je spoji ta v interva1u <a ,b) kde b E E
l

anebo b = + 00 • Necht If I ~ g v < a,b) a necht existuje

(ZN)/~. Potom existuj! tak~ (ZN~f a (ZN)/~fl •

Necht funkce e , g jsou spojito! v < a,b) Ib e E
l

nebo

b = +00 I , neoht funkce g je monotonn! v <a.b) •

Potom (ZN) fi.g existuje, jestlUe" bu!
46-

11 (ZN)I f existuje a funkce g je omeze~ v <a,b)

IAbe1ovo kr1teriuml anebo
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Jt

2/ (ZN)/ £ je omezenou £unkci promenne x Y (a,b)....
a lim g(x) =0 /D1r1chletoYo kr1ter1um/.

X.. ,,_
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