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K elektronickému vydani knihy
llja Cerny: Inteligentni kalkulus 2

Kniha Ilja Cerny:Uvod do inteligentniho kalkulu 2 s podtitulem ,1000 piikladt
z pokrocilejsi analyzy*“ byla vydana nakladatelstvim Academia v roce 2005 a ma
nyni kratsi ndzev uvedeny nahofe. Je urcena studentiim a ucitelim matematické
analyzy vSech typi vysokych skol, kterym nestaci seznamit se s bezduchou pocetni
rutinou, ale ktefi chtéji do zakladu pochopit teoretické principy, na nichz jsou vy-
pocty zaloZeny, kteri chtéji znat predpoklady, za nichz lze danou pocetni metodu
uzit, i obor, v némz ziskané vysledky plati.

Zasady, podle nichz byl sestaven 1.dil, se dodrzuji i v tomto 2.dilu: Nabidkam
prikladt urcitého typu predchazi vzdy strucny, ale presny vyklad potiebnych pojmu
a vét spolu s nékolika rozfesenymi typickymi piiklady. Reseni predlozenych piikladi
(event. doprovézené obrazky) jsou uvedena vzdy na konci pfislusné kapitoly.

* kX%

Elektronicke vyddni se list od knizZniho kromé nekolika malych zmén v textu hlavné
tim, Ze byla priddna Tada ilustraci. Aby nebylo nutné ménit pavodni ¢isla stra-
nek, byly ilustrace umistény na konec knihy (od str.331 poéinaje); nové ilustro-
vané priklady a cviceni poznd ¢tendr podle toho, Ze je za nimi umisténa znacka ©.
(Napi. Cvi€eni 14.26° upozoriiuje, Ze k tomuto cvideni lze na konci knihy nalézt
obrazek — v tomto pfipadé graf funkce f pro p = 2.) Na samém konci pfidané ¢asti
knihy je rejstiik, ktery by mél hledani obrazk® usnadnit.

X kX%

Autor obou knih, prof. RNDr. Ilja Cerny, DrSc., se narodil v roce 1929 v Praze.
Po ukonceni gymnézia zacal v roce 1948 studovat na tehdejsi Pfirodovédecké fakulté
Karlovy univerzity v Praze, po absolutoriu se stal védeckym aspirantem na tehdy
vzniklé Matematickofyzikalni fakulté UK, pak odbornym asistentem postupné na
katedfe matematické analyzy a katedie aplikované matematiky, na niz v letech 1962
az 1968 zastupoval vedouciho katedry (a ktera z vécnych dtivod zménila sviij nazev
na katedru zdkladt matematické analyzy). Od roku 1965 byl docentem, od roku
1989 je profesorem. Po odchodu do diichodu pracoval (do roku 2000) na Technické
univerzité v Liberci.

Béhem svého 49 let trvajiciho ucitelského piisobeni na vysokych skolach vedl
prednasky, seminére a cviceni nejen z redlné a komplexni analyzy, ale napt. i z to-
pologie a teorie mnozin. Jeho publika¢ni ¢innost byla ve velké mife ovlivnéna potte-
bami jeho ¢innosti ucitelské. V poloviné padesatych let napsal skriptum Integralni
pocet, zalozené na ¢lanku jeho o néco starsiho ucitele a pritele prof. Jana Marika
a umoznujici nejen vyklad Lebesgueova integralu jiz ve druhém roc¢niku, ale majicitho
za nasledek i konec pokusi o prijatelny vyklad teorie vicerozmérného Riemannova
integralu (ktery se, jak je dobfe znamo, k tomuto tcelu viibec nehodi).

Vyklady komplexni analyzy trpély jesté koncem padesatych let nepiijemnym
rozporem: v ,matematické casti“ mély jiz co do presnosti skvélou troven redlné
analyzy (o niz se u nés zaslouzil pfedevsim prof. Vojtéch Jarnik, ale i o generaci



mladsi prof. Jan Ma¥tik), kterd vSak byla znehodnocovéna jeji ,topologickou ¢asti“,
ktera se studenttim predkladala bud jako ,evidentni“, nebo s odkazem, Ze napt. Jor-
danovu nebo Eilenbergovu vétu se studenti nauéi (v tehdy neexistujici) pfednasce
z topologie. 1. Cerny navrhl ve skriptu Struény tvod do teorie funkci komplexni
proménné zptsob, jak ndzorné, ale pomérné tézko dokazatelné véty z topologie za-
fadit do vykladu komplexni analyzy. Obé citovana skripta se dockala fady vydani —
snad i proto, ze podle nich jako prvni nepfednésel jejich autor, ale jeho ucitel prof.
V. Jarnik, jeden z nejlepsich univerzitnich pedagogi.

Snaha o proveditelny zptsob jak exaktné vylozit véty o kfivkovém a plosném inte-
gralu vedly I. Cerného k ptekladu knihy vynikajiciho polského matematika Romana
Sikorského, kterou nakladatelstvi Academia vydalo v roce 1973 pod nazvem ,,Di-
ferencidlni a integralni pocet. Funkce vice proménnych® a ktera vyborné dopliiuje
Jarniktiv Integralni pocet II. V dalich letech rozpracovaval I. Cerny i myslenku tés-
ného propojeni komplexni analyzy s topologii roviny: V roce 1967 vysla (v NCSAV)
jeho kniha Zéklady analysy v komplexnim oboru, v roce 1983 (v nakladatelstvi
Academia) obsahld monografie Analyza v komplexnim oboru, o niz projevilo zdjem
anglické nakladatelstvi Ellis Horwood a ktera byla nakonec ve zhusténéjsi podobé
vydéna v roce 1992 pod nizvem Foundations of Analysis in the Complex Domain.
V posledné zminénych tfech knihach autor zna¢né rozsifil vyklad o (viceznaénych)
analytickych funkcich a o konformnich zobrazenich, aby umoznil exaktni aplikace
komplexni analyzy napt. v rovinnych problémech aerodynamiky a hydrodynamiky.

I. Cerny byl na MFF fadu let ¢lenem védecké rady, vedoucim katedry a v letech
1966 az 1970 prodékanem. V letech 1955 az 1970 se aktivné ucastnil prakticky
vsech studijnich reforem, které tehdy na MFF probihaly. Nebyl nikdy ¢lenem zadné
politické strany, ale byl ¢lenem kolegia dékana (vedeného prof. A. Svecem), které
v dobach represe a hromadného vyhazovani ucitelt i studentt vysokych skol po roce
1968 dovedlo své ucitele i studenty pred timto osudem uchranit. Je nositelem dvou
medaili fakulty a jedné medaile Univerzity Karlovy.

Elektronicka verze

Autor udéluje souhlas k volnému Sifeni této elektronické knihy v nezménéném
tvaru prostfednictvim elektronickych médii.

Praha 2012 I. Cerny



Podékovani

R&d bych touto cestou podé&koval vSem, ktefi se o vydani této knihy (a také
Uvodu do inteligentniho kalkulu) zaslouzili.

Je to pfedeviim Akademie véd Ceské republiky, zastoupend p. PhDr. Martinem
Steinerem, ktera vydani knihy velkoryse dotovala.

Za druhé je to nakladatelstvi Academia, které bylo ochotno tuto sbirku pfiklada
vydat. Vedouci redakce ptirodnich véd, pi Ing. Jitka Zykanova, vydani knihy ridila,
ve vSech ohledech mi vychéazela vst¥ic a s prikladnou ochotou se mnou fesila vSechny
problémy. Mnohokrat ji za to dékuji.

Stejné jako v pifpadé Uvodu byla jazykova korektura a grafickd tiprava textu
svéfena pi RNDr. Evé Leinerové a pi Béle Trpisovské; kniha se nemohla dostat
do povolanéjsich a peclivéjsich rukou. Obéma pracovnicim viele dékuji za jejich
obétavou praci a za vSechny jejich pfipominky. *)

Rad bych konecné s pocitem vdéénosti vzpomnél na dva vynikajici ucitele, kteii
mé nazory na kalkulus ovlivnili nejvice: na Vojtécha Jarnika a Jana Marika, profe-
sory Matematicko-fyzikalni fakulty Karlova univerzity v Praze.

Praha, listopad 2004 I. Cerny
Moje vielé diky patfi nyni i panu doc. Pavlu Pyrihovi z katedry matematické
analyzy na MFF UK, ktery elektronické vydani této knihy inicioval a realizoval.

Praha, leden 2012 I. Cerny

Sazba: ApS-TEX
Obrazky a vypoCty: Mathematica 2.2.1, 4.1 a 5.2 Stephena Wolframa

© Tlja Cerny, 2005
ISBN 80-200-1314-8

*) Zodpovédnost za vSechny nedostatky (stejné jako za nékteré odchylky od spornych norem a
soucasného pravopisu) nesu pochopitelné ja jako jeji autor a sazec.
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Predmluva

Tato kniha je pokradovanim Uvodu do inteligentniho kalkulu (kratce ,Uvodu“),
ktery vydalo nakladatelstvi Academia v roce 2002. Uvod obsahuje 11 kapitol a tato
kniha zaéina proto kapitolou 12.1) V rejstifku je kromé hesel z této knihy zatazena
i vétsina hesel z Uvodu. Za pfedmluvou je umistén aktualizovany seznam oznaceni
a zkratek.

Tato kniha obsahuje priklady k partiim, které byvaji obsahem druhého roéniku
prednasek z matematické analyzy na univerzitach; mize vSak byt uzitecna vsude
tam, kde se pfednasi teorie funkci vice proménnych, tedy napf. na pedagogickych
fakultach a na nékterych fakultach vysokych skolach technickych a ekonomickych.

Podobné jako v Uvodu se ¢tenaf v této knize seznami s p¥islusnymi zakladnimi
pojmy a najde zde (bez dikazl) vSechny véty potfebné k raciondlnimu a spolehli-
vému feSeni prikladd. Duraz se opét klade na pochopeni vypocetnich metod a na
postupy TeSeni zalozené na aplikaci obecnych vét. Bylo by jisté zbytecné opakovat
zde podrobnéji zasady inteligentniho kalkulu; ¢tenéf je najde v predmluvé k Uvodu.
Poznamenejme jen, Ze pfiklady obsazené v této knize jsou obtiznéjsi a mnohdy
méné piehledné nez piiklady pro prvni ro¢nik. Protoze napf. grafy funkci t¥i a vice
proménnych nejsou podmnozinami prostoru R3, v némz lze spojit nékteré pojmy
s nazornou predstavou, bude nyni nutné spoléhat v daleko vétsi mife na schopnost
pracovat s abstraktnimi objekty podle ptisnych a presnych zdkont logiky. ?)

Abstraktni metrické prostory a zakladni topologické a metrické pojmy v nich
jsou obsahem kapitoly 12. Pfi induktivnim postupu bychom tak zakladni pojmy,
jako je spojitost a limita zobrazeni nebo otevienost a uzavienost mnoziny, studovali
nejdiive v R, pak v R?, v R3, v eukleidovskych prostorech libovolné dimenze, a abs-
trakci bychom nakonec dosli k metrickym prostortim. I kdyz by takovy postup mél
pro studenta nesporné vyhody, na prednaskach jej zpravidla nelze realizovat pro
jeho znafnou ¢asovou naroc¢nost. Misto néj se voli postup deduktivni, v némz (po
podrobném vykladu v R) pfesko¢ime k metrickym prostortim a pojmy v nich zave-
dené ilustrujeme piimérenym mnozstvim ptikladd napi. z roviny a z trojrozmeérného
prostoru.

Kapitola 13 se zabyva posloupnostmi a fadami funkci, jejich stejnomérnou a lo-
kalné stejnomérnou konvergenci a podminkami, za nichz je lze derivovat a integrovat
»Clen po ¢lenu”. Integraci posloupnosti a fad funkci se vSak zabyva pozdé&ji (a na
vysSi arovni) i kapitola 19. VySetfovani tzv. mocninnych fad jen v realném oboru
je zbytecnym prepychem, protoze vynaloZzend ndmaha je stejna jako v komplexnim

1) Kazda z téchto knih tvofi sice samostatny celek, ale ve druhé z nich se pokladaji za znamé
pojmy a vysledky z Uvodu.

2) Studiu prostorti, z nichz nékteré maji i nekone¢nou dimenzi, se nelze vyhnout napf¥. proto, Ze
mnohé aplikace se bez nich neobejdou: Pohyb n hmotnych bodi lze i v klasické mechanice studovat
jako pohyb jednoho bodu v 3n-rozmérném prostoru; v obecné teorii relativity se setkame s kii-
vymi prostory dimenze 4, moderni fyzikalni teorie studuji variety dimenzi jesté vyssich, ,klasicka®
kvantova fyzika dvacatych let dvacatého stoleti pracuje v prostorech nekone¢né dimenze.



oboru, ale napf. zdkladni véta o rozvoji funkce v mocninnou (Taylorovu) fadu mé
v komplexnim oboru nesrovnatelné jednodussi predpoklady. Mnohdy je teprve po
piechodu do komplexniho oboru patrné, pro¢ funkci (jako je napi.1/(x% +1)), ktera
mé v R derivace vSech fadiu, nelze rozvést v mocninnou fadu s polomérem konver-
gence 400 a pro¢ jiné funkce (majici také derivace vSech fadu vSude v R) nelze
v mocninnou fadu o daném stfedu rozvést viibec. V kapitole 13 je naznacena i mys-
lenka hledat feSeni (linedrni) diferencidlni rovnice ve tvaru mocninné fady; tato
idea je pak dale rozvedena v kapitole 18. To vSak je jediny exkurs do komplexni
analyzy, ktera ma svou vlastni problematiku a jejiz metody i vysledky jsou znacné
odlisné od metod realné analyzy.

Kapitoly 14—17 jsou vénovany nékterym zakladnim pojmim a vétdm teorie
funkei nékolika proménnych. Jsou to napf. smérové a parcidlni derivace (v¢. zé-
ménnosti parcidlnich derivaci vyssich radt) a diferencidl (ktery zde neni zddnou
yhekoneéné malou veli¢inou“, ale linedrni formou). Nésleduji nékteré elementérni
geometrické pojmy zaloZzené na derivacich 1.¥adu (tefnd a normélova nadrovina),
na nichz si ¢tenaf procvici nejen své znalosti z analyzy, ale i z geometrickych aplikaci
linearni algebry.

Kapitola 16 se zabyva tzv. implicitnimi funkcemi neboli lokalnim FfeSenim sou-
stav (obecné nelinedrnich) rovnic, kterych je bud méné, nebo stejné jako nezna-
mych funkci. Seznameni se s varietami dovoli 1épe pochopit problém tzv. vazanych
extrému, které se vysetiuji v kapitole 17, difeomorfismy hraji v analyze podobnou
roli jako homeomorfismy v obecné topologii. Operuje s nimi napi. véta o substituci
ve vicerozmérnych integralech.

Studium extrému funkci vice nez jedné proménné se znacné lisi od podobné pro-
blematiky pro jednu proménnou, protoze do zna¢né miry odpadaji tvahy o monoto-
nii, ktera byla v Uvodu pfi vySetfovani priibéhu funkei naopak v centru pozornosti.
V kapitole 17 se hledaji vétsinou jen ,,globalni“ extrémy, protoze ,lokalni“ extrémy
funkei vice proménnych jsou (na rozdil od tzv. staciondrnich bodi) stejné bezvy-
znamné jako v teorii funkci jedné proménné. Derivace ani diferencialy vyssich rada
se pri hledani extrémi neuzivaji.

V kapitole 18 jsou vyloZeny principy FeSeni linedrnich diferencidlnich rovnic (li-
bovolného Fadu), specidlné i rovnic s konstantnimi koeficienty, u nichz se problém
feSeni Casto redukuje na problém cisté algebraicky. ZvysSena pozornost je vénovana
feSenim (obecnych linedrnich) rovnic druhého Fadu, které jsou dilezité nejen ve
fyzice, ale nap¥. i v teorii tzv. specidlnich funkci. Ctendf ma moznost seznamit se
se zakladnimi principy FeSeni rovnic ve tvaru mocninnych (a jesté ponékud obec-
néjsich) fad; protoze se k napsani obecného feseni rovnice druhého fadu potiebuji
dvé linearné nezavisla feseni, je jisté namisté trvat na jejich nalezeni i v pfipadech,
kdy to neni zrovna jednoduché. Informace uvedené v knize na toto téma jsou vsak
presto kusé, protoze tato problematika patfi spiSe do komplexni analyzy, kde na-
vazuje na jeji nepfili§ elementarni partie a predpoklada znalost tzv. analytickych
(mnohozna¢nych) funkei (viz [14]).

Nejdelsi ze vSech kapitol je kapitola 19, v niz se vysvétluje integrace pfes pod-
mnoziny eukleidovského prostoru libovolné dimenze, pricemz konkrétni vypocty se
omezuji pfevazné na R? a na R3. Kalkulus pracuje tradi¢né s Riemannovym integra-



lem (p¥ipadné néjak zobecnénym, aby bylo mozné integrovat i nékteré neomezené
funkce a pres nékteré neomezené mnoziny); vybér Riemannova integralu se odu-
vodiiuje jeho celkem jednoduchou definici. Tento argument je podle mého nazoru
nepatiicny, protoze v aplikacich nerozhoduje, jak rychle jsme vyslovili definici, ale
jaké ma nas vytvor vlastnosti, jak je obecny, jak snadno se s nim zachazi.?)

Riemanniv integral ma nepékné vlastnosti jiz v R; budeme-li chtit integrovat
néco jiného nez spojitou funkci pres kompaktni interval, budeme mit potize: Ani
funkce identicky rovna 1 nemusi mit integral pies kazdou kompaktni mnozinu. (M4&-
1i hranice této mnoziny kladnou miru, integral neexistuje.) Budeme-li chtit provést
limitni pfechod za znamenim (Riemannova) integralu, budeme mit potiZe s exis-
tenci integralu z limitni funkce i v pfipadé, Zze jde o monotdnni posloupnost funkei
stejné omezenych v intervalu (0, 1), z nichZ kazd4 m4 jen koneény pocet bodii ne-
spojitosti, nebot jeji limitou muze byt Dirichletova funkce. Budeme-li chtit napt.
dvojrozmérnou integraci prevést na sled dvou integraci jednorozmérnych, budeme
mit potiZe, protoze neni zaddnd souvislost mezi existenci (Riemannova) dvojného
integralu a prislusnych integralti dvojnasobnych. Budeme-li chtit napf. ve dvoj-
ném (Riemannové) integralu provést substituci, budeme mit potiZe, protoze zadna
uspokojiva véta o substituci pro tento integral neexistuje. (I jednoduché substituce
muZe prevést omezeny obor na neomezeny, omezenou funkci na neomezenou; Rie-
manniv integral je vSak definovdn jen pro (nékteré) omezené funkce a integraéni
obor musi byt také omezeny. A jiz definice Riemannova integralu pies rovinu nebo
trojrozmérny prostor je pfitom problematicka. R je sjednocenim vSech intervald
s krajnimi body v R a tim je dana i ,prirozena“ definice Riemannova integralu od
—00 do +oo jako limity integralu od a do b pro a — —oco a b — +00. Rovina je vSak
sjednocenim nejen vSech ¢tvercit nebo obdélniki, ale také kruhti, elips, trojihelniki,
atd. Ktery z téchto utvart vybereme pro definici integralu pfes celou rovinu? Je
,prirozenéjsi“ zvolit ¢tverce, nebo kruhy? Je to jedno, nebo na tom zalezi? Jsem
jednoznacné toho nazoru, ze tudy rozumné cesta nevede.)

Divodi, pro¢ nepracovat s Riemannovym integralem, je jesté vice; pfitom je jiz
100 let k dispozici integral daleko obecnéjsi a navic s nesrovnatelné jednodussimi
vlastnostmi. Jeho autorem je francouzsky matematik Henri Lebesgue a metodika
vykladu jeho integralu je nyni jiz propracovana a vyzkouSena v kurzovnich pired-
naskach pro rtizné specializace studentti tak, ze obavy pfed nim jsou zcela zbytecné.
Namitka, ze Riemanntv integral je vhodny mj. proto, Ze souvisi se zndmymi konec-
nymi soucty (z nichz se pak téméf zézracné stane integral prostou vymeénou X za
[ a AzAyAz za dxdydz), je zcela neopodstatnénd, protoze Lebesguetiv integral je
zobecnénim integralu Riemannova, a mé proto tuto vlastnost také. Uzivame-li vSak

3) Pochopitelné, budeme-li jen bezhlavé pocitat (tieba i integral, ktery neexistuje), nepotie-
bujeme zadné véty. Budeme-li poéitat jen to, co pfed nami jiz nékdo spravné spocital, nebudeme
prili§ riskovat. Béda vSak, budeme-li chtit objevit néco nového; pak nadm podobny postup ne-
zaruéi spravnost vysledku. Nespoléhejme ani na pocitace vybavené prislusnym matematickym
programem; zatim jsou jejich postupy stejné jako v b&Zném (bezmyslenkovitém) kalkulu, se vSemi
nedostatky, které z toho vyplyvaji. Dvojné integraly se napf. pocitaji jako dvojnasobné, takze se
obcas ,,vypocte“ i integral, ktery neexistuje. Zda se, ze jejich autofi jsou sice vyborni programéatori,
ale Spatni znalci matematické analyzy. Bude asi jesté dlouho trvat, nez podobné programy zacnou
produkovat vysledky spliujici kritéria exaktni matematiky.



Lebesguetiv integral, nemusime se snazit napf. kruh rozlozit na ¢tverce, protoze ko-
necné soucty, kterymi lze Lebesguetv integral aproximovat, pracuji s obecné&jsimi
(tzv. méFitelnymi) mnoZinami.

V kapitole 19 je velmi struc¢né popsan postup zavedeni Lebesgueova integralu
na zdkladé (tzv. Lebesgueovy) miry, ktera je zobecnénim délky, obsahu a objemu
elementarnich geometrickych utvart, a uvedeny jsou i jeho nejdtlezitéjsi vlastnosti.
Rada p¥ikladt pak ukaZe, jak snadno se s Lebesgueov§m integralem zachazi v kom-
binaci s integralem Newtonovym, ktery nepiestava byt hlavnim néastrojem jedno-
rozmérné integrace. *)

Posledni, dvacata kapitola je vénovana zadkladtim tzv. harmonické analyzy, tj.
rozkladu periodické funkce na nekonecnou fadu jednoduchych periodickych funkci.
I zde je vyhodné pracovat s Lebesgueovym integralem a v béznych situacich vysta-
¢ime s jedinym kritériem konvergence (zaloZenym na koneénosti variace).

Praha, listopad 2004 I. Cerny

4) Doporuéuji étenafi seznamit se i s obsahem kapitoly VII vynikajici Jarnikovy knihy [13];
kapitola je vénovana ,pocetni technice Lebesgueova integralu‘.
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Dulezité upozornéni

P¥iklady a cvideni, za nimiZ je znacka ,°“, jsou v tomto elektronickém vydani
ilustrovany obrazky umisténymi na str. 331 — 527; rejstiik na str. 529 — 530 by mél
usnadnit jejich vyhledavani.

Oznaceni, operace, zkratky

Mnoziny

{a1,...,ap}, kdepe N

{a}

mnozina slozend z bodt ai,...,ap

mnozina obsahujici jediny bod a

{zeX; V(z)} mnozina vSech z € X, pro néz plati V(z)
My x...x M, kartézsky soucin mnozin My, ..., M,
MP kartézsky soucin p mnozin M

AP aritmeticky p-rozmérny prostor

R (= RY) mnozina vSech koneénych redlnych ¢isel
R? p-rozmérny eukleidovsky prostor

R* R U {—00,+0}

R4 {reR; z >0}

RY {reR;z>0}

R_ {reR; z <0}

N mnozina v8ech pfirozenych ¢isel

Z mnozina vSech celych cisel

N(N), kde N e Z {neZ;n>N}

Q mnozZina vSech racionalnich ¢isel

C mnozina vSech kone¢nych komplexnich c¢isel
U {z€C;|z| <1} (jednotkovy kruh v C)
(X,p) (metricky) prostor s metrikou p

m.p. metricky prostor

Pps Pps Pp metriky v AP

II...1] norma

n.L.p. normovany linedrni prostor

(x-y) skaldrni soudin (vektort) z,y

11



w.p.
M(Z)

C(a,b)

02

C,, (n >0 celé nebo o0)
diam M

int M, ext M

M, OM,der M
Intervaly v R*

Okoli v R

Okoli v (X, p)

U(a,c)

P(a,¢)

Okoli v C

U, R) (0<R<+00)
K(,R) (0<R<+40)
Operace s +oo

0-+o00, 0 -0
Kongruence

a=0b mod c

Symboly

{artiza

ar — a (pro k — o0)

a<ap—a
a<ap—a

a>ap —a
a>ap—a
a#ap—a

ar S a (ag \(a)
fo A F (fuNf) v X

unitarni prostor

prostor vSech funkci omezenych v Z
prostor vSech funkci spojitych v (a,b)
Hilbertv prostor

uziva se ve vazbé , f je tfidy C,“
prumér mnoziny M

vnitrek, vnéjsek mnoziny M

uzavér, hranice, derivace mnoziny M
viz rejstiik Uvodu

viz rejstiik Uvodu

za predpokladu, ze € € Ry

{reX; p(x,a) <e}

=U(a,e) — {a}

={zeC;|z—(| <R}
={zeC;|z—(| <R}

viz rejstiik Uvodu, POZOR VSAK:
:= 0 v kapitole 19

pro komplexni ¢isla a, b, c # 0

a —b = kc pro vhodné k ¢ Z

posloupnost o ¢lenech ay

(ar — a) A (ar < a) pro s.v. k
(ar = a) A (ar < a) pro s.v. k
(ar — a) A (ar > a) pro s.v. k
(ar = a) A (ar > a) pro s.v. k
(ar — a) A (ar # a) pro s.v. k

ar — a, {ar}re, je neklesajici (nerostouci)
(@) = f(x), {fe(x)}, je neklesajici

(nerostouci) pro kazdé z ¢ X

12



acA
f: X—=Y
f: X =Y

exp, (kdel#acRy)
lg, (kdel#aeRy)

€n

f(x) > A pro z = a

ar, = O(by) (pro k — o)
ar < b (pro k — 00)

f(x) = O(g(x)) pro z —a

zobecnéna rada o ¢lenech a,

zobrazeni f, pronézje f(X)CY

zobrazeni f, pronézje f(X)=Y

defini¢ni obor funkce f

graf funkce f

geometricky obraz (nadplochy) f

superpozice funkci f: X - Y, ¢g:Y = Z
funkce inverzni k f

matice inverzni k reguldrni étvercové matici A
derivace funkce f ve sméru vektoru v
parcialni derivace funkce f podle i-té proménné
parcialni derivace radu n

diferencial funkce f v bode€ a, jeho hodnota

v bodé h

gradient funkce f

divergence funkce f

rotace funkce f

Laplacetv operator aplikovany na funkci f

vektorovy soucin vektori Vi,...,V,
jakobian funkci F; podle proménnych z;

identita, jeji a-t4 mocnina
exponenciala (expx = e”)

prirozeny logaritmus

exponenciala o zakladu a (exp, z = a”)
logaritmus o zakladu a

Kroneckerovo delta

n-ty jednotkovy vektor v R? nebo v ¢2
tim () = 4

existuje K € Ry tak, ze |ax| < K|bg| pro s.v. k
(ar = O(bg)) A (bk = O(ax))

existuje K € Ry a P(a) tak, Ze

|£(@)] < K |g(z)| viude v P(a)
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(x) < g(x) pro x = a
()
f(x)

Kapitola 19

f
f

(z)
o(g(z)) pro z —a

%

rada

vp (kratce v)
exp (X)

Ty (kratce T)
B

M

*

o
p (podrobnéji p,)
M, M

M, N\, M

XM

at, x, Y fT
A(A, B)

L(M)

L7 (M)

f~yg

My, Mg

M('vy)a M(ZE,)

(/) = Og(x))) A (glx) = O(f(x)))
lim (f(2)/g(x)) =0

vpravo je Fourierova fada funkce f(z)

p-rozmeérny objem
systém vsech mnozin M C X
systém vsech otevienych mnozin G C RP
systém vsSech borelovskych mnozin
systém vsech lebesgueovsky méfitelnych mnozin
vnéjsi Lebesgueova mira
(p-rozmérnd) Lebesgueova mira
My, C My41 pro vsechna k, M = UM’C
k

M1 C My pro viechna k, M = (") Mj
k
charakteristicka funkce mnoziny M

kladné a zaporna ¢ast ¢isla a funkce
symetricka diference mnozin A, B

{f; integral [, f je konecny }

{f; integral [, f existuje}

f je ekvivalentnis g

primét mnoziny M C R? x R? do prostoru
prvnich p a poslednich ¢ soufadnic
{zeR”; (z,y) e M}, {yeRY; (z,y) e M}
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12. Metrické prostory

Je-li kazdému « z jisté mnoziny A pfifazena podmnozZina M, jisté mnozZiny X,
mluvime o systému {M, },c 4 podmnoZin mnoZiny X.
Sjednoceni a pranik takového systému jsou definovany rovnostmi

(S) U M, = {z € X; existuje a € A tak, ze v € M, },
acA

(P) ﬂ My :={zxeX;xe M, pro viechna a € A}.
acA

Podobné jako se prazdny soucet a soucin ¢isel rovna 0 a 1, je

UMQ:@ a ﬂMa:X, jeli A=10.
acA acA

Rozdil dvou (libovolnych) mnozin X, Y je definovan jako mnozina

(R) X-Y ={reX;x¢Y}.

Cviceni 12.01. Dokazte platnost tzv. de Morganovych vzorcu:

1 X-UMa=(E-My), X=-(Ma=|JX-M,). O

acA acA acA acA

Jsou-li X, Y libovolné mnoziny, M C X, N C Y libovolné jejich podmnoziny
aje-li f: X — Y libovolné zobrazeni, je

() F(M)={f(z); z e M} resp. f-1(N):={zeX; f(x)e N}

obraz mnoziny M resp. vzor mnoziny N pfi zobrazeni f.
Zobrazeni f se nazyva prosté (v X), plati-li implikace

(3) reX, 2 eX, d £2" = f(2)# f(a").

Je-li f: X — Y prosté zobrazeni, existuje pro kazdé y € f(X) pravé jedno z € X
tak, ze f(z) = y. Jestlize toto x oznadime f_;(y), definovali jsme tim zobrazeni
f-1: f(X) = X inverzni k f.

Je-li N C f(X) a je-li zobrazeni f prosté, je obraz mnoziny N pii zobrazeni
f-1 zfejmé identicky s druhou z mnozin (2); neni-li f prosté zobrazeni nebo neni-li
splnéna podminka N C f(X), nelze obraz mnoziny N p¥i zobrazeni f_; vytvofit.

Ke kolizi oznaceni tedy v zadném pripadé nedochézi.
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Cviceni 12.02. Necht X, Y, A jsou libovolné mnoziny, necht pro kazdé a € A
je M, € X a N, CY anecht f: X =Y je libovolné zobrazeni. DokaZte, Ze pak
plati tyto relace:

@ r(UMa)=Usrom,  r (M) () £,

acA acA acA acA
) fa(UNa) = U, () Na) = ) FaVa)
acA acA acA acA
Ukazte dale, ze z inkluzi M; C X, My C X, Ny C Y, No CY plynou relace
(6) J(My — M) D f(My) — f(Ma),
(7) f-1(N1 = N2) = f-1(N1) = f-1(N2).

Jak ukazuje piiklad zobrazeni Id* : R — R, nelze v relacich (4) a (6) nahradit
(pro obecné zobrazeni f) inkluze rovnostmi; je totiz

0 =1d*((—1,0) N (0,1)) #1d*((—1,0)) N 1d*((0,1)) = (0,1),
(0,1) =1d*((0,1) — (~1,0)) # 1d*((0,1)) — 1d*((~1,0)) = 0.
Dokazte v8ak, ze inkluze v (4) a v (6) jsou ve skute¢nosti rovnosti, je-li zobrazeni
f: X =Y prosté.
Cviceni 12.03. Dokazte, Ze pro kazdé zobrazeni f : X — Y plati implikace

(8") McX = MCc fa(f(M)),
(8") NCY = N = f(f_1(N)).

Najdéte zobrazeni f a mnozinu M tak, Ze v (8') neplati rovnost, a dokazte, Ze
v pripadé prostého zobrazeni f tato rovnost plati.

* ok *

Necht X je libovolnd mnozina a necht nezdpornd funkce p : X x X — R spliiuje
pro vSechna z € X, y € X, z € X tyto podminky:

ML p(z,y) =0 & z=1y;

M2. p(z,y) = p(y, );

M3. p(z,z) < p(z,y) + p(y, ).

Dvojici (X, p) pak nazyvdme metricky prostor (zkratka: m.p.), v némz je p
metrikou. Pro kazdé dva body z,y z X se &islo p(z,y) nazyvé vzdalenost bodi
x,y (pf metrice p). Podminka M2 ukazuje, ze p je symetrickou funkci proménnych

x,y, podminka M3 je tak zvana trojihelnikova nerovnost. Zavedeni metriky (p) do
mnoziny (X) se nazyva metrizace (mnoziny X metrikou p).
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Je-li X1 C X app = p|(X1 x X1), tikdme, ze (X1, p1) je podprostor prostoru
(X, p). Casto, ale méné presné se pak pise X; C (X, p) a fiké se, ze v X1 je stejnd
metrika jako v X. O

Je-li M C (X, p), nazyvame ¢islo

(9) diam M := sup{p(z,y); v e M, ye M}, jeli M #0
; 0, jelli M =0

prumér mnoziny M. Toto ¢islo je vzdy nezaporné, ale nemusi byt konecné; je-li
diam M < +o0, fikdme, zZe mnozina M je omezena.

Je-li f zobrazeni (libovolné) mnoziny Z do m.p. (X,p) a je-li mnozina f(Z)
omezena, fikdme, ze zobrazeni f je omezené (v 7). O

Rikdme, Ze bod = € X je limita posloupnosti {zx}7°; bodi m.p. (X, p) a piseme

(10) lim zr =2 nebo xp — x (pro k — 00),

k—o0

je-li p(zk,x) — 0 (v R). Je-li tato podminka splnéna, fikdme téz, ze posloupnost
{zx}3° , konverguje k = (nebo zZe body x, konverguji k x). Rikdme, Ze posloupnost
konverguje (nebo: je konvergentni) v X, ma-li v X néjakou limitu; nemé-li v X
zadnou limitu, ¥ikdme, Ze diverguje (nebo: je divergentni) v X.1)

Cviceni 12.04. Dokazte, Ze kazda konvergentni posloupnost je omezena. [
Jsou-li (X, p), (Y, o) metrické prostory, fikdme, ze zobrazeni f : X — Y je spojité
v bodé = ¢ X, plati-li implikace

(11) g e X, x> x = flag) — f(x);

ikame, ze f je spojité (v X), je-li spojité v kazdém bodé z € X.2) O

Je-li  bod m.p. (X, p) a je-li € € Ry, nazgvdme mnozinu
(12) Uz,e) :={a' e X; p(a',z) <e}

e-okoli bodu z; = je jeho stfed, ¢ jeho polomér. V situacich, kdy na poloméru
nezélezi, budeme okoli bodu z znadit kratce U(z).

Cviceni 12.05. Dokazte, ze v kazdém m.p. (X, p) plati nerovnost
(13) diam U (x,e) < 2¢ pro kazdé x ¢ X akazdé ¢c R, .

1) 1 kdyz vétsinou nehrozi nedorozuméni a slova ,v X“ lze bez obav vynechat, je vhodné
uvédomit si, ze posloupnost o ¢lenech zj := 1/k konverguje v prostoru R, ale diverguje v jeho
podprostoru R — {0}. Komplikovan&jsi piiklad: Posloupnost o &lenech zj := (1 + 1/k)* ma v R
limitu (rovnou e), ale je divergentni v Q C R, protoze ¢islo e je iracionalni.

2) Soustavnéji se budeme spojitosti zabyvat pozdéji v této kapitole.
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Déle: Ovéite, Ze mnozina Z vSech celych ¢isel se stane metrickym prostorem,
zavedeme-li v ni vzdalenost rovnosti p(z,y) := |z — y|; ukazte, Ze pro kazdé x € Z
a pro kazdé n ¢ N je pak

Ux,e)={z—n+1,...,2—Lz,xa+1,...,24+n—-1}, jeli ee(n—1,n),

takze specidlng U(z,1) = {«}. Z toho je patrné, ze v (13) nemusi platit rovnost.
Cviceni 12.06. Dokazte tato dvé tvrzeni:

1. 2y — = < pro kazdé U(z) je i € U(x) pro s.v. k.
2.z e U(x,e) pros.vik, ey =0 = zp >z, O

Necht X je linedrni (= vektorovy) prostor a necht funkce n : X — (0,+00)
splnuje tyto tfi podminky:

Nl.n(x)=0 < z=0.

N2. n(Az) = |A|n(z) pro kazdé A € R a kazdé = € X.

N3. n(z +y) < n(z) + n(y) pro kazdé dva vektory z € X, y € X.

Pak se funkce n nazyva norma v X. Linearni prostor, v némz je zavedena norma,

se nazyva normovany linearni prostor, kratce n.1.p.; prostor X s normou n mizeme
znacit napt. (X, n). Vlastnost N3 je tzv. trojahelnikova nerovnost pro normu n.

Elementy linearnich prostortt budeme nazyvat podle potfeby bud vektory, nebo
body. Hodnota (pfedem definované) normy n v bodé x € X se vétSinou znadi ||x||.

Je-li X n.lLp., je funkce p: X x X — R, definovana podminkou
(14) plx,y) = ||z —y| pro kazdé dva body x € X, ye X,

metrika v X ; podrobnéji mluvime o metrice generované normou n.

Umluva. Kdykoli budeme v n.l.p. mluvit o vzdalenosti, budeme mit na mysli
vzdalenost pii metrice generované prislusnou normou. V souvislosti s tim budeme
kazdy n.l.p. povazovat za prostor metricky. [

Poznamka 12.1. V disledku této tmluvy lze v kazdém n.l.p. X mluvit o kon-
vergenci (posloupnosti bodit). Protoze véak X ma i algebraickou strukturu, kterd
dovoluje tvorit konecné soucty resp. linedrni kombinace vektort z X, 1ze béznym
zptisobem zavést i konvergenci a soucet fad:

Rikéme, Ze vektor z € X je soulet fady > -, z) vektort z; € X, je-li limitou
jejich ¢asteénych souct, tj. je-li Y°)_; xx — @ pro n — oo; to oviem znamend, Ze

n n
p(Zxk,x) = ||Z$k—$” — 0 pro n — oo.
k=1 k=1

Je-li podminka splnéna, piSeme > -,z = x. M&-li fada vektorii néjaky soudet,
fikdme, ze konverguje (je konvergentni); v opa¢ném ptipadé fikdme, ze diverguje
(je divergentni). O
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Necht X je linedrni prostor a necht funkce ss : X x X — R ma tyto t¥i vlastnosti:

S1.55(0,0)=0; 0 £ 2z € X = ss(z,z) > 0.

S2.ze X,ye X = ss(z,y) = ss(y, ).

S3.zeX,yeX,zeX,acR,f R = ss(ax + By, z) = ass(z, z) + Bss(y, 2).

Pak fikame, ze funkce ss je skalarni souéin (v X); prostor X se skaldrnim sou-
¢inem se nazyva unitarni (zkratka u.p.).

Poznamka 12.2. Na rozdil od situace, kdy dvojité linky || ... | vétSina autort
spojuje s (pfedem definovanou) normou, oznaceni hodnot (pfedem daného) ska-
larniho soucinu v literature znac¢né kolisad. Zde zvolime oznaceni, které pfipomina
soucin ¢isel nebo funkci a s ni¢im nekoliduje: Je-li v néjakém linearnim prostoru
definovan skalarni souéin ss, budeme jeho hodnoty ss(x,y) znacit také (z - y).

Vlastnost S3 je linearita skalarniho sou¢inu v prvni proménné. Z podminek S2
a S3 vsak snadno plyne tzv. bilinearita skaldrniho soucinu, tj. platnost identity

(15)  ((uz1 + azz) - (B1y1 + Payz)) =
a1fi(xy - y1) + a1 fBa (21 - y2) + a2fi(@e - y1) + B2 (22 - y2)

pro kazdé ¢tyfi body x1, x2, y1, y2 z X a kazda ¢tyti ¢isla ag, ag, f1, B2. O

Poznamenejme, ze v prostorech se skalarnim soucinem je automaticky zavedena
i ortogonalita (neboli kolmost): Dva vektory x, y unitdrniho prostoru se nazyvaji
ortogonalni (nebo: navzdjem kolmé), je-li (z-y) = 0.

Poznamka 12.3. Je-li X u.p. a polozime-li

(16) |z| :=+/(z-x) pro kazdé x e X,

plyne z vlastnosti skalarniho soucinu, ze pro kazdé dva vektory z € X, y ¢ X je
kvadraticka funkce

(Az+y)- Qo +y) =12 X* +2(@ -y A+ [y

proménné \ € R nezdporna, takze ptislusny diskriminant 4 ((z - y)? — || z]|?[|y||?) je
naopak nekladny. Plati proto tzv. Schwarzova nerovnost

(17) [(x-y)| <|lz| ||ly|l (pro kazdé dva body z € X, y € X).
Pomoci ni se snadno dokaze, ze (16) je norma v X ; fika se ji norma indukovana
prislusnym skaldrnim soucinem.

Umluva. Budeme mlicky piedpokladat, ze v kazdém unitarnim prostoru je zave-
dena norma indukovana prislusnym skalarnim sou¢inem. [

Podle této umluvy je tedy kaZdy unitdrni prostor zdroven prostorem normovanym,
a v dusledku toho i metrickym.
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Priklad 12.1. Pro kazdé p € N nazveme mnozinu AP vSech uspofadanych p-tic
(koneénych) realnych ¢isel p-rozmérnym aritmetickym prostorem. Operace s¢itani
dvou prvkd z = (z1,...,2p) € AP, y = (y1,...,Yp) € AP a nasobeni prvku z éislem
A € R definujeme rovnostmi

(18) c+y =@+ Y1, Tp+Yp), A= (AT1,...,Azp).

Snadno nahlédneme, 7e AP s témito dvéma operacemi je linedrni prostor. Cislo
xy (1 <k < p) je k-ta soufadnice (nebo: slozka) bodu (nebo: vektoru) z; v souvis-
losti s tim o (18) mluvime jako o s€itani a nasobeni €islem po soufadnicich (nebo:
po slozkach).

Stejné snadné je dokazat, ze

(19) (@ y) == wryk
=1

je skaldrni soucin v AP; jeho zavedenim se AP stiava unitdrnim prostorem a indu-
kovana norma a metrika jsou dany rovnostmi

(20) [2]lp =

Unitarni prostor A? (s normou a metrikou (20)) se nazyva p-rozmérny euklei-
dovsky prostor a znaci se R?; p je jeho dimenze, (20) se podrobnéji nazyva euklei-
dovska norma resp. metrika. Nehrozi-li nedorozumeéni, piseme misto ||z ||, jen || z||.

Poznamenejme jesté, ze R! = R a Ze jednorozmérna eukleidovsks norma je totéz
co absolutni hodnota, takze

(21) pi(z,y) = |l —y|1 = |z —y| pro vSechna z c R, yecR.

Priklad 12.2. Metrika a norma jsou spojité funkce, nasobeni vektoru c¢islem,
séitani (odc¢itani) vektord a skaldrni nasobeni jsou spojité operace, protoZe plati:

A. Vkazdém m.p. (X, p) plati implikace x — =, yr — y = p(ak, yr) — p(x,y).
B. V kazdém n.l. p. plati implikace

Bl. 2y — 2 = |z = || z].

B2. A\ = A\, 2 > x = A\ — An.

B3. 2y 2z, yr >y =ty 2Ly
C. V kazdém u.p. plati implikace xy, — x, yr >y = (2 - yx) — (2 - y).

Dukaz. Ad A. Z trojuhelnikové nerovnosti plyne, ze

p(Tr,yx) < p(xr,®) + p(z,9) + (Y, Yk ) »
p(x,y) < p(x,zr) + p(xr, yr) + o (Wk, );

v disledku toho je | p(zk, yx) — p(@,y)| < p(zk, ) + p(Yk, y)-
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Ad B1. Dtkaz tvrzeni B je zcela obdobny; z relaci

|2k ll = | (@p—2)+2|| < lzp—z|+[z]l, 2] = |2k — (2 —2) || < |2k || +]|2K—2|
ihned plyne, Ze |||y || — [[=||| < ||zx — 2|
Ad B2. Nyni je || Mgz — Az|| = || Mz — ) + A — N z|| < || lze — 2| +

[ A — Al ||«]|, pfiGemz posloupnost {\;} je omezena.

Ad B3. Podle trojuhelnikové nerovnosti je
[ (ze £yr) = (@£ y) | = l[(er —2) £ (e —y) | < Nor — 2] + [lye =yl

Ad C. Protoze je ||z —y||* = ((z —y) - (z —y)) = =] = 2(z - y) + [|y[|*, plati
identita

(22) (@-y)=z(lz1* + Iyl” = llz - y]*)

pro kazdé dva body = € X, y € X. Tvrzeni C plyne tedy ihned z tvrzeni B.
Cviceni 12.07. Nechf p, je (jako dosud) eukleidovska metrika v AP a necht

(23) pp(x,y) == max{|zy —y|; 1 <k <p},

(24) o2, y) = Z |2k — Y.
k=1

Dokazte, ze funkce p,, a p, jsou metriky v AP, pro néz plati nerovnosti

(25) Do < Pp <NPDpy Po<Pp<DPPp, Pp < Pp <PDp-

Odvodte z toho, Ze pro kazdou posloupnost bodid x,, = (zn1,. .., Tnp) € AP, pro
kazdy bod z = (z1,...,x,) € AP a pro n — oo je
(26) Pp(Tn, ) = 0 & Pp(Tn, ) = 0 & pp(wn, ) = 0.

V dusledku toho je konvergence x,, — x pii kazdé z metrik py, p,, pp ekvivalentni
s tzv. konvergenci po souradnicich, tj. s podminkou

(27) Tpk — Tk prom — oo a pro kazdé k=1,...,p. O

Zobecnénim konvergence po soufadnicich je tzv. bodova konvergence:

Je-li X libovolnd mnozina a je-li (Y, o) metricky prostor, fikdme, ze posloupnost
zobrazeni fr : X — Y konverguje v X bodové k zobrazeni f : X — Y, je-li
fe(z) = f(z) (pfi metrice o) pro kazdé x € X. To znamend, Ze

(28) pro kazdé e ¢ Ry a pro kazdé x € X existuje kg tak, Ze nerovnost
o(fr(x), f(x)) < e plati pro vSechna k > ko.
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V podmince (28) zavisi index ko obecné jak na e, tak na xz; je-li mozné volit jej
nezavisle na x € X, fikdme, ze konvergence f;, — f je v X stejnomérna.

Rikdme tedy, Ze posloupnost zobrazeni f; : X — Y konverguje k zobrazeni
f: X =Y stejnomérné (v X), jestlize

(29) pro kazdé e € Ry existuje ko tak, ze nerovnost o(fi(x), f(z)) < e plati
pro vSechna k > ko a vsechna x € X.

Je ziejmé, Ze ze stejnomérné konvergence plyne konvergence bodova ; v nasledu-
jicim prikladé€ ukazeme, ze existuji jednoduché posloupnosti funkci, které konverguji
bodové, nikoli viak stejnomérns. 3)

Poznamenejme predtim, ze posloupnost zobrazeni fi, konvergujici k zobrazeni f
v X bodové, nekonverguje k f stejnomérné, pravé kdyz

(30) existuje ¢ € Ry tak, Ze pro kazdé ko € N existuje k > ko a x € X tak, ze

Priklad 12.3. Je-li fi(z) := x/k pro vSechna z € R, konverguji funkce fr v R
k nulové funkci bodové. Konvergence fr — 0 vSak neni v R stejnomérna, protoze
napf. pro € = 1 a pro kazdé ko € N plati nerovnost | fx(z)| = |z/k| > & = 1 nap¥.
pro k = © = 2ky. Konvergence f; — 0 je v naSem pripadé stejnomérnd na kazdé
omezené mnoziné X C R. Je-li totiz K € Ry zvoleno tak, ze v € X = |z| < K,
je-li dano libovolné € € Ry a polozime-li kg = K/¢, je | fu(z)| < K/k < K/ko = ¢
pro vSechna x € X a vSechna k > k.

Podminka omezenosti mnoziny X C R je v naSem piipadé pro stejnomérnou
konvergenci fr — 0 v X nejen postacujici, ale zfejmé i nutna. Obecné vSak mo-
existuji posloupnosti (spojitych) funkci fi, : R — R, které v R konverguji bodové, ale
konvergence neni stejnomérnd v Zadném intervalu I C R. (Srov. s [2], str. 166.)

* kX%

Nez ptejdeme ke cvicenim, zopakujeme nékteré pojmy linearni algebry. Ve cvice-
nich budou casto vystupovat prostory funkci f : X — Y, kde Y je linearni prostor.
Soucet funkei f, g bude pak vzdy definovan rovnosti (f + g)(z) := f(z) + g(z) (pro
v8echna z € X)), soucin konstanty ¢ € R s funkei f rovnosti (¢f)(z) := cf(z). Bu-
deme respektovat i obecnou terminologii, v niz se prvky linearnich prostort nazyvaji
vektory, a budeme o funkcich mluvit téz jako o vektorech.

Rikéme, Ze neprazdna konecnd podmnozina M = {V;,Va,...,V,} linedrniho
prostoru X je linedrné nezdvisld, je-li linedrni kombinace A1 Vi + ...+ A\, V,, nulovy
vektor jen v piipadé, ze Ay = ... = A, = 0.%) Nekonecnd mnozina M vektort se

nazyva linedrné nezdvisld, je-li linedrné nezavisla kazda jeji neprazdna konecné

3) Stejnomérna konvergence je velmi dilezity pojem matematické analyzy; je mu proto véno-
vana celd nasledujici kapitola. Zde se o stejnomérné konvergenci zminujeme jen proto, ze konver-
gence v nékterych prostorech funkci je pravé tato konvergence.

4) Je zfejmé, ze vektory Vj, jsou pak navzijem rtzné a Ze zadny z nich neni nulovy.
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podmnozina. Neni-li mnozina M vektorti linedrné nezavisla, fikame, Ze je linedrné
zavisld. Je-li M linedrné nezavisla (resp. linedrné zévisld) mnozina, fikdme téz, ze
vektory Ve M jsou linedrné nezdvislé (resp. linedrné zdvislé).

Linedrnim obalem mnoziny M C X nazyvame mnozinu vsech linearnich kom-
binaci prvka z M. Ma-li linedrné nezavisld mnozina M linearni obal rovny X,
nazyvame ji bdzi prostoru X.

Dimenzi (podrobnéji: algebraickou dimenzi) linedrniho prostoru L slozeného jen
z nulového vektoru definujeme jako 0 a piSeme dim L = 0. Existuje-li v linearnim
prostoru L linedrné nezavisld mnozina slozend z n € N vektorid, zatimco kazda
mnozina M C L slozena z vice nez n vektorud je linedrné zavisla, fikame, ze L ma
dimenzi n a piSeme dim L = n. Rikdme, Ze linearni prostor ma nekonecnou dimenzi
a piseme dim L. = oo, nemé-li dimenzi n pro zadné celé ¢islo n > 0, tj. existuje-li
v ném pro kazdé n € N linedrné nezavisla mnozina obsahujici (aspoil) n vektort.

V n.l.p. L nazyvame jednotkovym vektorem kazdy vektor s normou 1. MnozZina
vSech jednotkovych vektort prostoru L je jeho jednotkovd sféra, mnozina vSech
vektorti s normou < 1 resp. < 1 jeho otevrend resp. uzavrend jednotkovd koule.

Cviceni 12.08. 1. Ovéite, ze pro kazdou mnozinu Z # () je mnoZina
(31) M(Z):={f:Z — R; funkce f je omezend v 7}
linearni prostor, v némz je funkce

(32) 1 :=sup{|f(2)|; z€ Z}

normou.

Rada k dikazu trojihelnikové nerovnosti: Pro kazdé z ¢ Z je | f(2) + g(2)| <
| f(z)] + |g(2)]; nejdiive pfejdeme k supremiim na pravé strané, pak k supremu
vlevo. o

2. Ovérte, ze
(33) konvergence pfi normé (32) je totoznd se stejnomérnou konvergenci v Z.

3. Dokazte, ze pro kazdou konec¢nou (resp. nekonecnou) mnozinu Z je algebraické
dimenze prostoru M (Z) také konec¢na (resp. nekonecna).

Podrobnéji: Mnozina vsech funkci

1 pro z=a

(34) falz) = { } , kde ac Z,

0 pro z#a
je linedrné nezavisla; v pfipadé koneéné mnoziny Z je bézi prostoru M(Z).

Navic je || fo|| = 1 pro kazdé a € Z a || fo — fv|| = 1 pro kazdé dva riizné body
acZ,bez. O

Definice. (32) je tzv. supremova norma (v M(Z)); podrobnéji ji lze znadit napt.
Il ... |l sup- Je-li Z koneéné (neprazdnd) mnozina, lze misto suprema psat maximum
a v souvislosti s tim mluvit o0 maximové normé (|| ... || max). O
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Cviceni 12.09. Pro kazdy kompaktni interval {(a,b) C R bud
(35) C(a,b) :=={f:{a,b) = R; f je spojitd v (a,b)}.

Spolu s f je i funkee | f| spojitd na kompaktnim intervalu (a, b), a nabyva tam tedy
svého maxima; proto mé dobry smysl definice:

(36) [ £ := max{| f(z)]; = € (a,b) }.

Dokazte, ze (36) je norma v prostoru C(a,b) a Ze po jejim zavedeni se tento
prostor stane podprostorem prostoru M (a,b) := M({a,b)) (sr. s Cv.12.08). Kon-
vergence pii maximové normé (36), kterou lze podrobné&ji znacit napf. || ... || max,
je opét konvergenci stejnomérnou, a to v intervalu {a,b).

Cviceni 12.10. Pro kazdé dvé funkce f a g z mnoziny (35) polozte

b
(37) (fg) = / fg

a dokazte, ze (37) je skaldrni soucin ; ptisluna norma

(39 = ([ )"

je jednou z ,integralnich norem“. %)
Pro kazdé n € N pak polozte

b—a

(39)  fa(x):=sin (mrgg , fa(z):=0 jinak,

a [
), jeria<zr<a+

a dokazte, Ze || fn |lmax = 1 pro vSechna n ¢ N (takze neni || fy, ||max — 0), zatimco

(40) anl\z=\/b2_na—>0.

Dusledek: Integrdlni norma (38) neni totozna s maximovou normou (36).

Rady: 1. Pfi dtikazu, Ze (37) je skaldrn{ soudin, miiZe éinit potiZe jen vlastnost S1,
konkrétnéji implikace (f - f) =0 = f = 0. Neni-li vSak f =0 (v (a,b)), existuje
bod zg € (a,b) tak, ze A := f2(xg) > 0; ze spojitosti plyne existence intervalu
(c,d) C {a,b), v némz je viude f? > 1 A. Potom vsak je

/abf2:/acf2+/cdf2+/ibf22/cdf2 Z/Cd%A= 2A(d =) > 0.

2. Kazd4 z funkci f,, je spojitd v R a svého maxima nabyva v bodé a+ (b—a)/2n;
doporucujeme nacrtnout si grafy. ¢

5) Lze dokézat (sr. s [13], str. 542-543), 7e pro kazdé pe(1,+o00) je i vyraz (fab | £1?)Y/P nor-
mou; ,integralnich norem“ je tedy nekone¢né mnoho a index 2 v (38) odpovidd p = 2.
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Priklad 12.4. Funkce (39) konverguji k nulové funkci jak pti integrdalni normé
(38), tak i bodové; konvergence neni sice stejnomérnd v celém intervalu (a,b), ale
je stejnomernd v kazdém intervalu (a + 9,b), kde § € (0,0 — a).

Abychom ukézali, jak malo mé konvergence pii normé (38) spoleéného nejen
s konvergenci stejnomérnou, ale dokonce i s bodovou, modifikujme piedchézejici
ptiklad. Pro kazdé n € N polozme d,, := (b — a)/2n a bud

(41)  gn(z) := cos (nwi a) , jeli € (a—dp,a+06n), gn(x):=0 jinak;
—a

snadno zjistime, ze

a+6n a a+dn
(42) / 93 =0, / gi=/ 9r = 36n.
a—0bn a—0dbn a

Definujme pro kazdé n € N a kazdé k = 0,1,...,2n funkci A,y : R — R podminkou
(43) B () := gn(x — koy);
protoze hodnota integrdlu se pfi translaci neméni, je
b %6,1 pro k=0 a k=2n
(44) [ #= .
a 0, pro k=1,....2n—1

7Z toho ihned plyne, Zze posloupnost
(45) hio, b1, haz, hoo, hot, hoo, hos, hoa, - . oy Bty - ooy B2y - -
konverguje pii integralni normé k nulové funkci.

Podrobnéjsim vySetfenim funkci h,j, zjistime, ze pro kazdé x ¢ (a,b) a pro kazdé
n e N existuji celd ¢isla j, k lezici mezi 0 a 2n tak, Ze hy,;(z) = 0, hux(z) > 1/V/2.
V posloupnosti hodnot funkci (45) v bodé 2 bude proto na nekone¢né mnoha mistech

0 a na nekone¢né mnoha (jinych) mistech hodnota > 1/v/2; posloupnost (45) proto
nem4 limitu v zddném bodé x € {(a,b).

NN VWVVVVYY

FUNKCE h,; PRO {(a,b) =(0,1) APRORN=1An=4
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Cviceni 12.11. Pfi oznaceni z (35) dokazte, ze

b
(46) 1= [ 15
je norma v mnoziné C(a,b), pro niz plati implikace
(47) fi € C(a,b), || frlmax = 0 = [ frllr = 0.

Najdéte posloupnost funkei f, € C(0,1), pro néz plati tyto 4 podminky: fr — 0
bodové v (0,1), || fillmax = +00, [ fillt = 0, | fill2 = +00.9)

Cviceni 12.12. Mnozina
(48) 2= {x; x={xp}p2q, ok € R pro kazdé k ¢ N, in < —l—oo}
k=1

(Gte se ,malé el kvadrét*) je jednim z tzv. Hilbertovych prostoru.
A. Dokazte, ze

oo
(49) z={ap}2, € y={w},e? = Zxkyk konverguje absolutné,
k=1

a odvodte z toho, Ze i fada Y ;- | (zi + yx)? konverguje.
Definuje-li se tedy s¢itani posloupnosti x a y a nasobeni posloupnosti x ¢islem
c € R po souradnicich, tj. klade-li se

(50) Tty = {xk + yk}zozlv Cr = {c‘rk}zozlv

stane se z £2 linedrni prostor; dokazte dale, ze vyraz
o0

(51) (x-y) = wryk
k=1

je skaldrni soucin, takze jeho zavedenim do £2 se tento prostor stane unitdrnim
prostorem s normou a metrikou

(52)

> (e —yr)?.

k=1

Rada: Zavér implikace (49) plyne ihned z nerovnosti 2|ab| < a? + b? platné pro
kazda dvé ¢isla a € R, b € R a ze srovnavaciho kritéria pro fady. ¢

B. Ukazte, Ze pro kazdou posloupnost vektort z™ = {x}?° | € (% a pro kazdy
vektor x = {x;,}32, € ¢? plati implikace

6) Nékolik moznych Feseni najde ¢tenaf na konci kapitoly.
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(53) 2" —x pron— oo = xj, = T pro n — oo a kazdé keN,

kterd znamend, Ze z konvergence v {2 plyne konvergence po soufadnicich.
Tzv. Kroneckerovo delta §;; je pro cela ¢isla ¢, j definovano podminkami

1, jelii=j
(54) dij ?:{ o }
0, je-li i £ j
Pro kazdé n € N se vektor e, := {0, }72 ;, tj. posloupnost, jejiz n-ty ¢len se rovna
1 a vSechny ostatni ¢leny jsou nulové, nazyva jednotkovy vektor n-té souradnicové
osy v (2. Vektory e, jsou ziejmé navzdjem ortogondlni (a nenulové, tedy linedrné
nezdvislé); z toho plyne, 7ze dim (2 = cc.
Oveite, ze posloupnost {e, }°2 ; konverguje po soufadnicich k nulovému vektoru
0 prostoru (% (tj. k nulové posloupnosti), pficemz | e,| = 1 /4 0. Implikaci (53)
nelze tedy obrdtit!
C. Dokazte, ze pro kazdé x = {xy}3°, € (? jex = 7o | aper, kde x, = (z - ey)
pro vSechna k ¢ N.
Rada: Rovnosti (z - e) = limnﬁoo(zzlzl xi€; - ex) = Tk plynou z linearity a ze
spojitosti skaldrniho sou¢inu (viz P¥.12.2). Pro kazdé n € N je proto

(e =Y anen) - (2= Y wjes) = lal* =2 Y an(e-en) + 3 af = |22 =Y af,
k=1 j=1 k=1 k=1 k=1

a protoze rozdil vpravo konverguje pro n — oo k 0, plati totéz o ¢tverci normy
vektoru z — > 7_, xey vlevo. o

Poznamka 12.4. Nekonecné posloupnost jednotkovych, navzajem ortogondlnich
vektorti e, uréuje v £2 nekone¢né mnoho soutadnicovych os {tey; t € R}. Podobné
jako je tomu v eukleidovskych prostorech, lze kazdy vektor z € £2 rozlozit do slozek
xrpexr ve sméru jednotlivych souradnicovych os a jejich ,orientované délky“ xp =
(z - ex) se vypoctou podle stejného vzorce jako v prostorech eukleidovskych. Délka
vektoru z je s délkami |zj | primétd do os vazana rovnosti ||z |? = > i, 237, coz
pfipomina Pythagorovu vétu.

Uvedené analogie nejsou zdaleka jediné; v Hilbertové prostoru ¢2 lze spésné
rozvijet geometrii, kterd v nékterych ohledech pfipominéd geometrii eukleidovskych
prostori, ale 1i$i se od ni napt. tim, Ze se i u jednoduchych pojmi (skaldrni soudin,
norma) musime vyrovnévat s otdzkami konvergence.

Kazdy eukleidovsky prostor RP lze snadno zobrazit do ¢2 tak, aby se zachovala
jak jeho algebraicka, tak i jeho metrickd ,struktura“: Oznacime-li ¢ zobrazeni R?
do ¢?, které bodu x = (z1,...,x,) € RP piifazuje bod {z1,...,,,0,0,...} € £2, je
ziejmé, Ze p zachovavé algebraické operace, tj. ze

Nz eRP, yeR = o(z+y) = o) +o(y),

2)z e RP, A e R = o(Az) = Ap(z);
protoze
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3)x eRP = |z| = | ()] (kde vlevo je norma v RP, vpravo norma v £2),
zachovdvd ¢ i vzddlenost.

Zobrazeni s vlastnostmi 1) a 2) se nazyvaji izomorfni (kratce: izomorfismy),
zobrazeni s vlastnosti 3) jsou izometricka; ¢ je tedy izometricky izomorfismus,
prostory R? a ¢(RP) C ¢2 jsou izometricky izomorfni. Viechny vlastnosti, které
plynou z toho, Ze R? i p(RP) jsou normované linedrni prostory, si v téchto dvou
prostorech vzajemné odpovidaji, prostory jsou z algebraického i z metrického hle-
diska ,nerozeznatelné“.

Nekonec¢na dimenze prostoru £? pfinasi v porovnani s kone¢nérozmérnymi pro-
story fadu netusSenych moznosti; pfes jisté analogie jsou vSak mezi geometrii pro-
stortt RP a (2 i zésadni rozdily. Piiklad: Zatimco v ¢2 je konvergence podminkou
znacné silnéjsi nez konvergence po soutradnicich, je v kazdém RP konvergence to-
toznd s konvergenci po soufadnicich.

Cvi¢eni 12.13. Znakem ¢ (nebo podrobnéji £!) se ve funkciondlni analjze znaci
prostor v3ech (nekoneénych) posloupnosti x = {1 }7° ; realnych éisel, pro néz rada

oo . Y o , T, > . «
> 1|k | konverguje. S¢itani dvou vektort a nasobeni vektoru ¢islem je opét de-
finovano jako s¢itani resp. nasobeni po souradnicich.

A. Dokazte, Ze

(55) ]l == |
k=1
je norma v /.
B. Ukazte déle, ze
(56) Z|xk|<+oo:2$i<+oo,
k=1 k=1

takze kazda posloupnost lezici v £ lezi i v £2. Pozor vSak! Prostor { s normou (55)
neni podprostorem prostoru £ s normou (52), protoZe tyto normy nejsou totozné.

C. Najdéte posloupnost {x }?° |, pro niz je soucet na levé strané (56) nekonecny,
soucet vpravo konecny. Dokazte konecné, ze

(57) 2™ — x pii normé (55) = 2" — x pii normé (52).

Cviceni 12.14. Necht X # () je libovolnd mnozina, ¢ € R libovolné ¢islo. Pro
kazdé dva body x, y z X polozte

(58) do(z,y) = { o ete? y}

0, jeli x =y
a dokazte, ze d. je metrika.

Poznamenejme, Ze prostor (X, d..) i metrika d. se nazyvaji diskrétni (podrobnéji:
diskrétni s konstantou c).
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Oveite, ze v (X, d.) plati tato tvrzeni:
A. Pro kazdy bod x € X je

(59) o) = { {z}, je-lie e (0,c) }

X, je-lie e (¢, +00)

Diisledek: Kazdé okoli mé priimér rovny bud 0, nebo c.
B. Posloupnost bodii x, € X je konvergentni, pravé kdyz je stacionarni.
Ovérte dale spravnost téchto tvrzeni:

C. Mnozina {e,; n € N} vSech jednotkovych vektorti v ¢* je diskrétni prostor
s ¢ = /2. T4z mnozina, povazovana za podprostor prostoru ¢, je také diskrétni
prostor, ale s konstantou ¢ = 2.

D. Kazda z funkci cos2¥nz, kde k € N, je jednotkovy vektor prostoru C(0,1)
s maximovou normou a mnozina vsech téchto vektori je diskrétni podprostor pro-
storu C(0,1) s konstantou ¢ = 2.

E. Mnozina vSech funkci (34) ze Cv.12.08 je diskrétni podprostor s konstantou
¢ = 1 prostoru M (0, 1) se supremovou normou; kazda z uvedenych funkci mé p¥itom
normu také rovnou 1.

F. Definujeme-li v prostoru C(—m, ) skaldrni souc¢in podle Cv.12.10, ziskdme
unitarni prostor, v némz funkce fi(x) := sinkz, kde k € N, tvori diskrétni pod-
prostor s konstantou ¢ = \/27; uvedené funkce jsou pfitom navzijem ortogonalni
vektory s normou /7.

G. V prostoru C(0,1) se skaldrnim sou¢inem z Cv.12.10 tvofi funkce

2k/2 sin (2F ) v (27F, 27k 1)
gr(z) =

(60) . }, kde k e N,
0 jinde

diskrétni mnozinu s konstantou ¢ = 1; funkce g, jsou navzajem ortogonalni a kazda
z nich m4 normu 1/+/2.

Cviceni 12.15. Necht X je mnozina vSech komplexnich ¢isel a necht pro kazd4a
dvé komplexni &isla z = |z|e®, ( = |(]e®, kde s e R, t € R, je

|z—=¢|, jelibud 2¢ =0, nebosztmodw}

(61) pzv1(27C)' {|Z|+|C| jinak

(Vzdalenost dvou bodt se tedy na kazdé pfimce prochézejici po¢atkem mé¥i
ynormalng“ (=, eukleidovsky“); lezi-li v8ak body z # 0, ¢ # 0 na dvou raznych
polopfimkach vychazejicich z pocatku a netvoricich dohromady pfimku, je jejich
vzdalenost rovna eukleidovské vzdalenosti, kterou by mély, kdyby obé poloprimky
dohromady pfimku tvofily, tj. kdyby jedna z nich byla prodlouzenim druhé. Na-
zornou predstavu o ,metrickych pomérech” v celém prostoru (X, p,y1) komplikuje
skutecnost, ze by se kaZdda polopfimka vychazejici z po¢atku v tomto smyslu jevila
jako prodlouzeni kazdé jiné takové polopiimky.)
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Dokazte, ze

1) funkce p, v je metrika v mnoziné X vSech komplexnich ¢isel.

Dokazte dale, ze v prostoru (X, p,y1) plati:

2) 2z, > 0 & | 21| = 0;

3) zx — 2 = |z]e¥® # 0, pravé kdyz je z, = |z | pros.v.k a |z — 2| — 0.

Cviceni 12.16. Necht X je mnozina vSech posloupnosti pfirozenych &isel, tj. vSech
zobrazeni f : N = N. Je-li f € X, ge X, f # g, polozme ppp(f,g) = 1/n, kde n je
nejmensi pfirozené ¢islo, pro néz je f(n) # g(n); je-li f =g, bud ppp(f,g) =0.

Dokazte tato tvrzeni:

A. ppp je metrika v X . (Dvojice (X, ppp) se nazyvéa Bairav prostor.)

B. Je-li f, € X, f e X, je fr = f pii metrice ppp, pravé kdyz pro kazdé n ¢ N
existuje k(n) ¢ N tak, Ze pro vSechna k > k(n) je fr(1) = f(1),..., fx(n) = f(n).
(Utvofime-li ,dvakrat nekoneénou® matici, jejiz k-ty fadek tvoii ¢leny posloupno-
sti fi, je prvni ¢len k-tého ¥adku s k > k(1) ¢islo f(1), prvni dva ¢leny k-tého
fadku s k > k(2) jsou éisla f(1), f(2), atd. Sloupce matice jsou tedy staciondrni
posloupnosti, pfi¢emz v n-tém sloupci je od k(n)-tého ¢lenu &islo f(n).)

C. Necht' fi(k) := k pro vSechna k a fr(j) := 1, je-li j # k; pak fr — f, kde f
je konstantni posloupnost f, pro niz je f(j) = 1 pro vSechna j.

Cviceni 12.17. Necht —0o < a < b < 400 a necht ¢ : R —,, (a,b) je spojitd
rostouci funkce ; rozsifme jeji definiéni obor na celé R* tim, Ze polozime ¢(—o0) := a,
©(400) := b. Dokazte, ze funkce definovana podminkou

(62) prea(z,y) = |o(y) — o(z)| pro kazdé dva body = < R*,ycR*

je metrika. (MtzZeme ji fikat redukovana metrika v R* generovand funkci ¢; body
x,y na ose x zobrazime funkci ¢ a najdeme (eukleidovskou) vzdalenost jejich obrazt
¢(),¢(y) na ose y.)

Dokazte dale, ze pro kazdou posloupnost {1 }72 , kone¢nych redlnych ¢isel a pro
kazdé x € R* je im y_yo0o 7, = x, ") pravé kdyz prea(xr, ) — 0.

Oveéfte koneéné, ze napt. funkce p(x) := z/(1 + |z|) (z € R) spliluje nahore
uvedené podminky, pficemz (a,b) = (—1,1).

* ok *

Jsou-li z1, 2o dvé komplexni ¢isla, ozna¢me z; := Rez;, y; :=Imz; proj =1,2
a polozme

(63) p(z1,22) = |22 — 21| = /(w2 — 21)2 + (y2 — y1)2.
Funkce p je podle toho, co jsme fekli v Pf.12.01, metrika v mnoziné C vSech
komplexnich ¢isel; neni-li feeno nic jiného, predpoklada se automaticky, ze C je

metricky prostor prdve s touto metrikou.

™) podle bé&zné definice
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V analyze v komplexnim oboru se m.p. C nazyvéa oteviena Gaussova rovina;
podobné jako bylo z mnoha dévodd vyhodné pfidat k R dvé nekonec¢né ¢isla +oo,
je v komplexni analyze vhodné rozsirit mnozinu C o jediné nekone€no co. Vznikne
tak mnozina S := C U {oo}.

Algebraické operace s co se zavadéji takto:

1. Soucet: z 4+ 0o = 0o+ z := oo pro kazdé z € C; soucet 0o + oo neni definovan.

2. Soudin: z - 00 = 00 - z := 00 pro kazdé nenulové z € S; souciny 0 - oo, oo - 0
nejsou definovéany.

3. Podil: 2/0 := oo pro kazdé nenulové z € S a z /o0 := 0 pro kazdé z € C; podily
0/0 a 0o/o00 nejsou definovény.

4. Celoéiselnd mocnina: oo® := 1, co™ := 00, 00"

:= 0 pro kazdé n ¢ N.

Do mnoziny S se zavadi metrika p* takto: Oznacme A := (0,0,1) ,severni pdl“
jednotkové sféry

(64) Si={(EneR E+n’+* =1}

v R? a pro kazdé X = (£,7,¢) € S — {A} bud (z,y,0) prisecik souradnicové roviny
¢ = 0 s polopfimkou vychéazejici z bodu A a prochazejici bodem X . Polozime-li

(65) B(X) = {x+iy, je-li X # A} |

oo, jelli X=A

je @ ziejmé prosté zobrazeni mnoziny S na mnozinu S, takze ¥ := &_; zobrazuje S
prosté na S. Pro kazdé dva body z1, 22 z S pak definujeme

(66) P (21, 22) = p3(¥(21), ¥ (22)),

kde p3 je eukleidovsk4 metrika v R3. Zobrazeni @ se nazjva stereograficka projekce,
p* je tzv. redukovana metrika v S®), m.p. (S, p*) je uzaviena Gaussova rovina.

Cviceni 12.18. Dokazte toto jednoduché obecné tvrzeni, z néhoz ihned plyne, Ze
p* je opravdu metrika v S:

Véta 12.1. Je-li (Y,0) metricky prostor, je-li w : Y —,, W prosté zobrazeni
a definujeme-li

(67) T(wy,ws) :=oc(w-1(w1),w_1(ws)) pro kazdé dva body wi € W, wy e W,

je (W, T) metricky prostor. [

V souladu s tim, co jsme fekli v Po.12.4 pro jeden specidlni piipad, nazyva se
zobrazeni w : Y — W prostoru (Y, o) do prostoru (W, 7) izometrické, jestlize
(68) ey, peY = r(wy),w(yz)) = oy, y2).

8) p* je metrika podle V.12.1, kterd nésleduje a jejiz snadny ditkaz pfenechame tenafi.
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Existuje-li izometrické zobrazeni w : Y —,, W, fikdme, Ze prostory Y a W jsou
izometrické.?) O
Jisté jsou zfejméa tato dvé tvrzeni:

(69) Roviny R? a C jsou izometrické;
(70) rovina (S,p*) je izometrické s jednotkovou sférou S v R3.

Cviceni 12.19. Dokazte tato tvrzeni:

1. Je-li (0,0,1) = A# X =(&,1,0) €S, z=Rez, y=1Imz, je

§+n
71 P(X) =
() o0 =52,
2x 2y 22 4+9y2 -1
72 = = = 7.
(72) ¢ 22+ TR ¢ 2 +y?+1

2. Je-li p metrika (63), je-li zi;, € C pro kazdé k € N a je-li z € S, plati tyto
implikace :

(73) z2eC = (p"(2k,2) > 0 & p(zg,2) = 0),

(74) z=00 = (p"(2k,2) > 0 & |zk| = +00).

Cviceni 12.20. Necht (X, p) je metricky prostor; dokazte, ze funkce p* definovand
rovnosti

(75) pr(z,y) == @) pro kazdé dva body x e X,ye X

- 1+ p(z,y)

je metrika v X splnujici ekvivalenci
(76) plxg,z) >0 < p*(xg,z) =0

pro kazdou posloupnost bodit z € X a kazdy bod x € X.

Rada: Trojuhelnikova nerovnost pro funkci (75) je ekvivalentni s nerovnosti,
ktera z ni vznikne vynasobenim vSemi jmenovateli; staci pak porovnat obé strany. ¢

Vsimnéme si, ze vSechny hodnoty funkce p* lezi v intervalu (0,1) ; z toho ihned
plyne, ze kazda podmnozina prostoru X s metrikou p* je omezena — jeji priimeér
neni vétsi nez 1.

Vsimnéme si dale, ze kdyz za prostor (X, p) zvolime R, bude mit (75) tvar

ly — |

(75*) p(x,y) = [T pro kazda dvé ¢isla z,y z R;

9) Jde ziejmé o relaci reflexivni, symetrickou a tranzitivni, tedy o ekvivalenci ve smyslu obecné
teorie mnozin.
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i tato metrika v mnoziné vSech konec¢nych redlnych ¢isel se pocitava mezi tzv. redu-
kované metriky. [

Definice. Dvé (libovolné) metriky p a p* v témz prostoru X, pro néz plati (76),
se nazyvaji ekvivalentni.

Cvi€eni 12.21. Necht X je mnozina vSech (nekoneénych) posloupnosti (koneé-
nych) realnych &isel; jsou-li z = {zx}72, a y = {yr}p2, dvé takové posloupnosti,
bud

o0

(77) o(z,y) ZZZL lyk — @k |

= 28 14 Jyp —ax|

Dokazte, ze
1. 0 je metrika v X

2. konvergence v prostoru (X, o) je totoznd s konvergenci po soufadnicich, tj.
s podminkou: Je-li 2" = {x}}7°; € X pro kazdé n e N a je-li v = {1, }7°, € X, je

(78) lim 2" =2 v (X,0) & lim z}} =z pro kazdé k € N.

n—00 n—00

Rada: Z vysledkt Cv.12.20 snadno plyne, Zze o je metrika. Kazdy séitanec na
pravé strané (77) je nejvyse rovny levé strané; podle Cv.12.20 proto o(z",x) —
0 = |z} — x| — 0 pro kazdé k. Je-li obracené |z} — x| — 0 pro kazdé k a je-li
e € Ry, zvolime K e N tak, aby bylo ZZOZKH 27F < %5; pak najdeme N € N tak,
aby bylo |z} — x| < €/2K pro vSechna n > N a vSechna k € {1,..., K}. Pro kazdé
n > N je pak o(z",z) <e. ¢

Cviceni 12.22. Nechf —c0 < a < b < 400 a necht (a;,,b,) jsou kompaktni
intervaly spliujici podminky

(79) <am7 bm> - (am+17 bm+1) pro kazdé m e N, U <ama bm> = (av b)

m=1

Necht X je mnozina vSech funkci f : (a,b) — R omezenych na kazdém intervalu
(o, B) C (a,b); pro kazdou funkei f € X a pro kazdé m € N ozna¢me

(80) om(f) = sup{| f(z)[; = € (am,bm) }

a pro kazdé dvé funkce f € X, g € X polozme

N L onlf-g)
=y D= 2 o o9

Dokazte, ze

1. 0., neni (pro zadné m) norma v X , ale

2. 0 je metrika v X .
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Rada: o,,, neni norma, protoze pro dvé funkce f, g z X, pro néz je f(x) = g(x)
pro v8echna x € (G, bm ), je om(f,9) = 0 bez ohledu na to, jakych hodnot nabyvaji
v (a,b) — (am,bm); om vSak spliiuje nerovnost o, (f + g) < om(f) + om(g), coz
staci k tomu, aby funkce o, (f)/(1+ 0m(f)) splitovala podobnou nerovnost. Z toho
snadno plyne trojuhelnikova nerovnost pro funkci o. ¢

Dokazte déle, ze

3. o(fx, f) — 0, préavé kdyz je fr, — f stejnomérné v kazdém (a,, by,).

Rada: Postupujte podobné jako ve Cv.12.21. ¢

Necht (¢, d,) spliiuji analogické podminky jako intervaly (@, b ), tj. necht je

o0

(79) (Cnsdn) C (eny1,dny1) pro kazdé neN, | J(cn dn) = (a,b).
n=1

Analogicky bud
(80") Tn(f) = sup{| f(2)|; = € (cn,dn) }

pro kazdé n e N a

)52t

n=1
Dokazte, ze
4. metriky o a T jsou ekvivalentni, tj. ze konvergence v X nezavisi na zptusobu,
jak byl interval (a,b) rozlozen na kompaktni intervaly {(am, by ) s vlastnosti (79).

Rada: Dokazte, Ze pro kazdé m € N existuje n € N tak, Ze (am,bm) C {(cn,dn),
a Ze obracené pro kazdé n € N existuje m € N tak, Ze (¢, dp) C (am,bn); vyuzijte
to pak v dikazu. ¢

Cviceni 12.23. Budte (X, p) a (Y, o) dva libovolné metrické prostory; pro kazdé
dva body 2’ = (2/,y') e X x Y, 2" = (2",y") € X x Y polozme

(82) pxy (2, 2") = p?( ") + a2 (y',y"),
(83) Pxy (2, 2" )12 max (p (2, 2"), o (y', y")),
(84) pxy (2, 2") = p(a', ") +o(y',y").

Dokazte, ze

1. kazda z funkci (82) — (84) je metrikou v kartézském soucinu X x Y;

2. kazdé dvé z téchto metrik jsou ekvivalentni a pii kazdé z nich je konvergence
v X x Y konvergenci po souradnicich.

3. Metrizujte podobné obecny kartézsky soucin X; x ... x X, kde p > 1 je
prirozené cislo a dokazte analogicka tvrzeni.

4. Provedte piedchdzejici tikol specidlné pro piipad, ze X; = ... = X, = R. Pak
pro p =2 a pro p = 3 popiste, jak z hlediska eukleidovské geometrie vypadaji okoli
pri vSech tfech zkonstruovanych metrikach. [
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Rikéme, Ze podmnozina M metrického prostoru (X, p) je oteviena, ma-li kazdy
bod x € M okoli U(z) obsazené v M. Rikdme, Ze mnozina N C X je uzav¥ena, je-li
jeji doplnék X — N otevieny.

Cviceni 12.24. Dokazte tato tvrzeni:

O1. § a X jsou oteviené mnoziny.

02. Je-li A libovolna mnozina a je-li mnozina M, oteviena pro kazdé o € A, je
i sjednoceni | J. 4 oteviené.

03. Je-li A kone¢na mnozina a je-li mnozina M, oteviena pro kazdé a € A, je
i prinik (. 4 otevieny.

Cviceni 12.25. Dokazte tato tvrzeni:

Ul. § a X jsou uzaviené mnoZiny.

U2. Je-li A libovolna mnozina a je-li mnozina M, uzaviend pro kazdé a € A, je
i prinik (.4 uzavieny.

U3. Je-li A kone¢na mnozina a je-li mnozina M, uzaviena pro kazdé o € A, je
i sjednoceni |J,. 4, uzaviené.

* ok %

Pro kazdou podmnozinu M metrického prostoru (X, p) definujeme vnit¥ek int M,
vnéjsek ext M, uzavér M a hranici 0M mnoziny M takto:

1. z € int M znamen3, Ze existuje U(z) obsazené v M.

2. z € ext M znamend, Ze existuje U(z) disjunktni s M.

3. x € M znamen4, 7e kazdé U(z) méa spoleéné body s M.

4. © € OM znamend, Ze kazdé U(x) mé spoleéné body jak M, tak is X — M.

Bodim z int M resp. z ext M resp. z OM se tika vnitfni resp. vnéjsi resp. hra-
ni¢ni body mnoziny M.

Je ziejmé, ze int M C M aext M N M = 0; body v € M a x € OM mohou, ale
nemust patrit do M.

Cvi€eni 12.26. Dokazte, Ze pro kazdou podmnozinu M m.p. (X, p) plati:

1. Je

—~
oo
ot

~

X =int M UOM Uext M, pficemz mnoziny vpravo jsou disjunktni.

Cint(X — M) = ext M, ext(X — M) = int M.
M=X—extM =int MUOM = M UOM.

LOM=9(X — M) =T nX =L

. Mnoziny int M a ext M jsou oteviené, mnoziny M a OM uzaviené.
. Mnozina M je oteviena, pravé kdyz M = int M.

. Mnozina M je oteviena, pravé kdyz M NOM = ().

. Mnozina M je uzaviend, pravé kdyz M = M.

. Mnozina M je uzaviena, pravé kdyz OM C M.
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Cvi€eni 12.27. Dokazte, ze pro kazdou podmnozinu M m.p. (X, p) plati:

1. M je oteviena, pravé kdyz pro kazdou posloupnost bodu z; € X, pro niz je
xx >z e M, jexy e M pros.v. k.

2. M je uzavtena, pravé kdyz pro kazdou posloupnost bodi xy € M, ktera kon-
verguje v X, je limxy ¢ M.

3. x € int M, pravé kdyz pro kazdou posloupnost bodi x, € X, pro niz je
xx —>x €M, jexy € M pros.v. k.

4. x € M, pravé kdyz existuje posloupnost bodii x € M tak, ze xj, — x.

5. x € OM, pravé kdyz existuji dvé posloupnosti bodii 2}, € M az) € X — M
tak, ze limz), =lima}) =2z. O

Definice. Rikdme, Ze podmnozina M metrického prostoru (X, p) je kompaktni,

je-li mozné z kazdé posloupnosti bodt z € M vybrat posloupnost konvergentni
vM. O

Ve vétach 12.2—12.7 jsou shrnuty nejdiilezitéjsi vlastnosti kompaktnich mnozin;
dikazy prvnich péti nejsou nikterak obtizné a mohou slouzit ¢tenéri jako test, ze
prislusné pojmy myslenkové dobie zvladl.

Véta 12.2. Je-li mnozina M C X kompaktni, je omezend a uzaviend (v X).

Véta 12.3. Je-li mnozina M C X uzaviend a je-li prostor X kompaktni, je M
kompaktni.

Véta 12.4. Je-li p € N, je mnozina M C RP kompaktni, pravé kdyz je omezena
a uzaviena.

Cvigeni 12.28. Dokaite, ze uzaviens jednotkova koule {x € ¢?; ||x|| < 1} pro-
storu ¢2 neni kompaktni, ackoli je uzaviend a omezena. 1°)

Rada: ProtoZe z konvergence x,, — x v £ plyne jak konvergence po soufadnicich,
tak i relace ||z, | — |||, nemtiZze mit z4dné posloupnost vybrand z posloupnosti
vektort e,, soutadnicovych os v 2 Zadnou limitu; po soufadnicich totiz konverguje
k nule, zatimco normy maji limitu 1. ¢

Véta 12.5. Jsou-li prostory (X, p) a (Y, o) kompaktni, plati totéz pro jejich kar-
tézsky soucin X xY metrizovany kteroukoli z metrik z P¥.12.23. (Analogické tvrzeni
plati pro kartézsky soucin libovolného kone¢ného pocdtu kompaktnich prostori.)

Véta 12.6. (Cantorova véta.) Jsou-li M}, neprézdné kompaktni podmnoziny me-
trického prostoru (X, p) a je-li My D M1 pro kazdé k € N, je (oo, M #0. O

Definice. Rikame, Ze systém M = { M, }oc 4 mnozin pokryva mnozinu M (nebo
Ze je pokrytim mnoziny M nebo Zze mnoziny M, € M pokryvaji mnozinu M), je-
i M C Uyca Ma. O otevieném pokryti mluvime v piipadé, ze vSechny mnoziny
M, € M jsou oteviené.

10) Podminka M C RP véty 12.5 je tedy podstatnd. Ve funkciondlni analyze se dokazuje, Ze

uzaviend jednotkova koule v n.l.p. X je kompaktni, pravé kdyz ma X konec¢nou dimenzi.
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Véta 12.7. (Borelova véta.) Je-li M = {M,}oca oteviené pokryti kompaktni
podmnoziny M metrického prostoru (X, p), existuje koneénd mnozina B C A tak,
Ze systém My := {M,; a € B} je také pokrytim mnoziny M.

* k%

Definice. Jsou-li (X,p) a (Y,0) metrické prostory a je-li M C X, iikdme, ze
zobrazeni f : M — Y je spojité v bodé = ¢ M vzhledem k M, plati-li implikace

(86) xp € M pro kazdé ke N, z, » z = f(ap) — f(z).

Je-1i f spojité v kazdém bodé x € M vzhledem k M, fikdme, Ze je spojité v M. Pro
spojitost vzhledem k X se obvykle uziva kratky nazev spojitost.

Cviceni 12.29. Uvazte, Ze funkce f : R — R definovanéd jako 1 v intervalu
I :=(-1,1) a jako 0 v R — I, je spojitd v I, ale neni spojitd (vzhledem k R)
v bodech +£1.

Slova ,vzhledem k M “ jsou proto v definici spojitosti v M podstatnd. Uvazte
vSak také, ze v pripadé oteviené mnoziny M je spojitost vzhledem k M totéz co
spojitost vzhledem k X .

Cviceni 12.30. Dokazte ekvivalenci téchto t¥i vyroki:

A. f je spojitda v bodé x vzhledem k M.

B. Pro kazdé okoli U(f(z)) (v prostoru Y) existuje okoli U(z) (v prostoru X)
tak, ze f(U(z) N M) C U(f(x)).

C. Pro kazdé € ¢ R, existuje § € R, tak, ze

(87) e M, p(a',z) < = o(f(2'), f(z)) <e.

Dodatek. Je-li M C X oteviena mnozina, Ize v podmince A slova ,vzhledem
k M*“ vynechat, v podmince B lze psat U(x) misto U(x) N M a v podmince C
nemusime psat ,x' € M“.

Cviceni 12.31. Dokazte ekvivalenci téchto vyrokiu:

A. Zobrazeni f : X — 'Y je spojité.

B. Pro kazdou mnozinu M otevienou v'Y je mnozina f_1(M) oteviend v X.

C. Pro kazdou mnozinu N uzavienou vY je mnozina f_1(N) uzaviend v X.

D. Pro kazdou mnozinu W C X je f(W) C f(W).

Véta 12.7. Je-li X kompaktni prostor a je-li zobrazeni f : X — Y spojité, je
i mnozina f(X) kompaktni.

Dasledek. Je-li X # () kompaktni prostor, nabyva v ném kazda spojitd funkce
f: X — R jak svého maxima, tak i svého minima. [

Nasledujici tvrzeni zobeciiuje zndmou vétu o spojitosti superpozice dvou redl-
nych funkci redlné proménné; protoze podprostor metrického prostoru je metricky

prostor, vyslovime je pro jednoduchost jen pro celé prostory s tim, Ze uzivat je lze
(po evidentni tipravé) i pro podprostory.
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Véta 12.8. 1. Je-li zobrazeni f z m.p. X do m.p. Y spojité v bodé a € X a je-li
zobrazeni g z m.p. Y do m.p. Z spojité v bodé f(a), je superpozice g o f spojita
v bodé a.

2. Je-li f: X =Y spojité vX ajelig:Y — Z spojité vY, je superpozice go f
spojita v X.

Diilezitost stejnomérné konvergence naznacuje napi. tato véta:

Véta 12.9. Necht X, Y jsou metrické prostory, {fi}7>, posloupnost zobrazeni
z X doY, f zobrazeni z X do Y. Pak plati:

1. Jsou-li vSechna zobrazeni fi spojita v bodé a € X a je-li fi, — f stejnomérné
v jistém U (a), je i zobrazeni f spojité v bodé a.

2. Jsou-li vSechna zobrazeni fi, spojita v X a je-li fi, — f stejnomeérne v X, je
zobrazeni f spojité v X.

Cviceni 12.32. Dokazte, ze prostor C(a,b) z Cv.12.09 je uzavieny podprostor
prostoru M (a,b) z Cv.12.08.

Rada: Jde jen o parafrazi 2. ¢asti véty 12.9. ¢

Definice. Jsou-li (X, p), (Y, o) metrické prostory, fikdme, Ze zobrazeni f : X — Y
je stejnomérné spojité (v X), jestlize

(88) reX, 2 eX, pl@,2") <= o(f(2),f(2a") <e.

Poznamka 12.5. Spojitost zobrazeni f v X je totéz jako jeho spojitost v kazdém
bodé =" € X, tj. totéz jako platnost vyroku: Pro kazdé ¢ € Ry a pro kazdy bod
2" € X existuje § € Ry tak, ze

(89) 2 eX,p,2")<d = o(f(@), f(z")) <e.

V této podmince zavisi § obecné jak na e, tak i na bodu z”; f je stejnomérné
spojité, pravé kdyz lze § volit nezévisle na bodu z”. Obecné je tedy stejnomérna
spojitost podminkou silnéjsi nez pouhd spojitost (viz téz Cv.12.33); nésledujici
véta ukazuje, Zze v kompaktnich prostorech je situace prehlednéjsi.

Véta 12.10. Kazdé spojité zobrazeni kompaktniho prostoru X (do libovolného
metrického prostoru Y') je (v X) stejnomérné spojité.

Cviceni 12.33. Dokazte, Ze

1. funkce f(z) := 22 je spojita v R, ale neni tam spojita stejnomérné;

2. funkce f(x) := cos(1/x) je spojitd a omezend v omezeném intervalu (0,1), ale
neni v tomto intervalu spojita stejnomeérne.

Rady: Ad 1. Je-li ddno libovolné ¢ € R, a polozime-li z,, :=n, y, = n+ 1/n pro
kazdé n € N, bude 0 < y,, — x,, = 1/n < 4 pro skoro vSechna n ¢ N, zatimco vyraz
y2 — 22 = 2+ 1/n? bude (pro viechna n) vétsi nez 2.

Ad 2. Je-li 2, := 1/nm7, je |2p — Tpy1| = 1/n(n+ 1)m — 0 pro n — oo, zatimco
| f(zn) — f(py1)] = | cosnm —cos(n + 1)7| = 2 pro kazdé n € N. o
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Definice. Jsou-li X, Y metrické prostory, fikdme, Zze zobrazeni f : X — Y je
homeomorfni (nebo Ze je to homeomorfismus), je-li f spojité a prosté v X a je-li
zobrazeni f_1 spojité v f(X). Rikdme, ze prostory X, Y jsou homeomorfni, exis-
tuje-li homeomorfni zobrazeni f : X —,, Y.

Priklad 12.5. Je zfejmé, ze kazdé izometrické zobrazeni je homeomorfni.

Priklad 12.6. Je dobfe znamo, ze realna funkce f spojita v intervalu I C R je
prostd, pravé kdyz je ryze monotonni; mnozina f(I) je pak interval a funkce f_;
inverzni k f je v ném spojita. Takové zobrazeni je tedy homeomorfni.

Obecné ovsem neni pravda, ze kazdé prosté spojité zobrazeni z R do R je home-
omorfismus; dokumentuje to tento p i i k1 a d : Funkce f definovana v mnoziné
M = (—o00,—1) U (0,+00) podminkami

x+1, jeli e (—o00,—-1)
J(@):= z, jeli ze(0,+00)
je spojitd a prostd v M, ale inverzni funkce g := f_1 : R — ., M spojitd neni,

protoze g(0+) = 0, g(0-) (= g(0)) = —1.

Cviceni 12.34. Dokazte, Ze pro kazdé dva oteviené intervaly I C R, J C R,
I # R # J, existuje linearni lomena funkce, tj. funkce tvaru

(90) fla) = 22H0

- 7x+5, kde {0&,[’3,’}/,5}CR a OZ(S—[:))")/#O,

ktera je homeomorfismem a zobrazuje I na J.

Dokazte déle, Ze linearni lomenou funkci Ize mnozinu R homeomorfné zobrazit
jen na R, pricemz kazda takova funkce je linedrni. (Uvazte, co by se stalo, kdyby
bylo v # 0.)

Najdéte nékolik (svym typem pokud mozno hodné odlisngch) rostoucich home-
omorfnich zobrazeni R na interval (—1,1).

Piiklad 12.7. Zobrazeni piifazujici ¢islu 2z € C dvojici (Re z,Im z) € R? je izome-
trické, tedy homeomorfni; z toho plyne, Ze oteviena Gaussova rovina C je homeo-
morfni s eukleidovskou rovinou R2.

Uzaviena Gaussova rovina S je homeomorfni s jednotkovou sférou S v R3; ste-
reograficka projekce je pfislusny homeomorfismus.

Cviceni 12.35. Najdéte homeomorfni zobrazeni h otevieného jednotkového kruhu
U:={zeC; |z| <1} tak, aby platila implikace
zel, z=|z|le", t e R = h(z) = |h(z)|e"

a rovnost h(U) = X, kde

1. X = C (cela rovina);

2. X ={2€C;|Rez| < 1,|]Imz| < 1} (otevieny &tverec o stfedu 0 a délce
strany 2);
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3. X={r+iyeC;zeR, yeR, (z/a)>+ (y/b)? <1}, kdea e R;, be Ry
(oteviend elipsa o stiedu 0 a poloosach délek a,b).

Rada: Protoze h méa zachovavat argument (= poldrni tihel), piste éisla z € C
v ,polarnim® tvaru z = re®, kde r € (0,+0c0), t € R, a homeomorfismy h hledejte
ve tvaru h(re') = g(r,t)e’, kde g je vhodna nezdporné funkce. o

Cvi€eni 12.36. Dokazte, ze linedrni lomena funkce f(z) := (2—1)/(z+1) zobrazuje
otevienou horni polorovinu X := {z € C; Imz > 0} homeomorfné na jednotkovy
kruhUd :={z2€C; |z| <1}.

Rada: Porovnanim absolutni hodnoty citatele a jmenovatele zjistite, ze pro kazdé
ze Xje|f(2)] <1;jetedy f(X) CU. Rovnice w = f(z) ma pro w € U prévé jedno
feseni 2 = i (1+w)/(1 —w) a imaginarni &ast tohoto z, rovna (1—|w|?)/(|1—w|?)),
je kladna. ¢

Cvi€eni 12.37. Necht

(z,9,0), jeli 2>0,y>0,2=0
(91) f(:v,y,z) = (27070)7 je_li xzy:(),ZZ 0
(0,—2,0), je-li a=y=0,2<0

Dokazte, Ze f je prosté spojité zobrazeni mnoziny X C R3, kterd je sjednocenim
prvniho otevieného kvadrantu roviny xy s osou z, na prvni uzavieny kvadrant
roviny xy. Dokazte déle, Ze zobrazeni f neni homeomorfni. [

Poznamenejme, ze nic podobného situaci z Cv.12.37 nemiize nastat, je-li mnozina
X kompaktni; plati totiz toto tvrzeni:

Véta 12.11. Je-li f prosté spojité zobrazeni kompaktniho m.p. X do (libovolné-
ho) m.p. Y, je f{ homeomorfismus.

Priklad 12.8. Necht p ¢ N a matice

A1 A2 o A
(92) A= )\21 /\22 e )\Qp
)‘pl )‘p2 /\pp

necht je reguldrni, tj. necht det A # 0. Oznacime-li

Ll(,’E) = M1Z1 + A2 + ...+ )\11,1'1,,

(93) LQ(I) = )\21I1 + /\22$2 + ...+ )\QP.CEP,

Lp(l') = /\plxl + /\p2!E2 +...+ /\pp:Ep,
je linedrni zobrazeni L = (L1, Ls,...,L,) homeomorfismus prostoru RP na RP.

(Spojitost zobrazeni L je zfejma. Z algebry je zndmo, Ze soustava rovnic (93) ma pra-
v& jedno FeSeni, nahradime-li p-tici {Li(x),...,L,(x)} jakoukoli p-tici {y1,...,yp}
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realnych ¢isel, protoze determinant soustavy neni nulovy. Z toho plyne, ze L(RP) =
RP; protoze feseni je linedrni funkeci levych stran, je inverzni zobrazeni L_; spojité.)

Povazujeme-li z a L(z) za sloupcové vektory (tj. za matice typu p x 1, v jejichz
k-tém Fadku je €islo xy resp. Li(z)), lze ,transformacéni rovnosti“ (93) zapsat ve
tvaru

(93") L(z) = Az,

kde vpravo je maticovy souéin. Znamena-li A_; matici inverzni k A, popisuje ma-
ticova rovnost

(94) La(y) =A1y

zobrazeni inverzni k L; y a L_1(y) je tfeba opét povazovat za sloupcové vektory.

Zobrazeni L je izomerické, pravé kdyz je matice A ortogonalni, coz znamena, Ze
jeji tadky 7; := (A\j1,...,Ajp), j =1,...,p, spliuji podminku

p
(95) (rj-rk):Z)\ji/\ki: ik pro j=1,....,p,k=1,...,p.
i=1

Je-li podminka splnéna, plati nejen rovnost || L(x)|| = ||| pro kazdé x € RP, ale
dokonce obecnéjsi rovnost

x) - = (z-y) pro kazdé dva body z e RP ycRP.
96 L L(y Y kazdé dva body RP y e RP

Z toho ihned plyne, Zze soufadnicové osy se zobrazi na soustavu navzajem orto-
gonalnich primek, tedy novych soufadnicovych os, na nichz je stejné meéritko jako
na osach ptivodnich.

Cviceni 12.38. Necht X, Y jsou metrické prostory, f : X — . Y prosté zobrazent;
dokazte ekvivalenci téchto podminek:

A. Zobrazeni f je homeomorfni.

A’. Zobrazeni f_1 je homeomorfni.

B. Mnozina M je oteviena v X, pravé kdyz je mnozina f(M) oteviend vY.

B’. Mnozina N je oteviend v 'Y, pravé kdyz je mnozina f_1(N) oteviend v X.

C. Mnozina M je uzaviend v X, pravé kdyz je mnozina f(M) uzaviend v'Y.

C’. Mnozina N je uzavfend vY, pravé kdyz je mnozina f_1(N) uzaviend v X.

D. Pro kazdou mnozinu M C X je f(M) = f(M).

D'. Pro kazdou mnozinu N CY je f_1(N) = f_1(N).

Rada: Je zfejmé, ze A < A’; jinak viz Cv.12.31. o

X kX%

Oznaceni. Je-li {1}, posloupnost bodd néjakého m.p. X aje-li x € X, piSeme
T #xp — x, je-li x # x pros.v.k azp — x.
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Definice. Je-li M C X, kde X je m.p., fikdme, ze x € X je hromadny bod
mnoziny M, existuje-li posloupnost bodi x € M, pro niz je x # xj, — z. Rikame,
7e bod x € M je izolovany bod mnoziny M, neni-li jejim hromadnym bodem. !!)

Mnozina v8ech hromadnych bod@ mnoziny M se nazyva derivace mnoziny M ;
znacime ji der M.

Definice. Je-li X m.p., x € X a € € Ry, nazyvame mnozinu
(97) P(z,e) :=U(x,e) — {x}

prstencové okoli bodu x o poloméru ¢; x je jeho stfed. Je-1i p metrika v X (pomoci
niz byla vytvofena okoli U(z,¢)), je zfejmé

(97 P(z,e)={2" e X;0< p(a’,z) <e}.

Nezélezi-li na poloméru, znacime prstencova okoli kratce P(x). Okoli U(z) se pro
zdlraznéni nazyvaji kruhova.

Cviceni 12.39. Dokazte tato tvrzeni:

1. x € X je hromadny bod mnoziny M C X, prévé kdyz je mnozina M N U (x)
nekonecénd pro kazdé okoli U(x) bodu z.

2. ¢ € X je hromadny bod mnoziny M C X, pravé kdyz je mnozina M N P(x)
nekonecénd pro kazdé okoli P(x) bodu z.

3. v € X je hromadny bod mnoziny M C X, pravé kdyz je M N P(x) # 0 pro
kazdé okoli P(x) bodu z.

4. x € M je izolovany bod mnoziny M C X, pravé kdyz pro kazdou posloupnost
{zr}72, bodd z M plati implikace: xj, = © = xj, = = pros.v. k.

Rada k implikaci 3 = 2: Existuje-li P(z) tak, ze M N P(z) je neprazdné konec-
nd mnoZina, a jsou-li x1,...,x, vSechny jeji prvky, neobsahuje okoli P(z,d), kde
0 :=min{p(zx,z); 1 <k <n}, zddny bod mnoziny M. ¢

Definice. Necht X je m.p., necht M C X, a € der M, necht f je zobrazeni néjaké
mnoziny tvaru P(a) N M do m.p. Y a necht A € Y'; piSeme pak

(98) lim f(x)=A,

r—a,xeM

plati-li pro kazdou posloupnost bodu x; € M implikace

(99) a#xp—a= flxg) = A.

Bod A € Y se pak nazyva limita zobrazeni f v bodé a vzhledem k M. Je-li
M = X, piSeme pod znamenim limity zpravidla jen ,x — a“ a mluvime kratce
0 ,limité zobrazeni f v bodé a“.

11) Vsimnéme si, ze zatimco izolovany bod mnoziny M je bodem této mnoziny, hromadny bod

mnoziny M v M lezet nemusi.
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Poznamka 12.6. Limitu vzhledem k M definujeme jen v bodech a € der M,
abychom zajistili jeji jednoznac¢nost; pro body a € X — der M totiz zadné posloup-
nosti bodt xp € M, pro néz by bylo a # z; — a, neexistuji, a implikace (99) by
byla v disledku toho pravdiva pro kazdé A.

Jisté je ziejmé, Ze plati toto jednoduché, ale uzite¢né tvrzeni:

(100) Jeli NC M C X, acderN, jelimy g pen f(2) =limyg penm f(2),
existuje-li limita vpravo.

Tvrzeni (100) se ¢asto uziva k dikazu, ze limita (98) neexistuje; abychom ne-
existenci limity dokazali, staci najit dvé mnoziny Ny C M, Ny C M tak, Ze
a € der Ny Nder Na, lim  f(z)# lim _ f(x).
rz—a,re Ny r—a,x€ N
Priklad. Jeli f(z):=1vR_ a f(z) :=0 v R4, nemd funkce f v bodé
0 limitu (vzhledem k R), protoze jeji limita vzhledem k R_ je rovna 1 a limita
vzhledem k R, se rovna 0.

Poznamka 12.7. K tomu, abychom dokézali existenci limity na levé strané (98),
staci ovérit, ze pro kazdou posloupnost bodu x; € M, pro niz je a # xx — a, ma
posloupnost {f(xx)} pfislusnych hodnot néjakou limitu v Y, protoZze pak md kazdd
takovd posloupnost stejnou limitu. Jsou-li totiz {z} }3°,, {z}}7>, dvé posloupnosti
s uvedenymi vlastnostmi, ma uvedenou vlastnost i posloupnost 7,2}, x5, 25, ...,
x), xy, . .. ; podle pfedpokladu mé tedy posloupnost p¥islusnych hodnot jistou limitu
A €Y aposloupnosti {f(z})}, {f(z})} z ni vybrané maji touz limitu A.

Véta 12.12. Je-lia € M Nder M, je zobrazeni f spojité v bodé a vzhledem k M,
pravé kdyz je

(101) lim  f(z) = f(a).
r—a,xeM
Je-li a izolovany bod mnoziny M, je f spojité v bodé a vzhledem k M, pravé
kdyz je v bodé a definovano.

Véta 12.13. (Véta o limité superpozice.) Necht X, Y, Z jsou metrické prostory,
necht M C X, a e der M a necht zobrazeni f : M — Y méd v bodé a vzhledem k M
limitu A € Y. Pak plati:

1. Je-li A € der f(M), mé-li zobrazeni g : f(M) — Z v bodé A vzhledem k f(M)
limitu B € Z a existuje-li okoli P(a) C X tak, ze x € P(a)NM = f(x) # A, je

(102) lim g(f(x)) = B.

r—a,xeM

2. Je-li N := f(M)U{A} a je-li zobrazeni g : N — Z spojité v bodé A vzhledem
k N, je

(103) lim  g(f(z)) = g(4).

x—a,xeM
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Cviceni 12.40. Ukazte, Ze neni-li splnéna podminka x ¢ P(a) "M = f(x)# A
v prvni ¢ésti V.12.14, nemusi platit (102), i kdyZ jsou ostatni podminky splnény.

Rada: Limity v bodé 0 funkci f(x) := xsin(1/z) a g(x) := 1 — | sgnx| existuji,
jejich superpozice g o f limitu v bodé 0 nema. ¢

Cvigeni 12.41. Dokazte toto tvrzeni: Jsou-li mnoziny M C X a N C X bud obé
oteviené, nebo obé uzavrené, a je-li zobrazeni f : (M U N) — Y spojité v bodé
a € M NN vzhledem k M i vzhledem k N, je v bodé a spojité i vzhledem k M UN.

Na piikladé pak ukazte, ze podminka, ze mnoziny M, N jsou bud obé oteviené,
nebo obé uzaviené, je podstatna.

Rada: Jsou-li M, N oteviené mnoziny, uzijte definici spojitosti zalozenou na
okolich; jsou-li uzaviené, uzijte radéji definici zalozenou na posloupnostech a uvazte,
ze kdyz je xp € M U N pro s.v. k, mohou nastat jen tyto t¥i p¥ipady: 1) zx € M
pro s.v.k, 2) xx € N pro s.v.k, 3) existuji dvé nekone¢né posloupnosti indexti k7,
a kI’ tak, ze skoro kazdé k € N se rovnd bud nékterému k/,, nebo nékterému k! a ze
xy, € M pro vSechna m, xxy € N pro vSechna n.

Uvazte pak, ze Dirichletova funkce f (rovhnd 1 v Q a 0 v R — Q) je spojitd v Q
i v R—Q, ale neni spojitd v zddném bodé x € R. ¢
Cviceni 12.42. Dokazte, Ze
(104) mnozina M C R je oteviend, pravé kdyz je M = J,.. x Ik, kde K je néjaka
spocetna mnozina a kde I, jsou disjunktni otevfené intervaly.

Rada: Definujte v oteviené mnoziné M relaci R tak, ze x Ry znamena, Ze existuje
interval J C M obsahujici body x,y. Ukazte, Ze jde o ekvivalenci a ze tfidy I
generované touto ekvivalenci spliuji vSechny podminky tvrzeni (104). ¢

* kX%

Definice. Lezi-li mnoziny M, N v m.p. X, fikdme, ze mnozina M C N je husta
v N, je-li N C M. Rikédme, ze mnozina M je fidka (v X), je-li int M = (. O
Snadno nahlédneme, Ze plati tato tvrzeni:

(105) M C N je hustd v N, pravé kdyz je kazdy bod x € N bud bodem mnoZiny
M, nebo jejim hromadnym bodem.

(106) M C N je hustd v N, pravé kdyz kazdé okoli U(x) kazdého bodu x € N
protina M.

(107) M C N je hustd v N, existuje-li pro kazdé x € N posloupnost bodi x € M
tak, ze v — .

(108) Je-li mnozina M iidka (v X), plati totéz o M i o kazdé mnoziné My C M.

Cviéeni 12.43. Dokazte tato tvrzeni:

1. VR je husta jak mnozina QQ vSech racionalnich cisel, tak i mnozina R — Q
vSech iraciondlnich ¢isel. Prinik kazdé z téchto mnozin s intervalem (a,b) (kde
—o0 < a < b < +400) je husty v intervalu (a,b) NR.
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2. Je-li kazdad z mnozin Xy,..., X, husta v R, je kartézsky soucin X := X; x
... x X, husty v RP a pro kazdou otevienou mnozinu M C RP je mnoZina X N M
husta v M.

Cviceni 12.44. Dokaite, 7e v Hilbertové prostoru £? je hustd mnoZina Q“ vsech
bodu x = {zx}72 ,, kde x1, € Q pro vSechna k a 1, = 0 pro skoro vSechna k.

Rada: Je-li y € (2, fada > .-, y7 konverguje, takze pro kazdé ¢ € R, existuje
peNtak, ze 3.7 .y <€?/2; jsou-li 7 € Q zvolena tak, ze (yr — zx)* < €?/2p
pro k =1,...,p, je vzdalenost bodu {x1,...,2,,0,0,0,...} od bodu y mensi nez ¢.

Poznamka 12.8. Slavnou Weierstrassovu vétu 12) o stejnomérné aproximaci spo-
jité funkce polynomy najdeme v literatufe zpravidla v jednom z téchto tvart:

(109’) Pro kazdou funkci f spojitou v {(a,b) a pro kazdé € ¢ R existuje polynom
g tak, ze max{| f(z) — g(z)|; z € {a,b) } < e.

(109") Pro kazdou funkci f spojitou v {a,b) existuje posloupnost polynomii
gr tak, Ze g, — [ stejnomérné v {a,b).

Vétu vsak lze vyslovit i takto:

(109) Pro kazdy interval (a,b) C R je mnozina vSech polynomu (restringovanych
na (a,b)) hustd v prostoru C(a,b) vSech funkci spojitych v (a,b) s maxi-

movou normodu.

Poznamka 12.9. Jednoduchymi piiklady fidkych podmnozin prostoru R jsou
mnoziny Z, {1/n;n € N}, {1/n+1/m;n € N, m € N}. V kapitole 19 (P£.19.2)
nuem a dalsimi diskontinuy; tyto mnoziny nemaji na rozdil od uvedenych t¥i mnozin
zadné izolované body a jsou kompaktni a nespocetné.

Ridkost mnoziny M je definovana podminkou, Ze uzdvér mnoginy M nemd vniti-
ni body; podminka int M = () mé zcela jiny vyznam a s fidkosti pfimo nesouvisi:
Spliiuje ji napt. mnozina Q C R, ktera neni ¥idka, ale hustd (v R).

Podobné jako mnozina, ktera neni oteviend, nemusi byt uzaviena, nemusi mno-
Zina, kterd neni ¥idk4, byt husta. (Pfiklad: Mnozina (0, 1) neni ani ¥idkd, ani husta
v R.) Plati vsak toto tvrzeni:

Véta 12.14. Uzaviend mnozina M C X je fidkda v X, pravé kdyz je (oteviend)
mnozina X — M husta v X.

X 3k Xk

Podprostor metrického prostoru (X, p) jsme definovali jako mnozinu ¥ C X
s metrikou p|Y x Y. Z toho plyne, Ze okoli Uy (y) bodt y € Y v podprostoru Y maji
tvar U(y) NY, kde U(y) je okoli bodu y v X. Protoze Y je metricky prostor, maji
v ném smysl vSechny pojmy, které jsme v metrickych prostorech zavedli; pfeneseni
téchto pojmu z prostoru X do jeho podprostort Y se fika relativizace.

12) Klasicky Bernstejntv ditkaz této dilezité véty najde étenaf napt. v [2].
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Pracujeme-li soucasné v prostoru X i v jeho podprostoru Y, mohly by vést k ne-
dorozuméni vyroky typu ,,M C Y je oteviend mnozina“, protoze neni jasné, zdali
jde o mnozinu otevienou v X, nebo v Y. V podobnych situacich je proto na misté
zvysend presnost vyjadrovdni; tam, kde je to mozZné, vyznacujeme napr. indexem
(jako jsme to udélali v pFipadé okoli), ke kterému prostoru je dany pojem vztaZen.

Snadno nahlédneme, Ze plati napf. tato tvrzeni:

(110) Mnozina M CY je oteviend (uzaviend) vY, pravé kdyz ma tvar M*NY,
kde M* je mnozina oteviend (uzaviend) v X.

(111) Uzdvér MY mnoziny M vY je roven M NY (kde M je uzavér v X).
Pozor vsak! Neni pravda, Ze inty M = int M NY, a neni ani pravda, Ze Oy M =

OMNY. Jeli X =R, M =Y = Q, jeinty M = Q, int M = 0, dy M = 0,
OM =R.)

Reseni

12.11. Polozime-li

2k%x, jeli 0<z < 3k?
(112) fu(@) =< 26*(1 — K*2), je-li k2 <a<k™® 5,
0, jelli k3 < <1

je fr po Céstech linedrni a nezdporné v intervalu (0, 1), m& maximum v bodé %k’3
, e . i S|
rovrlle k? a ziejmé je fr — 0 bodové v (0,1); snadno zjistime, ze [; fr = 1/2k
a [y fE=k/3.
Obdobné vlastnosti maji nezaporné funkce

{ k2 sin(k37rx), jeli 0 <z < k3 }

113 ) =
(113) 9x() 0, jeli k3 <z <1

v intervalu (0,1) bodové konverguji k 0, kazda z funkci gi je v intervalu (0, 1)

spojitd, ma maximum rovné k? v bodé 1k73, fol gk = 2/km, fol g = 3k

Kazda z nezapornych funkci
{ k? sin?(k3mz), je-li 0 <a < k™3 }

114 hio(z) =
(114) +(@) 0, el k3 <z <1

mé v intervalu (0,1) spojitou derivaci, hj, — 0 bodové, max hy, = hi(3k~3) = k2,
Iy b =1/2k, [ b3 = 3k.
12.13. 2, = 1/k.

12.23. Pro p = 2 jsou to kruhy, ¢tverce o strandch rovnobéZnych se sourad-
nicovymi osami a ¢tverce ,postavené na vrchol“; pro p = 3 se jednd o koule, o
krychle o hranach rovnobéznych se soufadnicovymi osami a o osmistény ,,postavené
na vrchol®.
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12.34. Omezeny interval (a,b) zobrazuje na omezeny interval (¢, d) nap¥. (ros-
touci) funkee ((d — ¢)z — (ad — be))/(b — a). Nasledujici tabulka podéava piiklady
funkci zobrazujicich homeomorfné otevieny interval na otevieny interval, pficemz
—x<a<b<+4oo, AcR, BeR:

Zobrazuje se na (a,b) na (A, +o0) na (—oo, B)
1—A)+ Ab — B+1)—aB -5
(a,b) - x( )+ a z(B+1l)—a
b—=x T—a
a+b(x—A)
a(x —B)—b
Ani kdyZ odhlédneme od toho, Ze koeficienty a . . ., § 1ze ndsobit tymz nenulovym

Cislem, aniz se funkce f(z) = (az + B)/(yx + 6) zméni, neuruji intervaly I, J
tyto koeficienty jednoznacné; ¢tenarovy vysledky proto nemusi souhlasit s vysledky
uvedenymi v tabulce. AZ na A + B — z jsou vSechny funkce uvedené v tabulce
rostouci, funkce lezici symetricky vzhledem k diagondle jsou vzajemné inverzni.

(B(x — A) — 1)/(x — A), ktera také zobrazuje (A, +oc0) na (—oo, B); funkei k ni
inverzni dostaneme zaménou ¢isel A, B.

Rostoucimi homeomorfnimi zobrazenimi R na (—1, 1) jsou napf. funkce

T 2 e’ —1

, — arctgz, .
1+|z|’ =« er +1

12.35. V dlohach 1—3 lze funkei g(r, t) volit napf. takto:
Ad 1. g(r,t) = —1g(1 — 7).
Ad 2. g(r,t) = r/f(t), kde f(t) je v intervalech (—im, i7), (1w, 37), (37, 3x),
<%7T, £7T> po Fadé rovno cost, sint, — cost, —sint.
Ad 3. g(r,t) = rab/(a®sin® t + b cos? t)/2.
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13. Posloupnosti a fady funkci

V kapitole 12 jsme zavedli pojem stejnomeérné konvergence posloupnosti zobra-
zeni takto: Je-li X libovolnd mnozina, (Y, o) metricky prostor a jsou-li f a fi, kde
k € N, zobrazeni mnoziny X do Y, fikame, Ze posloupnost { fi}72 | konverguje v X
stejnomeérné k f, jestlize pro kazdé € € R, existuje kg tak, ze

(1) kE>ko,xeX = o(fe(z), f(x)) <e.

Vime, Ze stejnomérnéd konvergence se lisi od bodové konvergence v X (tedy od
podminky, Zze fy(x) — f(x) pro kazdé z € X) tim, Ze ¢&islo ko nezévisi na = € X,
zatimco pii bodové konvergenci je obecné na x zavislé.

Konvergenci a soucet Tady funkct, jejichz hodnoty lezi v né€jakém n.l.p. Y, jsme
zavedli v Po.12.1: Stejnomérnd konvergence fady > -, fi se souctem s se definuje
jako stejnomérna konvergence posloupnosti jejich ¢aste¢nych soucti s, :== > 1_, fx
k s, tedy jako platnost vyroku: Pro kazdé € € R existuje ng tak, ze

(1) n>ng,xeX = sa(2) —s@)| =] Y fule)] <e.
k=n+1

Je jisté zfejmé, ze plati napf. toto tvrzeni:
(2) JelimeNaX = U;n:l X, konverguje posloupnost nebo rada funkci v X

stejnomérné, pravé kdyz konverguje stejnomérné na kazdé z mnozin X;.

Priklad 13.1. Pro platnost pravé vysloveného tvrzeni je podstatné, ze jde o sjed-
noceni konecného poctu mnozin, protoze analogické tvrzeni pro nekonecnou posloup-
nost mnozin neplati: Funkce fi(z) := x/k konverguji v R (bodové) k nulové funkci,
konvergence je stejnomérna v kazdém intervalu X; := (—j,j), kde j € N, ale neni
stejnomérnd v R = U;x;l X;.

Poznamka 13.1. Stejnomérna konvergence mé fadu disledku, které z bodové
konvergence obecné nevyplyvaji. Plati napf. toto velmi dulezité tvrzeni:

(3) Jsou-li zobrazeni fj, spojitd v m.p. X a je-li fi, — f stejnomérné v X,
je 1 zobrazeni f spojité v X.

Podobné pro fady funkci, jejichz hodnoty lezi v n.l.p.:

(3") Jsou-li zobrazeni f, spojitd v m.p. X a konverguje-li fada >, fx
stejnomérné v X, je soucet rady spojity v X.
Z bodové konvergence spojitych funkci spojitost limitni funkce ovsem neplyne:

Funkce fi(z) := 2* konverguji bodové v intervalu (0,1) k funkci f(z) rovné 0
v intervalu (0,1) a1 v bodé 1. O
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Rady, jejichz ¢leny maji hodnoty v obecnych n.l.p., studuje podrobnéji tzv. funk-
ctondlni analjjza — subdisciplina matematické analyzy vznikld kolem roku 1930.
Protoze hlavnim predmétem zajmu této sbirky prikladd je daleko starsi klasickd
analyza, omezime se v dalsim na fady komplexnich funkci.

Umluva. Nebude-li feceno vyslovné néco jiného (napf. ze ¢leny fady jsou realné),
budeme ,fadou® rozumét radu komplexnich funkci. O

Nasledujici véta ukazuje, ze stejnomérna konvergence znacné zjednodusuje opa-
kované limitni pfechody.

Véta 13.1. (Véta o zaméné limitnich pfechodu.) Necht a € R, necht v jistém
okoli P(a) konverguje posloupnost funkci fi, : P(a) — R stejnomérné k funkci
f: P(a) = R a necht lim,_,, fx(z) = Ar € R pro kazdé k. Pak existuji kone¢né
limity limy_,00 Ak, lim,_,, f(x) a maji touz hodnotu.

Analogicka tvrzeni plati pro limitu zprava resp. zleva v bodech a < 400 resp.
a > —oo; okoli P(a) se v tom ptipadé nahradi okolim P*(a) resp. P~ (a).

Poznamka 13.2. Nazev véty souvisi s tim, Ze jeji tvrzeni lze napsat ve tvaru

(4) lim (lim fx(x)) = lim (lim fi(z)).

r—a k—oo k—oo z—a

Pro aplikaci V.13.1 je podstatné, ze se predpokladé jen existence ,vnit¥nich®
limit v (4) (a stejnomérnd konvergence posloupnosti { i }72 ) ; existenci (konecngch)
Lunéjsich limit (véetné jejich rovnosti) zarucéuje véta sama.

Véta se dosti casto uziva i k vyvrdcent stejnomeérnosti konvergence : Pokud exis-
tuji a jsou konecné obé ,vnitini“ limity v (4) a bud nékterd z dvojndsobnych limit
(4) neexistuje, nebo neni konec¢nd, nebo sice obé existuji, ale nejsou stejné, neni
konvergence fj, — f stejnomérnd v zadném P(a). (Podobné ,zprava® a ,zleva®.)

Podobnym zptsobem lze ovSem vyuzit i tvrzeni (3): Je-li limita f spojitych
funkci fj, nespojita funkce, neni konvergence fr, — f stejnomérna.

Y e —— R ——
-1 1
-1
2t

K PRIKLADU z P0.13.2: f;,, 1<k <6

Piiklad: Jeli fi(z) := 2¥ — 22 je f — 0 vSude v intervalu (—1,1),
konvergence vSak neni stejnomérné v zadném P71 (—1), protoZe pro kazdé k € N je
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Aoy := far(—14) = far(—1) = 0, Agp—1 := for—1(—14) = for—1(—1) = —2, takze
lim Ay neexistuje.

K dtikazu, ze konvergence neni stejnomérnd ani v zddném P~ (1), vSak ani tvr-
zeni (3), ani vétu 13.1 uzit nelze. (B&Znymi metodami vySetfovani pribéhu funkce
oviem zjistime, Ze max f((0,1)) = fu(¥/1/2) = 1; protoze v kazdém P~(1)
lezi skoro viechna ¢isla §/1/2, je konvergence f;, — 0 v kazdém P~ (1) opravdu
nestejnomérna.) O

Jak vime, je spojitost v bodé a ,lokdlni viastnost“, tj. vlastnost, kterd nezavisi
na tom, jak je funkce definovina mimo jakékoli pfedem dané okoli U(a). Proto
lze tvrzeni (3) velmi Géelné zobecnit, a to tim, Ze zobecnime pojem stejnomérné
konvergence:

Definice. Rikéme, Ze posloupnost { f;}?°; zobrazeni m.p. (X, p) do m.p. (Y, o)
konverguje v X lokalné stejnomérné k zobrazeni f : X — Y, jestlize pro kazdé
z € X existuje U(x) tak, ze fr, — f stejnomérné v U(z).

Rikdme, ze Fada ) - ; fi konverguje lokaln& stejnomérné v X, m4-li tuto vlast-
nost posloupnost jejich ¢astecnych soucti. [

Poznamka 13.3. Obecné je lokalné stejnomérnéd konvergence slabsi nez konver-
gence stejnomérnd — ukazuje to nahofe uvedeny piiklad funkei fi(z) = x/k, které
k nulové funkci nekonverguji v R stejnomérné, ale lokalné stejnomérné ano. Z Bo-
relovy véty vSak snadno plyne platnost tohoto tvrzeni:

Véta 13.2. Konverguje-li posloupnost resp. fada lokalné stejnomérné v X, je jeji
konvergence stejnomérna na kazdé kompaktni mnoziné K C X.

Dusledek. Je-li (X, p) kompaktni prostor, je lokalné stejnomérns konvergence
posloupnosti resp. fady v X ekvivalentni s jeji stejnomérnou konvergenci v X .

Hlavni ¢ast pravé uvedené véty lze v nékterych prostorech obratit:

Véta 13.3. Je-li X = {J,—, X, kde kompaktni mnoziny X, spliuji inkluzi
X, Cint X, 41 pro kazdé n, konverguje posloupnost resp. rada lokalné stejnomérné
v X, pravé kdyz konverguje stejnomérné na kazdé kompaktni mnoziné K C X.

Dodatek. Podminku véty spliiuji napf. vSechny eukleidovské prostory, vSechny
jejich oteviené a uzaviené podprostory, a také vsechny intervaly obsazené v R.

Zobecnénim tvrzeni (3) a (3') je tato dilezita véta:

Véta 13.4. Je-li { f1} 72, posloupnost zobrazeni spojitych vm.p. X aje-li f — f
lokalné stejnomérné v X, je i zobrazeni f spojité v X.

Konverguje-li fada funkci spojitych v X lokalné stejnomérné v X, je jeji soucet
funkce spojita v X.

Lokalné stejnomérné konvergence souvisi i s derivovanim:

Véta 13.5. (Véta o derivovani posloupnosti a Fady élen po élenu.) Konverguje-
Ii posloupnost funkci f, : (a,b) — R aspoii v jednom bodé ¢ € (a,b) a je-li fii — g
lokdIné stejnomérné v (a,b), konverguje i posloupnost { fx}32, lokdlné stejnomérné
v (a,b); oznacime-li f jeji limitu, je f' =g v (a,b).
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Obdobné pro fady: Konverguje-li fada Y, , fi realnych funkci asporn v jednom
bodé ¢ € (a,b) a je-li konvergence fady Y ;| fi' v (a,b) lokdlné stejnomérnd, plati
totéz i pro fadu Y, fi, pficemz

(5) (gfk)/zgfk' vsude v (a,b).

Poznamka 13.4. Pamatujme, Ze se v prvni ¢asti véty 13.5 nepredpoklada lo-
kalné stejnomérnd konvergence posloupnosti { fx}52, ale lokdlné stejnomérna kon-
vergence posloupnosti { f¢} (a Ze obdobné je tomu ve druhé ¢asti véty s pFislusnymi
fadami). Z lokdlné stejnomérné konvergence diferencovatelnych funkci — dokonce ani
z jejich stejnomérné konvergence — neplyne ani bodova konvergence posloupnosti
piislusnych derivaci. (Pifklad: Funkce sin k%x/k konverguji k nulové funkci stejno-
mérné v R, ale prislusna posloupnost derivaci k cos k?z nekonverguje nikde.) [

NapiSeme-li v predchdzejici vété gp misto f{ a G} misto fi, dostaneme toto
ekvivalentni tvrzeni:

Véta 13.5’. (Véta o integraci posloupnosti a fady €len po ¢Elenu.) M4-1i kazds
7z funkci gy, : (a,b) = R, kde k € N, v (a,b) funkci primitivni, konverguje-li posloup-
nost {gr}2, v (a,b) lokdlné stejnomérné k funkci g a je-li posloupnost {Gy}32
funkci primitivnich k funkcim gy zvolena tak, aby konvergovala aspon v jednom
bodé c € (a,b), konverguje posloupnost {G}32, v (a,b) lokalné stejnomérné k jisté
funkci G, kterd je funkci primitivoi k funkci g v (a,b).

Obdobné pro fady: Ma-li kazda z funkci gy, : (a,b) — R, kde k € N, v intervalu
(a,b) primitivni funkci, konverguje-li fada Y, , gr v (a,b) lokdlné stejnomérné
a jsou-li funkce Gy, primitivni v (a,b) k funkcim g, zvoleny tak, aby fada Y .- ; G
konvergovala aspon v jednom bodé ¢ € (a,b), konverguje fada > ;- G v (a,b)
lok&Iné stejnomérné a jeji soucet je funkce primitivni v (a,b) k souctu Fady > p— ;1 gk-

Slovo integrace“ neni jednoznac¢né: muze znamenat nejen prechod k primi-
tivni funkci, ale i pfechod k integralu. Stejnomérné konvergence souvisi i s druhym
z téchto vyznamt:?!)

Véta 13.6. (Limitni pfechod za znamenim integralu.) Konverguje-li posloup-

nost spojitych funkci fi, : (a,b) — R stejnomérné v {a,b), je

b b
(6) lim fk :/ lim fk
a k—oo

k—oo [,

Véta 13.7. (Integrace fady €len po €Elenu — 2.verze.) Jsou-li fj, : (a,b) — R
funkce spojité v (a,b) a konverguje-li fada > -, fr v (a,b) stejnomérné, je

™) /bfjfk_ki/bfk.
! > ),

k=1

1) Ve vétach 13.6 a 13.7 se integruji spojité funkce v koneénych mezich, a je proto jedno,
mame-li na mysli Newtontiv, Riemanntv nebo napft. Lebesguetv integral.
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Stejnomeérnou konvergenci posloupnosti i fady spojitych funkci 1ze nékdy dokazat
i pomoci této véty:

Véta 13.8. (Diniho véta.) Necht X je kompaktni prostor a necht {fi;}32, je
posloupnost realnych funkci spojitych v X. Pak plati:

1. Je-li posloupnost { f(z)} pro kazdé x ¢ X monotdnni a omezena a je-li funkce
f=limk_ o fx spojita v X, je konvergence fr — f v X stejnomérna.

2. Jsou-li funkce f, nezdporné a je-li soucet rady > -, fr spojity v X, konverguje
tato rada stejnomérné v X.

Priklad 13.2. Posloupnost funkci fi(x) := 2(*+1/(2k=1) je v kazdém bodé z € R&
monoténni — v bodech 0 a 1 je konstantni, pro = € (0,1) rostouci, pro = > 1 kle-
sajici. Protoze vSechny funkce fj jsou v R‘}r spojité a protoze totéz plati i o funk-
ci f(z) = lim fi(z) = +/z, konverguje posloupnost {fi} stejnomérné v kazdém
kompaktnim intervalu I C RY ; v RY je tedy tato konvergence lokalng stejnomérna.
Vzhledem k tomu, ze fi,(k*~1) — f(k**~1) = k*(k — 1/vVk) — +o0 pro k — oo,
posloupnost nekonverguje stejnomérné v zadném P(+400), a tim spiSe ne v Rg.

X 3k X%

Pro derivovani a integrovani tzv. mocninnych fad, tj. fad tvaru

o0

®) > ar(z=¢)F,

k=0

kde koeficienty a; a stfed ( stejné jako ,proménnd“ z jsou komplexni ¢isla, plati
daleko jednodussi pravidla nez pro fady obecné.

Zakladnim poznatkem o konvergenci mocninnych rad je toto tvrzeni:
Lemma 13.1. (Abelovo lemma.) Konverguje-li mocninné fada (8) v nékterém
bodé z; # ¢, konverguje absolutné pro kazdé z € U((,|z1 — ().

Pfimym dutsledkem Abelova lemmatu je tato véta:

Véta 13.9. Pro kazdou Fadu (8) existuje ¢islo R € (0,+00) tak, Ze plati:

9) |z — (| < R = Fada (8) konverguje absolutné,
(10) |z —¢| > R = fada (8) diverguje.

Dodatek. Je-li R > 0, rada (8) konverguje v mnoziné {z ¢ C; |z — (| < R}
lokalné stejnomérné. [

Cislo R je vlastnostmi (9) a (10) uréeno jednozna¢né a nazyvé se polomér
konvergence fady (8).

Protoze nechceme ménit definici okoli U(¢, R) (v niz je R € Ry ) a protoze polo-
mér konvergence miize byt i +o0, zavedeme oznaceni

U(¢,R) pro ReR4 }

(11) K¢ R) = { C pro R =40
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Pro fady (8) s polomérem konvergence R > 0 se mnozina (11) nazyva kruh kon-
vergence; tady s nulovym polomeéerem konvergence kruh konvergence nemaji.

Véta 13.10. (Véta o derivovani mocninné fady €len po €lenu.) Pro kazdép ¢ N
ma fada
(12) Dok(k=1)--(k=p+1ar(z =7,

k=p

kterd vznikla p-nasobnym derivovanim ¢len po ¢lenu fady (8), tyZ polomér konver-
gence R jako fada (8).
Je-li R > 0 a oznac¢ime-li F'(z) soucet fady (8), je
(13) FW(2)=>"k(k—1)--(k—p+1)ar(z — ()" pro kazdé z € K((,R)
k=p

a pro kazdé celé cislo p > 0, pficemz

F(k)
(14) ay = % pro kazdé k > 0.

Dusledek. Je-li R > 0, jsou koeficienty aj urceny souctem F(z) Fady (8) jedno-
znac¢né. Specialné: Je-li F = 0 v jistém U((), jsou vSechna ay rovna 0. ?)

Poznamka 13.5. Derivace v predchézejici vété jsou samoziejmé derivacemi ,,po-
dle komplexni proménné®“. Mocninnou fadu s kladnym polomérem konvergence lze
tedy derivovat ¢len po ¢lenu a soucet vysledné fady je derivaci souctu rady ptivodni.
Mocninnou fadu vsak lze také integrovat clen po clenu; touto operaci dojdeme ke
komplexni primitivni funkci souc¢tu ptivodni fady, tedy k funkci, jejiz derivace podle
komplexni proménné je rovna tomuto souctu:

Véta 13.11. M4-li fada (8) polomér konvergence R > 0, je

[e’e) e o] y— k+1
(15) Z ap(z = Ok = (C+Z ak%) pro vSechna z ¢ K((, R)
k=0 k=0

a pro kazdou konstantu c € C.
* ok %

Vysvétleme nyni metody, jimiz 1ze i¢elné vysSetfovat stejnomérnou resp. lokalné
stejnomérnou konvergenci v pfipadé, Ze jde o posloupnost funkci definovanych na
mnoziné M C R.

Umluva. Uloha »VySetrit stejnomérnou konvergenci posloupnosti { fir}72,“ bude
znamenat, ze mame najit

1. bodovou limitu na maximalni mnoziné M, v niz posloupnost konverguje;

2. vSechny intervaly, v nichZ posloupnost konverguje stejnomérné;

2) Posledni tvrzeni je analogii znamého tvrzeni o polynomech: Je-li ZZ:O apz® = 0 napi.
v néjakém intervalu I C R, jeap =a1 =...=an =0.
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3. maximéalni mnozinu resp. vSechny maximalni intervaly, v nichz je konvergence
lokalné stejnomérné;

4. vSechny body a € R*, pro néz ezistuje (pravé, levé, oboustranné) prstencové
okoli, v némz posloupnost konverguje bodoveé, ale konvergence neni stejnomérna
v Zdadném takovém okoli.

V pfipadé 7ad je tkol i postup analogicky; vySetfujeme vSak zpravidla jen (bo-
dovou, stejnomérnou, lokalné stejnomérnou) konvergenci, protoze soucet lze najit
jen vyjimecéné. [J

Vysvétlime nyni standardni metodu, kterou lze pri hleddni odpovédi na tyto
otazky aplikovat v pfipadé posloupnosti:

I. Najdeme bodovou limitu f funkci fr na maximalni mnoZiné M, na niz exis-
tuje a je konecna; v konkrétnich piipadech to bude zpravidla sjednoceni jistych
disjunktnich intervali.

IT. Protoze fi, — f stejnomérné v neprazdné mnoziné X C M, pravé kdyz je
(16) sup{| fr(z) — f(2)[; 2 € X} =0 pro k — oo,
je vétsinou ucelné vytvorit funkce
(17) gk = fr — [

a vySetfit jejich pribéh.3) Posloupnost {fi}3°, konverguje v X # () stejnomérné
k funkci f, pravé kdyz je

(16") sup{|gx(z)|; 2 € X} -0 pro k — .

Vzhledem k tomu, Ze

Y CR = sup{ly|; y € Y} =max(supY, —infY),

muzeme misto suprem (16’) hledat ¢isla
(16") inf{gr(z); v € X} a sup{gr(z); z e X};
konvergence fi, — f je stejnomérng v X # 0, pravé kdyz obé posloupnosti &isel
(16") konverguji k nule.

Stévé se, ze hledani pfesnych hodnot infim a suprem (16”) je obtizné; mize to
byt nékdy i zbytecné, protoze podafi-li se nam najit odhady
(18) Ap, < gi(x) < By pro vSechna x € X,
pro néz je Ay — 0, By, — 0, je platnost (16) zarucena.

3) K tomu je samozfejmé tieba dobie ovladat piislusné metody — vylozili jsme je v kapitole 7
Uvodu.
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Poznamenejme, 7e podminka (16") je geometricky velmi ndzornd: Je splnéna,
praveé kdyzZ vodorovny pds

Z(e) = {(z,y) e R?; —e <y <e}

obsahuje pro kaZdé € € Ry grafy skoro vsech funkci gi. Obracené tedy: Existuje-li
péas Z(e) tak, ze graf funkce g v ném neni obsazen pro nekoneéné mnoho indext
k, neni konvergence g, — 0 stejnomérna v X .

ITI. Po nalezeni vsSech intervald, v nichz je konvergence stejnomérna, uzijeme
V.13.3, podle niz je konvergence lokalné stejnomérna v intervalu I, pravé kdyz je
stejnomeérna na kazdém kompaktnim intervalu J C I.

IV. Existuje-li € € Ry a posloupnost bodi a € M tak, Ze a # a — a a Ze
nerovnost |gi(ar)| > € plati pro nekoneéné mnoho indextd k, neni konvergence
fx — f stejnomérnéd v zadném P(a).

Jak jsme vsak jiz ¥ekli v Po.13.2, Ize k nalezeni bodt a € M, v jejichZ Z4dném
okoli P(a) neni konvergence f; — f stejnomérnd, uzit i tvrzeni (3) a V.13.1.

Podobn4 tvrzeni plati samozfejmé i pro okoli P*(a) a P~ (a).

Priklad 13.3. Je-li

kx
(19) fe(z) = ﬁ

pro vSechna z € R, je zfejmé fi — 0 vSude v R. VSude v R existuje také derivace

2k (1 — k22?)

20 / e Sl e S

( ) fk('r) (1 + k2$2)2 ’
je rovna 0, prévé kdyz je x = £1/k.

1 L
-4 2
0 2 4
-1

K P&.13.3: fi, 1<k <6
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Protoze fr(fooF) = fi(0) = 0, fr(£1l/k) = +£1, nabyvéa funkce f; v bodé
—1/k svého minima rovného —1 a v bodé 1/k svého maxima rovného 1 (viz V.8.2).
Odtud plyne, ze sup{| fx(z)|; * € R} = 1, coz pro k — oo nekonverguje k nule;
konvergence v R neni stejnomérna.

Protoze body 1/k resp. —1/k konverguji zprava resp. zleva k nule, neni kon-
vergence fr — 0 stejnomérnd v Zadném Pt (0) a v Zddném P~(0). Je-li vsak
6 € Ry, je funkce fi pro vSechna k > 1/§ klesajici v intervalu (§,+o00) i v in-
tervalu (—oo, —d), takze v prvnim z téchto intervali je fr(0) > fr(z) > 0, ve
drubhém 0 > fi(z) > fr(=9). Protoze fi(6) — 0, fr(—0) — 0, je z toho patrné, ze
fr — 0 stejnomérné v obou téchto intervalech.

Shrneme-li vysledky, vidime, Ze konvergence f;, — 0 je stejnomérna v intervalu
I C R, pravé kdy# je 0 ¢ I ; konvergence je lokalné stejnomérna v R_ U R,. 4)

Priklad 13.4. Vysetifme stejnomérnou konvergenci funkci
(21) fr(z) == 2\k/ zF + e v intervalu (0, +00).

Spolu s vypoctem bodové limity dokazeme pomoci vhodnych odhadt néco i o stej-
nomeérné konvergenci: Je-li 0 <z <1, je

(22) 1< fr(e) < B/T+e—1 pro k— oo;

z toho je patrné, Ze v intervalu (0,1) je konvergence f, — 1 stejnomérna.

K P&.13.4: fi, 1<k <8

Pro kazdé (pevné) z € (1,+00) je limy_ oo 2% = +o00, a v dlisledku toho plati
nerovnost 2% > e® pro viechna dost velkd k (konkrétné: pro vsechna k > z/lgz);
z toho plyne, Ze pro takova k je

(23) Vz < file) = Vb + e < V2ak = A2 3.
Protoze /2 — 1 pro k — oo, je ziejmé, ze v intervalu (1,400) je fr(z) — /.

4) Vsimnéme si, ze z lokalné stejnomérné konvergence v R — {0} a z konvergence v bodé 0
neplyne lokalné stejnomérnd konvergence v R.
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Polozime-li gi(z) = fr(x) — v/z, bude
(Ik 4 em) _ .Ik ex
(fe(@)?* 7+ (fe(@)* 2V 4+ (Vo) 7 2k
protoze kazdy z 2k vyrazli ve jmenovateli je v&tsi nez 1. Je-li tedy b € (1,+00)
aze(1,b),je0<gr(z) <eb/2k, coz pro k — oo konverguje k 0. Tim je dokdzana
stejnomérnd konvergence fi.(z) — /x v kazdém omezeném intervalu (1,b).

(24) 0<g(z) =

Protoze gi(z) > X/ — \/z — +o0 pro x — +oo a kazdé k, je konvergence
nestejnomérnd v kazdém P(+oc).?)

Résumé. Je-li I C (0,+00), konverguje posloupnost {fi}72, stejnomérné v I,
pravé kdyz je interval I (shora) omezeny; funkce limy_, o fi(x) je pFitom rovna 1
v intervalu (0,1) a v/ v intervalu (1,+00). Konvergence je lokalné stejnomérnd
v (0, +00).

Piiklad 13.5. Je-li
(25) () :=

x
k
je fr(z) = 0 pro k — oo a v8echna z ¢ R} a také fi(x) — 0 pro z — 0+ a kazdé

k € N. Protoze derivace

(26) Al =1 (1+167)

lg% pro vsechna z € R4,

je rovna 0, pravé kdyz je © = xy, := k/e, a protoze fi(zr) = —1/e, funkece fj klesd
v intervalu (0, k/e).

Je-li a € Ry, klesd funkce fi v intervalu (0,a) pro vSechna k > ae, takze pro
tato k plati odhad

0> fr(z) > fr(a) pro viechna z ¢ (0,a).

Protoze fr(a) — 0 pro k — oo, plyne z toho, Ze posloupnost {f}%2, konverguje
stejnomérné v kazdém intervalu (0,a), kde a € Ry, a tedy obecnéji i v kazdém
omezeném intervalu I C Ry.

K PR.13.5: for, 0< k<8

5) Z obrazku by to bylo patrné, kdybychom interval (0,4) nahradili napt. intervalem (0, 20).
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Obrécené, neni-li interval I C Ry omezeny, lezi body xy v I pro s.v. k, a protoze
limg oo fr =0 v Ry, zatimco fi(zr) = —1/e, konvergence v I stejnomérng neni.

Shrneme-li, vidime, ze posloupnost { f;}7°, konverguje v intervalu I C Ry stej-
nomérné, pravé kdyz je tento interval omezeny.®) V R, je konvergence lokalné
stejnomérna.

Priklad 13.6. Necht
(27)  fu(z) == (g(x))*, kde g(z) :=sin®z + cos® 2 pro viechna z € R;

protoze tyto funkce jsou 2m-periodické, vysetfime posloupnost { fx}72; v R nejdiive
v intervalu I := (0, 27).

K P&.13.6: fi, 1 <k < 10

Derivace
(28) g'(z) = 3sinxcosz(sinx — cosx)

existuje vSude v R a v I se rovna 0, pravé kdyz je x rovno nékterému z cisel

0, %w, %w, m, %w, %w, 27, priCemz hodnoty funkce g v téchto bodech jsou po fadé

1, %\/5, 1, -1, —%\/5, —1,1. V intervalu I nabyva tedy funkce g svého maxima
3

rovného 1 v bodech 0, %ﬂ', 27 a minima rovného —1 v bodech 7, 5m; v ostatnich

bodech x € I je |g(z)| < 1.
7 toho ihned plyne, ze

6) Pii takovéto formulaci vysledku jiz neni t¥eba explicite dodévat, %e konvergence neni stej-
nomérnd v zadném P(+o00).
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a) posloupnost { f(x)}3%, nemd limitu v bodech v = 7 a x = 37 a m4 limitu 1
v bodech x =0, x = %w, x = 2m; v ostatnich bodech x € I je limita rovna 0 ;

b) v Zddném levém ani pravém (prstencovém) okoli bodu 0, %ﬂ', m, %ﬂ', 271 neni
konvergence stejnomérna ;
c) pro kazdé § e (0, 1) existuje ¢ € (0,1) tak, Ze |g(z)| < q vSude v mnoziné

(29) = (U(0,6) UU(r,8) UU(m,6) UU(2m,6) UU (27, 0));

z toho plyne, Ze v této mnoziné je | fi| < ¢ — 0, takze konvergence f;, — 0 je tam
stejnomérna.

Uplné informace o bodové, stejnomérné a nestejnomérné konvergenci posloup-
nosti {fx}32; v R plyne z uvedenych vysledkii a z periodicity funkei fj:

A) {fe(2)}32, konverguje, pravé kdy# je m # x # 37 mod 27;

B) v zddném levém ani pravém (prstencovém) okoli bodi x = 0 mod %w neni
konvergence stejnomérna ;

C) pro kazdé § e (0, 1) existuje q € (0,1) tak, Ze |g(x)| < q vSude v mnoziné

(29) R— | J U(3km,6);

keZ
v této mnoziné je konvergence fi — 0 stejnomeérna; konvergence je lokalné stej-
nomérnd v kazdém intervalu tvaru (3km, % (k + 1)7), kde k € Z, tedy na mnoziné

R— UkeZ {%kﬂ}

* kX%

V dtikazech vét o stejnomeérné a lokalné stejnomérné konvergenci fad komplexnich
funkci hraje podstatnou roli pfislusnd Bolzano—Cauchyho podminka: 7)

(30) Pro kazdé e ¢ Ry existuje ng tak, ze n >ng,pe N,z ¢ X =
+
’ Dbt fk(x)‘ <E.

Véta 13.12. (Bolzano—Cauchyho kritérium stejnomérné konvergence fady.)
Rada Y";7 | fi konverguje stejnomérné v X, pravé kdyz plati podminka (30).

Dusledek. Necht fada > p—, fr konverguje stejnomérné v X. Pak je f — 0
stejnomérné v X a pro kazdou funkci g omezenou v X konverguje i fada >, frg
stejnomérné v X.

Uvedme nékterd dalsi kritéria stejnomérné konvergence:

Véta 13.13. (Srovnavaci kritérium stejnomérné konvergence fady.) Plati-li ne-
rovnost | fy(z)| < gx(z) pro vSechna x € X a vSechna k € N a konverguje-li fada
> req gk stejnomérné v X, plati totéz o Fadéch

7) BC podminka pro stejnomérnou konvergenci fady je piimym diisledkem BC podminky pro
stejnomérnou konvergenci posloupnosti, kterd zde neni uvedena, protoze ji (na rozdil od podminky
pro fady) nebudeme nikde potfebovat. Ctenaf ji jisté bude umét zkonstruovat sam; spravnost
svého vysledku pak miuze ovéfit napf. v [12] nebo v [27] (2. dil).
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(31) Zfzm Z|fk|'
k=1 k=1

Specidlné: Je-li|fr(x)] < cx € R pro vSechna x € X a vSechna k € N a je-li
> re, ¢k konvergentni fada, konverguji obé rady (31) stejnomérné v X.

Poznamka 13.6. Je-li | fx| < gi (vesp. | fi| < ¢k € R) v X pro vSechna k € N,
fikdme, ze Y 1o | gk (resp. > p—, ¢k) je majorantni Fada (stru¢néji: majoranta) rady
220:1 fu (v X). O

Srovnavaci kritérium lIze formulovat i jako nutnou a postacujici podminku :

Véta 13.13'. (Symetricka verze srovnavaciho kritéria stejnomérné konver-
gence fady.) Necht f, : X — C, g : X — C pro kazdé k € N a necht existuji
konstanty K1, Ky tak, Ze je

f’“(x)’ < K3 <+ pro vSechna x € X a vSechna k € N.

gk ()

Pak rada Y- | fi| konverguje stejnomérné v X, pravé kdyz ma tuto vlastnost
fada 3774 |gkl. O

I kdyz se srovnavaci kritérium uziva ke zjisténi stejnomérné konvergence dosti
casto, je z jeho znéni patrné, Ze je ,dosti hrubé“ — nelze je uzit napf. v situacich,
kdy prvni z fad (31) konverguje stejnomérné, druha ne. Nésledujici tii véty jsou
jemnéjsimi kritéric stejnomérné konvergence.

(32) 0<K1§’

Véta 13.14. (Dirichletovo kritérium stejnomérné konvergence fady.) Necht po-
sloupnosti funkci fr : X — C, g : X — R spliiuji tyto podminky :

(33" Pro kazdé x € X je g1(x) > ga(x) > ... > gi(x) > ... >0,

(33") gr — 0 stejnomérné v X

a existuje K € Ry tak, ze

(34) ’ Z fk(x)‘ < K provsechna n €N a vsechna v € X.
k=1

Pak rada
(35) > fr(@) gr (=)
k=1
konverguje stejnomérné v X .

Véta 13.15. (Abelovo kritérium stejnomérné konvergence fady.) Pro kazdé
k € N necht je fr : X = C a gr : X — R, pFi¢emz necht

(36") posloupnost {gx(x)} je pro kazdé x ¢ X monotdnni
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a necht existuje K € R tak, ze

(36") zreX,keN= |g(z) <K.

Konverguje-li fada
(37) > fulz)
k=1

stejnomérné v X, konverguje v X stejnomérné i fada (35).

Véta 13.15°. (Symetricka verze Abelova kritéria stejnomérné konvergence
fady.) Necht f, : X — C pro kazdé k ¢ N a necht posloupnosti funkei g, : X — R
a hi : X — R spliuji tyto podminky :

gr(z) }"O

/
(38) posloupnost {hk @ i

Jje pro kazdé x € X monoténni

a existuji ¢isla Ky, Ky tak, ze

(38") reX,keN=0< K <

< K5 < +00.

Pak fada (35) konverguje stejnomérné v X , pravé kdyz tam stejnomérné konver-
guje fada

(35') 3 fu(@)hu(a).
k=1

Definice. Jsou-li A a X mnoziny a je-li f, : X — C pro kazdé a € A, fikame,
ze funkce f,, a € A, jsou stejné omezené v X, existuje-li K € R tak, Ze nerovnost
| fa(x)| < K plati pro vSechna x € X a vSechna o € A.

Poznamka 13.7. Ve V.13.14 (resp. V.13.15) tedy pfedpokladdme stejnou ome-
zenost v X casteénych souctt Y _, fr Fady Do, fr (vesp. funkei gi). Podminku
(38") véty 13.14* bychom mohli popsat jako ,stejnou omezenost funkei gy /hy zdola
i shora kladnymi konstantami“. [

Podobné jako je tomu u ¢iselnych fad, uziva se Abelovo kritérium (a to hlavné
jeho symetrické verze) ke zjednoduSeni ¢lenti fad, zatimco Dirichletovo kritérium se
aplikuje zpravidla az na fadu dostate¢né zjednodusenou.

Priklad 13.7. Pro kazdé o > 1 konverguje podle V.13.13 jak fada

> sin(klz
T (klz)

ke

k=1

tak i fada prislusnych absolutnich hodnot stejnomérné v celém R; jeji majorantou
je konvergentni ¢iselna fada y - ; 1/k°.
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Piiklad 13.8. Rada

(39) Z fe(z), kde fp(z):=2"e % pro véechna z e R,
k=1

diverguje pro vSechna z € R_, konverguje pro vSechna z € Rg_. Protoze pro kazdé
z € Rje fi(z) = ka*~1(1 — x), protoze se tato derivace v Ry rovna 0, pravé kdyz
je x = 1, a protoze fix(0) = fr(+0oo—) =0, fx(1) = e~*, nabyva nezdporna funkce
fe|RY v bodé 1 svého maxima. (Sr. s V.8.2.)

Konvergentni fada Y .-, e" je tedy majorantou v R) fady (39), kterd tam
proto podle srovnéavaciho kritéria konverguje stejnomérné.

Priklad 13.9°. Porovnejme stejnomérnost konvergence fad o ¢lenech

2

gi(w) = —

(40) fr(z) : = ma

oz
Tl k222
kde k € N a z ¢ R. Obé fady >, fx(0), > pey g1(0) jsou nulové, tedy konver-
gentni; je-li x # 0, je

lz| 1 x? < 1
k222 k2|z| 222~ k27

(41) | fr(2)| <

o~

Z toho plyne, ze

oo o0
(42) fada Z fr konverguje v R bodové, fada ng stejnomérné.
k=1 k=1

Z prvniho odhadu je zdroveil patrné, Ze |z| > 6 > 0 = | fy(x)| < 1/k?), takze
(podle V.13.13)

(42) fada Z fx konverguje stejnomérné v R — U(0,d) pro kazdé 6 ¢ R .
k=1

Ukazme, ze fada

(43) Z fr nekonverguje stejnomérné v zadném P (0) a v z4dném P~ (0);
k=1

vzhledem k lichosti funkci fj sta¢i nestejnomérnost konvergence dokazat jen pro
intervaly tvaru (0,9), kde § € Ry. K tomu staci ovéfit neplatnost ptislusné BC
podminky, tj. platnost jeji negace, ktera zni:

(44) Existuje € € Ry tak, Ze pro kazdé ng € N existuje n > ng, pe N a x € (0,0)
y +
tak, ze | 3252511 fe(@)| > &

V nasem pripadé vSak plati dokonce toto siln€jsi a konkrétnéjsi tvrzeni:

62



1 1
(45) n>2—5:2—e Z fk(Zn)ZZ

k=n-+1

Z nerovnosti k < 2n totiz plyne, ze k/2n < 1, takze 1 + (k/2n)? <2 a

1 1 1
T (%) B 2n (1 + (k/2n)?) = an’

Résumé. Pies podobnost funkei (40) se obory stejnomérné konvergence piislus-
nych fad podstatné lisi: Druha fada konverguje stejnomérné v R, prvni konverguje
stejnomérné v intervalu I C R, pravé kdyz neni 0 € I, takZe jeji konvergence je
lokaIné stejnomérna v R — {0} a nestejnomérnd v kazdém P*(0) i v kazdém P~ (0).

Podstatny rozdil v chovani obou fad zptsobil faktor z, kterym se g (z) lisi od
fr(2) a ktery podstatné zmensil hodnoty funkei g (z) v blizkosti pod¢atku.

Poznamka 13.8. Jsou-li splnény piedpoklady srovnavaciho kritéria (V.13.13),
konverguji obé& Tady > po; fk, > opeq | | stejnomérné; nékdy se v takové situaci
riké, ze fada ) .-, fi konverguje absolutné stejnomérné. Poznamenejme, Ze v tvr-
zeni V.13.13 by stacilo uvést, ze stejnomérné konverguje fada >, | fx |, protoze
stejnomérnou konvergenci fady Y-, fx pak jiz zarucuje BC kritérium.

Stejnomeérné konvergujici fadu, pro niz fada piislusnych absolutnich hodnot di-
verguje, lze sestrojit velmi snadno. Ctendf, ktery by nebyl spokojen s neabsolutné
konvergentni fadou o élenech f, := (—1)*/k (ackoli je to zcela pravoplatny piiklad,
protoze konvergentni fady s konstantnimi ¢leny nejsou ,zakazany“ a konverguji sa-
moziejmé stejnomérné), mize vySetfit napf. fadu

= arctg (1 + k22
Z Vegr(x), kde g(x) := % :
k=1

ktera podle Abelova kritéria konverguje stejnomérné v R, zatimco fada > .-, gk
prislusnych absolutnich hodnot vsude v R diverguje, protoze pro vSechna x € R je

gk () > g (0) > m/4k.

Miize se vSak stat, ze fada >, fx na néjaké mnoziné X konverguje absolutné
1 stejnomeérné, nikoli vsak absolutné stejnomérné; ukazuje to tento priklad:

Budte fi funkce z P¥.13.9, poloZzme

(46) hgkfl = fk, h2k = _fk pro kazdé k e N

a sy, resp. o, necht je n-ty castecny soudet fady > po ; hi resp. > pey |hi|. Je ziejmé,
ze pro kazdé n € N je pak
(47) son—1(2) = fn(z) =

X

T =0

a protoze nerovnosti | f,(z)| < fn(1/n) < 1/2n plati pro vSechna 2 € R a v8echna
n e N, je s, = 0 stejnomérné v R.
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Protoze pro kazdé n € N je

n—1 n
U2n—1:22|fk|+|fn|u 02n:2Z|fk|7
k=1 k=1

konverguje (podle toho, co jsme dokazali v P¥.13.9) fada > .- | hi| vSude v R, ale
konvergence neni stejnomérnéa v zddném P*(0) a v zddném P~ (0).

Priklad 13.10. Pro vSechna o € R, 5 € R, = € Ry polozme

. kx 1 Ak (x)
. @ . B . k
(48)  Ap(x) := arcsin SRR ur(x) :=lg (1 + k:QxQ)’ fr(z) = (@)
a vySetime, jak je to se stejnomérnou konvergenci fady > .~ ; fi v R4.
Je-li x € Ry (pevné zvoleno), je
kx 1 1 1 1
e - B - -
(49)  arcsin P21 R lg (1+ k2I2> =728 tedy fi(z) < Ta—28

pro k — oo; podle 3. ¢&asti V.11.5 fada Y - , fx(z) konverguje bodové v R, préave
kdyz je oo — 23 > 1.

K PR.13.10: Y fr,a=%,8=1,1<n<12

Protoze Ay(1/k) = arcsin® § = (3m)* a pup(1/k) = lg” 2, neni fr — 0 stejno-
mérné v zédném PT(0), takze ani fada >_,- | fr tam nekonverguje stejnomérné.
(Sr. s V.13.12.)

Je-li a — 283 < 1, nekonverguje fada 220:1 fr ani bodové; predpokladejme proto
obracenou nerovnost a — 25 > 1 a dokazme, ze Tada konverguje v kaZdém intervalu
I1(0) := (8, 4+), kde 6 € Ry, stejnomérné. Ditkaz provedeme v nékolika krocich,
v nichz budeme funkce Ay a pj postupné zjednodusovat.
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1. Pro kazdé x € R, je

) kx arcsin (¢(kx)) 1
! — J—
(50") arcsin 1557 = (k) ¥ (kx) e
kde
x z?
p(z) = 211’ Y(z) = PO

a snadno se ovéri platnost téchto tvrzeni:

la. o(04) = @(+00—) = 0, ¢'(z) # 0, jeli 1 # x € Ry, ¢(1) = 3; v disledku
toho ¢ roste v (0, %), klesd v (3, +00) a p(R4) C (0, 3). (Sr. s V.8.2.)

1b. Funkce v(y) := (arcsiny)/y v intervalu (0, 1) roste (sr. s P¥.7.6), takZe pro
kazdé y z intervalu (0,3) je 1 = v(0+) < v(y) < v(3) = 3m. Vsechny hodnoty
prvniho zlomku na pravé strané (507) lezi tedy mezi ¢isly 1 a 3.

lc. Funkce 9 v R4 roste a v 4+00 ma limitu 1; v dasledku toho je ¥(0) < ¥(x) < 1
pro vSechna x > 4. Je-li x > 4, je tim spiSe kx > J pro vSechna k € N, takze vSechny
hodnoty funkce 1 (kz) lezi také mezi ¢isly (0) >0 a 1.

1d. Z tvrzeni la—1c plyne, Ze pro vSechna x € I(J) a k € N lez{ hodnoty funkce
v(p(kx)) (k) mezi 1(5) a +7; protoZe viechny mocniny Id* jsou monoténni, lez
vSechny hodnoty funkce (v(p(kz)) ¥ (kx))®, kterd je podilem funkei Mg (x) a 1/(kx)®,
mezi &sly (1(0))* a (37)*. Podle V.13.13" konverguje fada Y.~ fr(z) v I(0)
stejnomérné, pravé kdyz to plati o fadé s éleny 1/((kx)*ux(x)).

2. Pro vSechna x € R je

1 1
" — 2,2 o —
(50") lg(l—i— ) =w(k“z )kaQ’ kde w(z):=zlg (1+x)’

k222

pricemz

, 1 1 I 1
w(:z:)—lg(l—l—g) 13z Y (x)_—m.

Z nerovnosti w” < 0 v Ry plyne, Ze funkce w’ tam klesa; protoze w’(4+00—) = 0,
je w' >0 v Ry, takZe w tam roste a totéz plati o funkci w o Id%. Je-li tedy x > 4,
je w(z?) > w(d?); protoze w(+0o—) = 1, je navic w(z?) < 1 pro viechna = € Ry.
Je-li z > 0, je kx > § pro kazdé k e N, takze w(0?) < w(k?2?) < 1; protoze kazd4
mocnina Id? je monoténni, lezi pak viechny hodnoty funkce (w(k22?))?, ktera je
podilem funkei pix () a 1/(kx)??, mezi &isly (w(6?))? >0 a 1.

3. Podle 1d a V.13.13’ konverguje tedy fada Y -, fx(x) stejnomérné v I(J),
pravé kdyz to plati o fadé > o | (kx)*?/(kx)> = > 7 1/(kz)*~2P. Protoze tato
fada ma v I(§) konvergentni majorantu Y oo | 1/k*~2859=28 konverguje tam stej-
nomérné; tim je diikaz dokoncen.

Résumé. Je-li a — 23 > 1, konverguje fada Y .-, f v intervalu J C Ry stejno-
mérné, prave kdyz je 0 ¢ J; v R, je pak jeji konvergence lokalné stejnomérna. Je-li
a—28 < 1, fada vSude v R, diverguje. (Viz obrazek, v némz je zakresleno prvnich

w2 v s v o v 10
12 ¢astecnych soucti fady s a = 5, = 1.)
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Priklad 13.11. Predpokladejme, ze a € R, a dokazme nékteré vlastnosti fad

oo . oo
sin kx coskx

ko 7 ke
k=1 k=1

(51)

1. Je-li a > 1, konverguji fady
oo oo

, | sin kx| | cos kx|
(51 ) Z ko ! Z ko

k=1 k=1

(a tedy i fady (51)) stejnomérné v R.

2. Je-li € (0,1), konverguje prvni z fad (51) vSude v R, pFi¢emz konvergence
je neabsolutni pro kazdé x # 0 mod w. Druhé z fad konverguje, a to neabsolutné,
vR —{2mm; m € Z}. Prox =0 mod 7 je prvni fada v (51) fadou nulovou; druhd
fada je v bodech x = m mod 27 alternujici (a mé tedy konecny soudet), zatimco jeji
soucet v bodech = 0 mod 27 je +o0.

Obé rady konverguji stejnomeérné na kazdé mnoziné tvaru

(52) U (2mm +6,2(m + 1)r - 4),

meZ

kde § ¢ (0,7); na mnoziné R — {2mm; m ¢ Z} konverguji lokalné stejnomérné.
V Z4dném (pravém, levém, oboustranném) okoli Zadného bodu 2mm, kde m < Z,
neni konvergence stejnomeérna.

3. Je-li o < 0, konverguje prvni z fad (51), pravé kdyz je x = 0 mod = (kdy je
fadou nulovou), zatimco druhé z fad (51) vSude v R diverguje.

Ptipomernime, Ze pro kazdé ¢islo  Z 0 mod 27 a pro kazdé n € N plati identity

(53) isin Ly — sin(inx)sin((n+ 1)z)
- . 1 )
— sin 5z
(54) i cos b — sin(inz) cos(i(n+1)z)
P sin %x

(viz (46) v kap. 11). Z nich ihned plyne, Ze

(55) pro kazdé § € (0,7) jsou soucty (53) a (54) stejné omezené v mnoziné
Uez (2mm +6,2(m + 1)1 — 0),

protoZze v této mnoziné plati nerovnost | sin %x| > sin %6 a absolutni hodnota cita-
teld obou zlomk® vpravo neni vétsi nez 1.

Ad 1. Toto tvrzeni plyne ihned ze srovnavaciho kritéria, protoze Y ;- | (1/k%) je
konvergentni ¢iselnd majoranta obou rad.

Ad 2. Protoze prvni ¢ast tvrzeni jsme dokazali jiz v prvnim dilu této ucebnice
(viz P§.11.5), vénujme se stejnomérné konvergenci.
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Stejnomérnost konvergence fad (51) (na uvedenych mnozinach) plyne z (55)
a z Dirichletova kritéria, protoze (Giselnd) posloupnost {1/k%} je monoténni a ma
limitu 0.

Nestejnomérnost konvergence dokézeme pro prvni z fad (51) nejdiive v intervalu
(0,6),kde 0 <6 < %w, a to pomoci negace prislusného BC kritéria:

Je-lineN, z, :=5/3n,n<k§2n,je%5<kxn§§6<5a
2 sin kz., o gini§  psinds
= Z > Z 3> 3 —lgnils.

2n
sin kx,,
(561) ‘Z ke ke k= 2n 273
k=n+1 k=n-+1 k=n+1

Pro leva okoli bodu 0 je diikkaz analogicky, protoze sinus je licha funkce; protoze je
2m-periodickd, je konvergence v okolich sudych nasobki ¢isla 7 stejna jako v okolich
nuly.

Pro soucty s kosinem je situace dokonce jednodussi: Je-lin > 7/646, x,, := 7/6n,

n <k < 2n,je %w =nx, < kx, <2nx, = %w, takze cos kx, > COS%TF = % a
2n 2n 2n
coskxy, 1 1 1
(562) Z o > Z ok > a1
k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1
protoze kosinus je suda funkce, dostdvame pro z,, = —m/6n stejné odhady. Druha

z fad (51) tedy nekonverguje stejnomérné v zadném P+ (0) a v zaddném P~ (0);
obdobné tvrzeni o okolich vSech sudych nasobkt ¢isla 7 plynou z 27-periodicity
kosinu.

Ad 3. Tvrzeni plynou ihned z toho, Zze pro zadné x # 0 mod 7 neni sinkz — 0
a pro zadné r € R neni coskx — 0. (Dlkaz: Kdyby bylo coskx — 0, méla by
vybran4 posloupnost o élenech cos2kx = 2 cos? kx — 1 limitu —1, coz je spor. Je-
li sinkz — 0, je cos2kx = 1 — 2sin’kx — 1, cos(2k + 1)z = cos2kz cosz —
sin2kx sinz — cosz a 1 = sin?(2k 4+ 1)z + cos?(2k 4+ 1)z — cos®z; z rovnosti

cos®> x = 1 plyne, ze z = 0 mod 7.)

/2

K PRr.13.11: PRvNICH 6 CGASTEONYCH SOUCTU RAD (51) s a =1

X 3k X%

Zéavérem se vratme k mocninnym fadam; i kdyZ jsou nenahraditelnym néstrojem
komplexni analyzy, 1ze jejich jednoduché vlastnosti vyuzit i v realné analyze. (Viz
napf. Dodatek ke kap. 11 a kap. 18, kde se pomoci nich fesi diferencidlni rovnice.)
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Priklad 13.12. V P#.11.8 jsme (pomoci d’Alembertova kritéria) dokézali, ze Fady

& & A Z2k > A Z2k+1
Z:: K kzo —1) (2k)1° kzz()(_l) (2k +1)!”

které v komplexnim oboru definuji po fadé funkce exp z, cos z, sin z, konverguji pro
vsechna z € C, a maji tedy polomér konvergence rovny +0o.

Na rozdil od toho konverguje fada Y-, k!z* jen v bodé 0 (protoze jinak nem4
jeji k-ty ¢len limitu 0), a ma tedy polomér konvergence rovny 0.

Priklad 13.13. Pro kazdé o € R ma mocninna rada
(57) > yx

k=1
polomeér konvergence rovny 1.

Pro kazdé z e C je totiz §/[zF|/k® = |z|/(¥/k)®, coz mé pro k — oo limitu
rovnou | z|. Podle Cauchyho kritéria fada (57) konverguje, je-li |z| < 1, a diverguje,
je-li |z| > 1. Tim je tvrzeni dokdzéno.

Zcela analogicky dokazeme, ze fada

°° k

(58) 3 a:W

k=1
m4 pro kazdé a € C riizné od nuly polomér konvergence rovny |a|.

Poznamka 13.9. Na fadédch tvaru (57) lze ukdzat, ze neni ndhodné, ze V.13.9
neobsahuje Zddnou informaci o konvergenci fady pro piipad, Ze |z— (| = R; obecné
totiz za této situace nelze o konvergenci nic Tici:

Je-li @ = 2, je konvergentni fada >, ; 1/k* majorantou fady (57) pro vechna z,
pro néz je | z| < 1; fada tedy konverguje (absolutné stejnomérné) v celém uzavéru
jednotkového kruhu U (ktery je kruhem konvergence vsech fad (57)).

Je-li « =0 a|z|] =1, nemé k-ty ¢len fady (57) limitu 0, takZze fada diverguje
v kazdém bod€ hranice kruhu U.

Je-li koneéné o = 1, lze body z, pro néz je |z| = 1, napsat ve tvaru z = e
cost + i sint, kde t € R, takze

it _

(o) ik

% i el€ i cos kt i sin kt

k=1 k=1 k=1 k=1

a fada vlevo konverguje, pravé kdyz konverguji obé fady vpravo. Protoze podle
P#.13.10 obé konverguji, pravé kdyz je ¢ Z 0 mod 2, fada (57) konverguje pro
vSechna z € OU s vyjimkou bodu 1; v ném ma redlna ¢ast fady soucet +o0o, imagi-
narni ¢ast soucet 0. [

I kdyZ obecnd véta V.13.9 nezarucuje konvergenci fady (8) v zddném hrani¢nim
bodé jejiho kruhu konvergence, mé konvergence v takovém bodé dtilezity disledek
pro stejnomérnou konvergenci fady (8), a tedy i pro spojitost jejiho soudtu:
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Véta 13.16. (Abelova véta.) M4-1i fada (8) polomér konvergence R € R a kon-
verguje-li v nékterém bodé tvaru ¢ + Re™, kde t € R, konverguje stejnomérné na
uzaviené tiseéce {¢ + ret; 0 < r < R} s krajnimi body ¢, ¢ + Re®; soucet rady je
pak na této tsecce spojity.

* ok %

vvvvvv

s Taylorovymi polynomy ; predpoklady, za nichz lze danou funkci rozvinout v Ta-
ylorovu fadu, jsou dobrou ilustraci markantnich rozdilt mezi redlnou a komplexni
analyzou. Definice je v obou pfipadech formdlné stejna:
Je-1i funkce f definovana v jistém okoli bodu ¢ a ma-li v bodé ¢ derivace vSech
fadd, nazyvame fadu
. fk)
(59) > B0 oy

k=0

Taylorovou fadou funkce f o stfedu (; pro kazdé n > 0 je

(k)

(60) Ros1(2) = f(z) = >
k=0

tzv. zbytek po n-tém ¢lenu této fady. Realnou Taylorovou fadou budeme rozumét
fadu (59) za dodateénych pfedpokladd, ze f je redlnd funkce redlné proménné, ze
¢ € R a ze derivace jsou ,podle realné proménné“; o komplexni Taylorové Fadé
budeme mluvit v pfipadé, Ze f je komplexni funkce komplexni proménné, ¢ € C
a derivace v (59) jsou ,podle komplexni proménné“. Slovo okoli bude v prvnim
pfipadé znamenat okoli v R, ve druhém pripadé to bude okoli v C.

Poznamenejme, ze v definici Taylorovy Tady se nepredpokladd nic o jeji konver-
genci a ze na pravé strané (60) se od f(z) ode¢itd n-ty Tayloriv polynom (funkce
f o stfedu (), ktery je n-tym éasteénym souctem Taylorovy fady (za predpokladu,
Ze tato fada existuje).

Poznamka 13.10. Necht ¢ € R, necht f je definovana v jistém okoli U(¢) (v C)
bodu ¢ a necht je realna v okoli U (¢)NR bodu ¢ na realné ose. ProtoZe z existence de-
rivace f() (¢) podle komplexni proménné plyne existence analogické derivace podle
redlné proménné (a rovnost obou derivaci), je zfejmé, ze za uvedenych predpokladii
plyne z existence komplexni Taylorovy fady funkce f o stfedu ( existence prislusné
realné Taylorovy Fady, pricemz obé fady maji pak stejné koeficienty.

Obrdcené tvrzeni vsak neplati, protoze napf. funkce (sr. s Cv.5.69)

(61) e) = { exp(—=7%) pro = # o}

0 pro z=0

mé v bodé 0 (nulové) derivace viech fadt podle redlné proménné, ale vzhledem k C
neni v bodé 0 spojitd (protoZe jeji limita v bodé 0 vzhledem k imaginirni ose je
rovna +00), takze derivace (kladnych ¥4dt) podle komplexni proménné nema.
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7 ptikladu je zaroven patrné, ze existence derivaci vSech radi podle realné pro-
ménné vsude v R neni postacujici podminkou moznosti rozvoje dané funkce v Tay-
lorovu fadu: Redlnou Taylorovu Fadu funkce (60) lze sice napsat, ale protoze je to
fada nulova, neni jeji soucet roven f(z) v Zzddném bodé z £ 0. O

Pfimo z definice souc¢tu fady (jako limity jejich ¢astecnych souét) plyne, ze

(62) Taylorova fada (59) méd v bodé z soucet f(z), pravé kdyz je Rp+1(z) — 0
pron — 00.%)

Reélné analyza se proto musi zabyvat otazkou, jak tuto podminku v konkrétnich
ptripadech dokazat (nebo vyvratit); u fady dulezitych funkci 1ze podminku (62)
dokézat, prepiSeme-li zbytek jednim ze zptsobd uvedenych v této véte:

Véta 13.17. Necht ¢ a (' # ( jsou realna ¢isla, necht n > 0 je celé ¢islo a necht
f je realna funkce realné proménné, ktera ma v kazdém bodé uzavieného intervalu
I s krajnimi body ¢, ¢’ (kone¢né) derivace az do fddu n + 1 véetné. Pak existuji
Cisla £ eint I, n € int I tak, Ze

AN f(n+1)(§) / n+1
(63) Rpa(¢') = CE ¢ =om,
(n+1)
(64) Run@) =0 @y 0. D

(63) a (64) jsou po fadé prepisy zbytku v Lagrangeové a v Cauchyho tvaru.

Poznamka 13.11. Pomoci (63)—(64) lze mj. dokézat (viz [10] nebo [27], 1.dil),
7e pro vSechna z € R je

oo Zk oo sz 0 Z2k+1
(65) eXpZZZ Ak cosz:z (=1)* oIk SinZ:Z (—1)km7
k=0 k=0 k=0
o0 2%k ) S Z2k+1
(66) coshz = kzzo @iy ShE= kZ:o @k+ 1)1

Ze pro vSechna x € (—1,1) resp. x € (—1,1) je
> Z > Z
(67) g(1+ 2) Z kl— resp. lg(1—2) Z "
k=1 k=1
a ze pro vSechna z € (—1,1) a vSechna « € R plati identita
> (6%
o k
(68) (1+2) —Z(k)z.
k=0
8) Néktefi autofi ctenaitim bohuzel sugeruji, Ze (62) je zdvazné tvrzeni, a nazyvaji je Taylorovou

vétou. Na rozdil od trividlniho vyroku (62) je pro realnou analyzu skuteéné velmi dileZitd napt.
véta 13.17, ktera v fadé dulezitych piipada dovoluje podminku Ry41(2) — 0 ovéfit.
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Mocninné fady na pravych strandch identit (65) a (66) maji polomér konvergence
rovny 400, zatimco polomér konvergence fad v (67) je roven 1. Je-li & nezaporné
celé ¢islo, obsahuje fada v (68) jen koneény pocet nenulovych séitancii a mé polomér
konvergence +oo; jinak je jeji polomér konvergence roven 1. [

Zatimco v realném oboru je moznost rozvoje funkce v Taylorovu fadu dana pod-
minkou (62), jejiz ovéfeni neni vzdy snadné, je v komplexnim oboru situace ne-
srovnatelné jednodussi; prislusné tvrzeni je zaloZeno na tomto zdkladnim pojmu
komplexni analyzy:

Definice. Rikdme, Ze komplexni funkce f komplexni proménné je holomorfni
v oteviené mnoziné 2 C C, ma-li v kazdém bodé z € € derivaci podle komplexni
proménné.

Véta 13.18. Je-li funkce f holomorfni v oteviené mnoziné 2 C C, ma v kazdém
bodé z € Q derivace viech radit.®) Je-li K(¢, R) C Q (pro jisté R > 0), je

> f(k)
(69) f(z) = Z fk—l(o (z— Ok pro vsechna ze K((,R).
k=0 ’

Dodatek. Konverguje-li mocninnd fada v kruhu K (¢, R), je v tomto kruhu Tay-
lorovou fadou svého souctu. Jinymi slovy:

S k FRQ) .
(70)  f(z) = E ar(z—=C)* vK((,R) = a= o pro vSechna k > 0.
k=0 :

Poznamka 13.12. V komplexnim oboru tedy plati tvrzeni v readlném oboru zcela
neslychané: Z existence proni derivace (v oteviené mnoZiné) plyne existence deri-
vact vSech Tddu. Kromé toho je patrné, ze pri rozvddeéni funkce v mocninnou radu
nent nutné zabyvat se zbytkem R, 41, protoze v kruhu, v némz je funkce holomorfni,
zbytek automaticky konverguje k nule. 1°)

Poznamka 13.13. Vime (viz V.11.17), ze Cauchyho souc¢in dvou absolutné kon-
vergentnich fad se soucty s a t je absolutné konvergentni fada, jejiz soucet je roven
st. Protoze mocninné fady konverguji ve svych kruzich konvergence absolutné, plati:

Cauchyho soudin dvou mocninnych fad, které maji v kruzich K (¢, Ry), K (¢, Rz)
soucty f(z), g(z), je Taylorovou fadou soucinu f(z)g(z) v kruhu K (¢, min (Ry, Rg)).
Podobné tvrzeni plati i pro realné Taylorovy fady; kruhy je vsak treba nahradit
jejich priiniky s R.

To umoznuje napsat Taylorovu fadu funkce, ktera je sou¢inem dvou funkci, jejichz
Taylorovy fady zname, bez pocitani jejich derivaci:

9) Samozfejmé podle komplexni proménné.
10) Zcela na misté je otazka, jak je to mozné, kdy# definice derivace podle realné a komplexni
proménné jsou formalné zcela identické. Odpovéd: I kdyZ jsou formélné identické, je ve skutecnosti
existence derivace podle komplexni proménné v (neprazdné) oteviené mnoziné Q@ C C podminkou
nesrovnatelné silngjsi, nez je napf. existence derivace podle redlné proménné v intervalu. Podstatu
véci ctenafi odhali az studium komplexni analyzy, pfi némz se seznami i s dikazy vyslovenych
tvrzeni.
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Ptiklad 13.14. Podle (65) a (67) je
N 2. zk
(71) e:;ﬁvR,ll—x ;? —-1,1);
z toho plyne, Ze Taylorovou fadou (o stfedu 0) funkce e® lg(1 — z) je fada

oo o0 1 n
J

oo . 1
_;cnx N kde Cp, Z:Zm,

k=1

(72)

=0 k=1

konvergujici absolutné v intervalu (—1,1).!!) Pro tiplnost dodejme, ze je

(1) a=1, =3, =3, a=1, =35, cs=15, (7= ,....
Priklad 13.15. Z identity
1 - k, 2k
(74) e (D
k=0

platné v intervalu (—1, 1) plyne integraci (sr. s V.13.11) v témz intervalu identita

[eS)
i {E2k+1

(75) arctgx = ,; (-1) 1

aditivni konstantu ¢ jsme (vpravo) nenapsali, protoZe hodnota v bodé 0 obou stran
napsané identity je 0, takze i ¢ = 0. Tim jsme ziskali Tayloriv rozvoj funkce arctg z,
aniz bylo nutné podcitat derivace této funkce v bodé 0 (coz by mohlo narazit na
znacné potize, pokud bychom nenasli napf. n&jakou rekurentni relaci).

Pro x = %1 je na pravé strané (75) alternujici fada +> 7o (—=1)%/(2k + 1),
kterd podle Leibnizova kritéria konverguje. Podle Abelovy véty 13.16 konverguje
tedy fada na pravé strané (75) v celém intervalu (—1,1) stejnomérné a jeji soucet
je tam spojity; protoze leva strana identity (75) je v tomto intervalu také spojita,
identita plati v celém (—1,1).

Utvotime-li Cauchyho soucin fady ze (75) se sebou samou, dostaneme Taylorovu
fadu funkce arctg? x v intervalu (—1,1):

) o0 20t 0 22k+1 00 o
(76)  arctg®z = (j_zo(_ ’ 2]+1)(Z; 2k+1) :;C"w ’
kde ‘
= 1 (-1t & 1

D B [P A Dy

1) Dva za sebou napsané znaky souctu (tak jako na zacatku radky (72)) se ¢asto uzivaji misto
znaku pro zobecnénou fadu, v niz by se v naSem pripadé s¢italo pfes vSechny dvojice (4, k), kde
7 >0ak>1jsou cela disla.
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pro vSechna n € N, protoze

n—1 n—1 n—1 n

1 1 1 1 1 1
> SEN NN S |
= 2k+1)2n—-2k—-1) 2n = 2k+ 1 = 2n—2k—1 ni=2k+1

|
—

>
Il

Platnost (76) je zatim zarucena jen v intervalu (—1,1), protoze s Cauchyho
souCinem lze bezpecné pracovat jen v pripadé, ze aspon jedna z fad je absolutné
konvergentni (viz V.11.16 a Cv.11.100). Ctenaf vSak mtize sim dokézat, Ze po-
sloupnost {|c,,[}52, klesd a jeji n-ty ¢len neni vétsi nez 1/4/n; podle Leibnizova
kritéria tedy fada Y -, c,z*" konverguje i v bodech +1. Platnost (76) v celém
uzavieném intervalu (—1,1) se tedy dokdze podobné jako platnost (75).

Pro ilustraci jesté dodejme, Ze Sesty ¢asteény soucet fady (76) (neboli dvanécty
a t¥indcty Taylortiv polynom funkce arctg? x o stfedu 0) je roven

2 23 44 563 3254
78 2 2.4, 40 § 3% g 10 12
(78) Tyt T T 15" Tt T 10395

* %k Xk

Vratme se nyni k ,,obyéejnym*“ Ffaddm funkei a ilustrujme uziti Abelova a Di-
richletova kritéria stejnomérné konvergence timto prikladem:

Piiklad 13.16. VySetime stejnomérnou konvergenci fady ;- ; fx, kde

arctg kx +/arccotg kz sin kx.

Protoze Y r- ; fx(0) je nulové Fada, budeme se v dalsim zabjvat jen konvergenci
v Ry a v R_. VSimnéme si predevsim, ze pro kazdé k ¢ N je

kx

(79) fr(z) = prrn

fk(l) _ e\/ﬁsinl, fk( 1) _ \/3?sin1'

(80) k 8(e+1) ok 8(e+1) ’

protoze neni f;(+1/k) — 0, nekonverguje posloupnost { fx}7>; k nule stejnomérné
v z4dném PT(0) a v zddném P~ (0), a totéz proto plati i o fadé >, f-

4l
2oL
-1/2 0 1/2

K PR.13.16: Y7, fr, 1 <n <10
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Bud I C R4 libovolny interval s pocatecnim bodem § € Ry. Nez zaéneme fadu
220:1 fr vySetfovat v I, polozme pro vétsi prehlednost a struc¢nost

kx

(81) ar(z) : ¢ bi(x) := arctgkx, ci(r) = /arccotgkz.

Tkt 10

Ctenai snadno zjisti, Ze viechny funkce ax(z) v R rostou, Ze jejich hodnoty pro
x > 0 lezi mezi a(0) = % a ap(+o00o—) =1 a ze pro kazdé x € R je i posloupnost
{ar(z)} rostouci. Podle symetrické verze Abelova kritéria (tj. podle V.13.15", v niz
polozime g = ag, hy = 1) lze tedy funkce ap(z) z fi(z) ,vynechat® v tom smyslu,
ze fada ) p- ; fr(z) konverguje v I stejnomérné, pravé kdyz m4 tuto vlastnost fada
> e b (@) e (z) sinkz.

Z podobnych divodt lze vynechat i funkce bg(z): Jejich hodnoty pro x e I lezi
mezi arctgd > 0 a 17 a posloupnost {gx(z)} je pro kazdé = € R, rostouci.

Protoze funkce p(z) := zarccotga v R roste a protoze ma v bodé +oo limitu
1, plati implikace z € I = ¢(§) < ¢(z) < 1. Protoze x € I = kx € I pro kazdé
keN, jeip®) < plkr) < 1a /o) < olkz) = Vkreg(z) < 1; navic je
posloupnost {p(kz)} rostouci. Podle V.13.15" lze tedy v I funkce ci(z) nahradit
funkcemi 1/v/kzx.

Shrneme-li dosavadni vysledky, vidime, Ze fada Y .-, fi(z) konverguje v I stej-
nomeérné, pravé kdyz ma tuto vlastnost rfada

> sinkz 1 < sinkx
82 o o ot
(82) ; = ﬁ; 7

Podle P#.13.10 vsak fada vpravo konverguje v I stejnomérné, pravé kdyz I neob-
sahuje zadny cely nasobek ¢isla 27, tj. kdyz je I C (2(m — 1)7, 2mn) pro vhodné
m € N. Potom v8ak je 1/1/x funkce omezena v I dvéma kladnymi konstantami, takze
fada vlevo konverguje stejnomérné v I, pravé kdyz to plati pro fadu vpravo. 12) Kon-
vergence je lokalné stejnomérnd v Ry —J,,ny {2m7} a zfejmé neabsolutni — proto
bylo tfeba uzit jemnéjsi Abelovo kritérium.

Vysetieni konvergence fady > -, fx v R_ bude daleko snadné&jsi, protoze ,do-
minantni vliv® tam mé funkce e¥*. Je-li totiz x < —d < 0, plati relace

[fu@)| <e ™ fm-Vm-1=1Vmde ™,

protoze geometrickd fada Y -, e~ konverguje, konverguje fada > ope [ abso-
lutné stejnomérné v (kazdém) intervalu (—oco, —d) a obecné&ji oviem v kazdém in-
tervalu I C R_, jehoz koncovym bodem neni 0. Konvergence je lokalné stejnomérna
v R_; vzhledem k tomu, Ze je absolutni, mohli jsme uzit hrubsi srovnavaci kritérium.

% sk %k
Tvrzeni, Ze ani stejnomérnd, ani nestejnomérna konvergence rady se nezméni, vynasobime-

li vSechny jeji ¢leny (jednou a touz) funkci omezenou na prislusné mnoziné dvéma kladnymi ¢isly,
plyne ihned z dutsledku V.13.12.

12)
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Reseni nékterych obyéejnych diferencialnich rovnic tvaru Ly = 0 lze (v realném
i v komplexnim oboru) hledat ve tvaru mocninné fady ; postup ma v pfipadé, ze koe-
ficienty rovnice jsou jednoduchymi kombinacemi celych mocnin nezévislé proménné
z a ze hledame TeSeni v okoli 0, zpravidla tyto kroky:

1) Piedpokladdme existenci feseni ve tvaru mocninné fady tvaru Y o, apz”
s kladnym polomérem konvergence R.

2) Derivovanim ¢len po ¢lenu vypodteme vSechny potiebné derivace, dosadime je
do rovnice a vysledek usporddédme podle mocnin z; protoze podle disledku V.13.10
musi byt koeficienty u viech mocnin z* rovny nule, ziskdme nekoneéné mnoho rovnic
pro koeficienty ay,.

3) Po jejich vyteSeni ovéfime, zdali mocninnd tada s vypoditanymsi koeficienty
md opravdu kladny polomer konvergence, protoze teprve pak mame zaruceno, ze
jsme nasli feseni, a vime téz kde. Nemaji-li rovnice feSeni nebo neméa-li vysledna
fada kladny polomér konvergence, neuspéli jsme — pravdépodobné proto, ze rovnice
feSeni v navrzeném tvaru nema.

Priklad 13.17. Zkusme v komplexnim oboru najit feSeni rovnice
(83) w” +zw' +w =0

ve tvaru
(84) w(z) := Z apz”,
k=0

kde ay € C jsou (zatim) neznama4 ¢isla. 13)
Pfedpoklddejme, ze fada (84) mé polomér konvergence R > 0; v K (0, R) pak je

o0

(85) zw'(z) = Z kapz®, w”(z) = Z k(k—1)apz"2 = Z (k+2)(k+1) apro2”.
k=1 k=2 k=0

Dosadime-li pravé ziskané vysledky do (83), dostaneme fadu

oo

(86) D (e +2)(k+ D argz + (k+1)ax] ¥,
k=0

ktera ma nulovy soucet, pravé kdyz jsou koeficienty u vSech mocnin z rovny nule,
tj. pravé kdyz je
(87) (k + 2)agy2 + ar, = 0 pro vSechna k > 0.

13) Soustavnéjsi informace o diferencilnich rovnicich najde étenaf az v kapitole 18; abychom
vsak objasnili divod, pro¢ hleddme dvé linedrné nezavisla feseni, prozradme jiz nyni, Ze u linearni
rovnice 2.fadu s nulovou pravou stranou (coz je na$ piipad) je mnozina vSech FeSeni totoznd

s mnozinou vsech linearnich kombinaci dvou linearné nezavislych feseni. ,,Resit“ rovnici znamena
najit vSechna jeji feSeni.
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Pii volbé ag = 1, a; = 0 plyne z rekurentnich vztaht (87), ze

1 1 —1)k
te=_2 (=1

1
(88) apg=1, ag = — 4:E7---7a2kzmv---

2 = T 2n’

a 7e agip+1 = 0 pro vSechna k > 0.
Polozime-li naopak ag = 0, a; = 1, bude

a 1 —1)k
i 7a2k+1—(( )

89 =1, a3 =2 . L S A
(89) e R T 2%k + 1)1

a agr, = 0 pro vSechna k > 0.
Jak snadno zjistime d’Alembertovym kritériem, konverguji obé fady

2’2k Z2k+1

%0) 2:: SRR Z:;) V' Grrom

k=0 k

pro v8echna z € C, takZe jejich polomér konvergence je +0o a jejich soudty wi(z),
wa(z) jsou FeSeni rovnice (79) vSude v C. Protoze prvni z funkei je sudé, druhd
lich4, je jejich linedrni nezéavislost ziejma.

Podle toho, co jsme uvedli v poznamce *2) pod ¢arou, je funkce w feSenim rovnice
(83) v C, pravé kdyz je

2’2 Z2k+1

) k oo
(91) w(z) = clkzzo (—1)’“(%)” +csz:0 (—1)’“7(%4r oIk

kde c1, c2 jsou komplexni ¢éisla.

Cviéeni

A. Vysetite stejnomérnou konvergenci posloupnosti funkei f(z) v uréeném obo-
ru. 14) Pro struénost znacime
(92) RS := (0,+00), J:=(-1,1), J":=(-1,1);

neni-li obor uveden, rozumi se jim R.

13.01°. (22 — 1)* 13.02°. zF(1 —2?) v J
13.03°. zF — 3% v J 13.04°. k22 (1 — 2k v g
o 2kx o T2+1 0

13.05% ——— 13.06%. -—— v R}

14) Dan4 posloupnost se méa v tomto oboru vysetiovat ; netvrdime, ze v ném vsude konverguge.
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13.07°. ——
13.09°.
13.11°. ———

13.13°.
13.15°.

13.17°.

13.19°.
13.21°.
13.23°.
13.25°.

13.27°.

13.29°.
13.31°.

13.33°.
13.35°.
13.37°.
13.39°.
13.41°.

13.43°.

13.45°.
13.47°.

13.49°.

v/ x2 + arccotg k
Vkz +sinkz v Ri

2
x2ke—k(m -1)

ekr —1
ekr 41
lg(kx
s g,
k T

;1g(1+E) v R,
(x + k)

lg I2+I€2

0
v R}

sin® z cosz
sinh (x — k)
cosh(x + k)
2kx
1+ k222

arccotg kx

arcsin

arccotg v R(}r

T
kr+1

7

13.08°.
13.10°.
13.12°.

13.14°.
13.16°.

13.18°.

13.20°.
13.22°.
13.24°.
13.26°.

13.28°.

13.30°.
13.32°.

13.34°.
13.36°.
13.38°.
13.40°.
13.42°.

13.44°.

13.46°.
13.48°.

13.50°.

k2 — 22
k2 + 22
k2z?
1+ k222

zk

1+.I'2k

x2 —1\k
(:102+1)
Va2 41
2k71/7x2k+1+1
k/12

k2 + kcoshx
\k/l—sinkac

o (a—k)?

lg (1 + %) v (=1,400)

kalg (1+ %) v R,

T, x
ElgEVR_’_

T
ksin —
smk

. . T
k(smE—smﬁ)

(sinz + cosa:)k v (—m,7

k|sinz|F(1 - |sinz|)*
x| -k
|z| + &
2kx
e
kx arccotg kx

¢ 2 — k2
arcco -5
2 1172 + k?

cosh

arccos



13.51°.

13.53°.
13.55°.
13.57°.

13.59°.

arctg kx arccotg kx
¢ 2zF
arctg ———
SR T

arctg (e?)

k

arccos (sin” 7x)

arcsin (z2(1 — 22)*) v J

13.52°.

13.54°.
13.56°.
13.58°.

13.60°.

t z t z
arctg — arccotg —
k k

) ekz -1
arcsim ——
ekr 11

tg (sin 7 )
arcco sin —
s\

2k arccosx®* v J

arcsinx

arccotg (1 — 22)(2 — x%))*

B. V dangych oborech vySetite stejnomérnou konvergenci fad o uvedenych cle-
nech; zavisi-li ¢leny na parametru «, vySettfujte zavislost stejnomérné konvergence

prislusné fady i na tomto redlném parametru.

13.61°.
13.63°.
13.65°.
13.67°.
13.69°.
13.71°.
13.73°.
13.75°.
13.77°.
13.79°.
13.81°,
13.83°.
13.85°.

13.87°.

2
x2ke ke R(_),_
2 —kx 0

T°e v R}

2.2
x2ekm

1
exp (— (ka: + —)) v Ry
kx
kx
k3 +|z|3
(sin® z — cos® )*

5)

" (1 N z? arccotg a:2)

k?

(sin? (3mz)arccotg z?)*

arctg k%z? arccotg kx>

k222
1+ k222
ekw

arccos

arccos ———
1+ ekz

ek 1 ) E22? +1
- arcto—— T
14 ekz 22 4 k2 : gk2x2+2
kx + 2 coskx

1— efk(x—i—l)

15 ok T8~

13.62°.
13.64°.
13.66°.
13.68°.
13.70°.
13.72°.
13.74°.
13.76°.
13.78°.
13.80°.
13.82°.
13.84°,
13.86°.

13.88°.

—kx 0
e v Ry

(tgha)®
z?sin®
lg (1+=5—)
x? x?
arctg =) arccotg =)

z2k arccotg zik

! tg = tg k
—= arctg — arccotg kx

arccos

kat
1+ kot
ek}:l)

arcsin ———
1+ ekz

(zF +1)? sinkx
22k +1 ke
k22% + kx + 1 sinkx
k222 —kr+1 k

0
v Ry




13.89°.

13.91°.

13.93°.

13.95°.

e2kr _ okr 4 1 gin kx

e2kx + ekz +1 {1/%
2

lg (1 + kQ) sin (kmx)

. x .
smE sin kx

0
arctg kx arccotg kx coskr v R}

C. Najdéte poloméry konvergence téchto fad:

13.97. i kk—i 13.98. i L
k=0
(o'} k 00
13.103. Y (Z%) 2% 13.104. kzl (sin k) 2"
= j =

13.90°.

13.92°.

13.94°.

13.96°.

2
lg (1 + %) sin kx

sin? kx

k
k241
arctg kx sinkx

—————— v R
arctg 2kxr ko v Rt

arccotg kx cos(kmx)

RO
arccotg2kx  k® M
— (2k — DNZ*
1a99. 3 o

13.102. Z (arccotge®) 2F

k=1
12
)

> 1
13.105. 3 (1+ -

k=1

D. Pro kazdou z nésledujicich funkci (proménné z nebo z) najdéte (redlnou
nebo komplexn{) Taylorovu fadu o stfedu uvedeném za stfednikem. Pro kazdou
z nalezenych fad vypoctéte polomér konvergence.

13.106°.
13.108°.
13.110°.
13.112°.
13.114°.
13.116°.
13.118°.

13.120°.

2 .
e” sinz; 0

lg(14+2)lg(1+23); 0

e “sinhz; 0

iz '
1+22°
arctg 2z

1422’

e’; 1
coshz; i

1g°(1 - z); 0
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13.107°. coshzcosz; 0

13.109°. arccotg® z; 0

13.111°.

sinx arcsinz; 0

arcsin x
——F 0
V1— 22

sin z; %77

13.113°.
13.115°.
13.1179. ¢; i

13.119°.

lgz sinmx; 1



E. Najdéte predepsany pocet komplexnich mocninnych fad o stfedu 0, jejichz
soucty jsou linedrné nezavisla feseni dané diferencialni rovnice. Pocet feSeni je uve-
den za stfednikem; nula v prikladu 13.128 znamend, ze zadné feSeni popsaného
tvaru neexistuje (dokazte!).%) U kazdé z nalezenych mocninnych fad je tfeba vy-
pocitat polomér R konvergence; pti R > 0 je kruh K (0, R) oborem pfislusného
feSeni prislusné rovnice.

13.121. v’ +w=10; 2 13.122. v’ —w=0; 2
13.123. zw” +w' + zw =0; 1 13.124. w"”" +w =0; 3
13.125. v’ + zw =0; 2 13.126. v’ — 2z’ —w =0; 2
13.127. zw” —w=10; 1 13.128. 22w —w =0; 0
13.129. zw” + (1 — 2)w’ + 5w =0; 1 13.130. w” — zw' + 5w = 0; 2
Reseni

A. Abychom vysledky cviceni 13.01-13.60 mohli zapsat pokud mozno strucné
a prehledné, uzivame tyto timluvy a oznaceni: za ¢islem cviceni nésleduje vzdy
Ctvefice dat. V ¢asti zacinajici BL uvadime bodovou limitu dané posloupnosti, za
znackou STK je umisténa nutné a postacujici podminka pro stejnomérnou konver-
genci posloupnosti v intervalu I lezicim v oboru, v némz posloupnost konverguje,
po LSK nésleduje maximalni mnoZina, v niZ je konvergence lokalné stejnomérna,
a z udaju za znackou NSK lze vycist, ve kterych prstencovych okolich kterych
bodi je konvergence nestejnomérnd. Znacka () znamen4, ze takové body neexistuji;
ostatni data v této Casti zapisujeme pro Gsporu mista takto: Konverguje-li posloup-
nost v jistém P*(a) (resp. P~(a)) bodové, ale neni-li konvergence stejnomérna
v z4dném PT(a) (resp. P~ (a)), napiseme kratce a + (resp. a—). Konverguje-li po-
sloupnost v jistém P(a) bodové, ale konvergence neni stejnomérna v Zadném P (a)
a v zddném P~ (a), napiSeme a £. Symbol +aF piSeme misto dvojice symbola
»ta—*a ,—a+“; konverguje-li posloupnost bodové v jistém okoli boda +a, ale
nekonverguje-li v zddném jejich pravém ani levém okoli, napiSeme (+a) £.

13.01. BL: 0, je-li 0 < |z| < V2; 1 v £+/2; div., jeliz = 0V |z] > V2;
STK: T C (—v2,v2) — {0}; LSK: (—v/2,v/2) — {0}; NSK: V2, 0+

13.02. BL: 0 v J; STK: I C J; LSK: J; NSK:

13.03.BL: 0 v J; STK: T C J*; LSK: J*; NSK: +1 T

15) Protoze rovnice 13.121—13.130 maji pravou stranu rovnou nule, je nulovd fada ziejmé
feSenim kazdé z nich; protoze tkolem je najit linedrné nezdvisld feSeni, nulové Feseni nespliiuje

zadané podminky.
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13.04. BL:
13.05. BL:
13.06. BL:
13.07. BL:
13.08. BL:
13.09. BL:
13.10. BL:
13.11. BL:
13.12. BL:

(£1) +

13.13. BL:

(£1)+

13.14. BL:

0+, £ooF
13.15. BL
13.16. BL

13.17. BL:

13.18. BL

0v J; STK: I C J; LSK: J; NSK: ()

0 v R; STK: [ omez.; LSK: R; NSK: 0o F

0vR,, 1v0; STK: I omez., 0 ¢ I; LSK: R, ; NSK: 0+, +o0o—

0 v RY; STK: I omez.; LSK: R%; NSK: +o00—

1v R; STK: I omez.; LSK: R; NSK: +coF

0 v R; STK: R; LSK: R; NSK:

0v 0,1 jinde; STK: 0 ¢ I; LSK: R — {0}; NSK: 0+

1vJ* v (l,+00); STK: —1 ¢ 1; LSK: (—1,+00); NSK: —1+
Oprox # +1, 1 v 1,div. v —1; STK: +1 ¢ I; LSK: R— {+1}; NSK:

1vJ5 0v +1, -1 jinde; STK: £1 ¢ I; LSK: R — {+1}; NSK:
0vR— {0}, v0div.; STK: I omez., 0 ¢ I; LSK: R — {0}; NSK:
:1v {(—1,400); STK: I sh.omez.; LSK: (—1,+00); NSK: +00—
:1v J,22 jinde; STK: R; LSK: R; NSK: ()

v (1,40), ale fr(1+) = 0; STK: 1 ¢ I; LSK: (1, +00); NSK: 1+
:1prox e J* 0prox = —1, x jinak; STK: —1 ¢ I, I omez.; LSK:

R—{-1};NSK: -1+, oo F

13.19. BL
13.20. BL
13.21. BL
13.22. BL

:y/|z| v J, 1 jinde; STK: R; LSK: R; NSK: {)

: 1 v R; STK: I omez.; LSK: R; NSK: +ooF

tz| v R; STK: R; LSK: R; NSK: ()

: div. v bodech (2n — )7, n € Z, 0 v bodech (2n + 3)7, 1 jinde;

STK: IN{(2n+ $)m;ne Z} = 0; LSK: R — {(2n £ §)m; n € Z}; NSK: ((2n +

1)m) £, kde

13.23. BL:
13.24. BL:
13.25. BL:
13.26. BL:
13.27. BL:
13.28. BL:
13.29. BL:
13.30. BL:
13.31. BL:

n € Z, £ooF

0vO0,1v R;STK: I omez., 0 ¢ I; LSK: R, ; NSK: 0+, +00 —
0 v R; STK: [ sh.omez.; LSK: R; NSK: +00 —

1v +1, 0 jinde; STK: +1 ¢ T; LSK: R — {£1}; NSK: (£1)+

1v 1,0 proz e J* div. jinak; STK: I C J*; LSK: J*; NSK: +1F
sgnz v R; STK: 0 ¢ I; LSK: R — {0}; NSK: 0+

0v 0,1 jinde; STK: 0 ¢ I; LSK: R — {0}; NSK: 0+
0vR,;STK:0¢1, I omez.; LSK: R, ; NSK: 0+, +oco—

0v (—1,400); STK: I omez.; LSK: (—1,+00); NSK: +oo—

1v R4; STK: I omez.; LSK: R;; NSK: +o0co—
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13.32.BL: 1 v R, ; STK: 0 ¢ [; LSK: R, ; NSK: 0+

13.33. BL: 0 v RY; STK: I omez.; LSK: R, ; NSK: +co—

13.34. BL: 0 v R ; STK: I omez.; LSK: R;; NSK: +o0o—

13.35. BL: 0 v R; STK: I omez.; LSK: R; NSK: +ooF

13.36. BL: =z v R; STK: I omez.; LSK: R; NSK: +ooF

13.37.BL: 0 v R, ; STK: 0 ¢ I, I omez.; LSK: R ; NSK: 0+, +0co—

13.38. BL: %a: v R; STK: I omez.; LSK: R; NSK: +ooF

13.39.BL: 0 v J; STK: I C J*; LSK: J*; NSK: £1F

13.40. BL: div. v (—m,—3m) U (0,2m) U{n}, 1 v 0 a v i, 0 jinde; STK: T C
(—%TF,O) U (%W,ﬂ'); LSK: (—%W,O) U (%TF,F); NSK: —%Tf—f—, 0—, %W-l-, T

13.41. BL: 0 v R; STK: R; LSK: R; NSK: (

13.42. BL: 0 v R; STK: R; LSK: R; NSK: ()

13.43. BL: —¢ 2 v R; STK: I zd.omez.; LSK: R; NSK: —co+

13.44. BL: cosh1 = 1.54308 v R; STK: I omez.; LSK: R; NSK: +coF

13.45. BL: 0 v R; STK: 0 ¢ I; LSK: R — {0}; NSK: 0+

13.46. BL: %ﬂ' v R; STK: I omez.; LSK: R; NSK: ‘oo F

13.47.BL: 7w v R_, %W v 0,0v R ;STK:0¢7; LSK: R— {0}; NSK: 0+

13.48.BL: div. vR_,0v 0,1 v R,; STK: I C R,; LSK: R; NSK: 0+

13.49. BL: %w v 0, %w v Ry ; STK: T C R, ; LSK: R, ; NSK: 0+

13.50. BL: %ﬂ' v R; STK: I omez.; LSK: R; NSK: +ooF

13.51. BL: —%Fz v R_,0v RY; STK: 0¢7; LSK: R—{0}; NSK: 0+

13.52. BL: 0 v R; STK: I omez.; LSK: R; NSK: +ooF

13.53. BL: v —1 div., $7 v 1, 0 jinak; STK: +1 ¢ I; LSK: R — {+1}; NSK:
(1)

13.54. BL: %sgnx v R; STK: 0 ¢ I; LSK: R — {0}; NSK: 0+

13.55. BL: 0 vR_, 27 v 0, 27 v Ry; STK: 0 ¢ I; LSK: R — {0}; NSK: 0+

13.56. BL: %ﬂ' v R; STK: I omez.; LSK: R; NSK: +ooF

13.57. BL: div. v bodech 2n — %, kde n € Z, 0 v bodech 2n + %, 17 jinak; STK:

27 2

INn{2n+i;neZ}=0; LSK: R—{2n+ ; ne Z}; NSK: (2n=+ )+, kde n € Z

13.58. BL: 0 v .J; STK: T C J*: LSK: J*; NSK: +1F
13.59. BL: 0 v J; STK: J; LSK: J; NSK: ()

13.60. BL: oznacime-li A := 2 (vV5—1), B := $(vV5+1), je fr = im, jeli

A< |z| < B, fr, = im v bodech £A4,£B, f; — 0, je-li |z| < A, nebo |z| > B;

STK: I N{+A,+B} = 0; LSK: R — {+A, £B}; NSK: (£A)+, (+B)+
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B. Vysledky cviceni 13.61—13.96 jsou usporadany podobné jako vysledky sub A.
Za ,BK*“ je uvedena maximalni podmnozina zadaného oboru, v niz fada bodové
konverguje; soucet fady neni uveden, protoze je ve vétsiné pripadti neznamy.

13.61.
13.62.
13.63.
13.64.
13.65.
13.66.
13.67.
13.68.
13.69.
13.70.
K—{1}
13.71.

BK:
BK:
BK:

BK

R; STK: R; LSK: R; NSK: 0
RO; STK: 0 ¢ T; LSK: R,; NSK: 0+
R; STK: RY; LSK: RY; NSK:

: R; STK: 0 ¢ I; LSK: R — {0}; NSK: 0+
BK:
BK:
BK:
BK:
BK:
BK:

R; STK: R; LSK: R; NSK: 0

R; STK: I zd.omez.; LSK: R; NSK: —oco+

Ry; STK: 0 ¢ I; LSK: Ry ; NSK: 0+

Ry; STK: Ry; LSK: Ry ; NSK: ()

R; STK: I omez.; LSK: R; NSK: +ooF

l1#zeK, kde K := (1 -+v2,1++2);STK: 1 ¢ T C K; LSK:

NSK: (1 —v2)+, 1+, (14+v2)-

BK:

x ¢ N1, kde Ny := {%nﬂ'; neZ}; STK: INN; = (); LSK: R — Ny;

NSK: x + pro vSechna = € Ny, o0 F

13.72.
13.73.
13.74.
13.75.
13.76.
13.77.
13.78.
13.79.
13.80.
13.81.
13.82.
13.83.
13.84.
13.85.
13.86.

BK:
BK:
BK:
BK:
BK:
BK:
BK:
BK:
BK:

R; STK: I omez.; LSK: R; NSK: +c0 F

R; STK: I omez.; LSK: R; NSK: ‘oo F

R; STK: I omez.; LSK: R; NSK: +o0o F

R; STK: R; LSK: R; NSK: 0

R; STK: I omez.; LSK: R; NSK: +c0 F

R; STK: R; LSK: R; NSK: ()

R —{£1}; STK: +£1 ¢ I; LSK: R — {£1}; NSK: (£1)+
R; STK: 0 ¢ I; LSK: R — {0}; NSK: 0+

R; STK: I zd.omez.; LSK: R; NSK: —co+

fada diverguje pro kazdé r ¢ R

BK:
BK:
BK:
BK:

R —{0}; STK: 0 ¢ I; LSK: R — {0}; NSK: 0+
R,; STK: 0¢ I; LSK: R, ; NSK: 0+
R_;STK:0¢1; LSK: R_; NSK: 0—

R; STK: R; LSK: R; NSK: 0

fada konverguje (bodové, stejnomérné, lokdlné stejnomérns), praveé kdyz
to plati o fadé Y - | (sinkx)/k* (viz P¥.13.11)

13.87. fada konverguje (bodové, stejnomérné, lokdlné stejnomérné), pravé kdyz
to plati o fadé >~ (coskx)/k™ (viz P¥.13.11)
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13.88. BK: R; STK: INN, =), kde Ny := {2n7; n e Z}; LSK: R— No; NSK:
x+ pro vSechna x € Ny, oo F

13.89. jako ve cviceni 13.88

13.90. BK: R; STK: TN N3 = (), kde N3 := {+2n7m;n € N}; LSK: R — N3;
NSK: z+ pro vSechna x € N3, tooF

13.91. BK: R; STK: TN Ny = (), kde Ny := {£+2n;n € N}; LSK: R — Ny;
NSK: z+ pro vSechna x € Ny, £ooF

13.92. fada konverguje jen v bodech z = 0 mod =

13.93. jako ve cviceni 13.90

13.94. jako ve cviceni 13.86

13.95. BK: R% — N5, kde N5 := {2nm;n e N}; STK: IN({0}UNs) = (); LSK:
R, — N5; NSK: 04, z+ pro vSechna x € N5, tooF

13.96. v R& fada konverguje (bodové, stejnomérné, lokalné stejnomérné), pravé

kdyz to plati o fadé Y -, (coskrx)/k* (sr. s P¥.13.11, kde misto x piSeme mz)

C. Za cislem kazdého z cvifeni 13.97—13.105 je uveden polomér konvergence
prislusné mocninné rady.

13.97. ¢ 13.98. 4 0 13.99.1 13.100. § 13.101. + o0
13.102. e 13.103. 1 13.104. 1 13.105. ¢ *

D. U komplexnich Taylorovych fad uvadime kruh konvergence, u realnych rad
otevfeny interval, ktery je priinikem kruhu konvergence s realnou osou. Symbol |...]
v horni mezi né€kolika souc¢tii znamené celou ¢ast vyrazu uvniti zavorek.

n

> 1
13.106. 22t kde ¢, = (—1)"
3.106. Y enz™" ™ v €, kde ¢ i= (-1) kz:;)k!(Zn—%—i—l)!

n=0

00 n—1 k n
4n e (_1) (_1)
13.107. ;cnz v C, kde ¢, := 2;:0 @R (dn —2k)] © ((2n)1)?

o0 [(n—1)/3]
1
13.108. g cnx™ v (=1,1), kde ¢, :=(—-1)" E —_
n=4 ( ) ( ) k=1 k(n B 3k)

13.109. i 7% + E enz™ v (—=1,1), kde pro n e N je
n=1
_1 Wﬂ- _1 n—1 1
Con—1 = 1) C2on = L) E

2n—1" n 2k —1
k=1
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13.110

13.111.

13.112.

[(n+1)/2]

1

. icnz" v C, kde ¢, :=

2k + 1)1 (n—2k—1)!

(—1)m k(2K — )N

(_1)77,71 Z
n=1 P
> n—1
chg;% v (=1,1), kde ¢, := Z
n=1 P

chz" v U(0,1), kde pro n >0 je

n=0 n

1
(k)]

con = (—1)" Z

k=0

n

k=0
n

(2k) ! (2n — 2k — 1)1 (2k + 1)

1

, Copg1 = (=1)" Z m

(2k — 1)1 (2n — 2k — 1)

13.113. cnz®™ v (=1,1), kde ¢, :=
7;) kZ:O (2K)!1(2n —2k)NN (2K + 1)
i 2nt1 11 z": 22+

13.114. ™" v (=35,35), kde ¢, :=(=1)"
o P 2k +1
=, (~1)"(z — ym)*

13.115. nz:% @ v C

— (z-1)"
13.116. e; ——vC
13117, -5 o™ o
117, — Z;) —— v

13.118. Z Cn i ' ) v C, kde pro n >0 je ca, :=cos1, copa1 :=isinl
n=0
i [nz/ﬂ (_1)n—kﬂ.2k—l

13.119. en(x—1)" v (0,2), kde ¢y, :=
= — 2k—1!(n—2k+1)
00 n—1 m-—1 1

13.120. Y e v (—1,1), kde cui=— > (3 Py m))
n=3 m=2 k=1

E. ProtoZe linearni kombinace feSeni diferencialni rovnice s nulovou pravou stra-
nou je feSenim této rovnice, nemusi uvedené vysledky souhlasit s tim, co vypocetl
Ctenarl. VSechny mocninné fady maji polomeér konvergence +oo, takze jsou fese-
nimi pfislusné rovnice v celém C; ve dvou pfipadech se mocninnd fada redukuje na
polynom.

oo (_1)192% B 0 (_1)}’@221@4—1 e
13.121. ;7(2@! (= cosz), kzzoi(Zk‘F ol (=sinz)
o 2k o L 2k+1 ’
13.122. ,;W (= cosh z), kZ:O CEm (= sinh z)



13.123.

13.124.

13.125.

13.126.

13.127.

13.128.

13.129.

13.130.

i ( 1)192219
1
Pt (2K
i (—1)kz3k i ) 23k i (—1)kz3k+2
) ) '
Pt g 3k + 1! P (3k +2)!
(o'} k 0o k
Z( )k H ) ’ ( H ) 3k+1
s e 37 3]—1 Pt ot 3j+1
> i »2k+1
k:O 1l — (2k + 1)!
_ Nl
Pt (k—1)!k!
Po dosazeni Z akzk do rovnice dostavame rovnosti ag = a; =0
k=0

a ze vztaht ai(k(k —1) — 1) = 0 plyne, %e a =0 i pro k > 2

523 Bzt 2P

1-5z+52 -2 ;2% 2
P T e o T 120

152 — 1023 + 2° i ((_l)k ﬁ(? - 2j))22k
i (@) j=1
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14. Funkce nékolika proménnych

V této kapitole se budeme zabyvat nékterymi zakladnimi pojmy teorie funkci
nékolika proménnych; funkce jedné proménné budeme pritom povazovat za zvlastni
pifpad funkci ,nékolika proménnych“. )

Prostory RP s p > 1 jsme nerozsifili o zadné ,nevlastni body“ odpovidajici +co
v R*; maji-li mit dalsi vysledky stejny tvar pro vSechny dimenze p € N, je nutné
vyhnout se nekoneénym limitdm skaldrnich funkci. Zavedeme proto tuto amluvu:

Umluva. V dal$im bude slovo ,limita“ znamenat vzdy ,konecnou limitu®.?) [

Body z obecného RP budeme znagdit

(1) = (T1,..,2p), Y= W1,---,Yp), a=(a1,...,ap), b= (b1,...,bp)

apod.; je-li vSak p = 2 resp. p = 3, budeme uZivat i jiné znaceni, napt¥. (x,y) nebo
(u,v) v R? a (2,5, 2) nebo (u,v,w) v R3. Nejéastéjsi oznaceni zobrazeni do R? bude

(2) f:(fla--'afq)ag:(glv--'vgq);

Ctendrli je jisté znamo, ze zobrazeni z RP do RY se nazyvaji g-rozmérné vektorové
funkce p (redlnych) proménnych. Je-li ¢ = 1, mluvime téz o skalarnich funkcich,
ale povazujeme je za specialni pripad funkci vektorovych.

Cviceni 14.01. Necht a € M C R? a necht [ je zobrazeni néjaké mnoZiny tvaru
U(a) N M do R?. Uvaite, ze konvergence v R? je konvergenci po soufadnicich (sr.
s Cv.12.7), a dokazte, ze

(3) zobrazeni f je spojité v bodé a vzhledem k M, pravé kdy# tuto vlastnost
maji vSechny jeho slozky f;, j=1,...,q.

Dale: Za predpokladu, ze a € der M a zZe f je definovano na néjaké mnoziné tvaru
P(a) N M, dokazte, ze

4 li =A=(4,...,A li i(z) =A; i=1,...,q.
@, lim | f@)=A= (A A) & lm | fil@) =4 proj=1ig

Jinymi slovy, spojitost i existenci limity lze ovérovat ,po slozkdach®, limitu lze
navic ,po slozkdch® i pocitat.

Poznamka 14.1. Limitnd prechod v RP viak nelze (az na trividlni pfipady) ,roz-
klddat“ na p limitnich prechodi v jednotlivijch proménngch! Ani v R? neni totiz

1) Rada autortt mluvi o funkcich vice proménnych, ale ani p¥i této terminologii nejsou funkce
jedné proménné vylouceny. Jisté se vSak nelze divit, ze se pifesnéjsi termin, napf. ,funkce libovol-
ného kladného koneéného poétu proménnych“, neuziva.

2) Ma-li tedy néktera skalarni funkce nekonecnou limitu podle ptivodni terminologie, budeme
od tohoto okamziku tikat, ze limitu nemd.
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zadné souvislost mezi dvojnou limitou

5 lim x,

(5) L dmf)

a dvojndsobnymi limitami

(6) ;lgl(;gnbf(x,y)), ilg})(;lgglf(x,y))-

Piiklad 14.1°. 1. Je-li

2 o . Lo
(7 fla,y) = (x +y)SIH$—y,Je-h$7ﬁO7&y |

0 jinak

je | f(z,y)| <22 +y? — 0 pro (z,y) — (0,0), takze limita (5) (kde (a,b) = (0,0))
je nulova. Protoze v8ak ani lim,_,¢ f(x,y) pro « # 0, ani lim ;o f(z,y) proy # 0
neexistuje, neexistuje zadné z limit (6).
2. Obréacené, pro funkci f definovanou podminkami
1, jeliy=x#0
1 .—

je im0 f(z,y) = 0 pro kazdé z € R, lim, o f(z,y) = 0 pro kazdé y € R, takze i

lim (lim f(z,y)) =0, lim (lim f(z,y)) =0.

z—0 y—0 y—0 =—0

Dvojné limita funkce f v pocatku vSak neexistuje, protoze jeji limita vzhledem
k pfimce o rovnici y = x je rovna 1, zatimco limita napf. vzhledem k obéma osdm
soutadnicovym je nulova.

3. Necht g je Dirichletova funkce a necht f : R?> — R definovana podminkami

0, jeliycR—0Q
(7 f<x,y>:={ e v }

yg(x), je-li y e Q
Pak je | f(z,y)| < |y| pro vSechna (z,y) € R? a v disledku toho je

(m)yl)lin(oﬂo)f(l'ay) =0 a lim (lim f(z,9)) =0

(protoze lim, o f(x,y) = 0 pro vSechna = € R). Protoze v8ak lim, .o f(z,y) ne-
existuje pro zadné racionalni ¢islo y # 0, dvojnasobné limita

lim (lim f(z,y)) neexistuje.
y—0 z—0

Jedna z limit (6) tedy neexistuje, druhd je — stejné jako limita (5) — rovna nule.
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Poznamka 14.2. Pfipomenme v této souvislosti tato jednoduché tvrzeni z teorie
metrickych prostort:

(8) ae NCM, aederN, lim f(z)=A= lim f(z)=A.

x—a, zeM x—a, e N
Obréaceneé tedy:

(8) Je-li NyUNy C M, acder Ny Nder Ny a mé-li f vzhledem k mnozZindm
N1, Ny riizné limity, limita f vzhledem k M neexistuje.

Casto se vSak hodi i toto tvrzeni:

(9) Je-li NyUNy =M, a cder Ny Nder N2 a ma-li f vzhledem k obéma mnozi-
nam Ny, Ny touz limitu A, existuje i jeji limita vzhledem k M a rovna se A.

Cviceni 14.02. Dokaite, Ze pro kazdé dvé g-rozmérné vektorové funkce f a g
(definované v néjakém m.p. (X, p)) plati:

1. Jsou-li obé funkce f, g spojité v bodé a (resp. na mnoziné M), plati totéz
o funkcich f +g a (f - g).

2. Je-li navic ¢ = 1 (takze f, g jsou skaldrni funkce), je v bodé a spojity i soucin
fg, a pokud je g(a) # 0, i podil f/g.

Podobné: Je-li lim ,_,, f(z) = A, lim,_,, g(z) = B, plati tato tvrzeni:

V. i a(f(2) + 9(2) = A+ B, limya(f - 9) = (4 B).

2. Je-li navic ¢ = 1, je lim,_,, f(z)g(x) = AB, a v pfipadé, ze B # 0, plati
i rovnost lim ,_,, f(z)/g(x) = A/B. O

Definujeme-1i hodnoty f(z) funkce f néjakym ,vzorcem* neboli ,vyrazem zavis-
Iym na z“, povaZzujeme za defini¢ni obor funkce f mnozinu vSech z, pro néz ma
Lwyraz“ smysl — pokud se z néjakych divodi nerozhodneme, Ze defini¢ni obor ma
byt mensi. 3) P¥ed cvidenim uvedme tii priklady, které problém ilustruji:

Priklad 14.2°. 1. Rekneme-li, ze funkci f dvou proménnych definujeme pfedpi-
sem f(x,y) := z/y, rozumime tim, Ze jejim definiénim oborem mé byt maximalni
podmnozina M roviny R?, v jejimz kazdém bodé& (x,y) ma prava strana smysl.
V nasem piipadé je tedy M := {(z,y) € R?;y # 0}, tj. rovina bez osy x. Tato
mnozina je oteviena a funkce f je v ni zfejmé spojita.

2. Funkce f t¥f proménnych definovana rovnosti f(z,y, 2) := lg(1 — 22 — y% — 2?)
mé defini¢ni obor {(z,y,2) € R?; 2% + y? + 22 < 1}, coZ je oteviend jednotkova
koule v R3. I tato funkce f je ve svém defini¢nim oboru spojit4.

3. Defini¢nim oborem funkce

T
f(z,y) :=sgn m

3) Omlouvam se za uzivani nedefinovanych slov ,vzorec® resp. ,vyraz‘, které nezbyva nez
chapat jen intuitivné. Ulohy, které étenaf najde v nasledujicim cvicent, se viak v literatufe pomérné
casto vyskytuji, a nebylo by proto namisté vyhybat se jim.
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je mnozina R? — {(0,0)}, tedy rovina bez po¢atku; funkce f neni spojita v Z4dném
bodé osy y, zatimco v mnoziné R? — {(z,y); x # 0} je spojita.
4. Popisme geometricky defini¢ni obor funkce

arcsin xy
22 -1

f(@,y,2) =

Hranici mnoziny M := {(z,y); —1 < zy < 1} C R?, ktera obsahuje obé¢ soufadni-
cové osy, tvoii 4 vétve hyperbol y = +1/z. Defini¢nim oborem funkce f je mnoZina
M x R, kterd obsahuje roviny xz a yz a jejiz hranici tvori hyperbolické valce s popi-
sem y = +1/x, tedy sjednoceni vSech pfimek rovnobézngch s osou z a prochazejicich
body (z,y,0), kde xy = +1, z néhoz byly odstranény vSechny body (z,y, z), pro
néz je z = 1. Funkce f je v této mnozin€ spojita.

Cviceni
U kazdé z nasledujicich funkci ,,definovanych vzorcem* najdéte maximalni mno-

zinu M, na niz mé prava strana smysl, povazujte ji za defini¢ni obor prislusné funkce
f a dokazte, Ze je v ném spojita. Defini¢ni obor popiSte geometricky.

14.03°. f(z,y) = 21Y
rT—y
r—y+1

14.040. f(l',y) = ﬁ

14.05°. f(z,y) = 2'8¥

14.06°. f(z,y) = arcsin(y/22 + 42 — 2)
14.07. f(z,y,2) =lg(z+y+2—1)
14.08. f(z,y, z) = arctg(z¥ + y* + 2¥)
14.09. f(x,y,2) = arccos(|z| + |y| + | 2])

(Ig(a® +y* —1),1g(4 — 2% — %))

I
14.10. f(z,y)
I

14.11.

z,y) ( e il )

’ (x—y?—-1" (z+y)? -1
1

14.12. f(x7y’z) = (,IyZ Sinx—yz, CO;;ZyZ)

14.13. f(z,y,2) = ( g = )

sinz ’ siny ’ sinz

14.14. f(z,y,2) = ( 1 1 1 )

et — eytz ' gy _ eztx’ oz _ gty
22y + 22U+l
24y +224+ur -1

14.15. f(z,y,z,u) =
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DokaZte tato tvrzeni o limitdch v poéatku prostortt R a R?:

14.16°. lim Qxy 5 Teexistuje
(z,9)—(0,0) 2 + Y

2

14.17°.  lm
(@)= (0.0) 22 +y

I2+y2 B

14.18°. im — =4
(z,5)—(0,0) 4 + y?

14.19°. lim & neexistuje
(@y)—(0,0) |2y | + |z — y|

14.20°. lim W1, jeli K =R2

(z,y)—(0,0), (z,y) e K zy
14.21°, lim  aylg(2® +4%) =0

(z,y)—(0,0)
2
14.22. lim % neexistuje
(z,9)—(0,0) 1 — cos(x + y)
1
. 2,2 2o _ gy
14.23. (ac,y,zl)li?(O,O,O)(I +y°+29) smm =0 pro kazdé a € Ry

exp(~1/(@ + 4 + 7))
(z,y,2)—(0,0,0) (22 + 92 + 22)e
|zyz|

14.24,

=0 pro kazdé a e Ry

14.25. lim
(2,9,2)—(0,0,0) |zyz| + |22 — yz| + |y? — x2| + |22 — 2y

neexistuje

X kX

Je-lia € R a je-li f zobrazeni néjakého okoli U(a) C R do R?, definujeme derivaci
funkce f v bodé a rovnosti

(10) Fla) = tim L2 = F(a)

h—0 h

3

ma-li jeji prava strana smysl.

Poznamka 14.3. Definice derivace vektorové funkce zobecliuje pojem derivace
skalarni funkce (redlné proménné), protoze zavedend tmluva vylu¢uje nekonecné
derivace skalarnich funkci. Dodejme, ze ve vektorové analyze by nekoneéné derivace
slozek vektorovych funkci vedly vétSinou jen ke komplikacim.

Poznamka 14.4. Je jisté ziejmé, ze derivace f'(a) funkce f = (f1,..., fq) exis-
tuje, pravé kdyz existuji derivace f}(a) pro vsechna j = 1,...,q, nacez
(11) f'(a) = (fi(a), ..., fo(a)).

Jinymi slovy: Ezxistenci i hodnotu derivace vektorové funkce redlné proménné lze
oveTit a pocitat ,po slozkach”. [
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Necht f je zobrazeni z RP do R?, necht a € R? a v € RP; derivace funkce f v bo-
dé a ve sméru vektoru v je pak definovana rovnosti

(12) Oy f(a) = lim w

ma-li jeji prava strana smysl. Pro vSechny takové derivace se uziva souhrnny nazev
smérové derivace.

Poznamka 14.5. Klademe-li p = 1, v = 1, pfejde (12) v (10); smérové derivace
jsou tedy zobecnénim derivaci ve smyslu definice (10). V definici smérové derivace
neni vyloucen pifipad, Ze v je nulovy vektor (i kdyz podle bézné terminologie ta-
kovy vektor zadny smér nemd). Situace je vSak velmi jednoducha: Je-li v = 0, je
O f(a) = 0, pravé kdyz je funkce f v bodé a definovana.

Smeérova derivace je homogenni v tomto smyslu: Je-li v € R?, A € R, je

(13) Oin) fla) = A0y f(a), ma-li prava strana rovnosti smysl.

Jak vSak ukaZe nasledujici pfiklad, smérové derivace neni obecné aditivni (tedy
obecné ani linedrni) funkci vektoru v.

Piiklad 14.3°. Necht

2

(14) fla,y) = xTyy pro (2,y) # (0,0)

0 pro (z,y) = (0,0)
a necht v = (vy,v2) # (0,0); pak je

202 . tvg 0202
) 0,0) = li L =1z
( 1(0,0) tgr(l)t-tQ(v%—l—vg) v? + v3

coz jisté neni aditivni vzhledem k v. (Derivace ve smérech (1,0) a (0,1) jsou nulové,

zatimco derivace ve sméru (1,1) = (1,0) + (0,1) je rovna %) O
Oznaceni. Jednotkovy vektor i-t€ soutadnicové osy, tedy vektor, ktery ma i-tou

slozku rovnou 1, zatimco ostatni slozky jsou nulové, budeme v dalsim znadit e;.4)

Definice. Necht f je zobrazeni z RP do RY, necht a € RP a necht 1 < i < p;
parcialni derivaci funkce f v bodé a podle i-té proménné definujeme rovnosti

(15) 9if(a) =9, f(a),
ma-li jeji prava strana smysl. [
Ma-li i-ta4 proménna néjaky nazev, napt. x;, y;, ..., uzivame pro pravé zavedenou

parcialni derivaci i oznaceni

9f(a) 9f(a)
o g

4) V oznadeni chybi dimenze p¥islusného prostoru, protoze bude vzdy zfejma ze souvislosti.
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Znaéime-li v R? proménné x, y, z a je-li (a,b, ¢) € R?, miizeme ptislusné parcidlni
derivace zapsat ve tvaru
df(a,b,c)  Of(a,b,c)  If(a,b,c)
ox oy 0z

Poznamka 14.6. Podle definice je parcidlni derivace 9; f(a) rovna

(16) lim f(ala"' 7a”i*17a’i+tva”i+17"' 7a’p1_f(a15"' y Bi—1, A4y Ajg-1, " * aap) :

t—0

v Citateli se méni pouze i-ta souradnice, ostatni soufadnice jsou konstantni. Polozi-
me-li tedy

(]‘7) <P’L(t) = f(a’lv"' 5ai*15t7a”i+17"' 7a’p)a
je patrné, ze
(18) 9 f(a) = pi(as).

Parcidlni derivovdni podle i-t€ proménné se tedy redukuje na ,obycejné“ derivo-
vdni podle této proménné, pri némz se ostatni promenné chovaji jako konstanty.
Ctenaf snadno ovéfi, ze pro vektorové funkce f, g plati rovnost

(19) 0i(f £g)(a) = 0; f(a) £ 0ig9(a),

mé-li prava strana smysl; pro skaldrni funkce je navic

(20) 9i(f9)(a) = 9i f(a) - g(a) + f(a) - Dig(a),

mé-li prava strana smysl, a

ma-li prava strana smysl.

Piiklad 14.4°. 1. Defini¢nim oborem funkce f(x,y) := z¥ (= exp(ylgz)) je
oteviend polorovina Ry x R; v kazdém jejim bodé (z,y) je

6f(x7y) y—1 af(xvy)

=yt ——— =gYIgzx.

Ox ’ Oy

2. Vektorova funkee f(x,y, z) := (™%, z sin(x/y)) ma ve svém definiénim oboru
{(x,y,2); y # 0} (geometricky: R3 bez roviny xz) tyto parcialni derivace:

of (x,y,2) _ zyz * z 0f(x,y,2) — Nl z
o = (yze 'y cosy), 3y = (:vze T cos ),
af(x7y7z) _ TYz : x
D2 (:Cye 7Sl]fl—).



3. Funkce f(z,y) definovand v R? ptedpisem f(z,y) := 1, je-li y racionalni,
a f(z,y) := 0, je-li y iracionalni, m4 parcidlni derivaci podle z rovnou 0 vSude
v R2, zatimco jeji parcialni derivace podle y neexistuje nikde. [

Definice. Nechtf f je zobrazeni z RP do R? a nechf a € RP; fikdme, Ze linedrni
forma L : RP — R je diferencial funkce f v bodé a, je-li

(22) i £@ ) — fla) = L(R)

=0.
h—0 (7]l

Tento diferenciél (tedy formu L) budeme znacit D f(a), jeho hodnotu v bodé h € R?
(tj. g-rozmérny vektor L(h)) zapiSeme ve tvaru D f(a; h). Existuje-li D f(a), Fikdme,
ze funkce f je diferencovatelna v bodé a. [

Je zfejmé, ze funkce f = (f1,..., fq) je diferencovatelnd v bodé a, pravé kdyz
jsou v bodé a diferencovatelné vsechny funkce f;, kde j = 1,...,q; je-li podminka
splnéna, je

(23) Df(a) = (Dfi(a),...,Dfy(a)). O

Poznamka 14.7. Jak je dobfe zndmo z algebry, existuje pro kazdou linedrni formu
L : RP — R? pravé jedna matice

(24) A= (Ni)i<j<qa<icp
typu ¢ X p tak, Ze rovnost y = L(z) je ekvivalentni s maticovou rovnosti
(25) y=Azx,

kde vpravo je maticovy soucin matice A s vektorem x, ktery je tieba v této souvis-
losti povazovat za vektor sloupcovy, tedy za matici typu p x 1; vlevo je sloupcovy
vektor y, tentokrat ovSem matice typu ¢ x 1. (Chceme-li zdraznit, Zze y a x jsou
sloupcové vektory, miizeme psat napt. y*! = Azs!.)

Rovnost (25) 1ze podrobnéji napsat ve tvaru

Y1 A1l A2 o Agp x1
(25') Y2 | _ | A1 Az ... Agy T2
Yq /\q1 /\qQ . /\qp Tp

coz je ekvivalentni se zapisem
Y1 = AM121 + Ao + ...+ Aipy,
Y2 = X211 + A22Z2 + ... + Aopp,
(26) pLp

Yqg = )\qlxl + )\q2$2 + ...+ )\qpl'p.
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A se nazyva matice linearni formy L, L je obracené linearni forma dana matici
A Jelli L = (Lq,...,L,) ajsou-li e; jednotkové vektory soufadnicovych os v R, je

(27) Aji=Lj(e;) proi=1,....p,j=1,...,q. O

Definice. Je-li zobrazeni f z RP do R? diferencovatelné v bodé a, definujeme
derivaci f v bodé a jako matici linedrni formy D f(a) a znacime ji f/(a).

Poznamka 14.8. Jak snadno nahlédneme, je pravé zavedena derivace zobecnénim
derivace (10); ztotoznime-li jednoelementovou matici s jejim jedinym elementem, je
pravé zavedena derivace také zobecnénim derivace realné funkce realné proménné
podle bézné definice — nezapomenme, Ze pripoustime jen koneéné derivace.

Véta 14.1. Kazda funkce f ma v daném bodé a nejvyse jeden diferencial.
Véta 14.2. Je-li funkce f v bodé a diferencovatelna, je v ném spojita.

Véta 14.3. Je-li zobrazeni f = (f1,..., f;) z RP do R? diferencovatelné v bodé
aeRP, je

81f1(a) 82f1(a) 8pf1(a)
(28) F(a) = O1fa(a) Oa2f2(a) ... Opfa(a)

O1fg(a) Oafg(a) ... Opfy(a)

v bodé a pak existuji vsechny smérové derivace O, f(a) a je

(29) I f(a) = Df(a;v) = f'(a)v pro kazdé v e RP.

Véta 14.4. Jsou-li vSechny parcialni derivace 0; fj, kdei=1,...,p,j=1,...,4q,
spojité v bodé a, je funkce f v bodé a diferencovatelna.

Definice. Necht 2 C R? je oteviend mnozina. Rikame, Ze funkce f: Q — RY je
tfidy C; neboli spojité diferencovatelna v (2, jsou-li vSechny jeji parcialni derivace
0if,i=1,...,p, spojité v Q. O
se vSak v nasledujicim cviceni sam presvéddéi, ze podminka v ni uvedend je jen po-
stacugict, nikoli nutnd.

Cviceni 14.26°. Doka’te, Ze realna funkce f definovana v RP podminkami

1
z||?sin ——~ pro z #0
(30) flay = 17 g Pro o #
0 pro z =0

je v poc¢atku 0 € RP diferencovatelnd, zatimco vSechny jeji parcialni derivace jsou
v tomto bodé€ nespojité. [
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Véta 14.5. (Véta o diferencovani superpozice.) Je-li zobrazeni f z RP do R?
diferencovatelné v bodé a € RP a je-li zobrazeni g z RY do R" diferencovatelné
v bodé f(a), je superpozice h := g o f diferencovatelnd v bodé a, pridemz

(31) Dh(a) = Dg(f(a)) o Df(a), h'(a)=g'(f(a))f'(a).

Poznamka 14.9. Podle véty 14.3 lze druhou z rovnosti (31) rozepsat takto:

O01h1 8ph1
(32) | o (a) =
1 hy Dyl
0101 dq01 o1 1 Op f1
................ GA) N BT (7))
019r ... 3q9r 81fq apfq

Prokazdé :=1,...,pakazdé k =1,...,r je tedy
q
(33) Dihi(a) = d;9u(f () - 0; f;(a).
j=1

Znadéime-li x = (z1,...,2p) ay = (y1,...,Yq) proménné v RP a v RY, ziskdme
misto (33) tento dobfe zapamatovatelny a velmi dulezity vzorec pro diferencovani
superpozice:

q .
(34) ahé(a): E a—zk(f(a)) gf(a) pro i=1,....,p, k=1,...,r,
j i

(35) gz(a)zz%gj(f(a)) gg(a) pro i=1,....p.

Priklad 14.5. Necht f = (f1, fo, f3) je t¥irozmérnd vektorové funkce dvou (real-
nych) proménnych u, v a necht g je (skaldrni nebo vektorové) funkce t¥i proménnych
x,y, z. Hodnoty jejich superpozice h = g o f ziskdme z hodnot g(x,y, z) funkce g
tim, Ze z,y, z nahradime po fadé vyrazy fi(u,v), fa(u,v), f3(u,v). Jsou-li splnény
predpoklady V.14.5, je

Oh  0g0 dg 0 dg 0
(36) ___gi+_g£+_g£

_ on _0gor 090 090k
Ou OxrOu Oyou Oz0u’  Hv Ox v Oy dv Oz dv’

pficem? parcialn{ derivace funkei h a f; jsou v bodé (u,v) € R?, parcialni derivace
funkce g v bodé f(u,v) € R3.
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Priklad 14.6. Necht f je étyfrozmérnd vektorova funkce redlné proménné ¢, necht
g je funkce éty¥ proménnjch u;, 1 < j <4, anecht h = go f. Za pfedpokladt V.14.5
pak je

4
(37) W) =3 F- (O 160,

Protoze h a f; jsou funkce jedné proménné, neuzili jsme symbol pro parcidlni,
ale pro ,,obycejnou“ derivaci; nebylo by samoziejmé chybné napsat znak parcialni
derivace (protoZe parcidlni derivace funkce jedné realné proménné je identicka s jeji
»oby¢ejnou” derivaci), ale takto je na prvni pohled vidét, které funkce v (37) jsou
funkcemi jen jedné proménné.

Priklad 14.7°. Pozor! Rovnosti (32)—(35) obecné neplati za pouhého predpokla-
du, Ze jejich pravé strany magji smysl; diferencovatelnost je ve vété 14.5 podstatnd!

Je-li totiz napt. g(x,y) := /|2y| pro viechna (z,y) € R? a f(t) := (t,t) pro
v8echna t € R, neni superpozice h(t) := g(f(t)) = |t| diferencovatelna v bodé ¢ = 0,
ale vyraz

dg / dg / _
750,0) f1(0) + 6_y(0’0) f(0)=0-140-1

mé dobry smysl. [

Vztahy mezi spojitosti a diferencovatelnosti funkce a existenci resp. linearitou
jejich smérovych derivaci nepatii mezi nejjednodussi; tim spise je nutné vyvarovat
se intuitivnich soudt nepodlozenych exaktni argumentaci. Nasledujici cvi¢eni dava
moznost aspon trochu nahlédnout do spleti moznosti na prvni pohled netusenych.

Cvigeni 14.27°. V poc¢atku (0,0) € R? necht jsou funkce f, g a h rovny nule,
zatimco v bodech (z,y) # (0,0) necht je
72 oiy?

$5y2
4 27 g(‘r7y) = 8 47
Tt +y ° +y

= $8~+-y4'

(38) f(zy) = h(z,y) :

Ovérte platnost téchto tvrzeni:

1) VSechny t¥i funkce f, g, h jsou na obou soutadnicovych oséch (identicky) rovny
0 a jsou spojité na kazdé piimce v R2.5)

2) Funkce f neni v poc¢atku spojitd, tedy ani diferencovatelna, ackoli vSechny jeji
smérové derivace tam existuji.

3) Funkce g neni v poéatku spojitd, tedy ani diferencovatelna, pfestoze se smérova
derivace (. ¢(0,0) rovna 0 pro kazdé v € R2, takze je linearni funkci vektoru v.

4) Funkce h je v pocéatku spojitd, ale neni tam diferencovatelnd, pfestoze vSechny
jeji smérové derivace J(,) h(0,0) jsou rovny nule.

5) Jde zejména o piimky prochézejici po¢atkem, protoze spojitost na jinych p¥imkach je zfejma.

97



Rada: K diukazu nespojitosti funkci f a g vySetfujte tyto funkce na parabole s rovnici
y = 2%; spojitost funkce h dokaZete uzitim nerovnosti z*y? < 28 + y*. Kdyby byla
funkce h diferencovatelnd v pocatku, byl by tam jeji diferencial nulovou formou
(pro¢?) a 8lo by o to, zdali ma vyraz h(z,y)/v/x? + y? pro (z,y) — (0,0) limitu 0
— zkuste vSak opét dosadit y = z2.

X 3k Xk

Je-li f diferencovatelna skalarni funkce p proménnych, je jeji derivace matice
typu 1 X p, takze ji lze povazovat i za p-rozmérny vektor. Nazyva se pak gradient
funkce f a znaci se grad f; je tedy

(39) grad f := (01 f,02f,...,0pf).

Hodnotu funkce grad f v bodé a € R? budeme zpravidla znadit grad f(a), i kdyz
bychom spravné méli psat (grad f)(a).

Pro kazdou diferencovatelnou skaldrni funkci f lze hodnoty diferencidlu v bodé
a € RP (tedy smérové derivace) napsat i jako skalarni soudin:

(40) D f(a;v) = Oy f(a) = (grad f(a) - v) pro kazdé v e RP.

V piipadg, zZe f je funkce jedné proménné, méii f(a) rychlost zmény této funkce
v bodé a. Je-li f funkce p proménnych, méfi rychlost zmény funkce f v bodé a na
pfimce uréené bodem a a jednotkovym vektorem e; parcidlni derivace 9; f(a), za-
timco na obecné pfimce urcéené bodem a a jednotkovym vektorem v hraje podobnou
tlohu smérové derivace 9y f(a).®)

Nasledujici cviceni ukazuje, ve kterych smérech se f méni nejrychleji.

Cvigeni 14.28. Uzijte (40) spolu s dobfe zndmou identitou ")
(41) (VW) =[[VI-[W]-cosa,

kde « je tihel sevieny vektory V', W, a dokazte, Ze za pfedpokladu, Ze grad f(a) # 0,
plati toto tvrzeni:

42) Na jednotkové sféte ||v| = 1 nabyva derivace O,y f(a) svou
(v)
maximélni (resp. minim4lni) hodnotu pro v = grad f(a)/|| grad f(a)||
(resp. pro v = — grad f(a)/|| grad f(a)])).

Je-li tedy grad f(a) # 0, md tento vektor smér nejvétsiho ristu funkce f v bodé
a, zatimco ve sméru — grad f(a) funkce f nejrychleji klesd.

6) Podminku ||v || = 1 je nutné klast proto, Ze smérova derivace O(v) f(a) nezavisi jen na sméru
vektoru v, ale je pfimo tmérna normé tohoto vektoru — sr. s (13). Mame-li srovnavat rychlosti
rustu, je tfeba uzivat na kazdé pfimce prochézejici bodem a stejné méritko.

) Viz nap¥. [20].
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Poznamka 14.10. Cilem Cv.14.29—14.52 je procvi¢eni parcidlniho derivovani
a nalezeni bodiu, v nichZ je dana funkce spojita, aniz méa spojitou derivaci; cilem
naopak neni fesit problém, zdali do defini¢niho oboru funkce tvaru g(z)"*) mame
zapocitat i nékteré body, v nichz g neni kladna. ®) V téchto cvienich budeme v pii-
padé, ze h je nekonstantni (redlna) funkce, definovat

()" = exp (h(z) g (9(2)));

definiénim oborem této funkce je pak mnozina {z € R?; g(z) € Ry, h(z) e R}.

Cviéeni

Pro kaZzdou z nasledujicich funkci najdéte definiéni obor a dokazte, Ze je v ném
spojitd; pak najdéte maximalni otevienou mnozinu €2, v niz je dand funkce tfidy
Ci1, a vypoctéte tam jeji derivaci.

2
14.29°. f(z,y) = xfiﬁf
14.30°. f(z,y) = V22 + 42
14.31°. f(z,y) = Vay
14.32°. f(x,y) = /]zy]|
14.33°. f(2,y) = arcsina?
14.34°. f(z,y) = arccos (IZ_Exy—;y_z 1

14.35°. f(z,y) = (lgz)'8Y

14.36°. f(z,y) =lg(z? + 4% — 1)

14.37. f(z,y,2)

14.38. f(z,y,2)

14.39. f(z,y,2) = e~ (@ +y?)/=

14.40. f(z,y, z) = sin(z sin (y sin z))
(%, y,2)

14.41. f(z,y, z) = arctg (w sin y)
z
1
cosh(x? + y? + 22)

14.43. f(z,y) = (xy sin = , Y cos :Cy)
y' x

14.42. f(z,y,z) = arccos

8) Pro funkce jedné proménné jsme definiéni obor funkce dané ,vzorcem“ definovali jako sjed-
noceni vsech intervald, v nich# mé vzorec véude smysl. Viz str. 53 a 85 Uvodu.
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14.44. f(z,y) = (ysinw,xsiny)
14.45. f(z,y) = (lgxy,lg g ‘siz )

14.46. f(z,y,z) = (arcsin /a2 + 22, arccos\/y? + 22)

14.47. f(z,y,2) = (xeyz,ye”,zewy)

x Y z
14.48. f(2,y,2) = ( , , )
F@y,2) Y2422 2242?27 22 4 y2
y?
14.49. f(z,y, z,u) = arctg —

14.50. f

I )=
flz,u, z,u) =
2 2,2 1Yy
14.51. f(z,y,z,u) = (lg(l—i—x y° + z°u”), arctg (zy + zu), arccotg—)
2u
flay,zu) = (Y, Yo7, Vo, Yaz)

* kX%

14,52, f

Je-li f dvojrozmérna vektorova funkce tiidy C; v oteviené mnoziné Q C R2, jsou
jeji divergence a rotace definoviny (v ) rovnostmi

(43) div f := 01 f1+ 02f2 a rot f:=01fo — 02 f1;
znacime-li proménné z, y, je tedy
5f1 df2 dfs  0fi
/ _ ZJ1 ZJa — ZJa I
(43" div f := + By a rotf: or oy

Divergence a rotace trojrozmérné vektorové funkce f tiidy C; v oteviené mnoziné
Q C R? se definuje takto:

(44) div f := 01 f1 + 02 fa + O3 f3,
(45) rot f 1= (02 f3 — O3 f2, 03 f1 — 01 f3,01f2 — D2 f1);
znacime-li proménné z, y, z, je tedy
. Ofr [ Of  Ofs
! —_— _— _—
(44') divf =50 5, e
Ofs 0fs O0fi 0fs O0fz 0Ofi
/ _ (9Js dJ2 O/1 OJs OJ2 01
(45) rot f = (8y 0z’ 0z Oz Ox 8y)'

Cviceni
Pro tsporu mista budeme v dalsich cvicenich této kapitoly znacit

(46) ri=+224+192, R:=+/22+y2+22;

tkolem Cv.14.53 —14.66 je najit u kazdé z funkci f maximalni otevienou mnozinu 2,
v niz je f tiidy Ci, a v Q pak vypocitat div f a rot f.
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14.53.

14.55.

14.57.

14.59.

14.61.

14.63.

14.65.

fla,y) = (z,y) 14.54. f(z,y) = (=9,)

r T
Fla.y) = O 14.56. f(z.y) = 22
Fay) = () g 14.58. f(z,y) = (¢,)  axctgr
flay, ) = B0 14.60. f(r.y. ) = (2022)
f('rvya Z) = ('rvya Z) ! lgR 14.62. f(Ia Y, Z) = (‘Ta Y, Z) ’ arctg%

1 1 1

flogs) =2 a6 e = (55 0) e
f('r7y7 Z) = ('r7y7 z) ' 'ryz 14.66' f(z7 y7 Z) = (I7 y7 Z) ! eR

* kX%

Pro kazdou z dale uvedenych funkci f dokazte, ze ma v daném bodé a diferencial,
a pro uvedeny vektor v vypoctéte D f(a;v) (neboli 0,y f(a)).

14.67°.
14.68°.
14.69°.
14.70°.

14.71.
14.72,

14.73.

14.74.
14.75.
14.76.
14.77.
14.78.
14.79.
14.80.

$2—y2
f(ZC,y) = m, a = (1, 1), v = (’1)1,’02)
f(I,y) :lg(CC—FyQ _4)3 a = (17_2)7 v = (1)1,’02)
f(xay) = SIH(ZC—Fy) COS(I _y)a a = (%ﬂ-v %ﬂ-)v v = (vl,vQ)
f(‘ruy) = arCSIHTI(ZQ y &= (17_1)7 v = (U17U2)
f(ZC,y,Z) = $y223 exp(—(w +y2 +23))7 a = (17 17 _1)7 v = (U17U27U3)
f(ZC,y,Z) = arccos% , 4= (0707 _2)7 v = (U17U27U3)
1
flz,y,2) = mﬂlz (z,y,2) #(0,0,0),

v = grad f(a)/| grad f(a)|

f x,y):(lg(a:—l—y),lg(a:—y)),a:(2,—1),1):(1)1,1)2)
f(x,y) = ($2—T—y271’23—3/2),&:(_173)’”:(173)
fz,y) = (xyuymv(xy)my)va:(171)7U:(U17U2)

) 1 1

(
(
(
f(a,y) = (zsiny, ysinz, zy), a = (3r, 17), v = (v1,v2)
(
(
(

)
8
&
N
N~—
I
—_
8
&
N
N~—
@
i
e}
—~
8
N
_l’_
e
o
_l’_
N
%)
N~—
S
|
—
“)—‘
I
“)—‘
=)
N~—
<
|
—
<
=
<
g
<
w5
S~—
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14.81. f(xuyazau) = (‘T2y722u)7 a= (17 -1,1, _1)7 v = (U17U27U37U4)
14.82. f(xuyazau) = (xyz,:vyu,mzwyzu% a= (1707 170)7 v = (Ul,’UQ,’Ug,’U4)

X 3k X%

Parcialni derivace 9; f, i = 1,...,p, zobrazeni f z RP do R? se podrobnéji nazy-
vaji parcialni derivace prvniho fadu nebo fadu 1. Parcidlni derivace vyssich rada
se deﬁnup indukci: Pfedpokladejme, ze pro nékteré n € N a pro jistou n-tici ¢isel

i1,-..,0n, z nichz kazdé lezi v mnoziné {1,...,p}, je definovina parcialni derivace
(47) Oiy.in |

n-tého Ffadu (neboli Fadu n) podle i1-ni, ..., i,-té proménné. Je-li 1 < i, 411 < p,
polozime

(48) Oy vvininar | = 04,1 (04 .in [

ma-li prava strana smysl. Funkci f je vyhodné prohlésit za derivaci nultého fadu
neboli fadu 0.

Jmenuji-li se proménné napf. z1,. .., z,, znac¢ime derivaci (47) také
onf
(49) O or
Liy « .- 04,

jsou-li k1,...,k, prirozend Cisla, jejichz soucet je n, a je-li
mi Z=i1:...:ik1,
mo 1= ikl-i-l =...= ik}1+k}27
................................................. ,
My 1= Uyt k41 = -0 = Tk 4k s

pise se (49) zpravidla ve tvaru

onf
Ak 8x ...8:05&'

(50)

Obecnéji 1ze v zapisu (50) predpoklddat jen nezdpornost celych ¢isel k; (spolu
s rovnosti k1 + ...+ k, = n); je-li k; = 0 (pro nékteré j), znamena to, ze se podle
m;-té proménné nederivuje.

Je-1i Q C RP oteviena mnozina a jsou-li vSechny parcialni derivace funkce f : 2 —
RY az do fadu n € N vcéetné spojité v (), fikame, ze f je n-krat spojité diferenco-
vatelna neboli tfidy C,, v Q. Je-li f tiidy C,, pro kazdé n € N, fikdme, Zze f je
tfidy C (nebo Ze je nekoneénékrat spojité diferencovatelna). Je-li f spojitd v €,
fikdme, ze je t¥idy Cg.
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Poznamka 14.10. Pii tvorbé n-té parcidlni derivace (47) (kde n > 2) zdleZ
obecné na poradi indext i, neboli na potadi, v némz funkci f podle jednotlivych
promeénnych derivujeme.

Je-li f napi. funkce dvou proménnych z,y, jsou jeji ,smisené“?
hého fadu definovany rovnostmi

0% f B(Bf) o%f 6(8]“)'

8x8y:8_y oz 8y8:c:8_x 8_y

) derivace dru-

(51)

I kdyz obé existuji, nemusi mit touZ hodnotu, jak ukazuje tento pfiklad:

Piiklad 14.8°. Vypoctéme v pocatku (0,0) smigené parcialni derivace (51) funkce
f definované v R? pfedpisem
(52) fla,y) = { -

0, je-li |z| <y|

Je-li y # 0, je f(x,y) = 0 ve v8ech bodech (x,y), pro néz je |z| < |y|, takze
i 0f(0,y)/0x = 0; protoze f = 0 na celé ose x, plati vysledek i pro y = 0. Na ose y
je tedy 0f/0z = 0 a v diisledku toho 92 f(0,0)/0z0y = 0.

Je-li x # 0, je f(z,y) = xy ve vSech bodech (z,y), pro néz je |y| < |z|, takze
0f(x,0)/0y = x; protoze f = 0 na celé ose y, vysledek plati i pro z = 0. Na ose x,
tedy specialné i v po¢atku, je v disledku toho 8%f/0yoxr =1. O

Za velmi jednoduchych a zpravidla snadno ovéritelnych predpokladi se vsak to,
co jsme vidéli v pravé uvedeném piikladu, stat nemiize:

Véta 14.6. (Zaménnost parcialnich derivaci vysSich fadua.) Je-li n > 2, je-li
Q C RP oteviena mnozina, je-li f : Q — R? funkce tiidy C, v  a je-li poradi
(J1,- -+, Jn) permutaci poradi (i1, ...,i,), plati v Q identita

(53) Ojrrinf = Oirin |

Za této situace tedy zalezi jen na tom, kolikrat podle té které proménné deri-
vujeme; na potradi nezalezi. V dusledku toho napf. u funkce dvou proménnych z,y
staéi misto 2!0 = 1024 parcialnich derivaci desatého ¥adu podéitat jen 11 derivaci

(54) alOf 810f 810f alOf
Ox107 9290y’ T Oxoy®’ Oyo’
neboli derivaci
310f
54/ —————  kde 1=0,1,...,10.
( ) 8x10718y1 ) e Z b b 9

X 3k X%

9) Tento nazev se uziva pro parcidlni derivace fadi > 2, v nichz se nederivuje stale podle téze
proménné.
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V dalsich cviCenich této kapitoly budeme opét uzivat oznaceni
(46) ri=+22+192, R:=+22+y2+22.

Cviceni 14.83. Uzijte V.14.6 a najdéte vSechny parcialni derivace 2. fadu funkci

Ty 1
(55) flzyy) =€ Ysin(z —vy), g(z,y,2) = R
Cviceni 14.84. Uzijte V.14.6 a najdéte vSechny parcidlni derivace 3. Fadu funkci
4

(56) f(z,y) = 2%y*, g(z,y,z) = 2”y®2".

Cviceni 14.85. Uzijte V.14.6 a najdéte vSechny parcidlni derivace 4.fadu funkce

(57) f(z,y) =1g(1 + xy)

v jejim defini¢nim oboru.

* ok %
Je-li funkce f : Q — R tiidy Cy v oteviené mnoziné 2 C RP, definujeme

P

(58) Af=> 0if.

i=1
Symbol A je tzv. Laplaceuv operator, v (58) jej aplikujeme na funkci f. Znacime-

li z,y resp. z,y, z proménné v R? resp. v R?, bude mit (58) tvar

_ 0%f  09%f _ o*f o0%f 0%*f
(59) Af—@-i-@ resp. Af—@-i-a—w‘f'@.

Funkce f splitujici v Q identitu Af = 0 se nazyva harmonicka (v ).
Cviceni 14.86. Pomoci V.14.6 dokazte, Ze pro kazdou skalarni funkci f dvou
nebo ti¥{ proménnych a t¥idy Cy v oteviené mnoziné  plati (v Q) identity

(60) div(grad f) = Af, rot(grad f) =0.

Cviceni 14.87. Najdéte maximalni oteviené mnoziny Q C R?, v nichz plati iden-
tity

3,3y _ 2 Ty\ _ 3wy THY\ _ 4, 4y _ 10,2
(61) A(z°y®) = 6xyre, A(T)— 3 A( 3 )—0, A(z® 4+ y*) = 1277,
(62) A(sinay) = —r?sinzy, A(coshzy) = r?coshay,

a ovéfte jejich platnost.
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Cviceni 14.88. Najdéte maximalni oteviené mnoziny  C R?, v nichz plati iden-
tity

2
(63) A(a?y?2%) = 2(a%y? + 2222 + y22?), A(%) -
x2y? 2(32%y? + 2222 + y22?) TYz 12zyz
69 A(5r)- A M) =
2
(65) A(x—l—]y%—i—z):_ (f—;z—i-z), A(w4+y4+z4):12R2,

a ovérte jejich platnost.

Cviceni 14.89. Dokazte, Ze funkce
(66) vy, o =y, 2 (2® = 3y%), y(32® —y?)

jsou harmonické v R2.

Cvi€eni 14.90. Necht je f(x) rovno bud sinz, nebo cosz a ¢g(y) bud sinhy, nebo
coshy. Dokazte, ze pak je f(x)g(y) funkce harmonické v R2.

Cviceni 14.91. Dokazte, Ze funkce

(67) lgr, div((gr, lgr)), div((zlgr,ylgr))

jsou harmonické v Q := R? — {(0,0)}.
Cviceni 14.92. Dokazte, Ze funkce

(68) arctg J , xlgr —yarctg Yy
x T

jsou harmonické v mnoziné Q := {(z,y) e R?; = # 0}.
Cviceni 14.93. Dokazte, Ze funkce

(69) ryz, 5(z* +y* + 2% — 3R*, 2%(x — 3y) + y*(y — 32) + 2%(z — 32)

jsou harmonické v R3.

Cviceni 14.94. Dokazte, Ze pro kazdé o € R je

1 a? 1 ala—1
(70) A(r—a) = o VR —{(0,0)}, A(ﬁ) - % v R® — {(0,0,0)}.
Cviceni 14.95. Dokazte, Ze
(71) grad (div ((z1gr?, ylgr?))) = 4(@,y) v R? — {(0,0)}.
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Cvi¢eni 14.96. Dokaite, Ze pro funkce definované v Q := R? — {(0,0)} rovnostmi

(72) fey)=(3.2), Faw= (=2 3)
(73) g@.y) = (5. %) o @y = (= 5)

plati v  identity
1
(74) div f(z,y) = rot f*(z,y) = —, rot f(z,y) = div f*(z,y) =0,
(75) div g(ar, ) = rot g(z,y) = div g* () = rot g* () = 0.
Cvigeni 14.97. Dokazte, Ze pro kazdé a € R plati v R? — {(0,0)} rovnost

Cvigeni 14.98. Dokazte, Ze pro kazdé a € R plati v R® — {(0,0,0)} rovnosti

1 lgkRy 1

Cviceni 14.99. Dokazte, Ze funkce

18) S = T gy = By 00D

spliiuji v R3 — {(0,0,0)} identity

2 2
(79) v f(2,,2) = . mrad(div f(a,y,2)) = ~ 2
) 1 . 2(z,y,2
(80) leg(I,y,Z): ﬁv grad(dlvg(xayvz)):_%v
(81) divh(x,y,2) =0, grad(divh(z,y,2)) = (0,0,0).
Cviceni 14.100. Dokazte, ze v R? plati identity
(82) div (e™7, €Y%, e™?) = ™V (zy + xz + y2),
(83) rot (7Y%, €Y% V%) = "V (x (2 — y),y(x — 2), 2 (y — x)),
(84) A(e™7) = ™7 (2%y? + 2222 + y?2%).
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Reseni

Nasledujici poznamky k feseni Cv.14.03—14.15 obsahuji hlavné geometricky
popis defini¢nich obort funkci z jednotlivych cviceni.

14.03. Rovina bez pfimky y = z, tj. bez osy 1. a 3. kvadrantu.

14.04. Rovina bez os y = +x kvadrantu.

14.05. Defini¢nim oborem funkce z'#¥ = exp(lgzlgy) je otevieny 1. kvadrant
R? = {(z,y) e R*; 2 >0,y >0}

14.06. Uzaviené mezikruzi M := U((0,0),3) — U((0,0),1).

14.07. Otevieny poloprostor, ktery neobsahuje poc¢atek a jehoz hranici je rovina
x +y + z = 1 prochézejici body (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1).

14.08. Otevieny 1. oktant, tj. mnozina R? .

14.09. Uzavieny osmistén s vrcholy (+1,0,0), (0,+1,0), (0,0,+1).

14.10. Oteviené mezikruzi U((0,0),2) — U((0,0),1).

14.11. Rovina bez pfimek y =z +1lay=—x + 1.

14.12. Prostor R? bez soutadnicovych rovin xy, yz, zx.

14.13. Sjednoceni nekoneéné mnoha otevienych krychli s délkou hrany , které
vzniknou z R? vynechanim vsech rovin £ = 0 mod 7, y = 0 mod 7 a z = 0 mod .

14.14. R® bez rovin z = y+ 2,y = 2 +2 a 2 = x +y (prochézejicich poc¢atkem).

14.15. Prostor R* bez piislugné jednotkové sféry x2 + 32 + 22 + u? = 1.

V poznamkach k feSeni Cv.14.16 —14.25 znamend f funkci za znamenim limity
v prislusném cviceni; neexistence limity se dokazuje pomoci tvrzeni z Po.14.2.

14.16. S vyjimkou pocatku je f rovna 0 na osach a % na piimce y = x.

14.17. Z odhadu |zy| < £ (2* +y?) (platného pro vSechna (z,y) € R?) plyne, ze
[f(z,y)] <yl

14.18. V polarnich soufadnicich je f(r cosp, 7 sin ) = 1/(r?g(y)) a véechny hod-
noty funkee g(¢) := cos* ¢ + sin* p = 1 (3 + cos4y) lezi mezi 5 a 1.

14.19. S vyjimkou pocatku je f = 0 na osach a f = 1 na pfimce y = x.

14.20. Protoze x — 0+, y — 0+ = z:=2y - 0+ az — 0 = (sinz)/z — 1,
staci aplikovat vétu o limité superpozice.

14.21. Je | f(rcosp,rsing)| < r?|lgr?|, coz pro r — 0+ konverguje k 0.

14.22. Je-li y = —ux, je ve jmenovateli 0, takZe neni splnéna nutnd podminka
pro existenci limity, totiz Ze dana funkce je definovana v jistém prstencovém okoli
daného bodu. (Limity vzhledem k 1. a k 3. kvadrantu by v8ak byly rovny 2.)

14.23. Je-li R := || (x,y,2) |, je 0 < f(x,y,2) < R?** — 0 pro R — 0+.

14.24. Je-li R := | (z,9,2) ||, je f(z,y,z) rovno R™2* exp(—R~?2), coZ méa pro
R — 0+ limitu 0, protoZe substituci s = 1/R dostaneme lim 5, 1 o, s20e=s" = (.

14.25. S vyjimkou pocatku je f = 0 ve vSech soufadnicovych roviniach a f =1
na pfimce r =y = z.
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V feseni Cv.14.29—14.52 uvadime nejdfive defini¢ni obor a mnozinu 2, za stied-
nikem je derivace funkce f v Q; z typografickych divoda vsak nékdy misto matice
[’ piseme jeji fadky, tedy derivace (neboli gradienty) slozek f; funkce f.

14.29.

14.30.

14.31.

14.32.

14.33.

14.34.

14.35.

14.36.

14.37

14.38.

14.39

14.40.

14.41.

14.42,

14.43.

(—y%(3z" +4?), 22°y)

D(f) =Q=R*—{(z,y); y = 2" }3 @ =)
(z,y)
D(f) =R% Q=R?-{(0,0)}; ——=Z_
(f) {(0,0)} e
(y,2)

D(f) ={(z.y); wy 2 0}, @ = {(a,y); 2y > 0}; 3 o

D(f) = B2, Q = {(2,y); oy £ 0); 20D o)

2y/|zy|
D(f) = (0,1) x (0, +00) U (1, +00) X (—00,0),
\/%W (y,rlgx)
2sgn((z +y)% —1)

Q=(0,1) x Ry U(1,400) x R_;

D(f) =R% Q= {(z,y); x+y #£1}; CEma (1,1)
D(f) = Q= (1,+00) x Ry; (Igz)ev~t. (IgTy’ %)
D(f) = Q= {(z,y); 2* +y* > 1}; #yf)_l

D(f) =Q =Ry xRy xRy a¥ 1yl (y, azlg e, aylgzlgy)

(y23, 2223, 32y2?) sgn (zyz)

D(f) = RB, Q= {(Ivyvz); ryz # O},

V(e
-D(f) =Q={(2,y,2); 2 # 0 }; 2 8~ (@) (—xz, —yz, 22 + y?)
D(f) = =R%
cos(zsin(ysin z)) - (sin(y sin z), x cos (y sin z) sin z, 2y cos (y sin z) cos z)
(22 sin 2 , TZ COS Y , —2Y COS g)
D(f) =Q={(x,y,2); 2 # 0}; = £ z

22 (1 + 22 sin Q)
z

2(z,y, 2)

D(f) = Q=R

(7) " cosh (22 +y2 + 22)
D(f) =Q={(z,y); 2y #0};

. X X . 1’2 X
ysm——i—xcos— XS — — — COS —
ycosxy + xysinzry  cosxy .

— — ysinzy

x2
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14.44. D(f) = Q = R%; (

sin x sinz—1

Y cosz lgy vy sinz
2 Y=lsing 28V cosy lgx

1

14.45. D(f) = Q =R?; f] - (E’ 5) J (1, —1);

T )

f/'( 1 2z 1 2y )
S \a 4ty 22492 x4y a?+y?

14.46. D(f) = {(z,y, 2); 224+ 22<1, 2422 < 1},

Q={(z,9,2); 0<2®+2><1,0<y*+2° <1}
fl . (w,O,Z) . f/ . _(anuz)
VA @A) T I AW D)

14.47. D(f) = Q=R% f1 : - (Laz,2y); fo: - (y2, L ay);

5 €% (yz,x2,1)

14.48. D(f) =Q =R> — (XUYUZ), kde X,Y,Z jsou soufadnicové osy;

14.49. D(f) =Q = {(z,y,z,u); zu #0}; gt

(y? + 22, —2xy, —222)
(2 + 22)2
(=222, —2yz, 22 + y?)
(2% +y?)?

(—2xy, 2% + 22, —2y2) _
(22 + 22)2 )

fl: ) E

f3:

- (yzu, 2xzu, —xyu, —2xY2)
22y 1 228

14.51. D(f) = Q= {(z,y,z,u); 2 #0#u}; f1 : 2

£ avlv (%,i gz, 2 lgw,—% lg:v);
Tu Uu u u

2

lgu zlgu zxlgu :C)
yz | y?z T yz? Tyzu

fh u®/v7 . (

(2y?, 22y, zu?, uz?) _

1 +x2y2 —|—Z2U2
(—yzu, —xzu, TYU, TYZ)
22y2 + 2202

/. (y,I,U,Z) . /.
.f2 . 1+(:vy+zu)2’ .f3 .

14.52. D(f) = (0, +00)* U (—00,0)*, @ =R UR?;

" (y,x,0,0)' " (O,Z,y,O). " (0,0,u,z)' e (u,0,0,z)
a7 a2 7 aVGw T T 4/ (uw)?

V seznamu feSeni Cv.14.53 —14.66 uzivame tato oznadceni:

(85)

Q1 :=R? — {(0,0)}, Q2 :=R>~{(0,0,0)}, Q3 :={(x,y,2); zyz #0}.

Stredniky oddéluji mnozinu 2, divergenci a rotaci.
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14.53. Q; 1;

0
,

1

14.54. Q; 0; -

,

14.55. Q1; 0; 0

1

r3’

14.57. Qq; 2(1 +1gr?); 0

14.56. Q;; 0

14.58. R?; o + 2 arctgr; 0

1+ 72

2
14.59. 055 —: (0.0,0)

1
14.60. Q; ek (0,0,0)
14.61. Qy; 1+ 31lgR; (0,0,0)

1 R
14.62. QQ, 3 arctg E - m 3 (0, 0, 0)
o Bayz (2(22 —9P),y(e® — 2%),2(y® — 2?))
14.63. Qs; — I IE
3 1 1 1 ) (x(y? — 22),y (2% — 2%), 2 (2® — y?))
14.64. Q5 = — (= + ki =) I8 R; s
14.65. R*; 6xyz; (¢(2* —y%),y(z® - 2°),2(y* — 2?))
14.66. R*; ¢®(R+3); (0,0,0)
%k ok
14.67. V1 — VU2 14.68. v — 4’[)2
14.69. — (%1 14.70. %(Ul + ’02)
14.71. 9 1472, - T2
e 2\/§
2

14.73. B 14.74. (v1 + v2, 3 (V1 — v2))
14.75. (% y —%) 14.76. (’Ul, V2, U1 + UQ)
14.77. (4v1 + mve, TV1 + 4o, ™2 (’Ul + v3))

42
14.78. (6v1 + vs, 4(3’1}2 + Ug))

14.79. %(Ul + v — V3, U2 + vz — V1,U3 —+ v — ’02)

14.80. e* (3v; — 2v9, 3vg — 201, v3)
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14.81. (’U2 — 2’1}1, Vg4 — 2’03) 14.82. (’Ug, 0, V4, 0)

V feSeni Cv.14.83—14.85 zapisujeme parcidlni derivace ve tvaru (47), pfi¢emz
x,y, 2z je po fadé prvni, druha a tfeti proménné; pro tsporu mista pfitom piSeme
napf. 011 f misto (O11f)(z,y). VSechny funkce z téchto cviceni jsou t¥idy Coo (ve
svém definiénim oboru, kterym je v prvnich dvou piikladech R? u f a R? u g,
zatimco ve tietim pfikladu je to mnozina {(z,y); 1 + zy > 0}); parcialni derivace
jsou zaménné, indexy u symbolu 0 jsou usporddény lexikograficky.

1483 811f = —812f = 822f = 2e*7Y COS (I — y),

0119 = 8z2R™6 —2R™%; 0129 = SIyR_G; 0139 = 8zzR;
0229 =8y?R™® —2R™*; 0339 =8yzR™%; 0339 =82°R™ % —2R™*

14.84. 0111f = 0; d11af = 8y°; Oroof = 24xy®; Onaf = 242°y;

d1119 =05 O1129 = 6y°2"; On13g = 8y°2°%; Diong = 122y2";
D123 g = 24xy°2; i3z = 24xy°2%; Onoag = 6272 Onasg = 247y2";
Dp33 g = 362°y°2%; Os3sg = 24272

B 6y* _ B 61> _ B 2(2zy — 1) )
14.85. 0111 f = Tt O f = At o)’ Onaaf = REEDO
62 6zt
Or222f = At o)’ Oaz2a f = L
k 3k ok

V feseni Cv.14.87—14.88 jsou mnoziny 2 odpovidajici jednotlivym funkcim cvi-
¢eni oddéleny stfednikem; uzivame pfitom oznaceni (85) a navic klademe

(86) Qy :={(z,y,2); 2 #0}.

14.87. R?; Q; Q;; R?; R?; R?
14.88. R?; Q4; Qu; Qo Qo; R3
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15. Geometrické aplikace

Definice. Jsou-li p < ¢ pfirozena ¢isla, existuje-li k mnoziné 2 C RP oteviend
mnozina G C RP tak, ze G C Q C G, aje-li f: Q — RY je spojité zobrazeni, budeme
fikat, ze f je p-rozmérna nadplocha v R? (definovana v ). Mnozinu (f) := f(£2)
pak budeme nazyvat geometricky obraz nadplochy f.

Je-li M = (f) pro néjakou mnozinu M a néjakou nadplochu f, fikdme, ze f
je parametrizace nebo parametricky popis mnoziny M ; napiSeme-li mnozinu M
ve tvaru (f), fikdme, Ze jsme ji (nadplochou f) parametrizovali. Pro jednoroz-
mérné nadplochy se zpravidla uziva nazev kfivka, pro dvojrozmérné nadplochy na-
zev plocha; je-li p > 2, mluvi se ¢asto o zakfiveném prostoru. !)

Poznamka 15.1. Prévé uvedena definice nadplochy je zobecnénim dobfe zndmé
Jordanovy definice k¥ivky jako spojitého zobrazeni (nikoli obrazu!) kompaktniho
jednorozmeérného intervalu, inspirované ziejmeé dynamikou hmotného bodu. V této
discipling neni totiz primérni trajektorie (geometricky obraz) pohybujiciho se bodu,
ale zavislost polohy bodu na ¢ase (kfivka). Zndme-li tuto zéavislost, zndme i tra-
jektorii, nikoli vSak naopak, protoze touz trajektorii mize hmotny bod opisovat
nekonecné mnoha zpusoby.

Defini¢ni obor 2 nadplochy je mnozina, kterd vznikla z jisté oteviené mnoziny
G pridanim ¢asti hranice; definiénim oborem kfivky muze byt proto napf. jakykoli
(otevieny, polouzavieny nebo uzavieny) interval, coz dovoluje parametrizovat napt.
vsechny tsecky, polopfimky a piimky — bez ohledu na to, zdali k nim pocitame jejich
krajni body — linedrnimi funkcemi.

Pro bézné potifeby geometrie a fyziky je definice zaloZena pouze na spojitosti
prilis obecné; italsky matematik Peano jiz v roce 1890 totiz dokézal, ze geomet-
rickym obrazem kiivky muze byt i dvojrozmérny ttvar, napf. ¢tverec — rozumi se
i s vnititkem. Pfi studiu elementarnich diferencidlnégeometrickych pojmi souvise-
jicich s nadplochami se jednoznac¢né hodi nahofe uvedenad ,dynamicka“ definice,
doplnime-li ji dalsimi pfedpoklady, které mj. vylouc¢i vicerozmérnost geometrického
obrazu kiivky. [

Definice. Budeme fikat, ze nadplocha f : 2 — RY je hladka, je-li splnéna jedna
z téchto podminek:

1. Q2 je oteviend mnozina, funkce f je v Q tfidy C; a matice f’(z) ma hodnost
p v kazdém bodé x € Q.

2. Existuje oteviend mnozina Q* D Q a rozsifeni f* : Q* — R? funkce f, které
je hladkou nadplochou podle bodu 1 této definice.

1) Poznamenejme, 7e ki'ivé prostory jsou nedilnou souééasti napt. obecné teorie relativity a jejich

jeden z nasich prekladatelu, ktery se — jako mnozi dalsi — zfejmé domniva, Ze k prekladani odbor-
nych textt neni nutna ani zakladni orientace v pfislusné védni discipliné vCetné jeji terminologie,
prelozil anglicka slova ,,curved space“ jako ,zahnuty prostor®.
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Definice. Je-li 2; C Q2 maximalni oteviend mnozina, v niz je nadplocha f: Q —
R? hladka, a je-li x € Q — 4, fikame, Ze z je singularni bod nadplochy f.

Poznamka 15.2. Ctenéfi je jisté z algebry zndmo, Ze hodnost obdélnikové matice
M typu g X p, kde q¢ > p, lze definovat témito dvéma ekvivalentnimi zpisoby:

1) jako maximalni pocet linedrné nezavislych sloupcii matice M,

2) jako maximélni ¢islo n, pro néz existuje submatice M; typu n X n matice M
tak, ze det My # 0. O

Je-li f:Q — R? tfidy C1, méa matice

O1fr O2ft ... Ophfr
1) jre | el e Ok
o1 fq 15)) fq . (9,, fq

hodnost nejvyse rovnou p. V definici hladkosti nadplochy f zadame tedy mazimdalni
hodnost této matice, tj. linedrni nezdvislost sloupcu

T':= (01f1,01f2 ..., 01f9)",
(2) T2 = (82f1762f27"'7a2fq)5l7
7 .= (6pf1,<9pf2,---75pfq)5l

matice [’ (vSude v Q). Tyto sloupce pak nazyvidme te€né vektory nadplochy f
a pro kazdé a € Q) je

(3) {f(a)+Z)\iTi(a); (A,-..5\p) € RP}

tec¢na nadrovina nadplochy f v bodé a. Je-li p = 1 resp. p = 2 resp. p = 3, mluvime
0 te¢né resp. o te€né roviné resp. o te€ném (trojrozmérném) prostoru.

Poznamka 15.3. Polozime-li A := (Aq,..., /\p)SZ, bude

(4) f(a) +ZM”’(a> = fla)+ f'(a)A = f(a) + D(f; \);

tim je objasnén geometricky vyznam diferencidlu zobrazeni f v pripadé, Ze jde o zob-
razenti z prostoru niZsi dimenze do prostoru dimenze vyssi. O

Kazdy nenulovy vektor ortogondlni ke viem vektortim (2) se nazyva normalovy
vektor (hladké) nadplochy f. Protoze dimenze ortogonalniho doplitku p-rozmérného
linedrniho prostoru generovaného v RY linedrné nezéavislymi vektory T'¢ je q — p,
existuji (¢ — p)-tice

(5) {N', ... ,NTP}
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linedrné nezavislych normalovych vektori, které pak tvofi bazi ortogonalniho do-
pliiku a spolu s vektory T* bazi celého prostoru RY. Za této situace nazyvame
mnozinu

(6) {f(a) + Zuij(a); (h1s- s lg—p) € RTP}

normalovou nadrovinou nadplochy f v bodé a; je-li p = ¢ — 1 resp. p = ¢ — 2
resp. p = q¢ — 3, mluvime o normale resp. o normalové roviné resp. o normalovém
(trojrozmérném) prostoru.

Poznamka 15.4. Funkce (4) proménnych A\ € R,..., A, € R je zfejmé paramet-
ricky popis pfislusné tec¢né nadroviny, stejné jako je funkce

™) f@)+ 3 V()

proménnych p11 € R, ..., pg—p € R parametrickym popisem nadroviny normalové.
Bod X ¢ R? lezi v tefné nadroviné (3), pravé kdyZ je vektor X — f(a) ortogonalni
ke vsem vektorim N7 ; prislusné relace

(8) (X = f(a))-N¥(a)) =0, j=1,....q = p,

se nazyvaji rovnice tecné nadroviny nadplochy f v bodé a. Podobné relace

9) (X = f(a)) - T'(a)) =0, 1=1,...,p,
jsou rovnicemi normalové nadroviny nadplochy f v bodé a a charakterizuji body
X lezici v této normélové nadroviné.

Poznamka 15.5. Normalové vektory N7, j = 1,...,¢—p, lze ziskat napf. fesenim
homogenni soustavy p rovnic

(10) (T*-N)=0,i=1,...,p,

pro nezndmé slozky ni,...,nq vektoru N.

Moznost takto najit ¢ — p linedrné nezévislych normalovych vektort zarucuji
nase predpoklady o f spolu s dobfe zndmymi vétami z algebry: Protoze je hodnost
matice f’ rovna p, existuje v ni p fadku tak, Ze prislusny determinant neni nulovy.
Pfedpoklddédme-li pro jednoduchost, ze jde o prvnich p fadkd matice f’, lze (10)
prepsat ve tvaru

(Oifi)ni+...+ (81fp)np = _((81fp+l)np+l +.ot (81fq)nq)a
Opfi)n1 + ...+ Opfp)np = —((Opfor1)nps1 + .. + (Opfy) ng) s
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a abychom odtud ziskali ¢ — p linedrné nezavislych feseni, stac¢i vhodnym zpiisobem
((g — p)-krat) zvolit ¢isla npy1,...,ng.

Je-li vSak p = ¢ — 1, nemusime TeSit zaddné rovnice, protoze ke vSem teénym
vektorfim T je ortogonalni jejich vektorovy souéin

(12) T'xT?x ... x T,

jehoz j-tou slozku definujeme jako (—1)7~'det;, kde det; znamend determinant
matice, kterd vznikne vynechinim j-tého fadku matice f’. Ortogonalita vektoru
(12) a vektori 7% plyne ihned z toho, 7e jejich skalarni soucin je determinant matice,
jejiz dva sloupce jsou totozné.

Pfipomertime jesté, Ze vektorovy soucin (12) je nenulovy, pravé kdyz jsou vektory
T linedrné nezavislé ; linearni nezévislost vektort T'* lze tedy ovéfit napi. tak, ze
dokazeme nerovnost 22:1 det? > 0, protoze soucet vlevo je Ctverec normy jejich
vektorového soucinu.

Poznamka 15.5. Rovnice teéné nadroviny lze ziskat i eliminaci parametri \;
z rovnice X = f(a)+ f'(a) A: Vime, Ze aspoii jeden z determinantt stupné p matice
f'(a) je nenulovy; pro jednoduchost zapisu predpokladejme, Ze je to determinant
matice tvofené prvnimi p fadky. Pak je soustava

r1 = fi(a) + MTE+ .+ NP,
(13) e ,

linedrnich rovnic pro parametry \; jednoznac¢né fesitelnd a feseni staci dosadit do
zbylych ¢ — p rovnic

(14) s ,

zg = fola) + MT, + ...+ N TP,
abychom dostali soustavu rovnic ekvivalentnich soustavé ((X —f(a))-N -7) =0 pro
J=1..,q-p

Priklad 15.1. Predpokladejme, Ze a # b jsou dva body z R? a polozme
(15) f@t):=a+ (b—a)t pro vSechna ¢cR.

Protoze je f'(t) = b —a # 0 vSude v R, je f hladkd kiivka; jejim geometrickym
obrazem je pfimka prochazejici body a,b.

Geometrickymi obrazy restrikei f|R; a f|RY jsou oteviena a uzaviena polo-
pfimka vychazejici z bodu a a prochazejici bodem b.

Uzaviena asecka (krétce: Gse¢ka) s krajnimi body a, b je geometricky obraz re-
strikce f](0,1), zatimco restrikce f|(0,1), f|(0,1), f|(0,1) parametrizuji po fadé
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otevienou asecku s krajnimi body a,b a obé polouzaviené Gsecky s tymiz kraj-
nimi body. VSechny uvedensé restrikce jsou (stejné jako funkce (15)) hladké.
Pfimku prochéazejici body a, b 1ze ovSem parametrizovat napi. i prostou funkci

(15" g(t):=a+ (b—a)t’, teR,
tfidy Coo; protoze je ¢'(t) = 3t2(b — a) = 0, pravé kdyz je t = 0, nend tato para-

metrizace hladkd a hladké nejsou ani restrikce g|R%, ¢|(0,1), ¢[(0,1). Restrikce
g|R4+, g1(0,1), ¢|(0,1) vSak hladké jsou.

Piiklad 15.2. Je-li (z0,0) € R?, a € Ry, b e Ry, je kiivka
(16) f(t) :== (20 + acost,yo + bsint), t € (0,27),
parametrickym popisem elipsy o stfedu (xg,yo), délce poloos a, b a rovnici
T —x0\? | (Y —Yo\?
17 ( )+ ( ) =1
(17) - +(™

Parametrizace (16) je hladka, protoZe obé slozky jsou t¥idy Co a vektor f/(t) =
(—asint,bcost) neni pro zadné ¢t € R nulovy. 2)

Parametricky popis teény v bodé ¢ je
(18) (zo + a(cost — Asint), yo + b(sint + Acost)), AeR.
Vektor N(t) := (bcost,asint) je zfejmé ortogondlni k vektoru f’(t), takze
(19) f@) + puN(t) = (xo + (a + ub) cost, yo + (b+ pa)sint), peR,

je parametricky popis normaly.

Rovnice teény mé obecné tvar (((z,y) — f(¢)) - N(¢)) = 0, coz se v naSem pii-
padé redukuje na (z — xg)bcost + (y — yo)asint = ab; totéz dostaneme eliminaci
parametru A z vektorové rovnice (z,y) = (z 0—|—a (cost— /\ sint), yo+b(sint+Acost)).

Rovnice normaly méa tvar (((x,y)— f(t))- f'(¢)) =0, tj. (xt —x0—acost)asint =
(y — yo — bsint) beost.

Parametricky popis kruznice o stfedu (zg,y9) a poloméru r ¢ Ry se dostane
z (16), polozime-li « = b = r. Nékteré vysledky odvozené pro elipsu budou pro
kruznici jednodussi; nap¥. parametrizaci (19) normaly lze napsat ve tvaru

(19" (xo + pcost, yo + psint), t € R,
protoze koeficient r (1 + p) u cost i sint probihd R stejné jako p.

2) V souladu s literaturou se v této knize nékdy (a samoziejmé jen za situace, kdy nemize dojit
k nedorozuméni) uziva stejny symbol pro oznadeni funkce f i jejiho rozsifeni na vétsi mnozinu.
V (16) je f(t) definovéno jen pro t € (0,27) a pro rozSifeni na R stejnym piedpisem se (bez
upozornéni pfimo v textu) uzivé stejny symbol.
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Priklad 15.3. Pro kazdé r € R, je funkce

(20) f(p, ) := (rcospcos®, rsingpcosdd, rsind),

kde (¢,9) € (0,27) x <—%7r, %w), parametrickym popisem sféry o stfedu v pocatku

a poloméru r, tedy mnoziny popsané rovnici x? + 32 + 22 = r2. Uzijeme-li geogra-

fickou terminologii, znamena ¢ zemépisnou délku 3), ¥ zemépisnou &fiku.
Rozsiifme-li funkci f tym# piedpisem na mnozinu vech (p,9) e R?, je rozsifeni

v této mnoziné tfidy C,, a zbyva proto jen zjistit hodnost matice

—rsinpcos?d —rcossind
(21) (e, 9) = rcospcos?d —rsinpsind
0 r cos v

Znamena-li det; determinant matice, kterd vznikne z (21) vynechdnim j-tého
fadku, je

(22) det; = 72 cos pcos® ¥, dety = —r?singcos? ¥, dets = r?sin® cosV,
takze
(23) det? + det3 + det3 = r* (cos* ¥ 4 sin® ¥ cos® ¥) = r cos® .

Posledni vyraz se rovna nule, pravé kdyz je ¢ = %ﬂ' mod 7, takZe pro puvodni,
nerozsifené zobrazeni f jsou singuldrnimi body pravé vSechny body tvaru (¢, :I:%w),

kde ¢ € (0,27). I kdyz je singuldrnich bodd nekoneéné mnoho, jejich obrazy jsou

jen dva — jsou to oba ,pdly“ (,severni“ a ,jizni“) sféry; f](0,27) x (%w, %w) je

hladka plocha.
Teénymi vektory v bodé a = (7, —17) jsou hodnoty sloupcti matice (21) v bodé
a, tedy vektory

(24) T'=1r (-1,1,0), 7% = 1r-(1,1,V2),

a

(25) N :=T" x T? = (det (a), — deta(a), detz(a)) = 1v27% - (1,1, -V2)

je normalovy vektor. Protoze A := f(a) = %r - (1,1,—+/2), plyne z toho, ze do
tecné roviny patii pravé vSechny body X = (z,y, z), pro néz je

T = %T(l—)\l-i-)\g), y= %r(l—l—)\l—i—)\z), ZZ% 27(=1+ X)), (A\1,A2) € R2.

Normélou je mnoZina vSech bodi tvaru (1,1,-v2) - 2r(1 4 pur/v2), kde p € R;
protoze funkce proménné p za teckou zobrazuje R na R, lze misto ni psat jen p.

3) Uhel ¢ se piitom nemé#i ve stupnich, ale v obloukové mife, a je nespojity na greenwichském
poledniku; volbou ¢ € (—m, w) bychom nespojitost pfesunuli na jeji obvyklé misto do Tichomofi.
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Te¢nd rovina mé rovnici ((X — A)- N) = 0, coz je po dosazeni ekvivalentni s rov-
nici z+y—+/2 z = 2r, normala je priinikem dvou rovin o rovnicich (X —A)-T!) = 0
a (X —A)-T?) = 0; po dosazeni a evidentni tipravé zjistime, Ze jsou to rovnice
r=yax+y++v22=0.

Priklad 15.4. Funkce F' : R?2 — R* definovana rovnosti

(26) F(u,v) := (cosv,sinv, ucos 1v, usin $v)

pro viechna (u,v) € R? je tiidy Coo v R?, pii¢emz

0 —sinv
o 0 CcoSv
27 u,v) = .
( ) ( ) cosiv —Llusiniv
2 2 2
sin%v %ucos%v

Sloupce T, T? této matice jsou ziejmé navzajem ortogonalni; protoze zadny
z nich neni nulovym vektorem, jsou (pro vsechna (u,v) € R?) linedrné nezavislé.
Z toho plyne, Ze plocha F je hladka v celém R2.

P#i hledani dvou linedrné nezavislych norméalovych vektori N1, N? mfizeme po-
stupovat metodou vylozenou v Po.15.5, zaloZenou na feseni rovnic (T'*- N) = 0 pro
1 =1,2. Lépe je vSak vyuZit jednoduchou strukturu matice F’ a postupovat méné
standardné:

1) Vektor N = (ni,n2,n3,n4) s ng = ng = 0 je ziejmé ortogonalni k T%;
polozime-li n; = cosv, ne = sinwv, bude ortogonalni i k T2. Vektor

(28) N := (coswv,sinwv,0,0)

spliiuje tedy obé rovnice (T - N1) = 0.
2) Kazdy vektor tvaru N = (nq,ns, —sin %v, cos %v) je opét ortogonélni k T,
pfiemz soudet soudint tietich a &tvrtych slozek vektortt N a T2 je roven

(—sin $v)(—3usin 3v) + (cos 3v)(Fucos 3v) = Fu.

Polozime-li tedy ni = %u sinv, ng = —%u cos v, bude soucet soucinti prvnich a dru-
hjch slozek roven
(usinv)(—sinv) + (—2ucosv)(cosv) = —3u,
takze bude (T2 - N) = 0. Vektor
(29) N?:= ($usinv, —2ucosv, —sin 2, cos 1v)

je tedy také ortogonélni k ob&éma vektortim 7'%.

Vektory N', N2 jsou pfitom nejen linedrné nezavislé, ale dokonce ortogonalni,
jak ihned zjistime vypoctem jejich skaldrniho souc¢inu. V kazdém bodé (u,v) € R?
tvoii tedy vektory T, T2 N', N? ortogonélni bazi prostoru R*.
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Jisté neni nutné, abychom rozepisovali do slozek parametrické popisy
(30) F4+MTY+XT% a F+ N + o N?

te¢né a normalové roviny v obecném bodé (u,v) € R2.
Oznaéime-li X := (71, x2, 3, 24) obecny bod prostoru R%, Ize tyto roviny popsat
i dvojicemi rovnic

(31) (X —=F)-N))=0, kde j=1,2, a (X =F)-T") =0, kde i =1,2,

z nichz kazd4 je rovnici jisté trojrozmérné nadroviny v R*.

Nadplocha (26) mé tuto pozoruhodnou viastnost: Je-li u = 0 a roste-li v od 0 do
27, méni se pfislusné normalové vektory
(32) N'(0,v) = (cosv,sinv,0,0) a N?(0,v) = (0,0, — sin v, cos 3v)
spojité od hodnoty N} := (1,0,0,0) k téze hodnoté Ni_ := (1,0,0,0)%) a od
Ng :=(0,0,0,1) k opa¢né hodnoté N3, := (0,0,0, —1).%) Ve stejném geometrickém
bodé F(0,0) = F(0,27) = (1,0,0,0) m4 tedy plocha F' dvé dvojice norméalovych
vektort, pficemz 1) orientace bazi {Ng, N¢}, {N3,, N3} piislusnych normalovych
rovin jsou opa¢né, 2) prvni baze piesla v druhou spojité.%) Ctenaf se miize sdm
presvédcit, ze podobné zména probiha i v te¢né roviné.

Nadplochy, které maji podobnou vlastnost, se nazyvaji neorientovatelné; plo-
cha F je ¢tyfrozmérnym modelem tzv. Mdébiova listu, jehoZ trojrozmérnou analogii
vySetfime v dalsim prikladu.

Pfiklad 15.5. Rotaci bodu (z,0, z) (leziciho v roviné xz prostoru R?) kolem osy

z popisuje funkce (x cos ¢, zsin ¢, z), kde ¢ je Ghel otdceni. Funkce (1+u,0,0), kde
|u] < %, je parametricky popis tsecky U s krajnimi body %, % na ose x; rotaci v ro-
viné xz tsecky U kolem jejiho stfedu (1,0, 0) popisuje funkce (1+wucosd, 0, usind),
kde 9 je tihel otaceni. Ma-li tedy tisecka U rotovat rychlosti v kolem osy z a zaroven

se polovi¢ni rychlosti %v otacet kolem svého stredu, bude funkce

(33) f(u,v) == ((1 +ucos $v) cosv, (1 + ucos 1v) sinv, usin $v),

kde |u| < %,O < v < 27, popisovat jednotlivé faze vyslednice obou pohybt, pii

nichz se tsecka U kolem osy z otoc¢i nakonec o plny thel, ale kolem svého stfedu
jen o 1tihel poloviéni. Po dokoncené rotaci vznikne tedy jakoby jeji zrcadlovy obraz:
bod (14 u,0,0) pfejde v bod (1 —u,0,0) a naopak. Geometricky obraz funkce (33)
(pfipadné s jinou useckou U na kladné ¢asti osy x) se nazyva Mobiav list.

4) Kdybychom poé&ateéni bod vektoru N; umistili do po¢atku prostoru R*, opsal by jeho
koncovy bod jednotkovou kruznici v roviné xjxa.

5) Na rozdil od Nj opise koncovy bod vektoru Nz jen pil jednotkové kruznice, a to v roving
X3X4.

6) Vysledek je tedy podobny pohledu do zrcadla, jenomze pfi ném je zména ,okamzita“, ne-
spojita, kdezto zména na (F') nastala postupné, spojité, ,cestovanim® po vhodné dréze v (F').
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Rozsifeni funkce f tymz predpisem na celou rovinu uv je tfidy Coo, pricemz

costvcosv  —(1+ ucos 2v)sinv — Lusin Jvcosv
(34) f'(u,v) = [ cosivsinv (14 ucosiv)cosv — fusinvsinv
sin %v %u cos %v

Jak snadno zjistime, vsude v R? je

det; = Zusinv(l — cosv) — sin 2vcosv,
(35) dety = %u(cosv—l—sin2 v) +sin fvsinv,
35

dets = cos 3v (1 + ucos 3v),

detf —|—det§ +det§ = %uQ + (u cos %U +1)?>0.

Vektor N := 01 f x Oof = (dety, — deto, dets) je tedy vSude nenulovy; specidlné:
norma vektoru

(36) N(0,v) = (—sin v cosv, — sin $ v sinv, cos 1 v)

je identicky rovna 1.

MOBIOV LIST

Tento piiklad se podobé piikladu 15.4 v tom, ze f(0,0) = f(0,27) = (1,0,0)
a ze N(0,0) = (0,0,1), N(0,27) = (0,0,—1) = —N(0,0). Probéhne-li v od 0 do
27, opiSe bod f(0,v) = (cosv,sinv,0) jednotkovou kruznici v roviné xy; pfislusny
normélovy vektor (36) se spojité méni od hodnoty (0,0,1) (kdy sméfuje ,pfimo
nahoru“) k opa¢né hodnoté (0,0, —1) (,,pfimo dolt*).

Mobitv list patii mezi tzv. neorientovatelné plochy pravé proto, ze podobny jev
je na ném (na rozdil nap¥. od sféry nebo valcové plochy) mozny.

X 3k X%
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Graf obecného zobrazeni f : X — Y je definovan jako mnozina
(37) grf:={(z,f(z)) e X xY;zeX}. O

Predpokladejme, Ze p a ¢ jsou piirozend éisla a ze (i1,...,0p,J1,.-.,7q) je 06
jaka (pevné zvolend) permutace posloupnosti (1,...,p,p+ 1,...,p + q) spliiujici
podminku i; < ... <ip, j1 < ... < jq. Body
(38) 2= (21, s 2py Zptly-- s 2piq) € RPTY
budeme pak psat ve tvaru
(39) (xvy)a kde r = (Ziu cee azip)a Yy = (Zjla cee ,qu).

Ackoli to neni zcela korektni, budeme tedy ztotoZtiovat prostor RP*¢ s kartéz-
skym soucinem prostord RP?, RY generovanych jednotkovymi vektory i;-ni az i,-té

resp. ji-ni az j,-té soufadnicové osy v RP14; v souladu s tim budeme psit z = (z,y).
Pfi tomto znaceni a za predpokladu, ze Q@ C RP a f: Q — RY, je

(40) grf={(z f(2)) e Rz e Q}
v souladu s obecnou definici grafu. Vektorovou (p 4 ¢)-rozmérnou funkei
(41) Gr(z) :==(z, f(z)), z € Q,

budeme pak nazyvat standardni parametricky popis grafu f. Standardni rovnici
grafu (40) budeme rozumét rovnici y = f(z), « € Q, neboli ve slozkach

(42) Y1 = %5 :fjl(ziw'"?'zip)v"'quEzjq :qu(zi17"'7zip)7
kde (2i,,...,2i,) = (21,...,2,) € Q. O

Umluva. Abychom se vyhnuli technickym potizim pii zépisu, budeme pfedpo-
kladat, ze

(43) (i1,.-vip) = (1,...,p), (J1,--2dg) =P+ 1,...,p+4q),

takze bod z = (z1, ..., 2p+q) bude roven (z,y), kde

(44) z=(x1,...,2p) = (21,--,2p), Y= W15+, Yg) = (Zpt1,-- -+ 2ptq). O
Obecny pripad lze z tohoto specidlniho ziskat pfislusnou permutaci souradnic.

Hladkost standardniho parametrického popisu grafu charakterizuje tato véta:

Véta 15.1. Je-li 2 C R? oteviena mnozina, je nadplocha G hladka v 2, prave
kdyz je funkce f tridy Cy v (.
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Abychom to ovéfili, uvazme, Ze

1 0 0
0 1 0
0 0 1
45 Gf =
( ) Y 31f1 82f1 apfl
Oi1fa Oafa ... Opfe
ofy Oafy Ip fq

a ze determinant matice slozené z prvnich p fadku je roven 1; hodnost matice (45)
je tedy rovna p. 0

V prvnich p fadkéch matice (45) jsou jednotkové vektory soutadnicovych os v RP,
v poslednich g fadkach gradienty slozek funkce f.
Je-li nadplocha G hladka, jsou sloupce

(46)  T'=(1,0,...,0,01f1,-.., 01 fg)s--, TP =(0,0,...,1,0pf1,...,0pfq)

matice (45) linearné nezavislé a generuji zaméfeni te¢né nadroviny nadplochy Gy;
te¢na nadrovina v bodé a ¢ (2 ma tedy parametricky popis

(47) Gra) +MTHa) + ...+ 2\TP(a), (My...,\p) € RP,

neboli G(a) + DGy(a; \) neboli Gf(a) A, kde A = (A1,...,\p)%L.
Rozepiseme-li rovnici z = G¢(a) + M T (a) + ...+ A\pyT?(a) do slozek, dostaneme
rovnice

(48" T1 =01+ A, Tp = ap+ Ap,

p p
(48") y1 = fila) + > Ndifi(a), ... yg = fala) + > Xidifyla).
i=1 =1

Vypocéitame-li z rovnic (48') éisla A1, ..., A\, a dosadime-li je do (48”), nabudou tyto
rovnice tvaru

p
(49) yi = fi(a)+ Y 0ifi(a) (@i —a;), j=1,...,q,
neboli =
(50) vt = f(a)* + f'(a) (x — a)* (neboli y = f(a) + Df(a;z — a)).
Podle Po.15.5 jsou (49) a (50) rovnice teéné nadroviny ke grafu funkce f v bodé

a. Poznamenejme, Ze (50) se redukuje na jedinou rovnici, pravé kdyz je ¢ = 1; je
to pak rovnice

(51) y=f(a)+(f'(a)- (x —a)) (= f(a) + (grad f(a) - (x — a))).
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Je-li p = g = 1, redukuje se (51) na rovnici y = f(a) + f’(a) (x — a), kde a, f(a),
f'(a),z,y jsou &isla; (50) je tedy zobecnénim rovnice teény ,kiivky y = f(x),
dobfe znamé z elementt diferencidlniho poctu realnych funkci redlné proménné.

* kX%

Pfiklad 15.6. Funkce
(52) flu,v) = (u,0,0® = %), (u,v) € R?,

je standardni parametricky popis hyperbolického paraboloidu o rovnici z = 22 —y?;
soutadnice z, y, z odpovidaji pfi hofej$im oznadeni p¥ipadu, ze (i1, i2, j1) = (1,2, 3),
takze podminky hofejsi timluvy jsou splnény.

Abychom mohli napsat rovnici teéné roviny a normély v obecném bodé (a, b) ro-
viny R2, potfebujeme védét, Ze

T (u,v) = (1,0,2u), T?*(u,v) = (0,1, —2v),

(53) N(u,v): = T u,v) x T?*(u,v) = (—2u,2v,1);

oznacime-li tedy X = (z,y,2) a A = f(a,b), ma tefna rovina rovnici

(X — A)-N(a,b)) = (x —a)(—2a) + (y —b) - 2b+ (2 — (a* = V%)) - 1

54
(54) = 2ax+2by+z+a®—b>=0

a normalu charakterizuji rovnice

(X = A)-T (a,b)) = (x — a) + 2a(z — (a® — b?))

(55) 2 2 _ g2
(X = A4)-T%(a,b)) = (y —b) —2b(z = (a” = %))

:0,
=0.

Standardni parametrické popisy hyperbolickych paraboloida charakterizovanych

rovnicemi y = 22 — 22 a x = y? — 22 se dostanou permutacemi (i1, iz, j1) = (1,3,2)

a (i1,42,71) = (2,3, 1) soufadnic; jsou to tedy funkce
g(u,v) := (u,u? —v%v) a h(u,v) = (u® — v, u,v).

Rovnice teénych rovin a normal ziskdme z rovnic (54) a (55) tymiZ permutacemi.

Piiklad 15.7. Pomoci vektorové funkce f := (cos,sin) : R — R? (t¥idy Cu,) lze
vytvorit tii grafy, popsané standardnimi rovnicemi

(56) (y,z) = f(.%‘), (1‘,2) = f(y)= (x7y) = f(z)

a standardnimi parametrizacemi
(57)  g(z) := (z,cosx,sinx), h(y) := (cosy,y,siny), k(z) := (cosz,sinz, z).

Grafy se nazjvaji zavitnice nebo Sroubovice a lisi se jen svou polohou v R3.
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Jelia = im je A:=g(a) = (3r, 4.4

3 3)aT :=g'(a) = (a,—sina,cosa) =
(1, —%\/g, 1) je teény vektor kiivky g v bodé a. Vektor N' := (0,1, V3) je ziejmé
kolmy k vektoru 7" a vektorovy sou¢in N2 := T x N = (-2, —+/3,1) je nejen kolmy
k obéma vektortim 7', N!, ale trojice {T, N*, N2} je kladn4 ortogonélni baze v R3.

7 toho plyne, ze
A+AT =37+ X 3(1-V3X),L(V3+N), AeR,
je parametricky popis tecny,
A+ N + oN?= (3 — 209, 2 + 1 — V312, VB + VB 1 + o), (1, p2) € R?

parametricky popis normélové roviny kiivky g v bodé a. PiSeme-li X = (z,y, 2), je
te¢na popséana rovnicemi (X — A) - N7) =0, j = 1,2, tj. rovnicemi y + V3 2z = 2,
2z 4+ 3y — 2 = 2, zatimco normalova rovina mé rovnici (X — A) - T) = 0, tj.
20 —\V3y+ 2= %ﬂ'.

Priklad 15.8. Standardnim parametrickym popisem uzaviené ,piedni“ poloviny
jednotkové sféry v R3, tedy grafu s rovnici x = /1 — y2 — 22, je funkce G : Q — R3,
kde

(58) G(u,v) = (V1—u?—2v2,u,v) a Q= {(u,v); u? +v* < 1}.

G je vsak t¥idy C; jen v otevieném kruhu {(u,v); u? + v* < 1}, protoze vyraz

(8G1)2+(8G1)27 —u 2+ —v G
ou o/ \V1I—u2 -2 Mo —2)  1—uz—2
nem4 limitu7), blizi-li se bod (u,v) z vnittku jednotkového kruhu k jeho hranici,
takze funkci f nelze rozsifit na funkeci t¥idy C; v zadné oteviené mnoziné€ majici
neprazdny prinik s hranici jednotkového kruhu. Vsechny body této hranice jsou
singularni.

Je-lia = (%, %), snadno zjistime, Ze

(59)
Prislusna tecna rovina ma tedy rovnici

(z=3vV2)+3vV2(y -1+ (- 1) =2+ iV2y+ 1V22 - V2 =0,

coz lze jednoduseji napsat jako v2z + y + z = 2. Normalu pak popisuji rovnice

:vzx/iyaxzx/iz.

™) Vyraz by mél limitu +oo, kdybychom ze svych tvah nevylouéili nekoneéné limity.
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Cviceni

Pro kazdou z dale uvedenych funkci f najdéte defini¢ni obor a maximalni mno-
zinu Q, v niz je f hladkou nadplochou. Pro kazdy z uvedenych bodid a najdéte
parametricky popis a rovnici (rovnice) teéné a normélové nadroviny nadplochy f

v bodé a.®) Body z R?, R3 a R* znac¢ime (x,y), (z,y,2) a

Krivky

15.01°.
15.02°.
15.03°.
15.04°.
15.05°.
15.06°.
15.07°.
15.08°.
15.09°.
15.10°.
15.11°,
15.12°,
15.13°.
15.14°.
15.15°.

15.16°.
15.17°.

(5517 x2,T3, £C4)-

f(t) = a=
(2cost,3sint) (elipsa) 3T, —&T
(t —sint, 1 — cost) (cykloida) —im i
(2cost + cos2t,2sint + sin 2t) (kardioida) im,—ir
(3cost + cos 3t,3sint — sin3t) (astroida) im 3r
e cost,e sint ogaritmicka spirala ST, T
(¢! cost,e'sint) (logaritmickd spiréla) 5T,
(lgtsint lgtcost) 1,e
( 1P+ 1) (Descartuv list) -2,0
co st—l—sm sint 4+ cos 2t) (trojliste =T
( 2t,sint 2t) (trojlistek) 0,3
( Ccos t) (Dioklova kissoida) 37, 5T
(t,t— | sint]) imoim
(Vcos 2t cost, Vcos2t sint) (lemniskata) im,—tm
cos 2t, cos 2t tgt) (strotoida ST, — 5T
(cos2t, cos 2t tg ) (strofoida) Lr, -1
cost + sin sint 4+ cos 3t) (ctytliste ST, — =T
( 3t,sint + cos3t) (ctyHlistek) -
cost,tsint rchimedova spirala ST
(tcost,tsint) (Archimedova spirla) 0,3
cost + 1)cost,(2cost+ 1)sint ST, T
(2cost + 1) cost, (2cost + 1)sint) im,
(Pascalova zévitnice)
2cost,3sint, —t elipticka zavitnice inw
( p ST
cost,sint,sintcost 7,27
( ) ¥

8) K tomu je nutné znat f(a) a piislusné teéné a normalové vektory. Protoze sestavit z nich
parametricky popis zadanych nadrovin je triviadlni a protoze nechci rozsah knihy netimérné zvétso-
vat, najde ¢tenaf v seznamu FeSeni jen koeficienty rovnic vSech téchto nadrovin (které se slozkami

teénych a normalovych vektor zndmym zpusobem souvisi).
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15.18°.
15.19°.
15.20°.
15.21°,
15.22°,
15.23°.
15.24°,
15.25°.

15.26
15.27

15.29
15.30

Plochy

15.31°.
15.32°,
15.33°,
15.34°,
15.35°.
15.36°.
15.37°.
15.38°.
15.39°,
15.40°.
15.41°.

- (
- (
15.28. (
- (
- (

sint,sin? t, sin® t)
262 - 1,124+ 1)

arcsint, arccost, t?)

sin?t, cos? t, sin t cost)
arctgt,lg (1 + t?), arccotgt)
t —sint, 1 — cost,sint)

(
(
(
(
(
(
(
(

lgt cost, cos 27t sin 27t)

t, 12,13, 1Y)

1—sint,2 —sin2¢,3 — sin 3¢, 4 — sin 4t)

arctgt,arctgt ', 1g (1 + t2),1g(1 + %))

lgt, tlgt, tlg*t, t*1g? t)

sin7t, cos t, e’ sin 7t ' cos t)
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15.42°,
15.43°,
15.44°,
15.45°,
15.46°.
15.47°.
15.48°.
15.49°,
15.50°.
15.51°.
15.52°.
15.53°.
15.54°,

15.55°.
15.56°.

15.57°.

15.58°.

15.59°.

15.60°.

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(¢
(
(
(
(
(

(1+|ul)cosv, (1 + |ul])sinv, |ul)

sin u sin v, sin u cos v, COS U COS ’U)

e

e

ue’ ’LL’UG

u+v

’U.'U —+v

e e’ et —e)
'U.'U)

v ve")

lg(1+u+v),lg(l—u+v),lg(l+u—v))

arctg u, lg (uv), arctg v)
arctg (uv

arccotg (uv), arccotg (uv

1, 1g(1 + uw), arctg (u

~lv))

—1), arccotg (u

cosv,sinv,u) (valec z? 4 4> = 1)

ucosv,usinv,u) (kuzel 22+ y? = 2?)

vsinu,vcosu,v?) (paraboloid z? + 4% = 2)

4 cosu cosv,3sinu cosv, 2sinv)

elipsoid (3

cosh v, sinh v, u)

piil hyperbolického valce 2% — y* = 1)

u cosh v, u sinh v, u?)

4st hyperbolického paraboloidu 2% — 3% = 2)

2)* + (39)* + (3

cosh? v, sinhw,u) (parabolicky vélec z =y + 1)

2)*=1)

cos u cosh v, sin u cosh v, sinh v)

1-dilny hyperboloid 2% + y* — 2% = 1)

cosh u cosh v, sinh u cosh v, sinh v)

piil 2-dilného hyperboloidu z? — 3% — 2% = 1)

(3 + cosu) cosv, (3 + cosu)sinv,sinu) (anuloid)

15.61. (usinv, v sinu,u cosv, v cosu)

15.62. (u +v,u — v, uv,uv 1)

15.63. (u®, u?v, uv?, v?)
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(

( 57§
(0,0), (1,-1)
(1,1), (-1,1)
(1,1), (-1,1)
(1,1), (4,4)
(1,1), (-1,-1)
(1,1), (V3,V3)
(1,-1), (—V3,1)
(1,47, (1, —1n)
(1,37), (=1, —3m)
(0,1), (7, -1)
(37, §m), (—3m, 3m)

(2,0) (1,-1)
(0,1),(1,-1)
(-1,0), (1,-1)

(-1,0), (0,-1)
(%w,éw) (%7‘(,—%7‘()



2

15.64. (uv~ v,u? —v? u? +0?)

(
15.65. (si
15.66. (arctgu, arctgv, arctg (uv™ '), arctg (u™'v))
15.67. (Ig (u +v),lg(u — v),1g(uw),lg(uv™1))
15.68. (arctgu, arctgv,lg (1 + u?),1g(1 + v?))
15.69. (
(

15.70. ((1 4 u?) cos v, (1 + u?) sin v,

sin (u 4 v), cos (u + v), sin (u — v), cos (u — v))

sin u sinh v, sin u cosh v, cos u sinh v, cos u cosh v)

(1,2), (1,1)

(7. 57), (37 —§)
(1,-1), (V3,1)
(2,1), (3,1)

(1,1), (—V3,-V3)
(m,1), (=37, 1)

(14 v*) cosmu, (L4 v*)sinTu) (1,3), (-1,-1)

KF¥ivé prostory

flu,v,w) =

1

15.71. (vow, uwvw ™ u(vw) ™!, (vow) ™)

15.72. (arctg (vvw™1),1gu,lgv,lgw)

15.73.

(u cosw, usinw, v cosw, v sin w)
15.74. (usinvsinw, u sinv cos w,
U COS v sin w, 1 cos v cos W)

15.75. (cosu cosv cos w, sin u cos v cos w,
sin v cos w, sin w)

(jednotkova sféra v R*)

X 3k X%

(1,1,1), (=2,1,-1)
(1,1,1), (2,1,2)

(15 _la %ﬂ-)v (27 15 _%ﬂ-)

Pro kazdou z nésledujicich standardnich rovnic grafi najdéte 1) standardni pa-
rametricky popis pfislusné nadplochy (kiivky, plochy, kiivého trojrozmérného pro-
storu), 2) maximdlni mnozinu, v niz je hladka, 3) parametricky popis a rovnici
(rovnice) tecné a normdlové nadroviny v pfedepsaném bodé a.

Grafy
rovnice:
15.76°. y = arcsinz

15.77°. y = arccos(1 — sin®* z)?
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15.78°.
15.79°.
15.80°.
15.81°.
15.82°.
15.83°.
15.84°.
15.85°.
15.86°.

15.87°.
15.88°.

15.89°.
15.90°.
15.91°.

15.92°.

15.93°.
15.94°.
15.95.
15.96.
15.97.

15.98.
15.99.

15.100.

T =y
x=+/1-—1y>?

(y.2) = (@, 2°)

(z,y) = (arcsin z, arccos 2)
(z,y) = (arctg z, arccotg z)
(z,2) = (cos?y,sin? )
(y, z) = (sinhz, cosh x)
(z2, 73, 74) = (23,23, 2]
(z1,20,24) = (g x3,1g% x3,1g% 23)

(z1,29,23) = (|wa — 1], |24 — 2|, |24 — 3])

z=1/1+ 22 —y?
. x? + 22
y= T2 — 22
y:’/CCQ—'—ZQ
T =\/yz
z = arccos(zy)
sin(x + 2)
~ sin(z — 2)

x=lg(1+y*+2%) +arctg(y + 2)

(1, 23) = (Vo — x4, VT2 +24)

T4

(x1,22) = (sinﬂ, COS—)
T

(21, 24) = (g (1 + 23

£C4=\/1—SC%—SC§—$§

o3 — a2
T2 = 3 2
Ty — )
ZT2T3
T = arctg
Ty

—a3), lg(1 — 23 + 23))
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(5,4), (10,-6)
(172)’ (%’_%)
(1,1), (3,-3)



Reseni

Uzivame tyto zkratky: T — teéna, TR — te¢né rovina, TP — te¢ny (trojrozmérny)
prostor, N — norméala, NR — normélovéa rovina, NP — normélovy (trojrozmérny)
prostor.

V seznamu feSeni Cv.13.01—13.15 nasleduje za informaci o D(f), 2, za stfed-
nikem a za ,1) T:“ trojice ¢&isel aq, 31,71, pro niz je axx + f1y + 71 = 0 rovnice
teény, za ,N:* dalsi trojice asg, B2, v2, pro niz je asx + P2y +y2 = 0 rovnice normaly,
a to v prvnim z bodi a; pak jsou uvedeny analogické dvé trojice Cisel pro druhy
zbodi a. Je-li T = f'(a) = (t1,t2) tefny vektor, klademe N := (—tq, t1), takZze baze
{T, N} je vzdy kladnd. Vektory (a1, 1), (az,B2) jsou kladngmi nasobky vektort
N, T volenymi tak, aby rovnice te¢ny a normaly byly co nejjednodussi.

15.01. D(f) = Q = R;

1) T: —v3,-2,4V3; N: —4,2V/3,-5; 2) T: —3V3,2,12; N:4,6V3,5V3.
15.02. D(f)=R; Q=R —{2km; kcZ};

) T:1,vV2 -1,2(1-v2) + im N:v2 - 1,-1,3(V2 - 1)m;

2) T:1,1,-2—37; N:1,-1,-37.
15.03. D(f)=R; Q=R—{(2k—-1)m; ke Z};

1) T:1,-1,3; N: —1,-1,1; 2) T: —1,14+v2,3(1++v2); N: 1+v2,1,-1.
15.04. D(f) =R; Q=R —{3km; ke Z};

DT: —1,-v3,2v3; N: —+/3,1,4; 2) T: 1,-1,2v2; N: —1,—1,0.
15.05. D(f) = Q = R;

DT: —1,-1,e™%; N: —1,1,—e™/?; 2) T:1,—1,€"™; N: —1,—1,—€".
15.06. D(f) = Q =R, ;

1) T: —cosl,sinl,0; N: sinl, cosl,0;

2) T: esine — cose,ecose +sine, —e; N: ecose +sine,cose —esine, —1.
15.07. D(f) = Q=R — {-1};

1) T:20,17,4; N: 119, —140,—114; 2) T: 0,1,0; N: 1,0,0.
15.08. D(f) = Q = R;

1) T: —1,2,—-1; N:2,1,-3; 2) T: V3,1, —4; N: 1,—/3,0.
15.09. D(f) =R — {km; ke Z}; Q=R —{1km; ke Z};

1) T: 6v3,-10,1; N: —10v/3,-18,7; 2) T: 2,—4,1; N: —4,-2,3.
15.10. D(f)=R; Q=R —{km; ke Z};

1) T: —1,2,vV3 — iy N:4,2,v3 —2r;

2) T:3-2v3,2V3,v3 — 1m; N:12,6(2—/3),3(2 - V3) + (V3 — 4)r.
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15.11. D(/) = |J (k= . (b + Dm); @ = ([ (k= D (b + Dym);

kel kel

1) T:0,-2v2,1; N: —2v2,0,v3; 2) T:0,2v2,1; N: 2v2,0, /3.
15.12. D(f) =Q=R—- {3 2k - )m; ke Z};

1) T:1,-1,0; N: —1,-1,0; 2) T:5,v3,1; N: V3, -5,3V3.
15.13. D(f) = Q = R;

DT: —1,-6-v3,2(v/3 -2); N: —6—+3,1,4;

2) T: —6—+3,1,2(vV3—2); N: 1,6 +3,4.
15.14. D(f) = Q = R;

1) T:0,1,0; N:1,0,0; 2) T: —4,—27,7%; N: —m,2, —7.
15.15. D(f) = Q = R;

1) T:1,-3v3,8; N: —3v3,-1,4V3; 2) T: —1,0,1; N:0,1,0.

Béze zaméieni roviny v R3 neni uréena jednozna¢né. Ctendfovy vysledky by
mély souhlasit s vysledky uvedenymi zde, odvodi-li je timto postupem: Spliiuje-
li teény vektor T = (t1,t2,t3) podminku ¢3 + t2 > 0, polozi N = (—t2,t1,0);
je-li t; = to = 0, polozi N! = (—t3,0,0). V obou piipadech pak bude definovat
N2%:=T x N}, takze baze {T, N, N2} bude ortogonalni a kladna.

Reseni Cv.15.16 —15.25 jsou uspoiadéna podobné jako dosud, misto trojic &isel
a, 8,7 uréujicich pfimku v R? o rovnici ax + By + v = 0 vak zde jsou ¢tvefice
a, 3,7, koeficientt rovnic ax + Sy + vz +J = 0 rovin v R3. Piimka v R? je uréena
dvéma rovnicemi, protoze je prunikem dvou rovin; ¢tverice prislusnych koeficienti
jsou oddéleny znakem A logické konjunkce. Vétsina ctveric koeficientt byla vhodnym
kladngm faktorem upravena na jednodussi tvar.

15.16. D(f) = Q = R;

1) T: —3,-2V3,0,12A4v3,-6,42,5v3 — 7r; NR: —4v/3,6,2,—5V3 — im;

2) T:1,0,0,2A0,1,6,—37; NR: 0,—6,1, — 7.
15.17. D(f) = Q = R;

1) T:1,0,0,1A0,1,1,0; NR: 0,—1,1,0;

2) T: v3,-1,0,2A1,v3,4,v/3; NR: —4,—4V/3,4,V/3.
15.18. D(f) =R; Q=R —{3(2k — L)m; k € Z};

1) T:0,—1,0,0A0,0,1,0; NR: —1,0,0,0;

2) T:4,4,0,1A—12,12,32, —5; NR: 32, —32,24,27.
15.19. D(f) =R; Q@ =R — {0};

1) T: —3,2,0,3A—6,-9,13,-20; NR: 2,3,3, —8;

2) T: —9,2,0,29 A —18, —81,85, —112; NR: 2,9,9, —504.
15.20. D(f) = (-1,1); Q= (-1,1);
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1) T:1,1,0,—37 A —3,3,4v3,—V3 — i7; NR: 8,-8,4v3, 47 — V/3;
2) T:1,1,0,—37 A —1,1,2,—1; NR: 2,-2,2, —1.
15.21. D(f) = Q = R;
1)T: —1,-1,0,1A1,-1,2v3,2; NR: —4v3,4V3,4, —/3;
2) T: —1,-1,0,1A—1,1,2v3,2; NR: —4v/3,4v3,-4,V3.
15.22. D(f) = Q =R;
1) T:0,1,0,0A1,0,1,—37; NR:1,0,-1,3m;
2) T: —6,v3,0,2r — V3 1g4 A 2,4V/3,26, —5m — 4v/3 1g4;
NR: 3,6v3, -3, —6V31g4 — ir.
15.23. D(f) = Q = R;
1) T:0,1,0,—2A1,0,2,—7; NR:2,0,—1, —27;
2) T:2,2,0,m—4A0,0,1,1; NR: 2,-2,0,7.
15.24. D(f) = Q = R;
1) T:1,-1,0,—1A0,0,1,—1; NR: —1,—1,0,3;
2) T: —2,0,0,—3v3 A0,-2,0,3; NR: 0,0,2,v/3.
15.25. D(f) = Q =R, ;
1) T:0,—1,0,1A27,0,1,0; NR: — 1,0, 2n,0;
2) T:0,1,0,—1A—4m,0,1,471g2; NR: 1,0, 47, —1g2.

Teéné vektory T = (t1,ta,t3,t4) vSech péti uvedenych kiivek v R* spliiuji ne-
rovnosti 2 + 2 > 0, t% + 12 > 0; bylo proto mozné polozit N1 = (—t3,%1,0,0),
N2 = (0,0,—t4,t3), N> = —T x N!' x N2, coz zarudilo, ze ortogonalni baze
{T,N*, N2, N3} je kladna. Koeficientii uréujicich trojrozmérnou nadrovinu je pét,
teCna je prunikem tii nadrovin, a je proto urcena tfemi péticemi koeficientt.

15.26. D(f) = Q = R;
1) T: —4,1,0,0,4A0,0,—8,3,16 A 292, 1168, —51, —136, —2672;
NP: 1,4,12,32, —626;
2) T:2,1,0,0,1A0,0,4,3,1A5,5,—10,4,8; NP: 1,-2,3,—4,10.
15.27. D(f) = Q = R;
1) T: —1,0,0,0,0A0,0,1,0,—4A0,2,0,1,—8; NP: 0,1,0,—2,6;
2) T: —4,-2,0,0,843V3 A0,0,—4,6,3V3 — 12 A —26, —26,52, —10,7 — 18V/3 ;
NP: —2,4,12,8,3V3 — 74.
15.28. D(f) = Q2 =R — {0};
1) T:1,1,0,0, —27 A0,0,1,1,~1g4 A 2,~2,-1,1,0; NP: 1, -1,2,-2,0;
2) T:1,1,0,0,17 70,0, -1,-1,1g4 A 2,2, -2, -1,0; NP: 1,~1,-2,2,0.
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15.29. D(f) = Q =Ry;

1)T: —1,1,0,0,0A0,0,—-1,0,0A1,1,0,—1,0; NP:1,1,0,2,0;
2) T:0,e,0,0,1A0,0,2¢, —e? —4 N4+ e, 4+ ¢%,0,2e2%,8;

NP: e, 0, —e3, —2¢%, et + e? — 4.

15.30. D(f) =Q =R;

1) T:0,1,0,0,—1A1,0,—1,7,—7 AL+ 720, -7, —m,m; NP: 70,7, 1,—1;
2) T:0,1,0,0,—1A0,0,—e? e*m,—m A1+ 7% 1+ 720, —e?n, m;

NP: e*r,0,e?m, e?, —1.

V feseni Cv.15.31—-15.60 je rovina ax + By + vz + § = 0 urcena &tyfmi koefici-
enty «, 3,7, d, pfiemz normdlovy vektor N = («, §,7) je vzdy kladnym nésobkem
vektorového souc¢inu T x T?; norméla k plose je priinikem dvou rovin, piislusné
¢tverice koeficientl jsou oddéleny znakem A.

15.31. D(f) = Q = R?;

1) TR: —1,1,2,1; N: 1,1,0,—-1A0,2,—-1,-3;
2) TR: 3,1,—2,—1; N: 1,1,2, -7A0,—-2,—1,6.
15.32. D(f) = Q = R?;
1) TR: 15,9,—-2,—-36; N: 1,1,12, -112A 1,-1,3,—29;
2) TR: 3,0,-1,0; N: 1,1,3,—-2A1,-1,3,2.
15.33. D(f) =R?% Q=R?*—{(0,0)};
1) TR: —3,-3,2,2; N: 1,1,3,-8A —1,3,3,—12;
2) TR: 0,1,-1,0; N: 3,-1,-1,-6 A —1,-1,—1,2.
15.34. D(f) =R% Q= {(u,v); u #v};
1) TR: 12,-3,-2,13; N: 1,2,3,12A1,—4,12,105;
2) TR: —12,-3,2,13; N: 1,—-2,3,—-12A1,4,12,-105.

15.35. D(f) = Q = {(u,v); u A0 # v};

1) TR: —2,0,—1,-2; N: —1,-1,2,0A—-1,0,2,—1;

2) TR: 16,6,—1,—17; N: 2,—4,8,27T A —2,0. — 32, —95.
15.36. D(f) = Q= {(u,v); u #0# v};

1) TR: 0,—4,-1,4; N: —8,—-2,8 —7A0,2,—8,15;

2) TR: 0,—1,-1,2; N:8,1,—-1,-32A0,-1,1,0.

15.37. D(f) = Q = {(u,v); uv > 0};

1) TR: 2,1,-3,-3; N: 1,1,1,-2A2,—-1,1,—-1;
2) TR: 2,-1,6,6(1—1g2); N:2,—-2,—1,8+1g2A4,2,-1,4+1g2.

15.38. D(f) = Q = {(u,v); |v| <u};

1) TR: 1,1,—1,0; N: 1,3,4,—51g3 A 1,-3,—-2,1g3;
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2) TR: 1,1,—1,0; N: 5,1,6,—71g5 A5, —1,4, —31g5.
15.39. D(f) =R?*; Q= {(u,v); u #0};
1) TR: 0,7,1,—7; N: 2,1, —7,-3A0,1,—7,—1;
2) TR: 0,7, 1,—7; N: 4,8 —81,—9A0,1,—m, —1.
15.40. D(f) =R* Q=R*—{(32m+ )m, 2 2n+ 1)m); me Z, n € Z};
1) TR: —1,1,1,0; N: 1,0,1,0A0,1,—1,0;
2) TR: 0,—-1,0,1; N: —1,0,1,—27 A0,0,—1, 7.
15.41. D(f) = Q = R?;
1) TR: 1,0,0,1; N: 0,1,1, =37 A0, —1,1, —37;
2) TR: 0,—1,0,1; N: 1,0,1, =37 A —1,0,1, — 3.
15.42. D(f) =R?; Q = {(u,v); u#0};
1) TR:0,-1,1,1; N: 0,1,1,—1 — 7 A —1,0,0,0;
2) TR: 1,0,1,1; N: —1,0,1,—1—27 A 0,—1,0,0.
15.43. D(f) =R?*; Q=R>— {(dmm, Imr 4+ nn); me Z, n e Z};
1) TR: —1,-1,0,v/2; N:0,0,—1,0A1,—1,0,0;
2) TR: —v/3,-2,—V3,3; N:4,4V3,-12, -3 A 12, -4V3,—4, /3.
15.44. D(f) = Q = R?;
1)TR: —1,1,0,—1; N: 1,1,1,-3A1,1,—-1,-3;
2) TR: —1,cosh1, —sinh1,—1; N: 1,e,e,—1—2e* Ae? e, —e, -2 — 2.
15.45. D(f) = Q = R?;
1) TR: —¢,1,0,0; N:e,e?,1, -1 —e* —e* ne,e?, —1,1— e — ¢
2) TR: —1,0,¢,0; N: e e* e? -1 —e? —e* A —e? et —e?, 1 +e? — e,
15.46. D(f) = Q = R?;
1) TR: 1,0,—1,0; N:e,2,e, -2 —2¢* A 1,0,1, —2¢;
2) TR: 0,—¢2,0,—1; N: e 0,e,e* —1A—¢%0,¢e,—e* — 1.
1547. D(f) =Q={(w,v);u+v+1>0,u—1<v<u+1};
1) TR: 0,1,1,0; N: 1,—3,3,—1g3A1,3,—3,—1g3;
2) TR: 0,1,1,0; N: 1,—9,9,—1g9A1,9,—9, —1g9.
15.48. D(f) = Q = {(u,v); uv > 0};
1) TR: 2,-1,2,—m; N:1,2,0,—37 A 0,2,1, —37;
2) TR: —2,-1,-2,—7; N: 1,-2,0,37 A 0,-2,1, I7.
15.49. D(f) = Q= {(v,v); 1 +uv >0, u#0#v};
1) TR: 1,0,1,—%71'; N:1,1,-1,—-Ig2A-1,1,1, - 1g2;
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2) TR: 1,0,1,—3m; N:2,3,-2,—31lg4 A —2,3,2, ~31g4.
15.50. D(f) = Q = {(u,v); u #0# v};
1) TR: 0,1,1,—%7‘!’; N: 1,1,—1,—%7‘(/\ —1,1,—1,%7‘(;
2) TR: 0,1,1,—3m; N: —1,-1,1,7A1,—1,1,—27.
15.51. D(f) = Q = R?;
1) TR: —/3,-1,0,2; N:0,0,1,—1 A —1,/3,0,0;
2) TR: —1,1,0,v/2; N:0,0,1,1A1,1,0,0.
15.52. D(f) =R?*; Q= {(u,v); u #0};
1) TR: —1,-1,v2,0; N: 1,1,v2,-2v2 A —1,1,0,0;
2) TR: 1,—v3,-2,0; N: 1,—/3,2,4A —/3,-1,0,0.
15.53. D(f) =R?*; Q= {(u,v); v #0}
1) TR: 0,—2,1,1; N: 1,0,0,0A0,1,2,-3;
2) TR: —v2,—v2,-1,-1; N: —1,1,0,0A 1,1, —2v2,3V2.
15.54. D(f) =R?*; Q= {(u,v); v # 37 mod };
1) TR: 0,2,v3,—4v3; N: —1,0,0,0A0,—2V3,4,5;
2) TR: V/3,—4,12,-16v3; N: 16,4v3,0,—7 A —16V/3,36,16,27V/3..
15.55. D(f) = Q = R?;
1) TR: —1,0,0,1; N: 0,0,1,—2A0,1,0,0;
2) TR: —cosh1, —sinh2,0, (1 — sinh®1) cosh 1;
N:0,0,1,—1 A —2sinh1,1,0, (14 2cosh?1)sinh1.
15.56. D(f) = Q = R?;
1) TR: —coshl,sinh1,0,1; N: 0,0,1,0 A sinh1,cosh1,0, — sinh 2;
2) TR: —coshl,—sinh1,0,1; N: 0,0,1,—1 A —sinh1, cosh1,0,sinh2.
15.57. D(f) =R?*; Q = {(u,v); u #0};
1) TR: —2,0,—1,—1; N: 1,0,—2,3A0,—1,0,0;
2) TR: —2cosh1,—2sinh1,1,1;
N: cosh1,—sinh1,2,—1 — 2cosh?1 A —sinh1,cosh1,0,sinh2.
15.58. D(f) = Q = R?;
1) TR: 0,cosh1, —sinh1,—1; N: —1,0,0,0 A 0,sinh 1, cosh1, — sinh 2;
2) TR: cosh1,—cosh1,v2sinh1, —v?2;
N:1,1,0,0 A —sinh1,sinh1,v2 cosh1,v/2 sinh2.
15.59. D(f) = Q = R?;
1) TR: cosh1,sinh1,0,—1; N: —sinh1,cosh1,0,sinh2A0,0,1,0;
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2) TR: cosh1,0,sinh1,—1; N:0,1,0,0 A —sinh 1,0, cosh1,sinh 2.
15.60. D(f) = Q = R?;

1) TR: 0,0,—-1,1; N: 0,—1,0,3A—1,0,0,0;

2) TR: 0,1,-1,3++v2; N:0,1,1,3A1,0,0,0.

Trojrozmérné nadroviny o121 + ass + asrs + asxs + a5 = 0 jsou ve cvicenich
15.61—15.70 urCeny péti koeficienty aj, ..., as, tecné i norméalové roviny jsou pri-
niky dvou takovych nadrovin. Prvni ¢tvefice koeficient rovnic normalovych rovin
jsou v dalsim vZdy kladnymi nasobky vektortt 7%, T2. Chceme-li te¢né roviny po-
pisovat co nejjednoduseji, je nutny individudlni pfistup k hledani vektort N, N2.
Nékdy je aspon jeden z téchto vektort patrny na prvni pohled, jindy nezbyva nez
fesit rovnice (T - N) =0, (T? - N) = 0; méame-li jiz N, lze definovat N? jako zd-
porny nasobek vektorového souéinu T x T2 x N1, jehoz vypocet miize oviem chvilku
trvat. Bez ohledu na metodu hledéni vektortt N1, N2 je baze {T*, T2 N*', N2} dile
uvedenych vektort vzdy kladna.

15.61. D(f) = Q = R?;

1) TR: V2, —m, V2,0, iﬂ'Q A =V2m,0,—V2m, —8,7%;
NR: \/5,0,\/5,—%#, —T AV2m, 4, =270, —;

2) TR: 0,0,2m,2, 7% A =2, —7,0,0, —7%; NR: 0,0, 2,271, —7 A —,2,0,0, 27.
15.62. D(f) = Q = {(u,v); v #0};

1) TR: 2,2,—1,-4,0A11,1,-8,8,—20; NR: 4,4,8,2, —25 A 8, —8,8, —2, —4T;

2) TR:2,1,1,2,2A2,-1,1,—-2,6; NR: 2,2, —4, —1,25 A 2, —2, —4,1,23.
15.63. D(f) = Q = R — {(0,0)};

1) TR: 1,2,1,0,0A —2,—1,4,3,0 NR: 3,-2,1,0,—6A0,1,-2,3,6;

2) TR: 4,0,—3,1,0A —4,8,—5,1,0; NR: 3,4,4,0,—27A0,1,4,12, —114.
15.64. D(f) =Q = {(u,v); u Z0# v};

1) TR: 4,1,0,0, —4 A —32,128,85, 51, —240;
NR: 2,-8,8,8, —1 A —2,8, —32,32, —271;

2) TR: 1,1,0,0,—2A —1,1,1,0,0; NR: —1,1,2,2, —4A—1,1,-2,2, —4.
15.65. D(f) = Q = R?;

1) TR: 1,—1,0,0,—v2 A 0,0, —1,1, —/2;
NR: —1,-1,1,1,0A—1,-1,—1,—1,0;

2) TR: 1,v/3,0,0,—2A0,0,1,0,—1; NR: v3,-1,0,—-2,0AV/3,-1,0,2,0.
15.66. D(f) = Q = {(u,v); u #0#v};

1) TR: 0,0,1,1, 37 A —2,-2,—1,1,0; NR: 1,0,—1,1,— 37 A 0,1, —1,1, 3m;

2) TR: 0,0,2,2, -7 A8, —4V3, —4,4, (V3 — 2)7;
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NR: 1,0,1,—1,—i7 A 0,4v3,-6,6,(1 — V3)7.
15.67. D(f) =Q = {(u,v); u>0,0<v <u};
1) TR: —3,—-1,-1,1,-31g3 A —3,-5,4,8,3(1g3 — 41g2);
NR: 2,6,3,3,—2(1g3 +31g2) A 1,-3,3,-3, —1g3;
2) TR: 0,—-2,1,2,21g2 — 31g3 A —36,8,14,1,641g2 — 151g 3;
NR: 3,6,4,4,—121g2 — 81g3 A 1,—-2,4,—4,0.
15.68. D(f) = Q = R?;
1) TR:2,0,-1,0,1g2 — 17 7 0,2,0,—1,1g2 — im;
NR:1,0,2,0,—47 —1g4A0,1,0,2, — 37 — Ig4;
2) TR: 6,0,v3,0,27 — V3 1g4 A 0,6,0,V3, 21 — V3 1g4;
NR: 1,0,-2v3,0, 17 +2v31g410,1,0,-2v3, 17 + 23 Ig4.
15.69. D(f) = Q = R?;
1) TR: 0,0,sinh1, —coshl, =1 A1 +e? +e* +e8 1 —e?+e* —¢%0,0,0;
NR: —sinh1,—cosh1,0,0,0A0,0,—coshl, —sinh1, —sinh2;
2) TR: sinh1,cosh1,0,0,1A0,0,14e? +e? +¢eb —1+¢% — e +€%,0;
NR: 0,0, —sinh1,cosh1,0 A —cosh1,sinh 1,0, 0,sinh 2.
15.70. D(f) = Q = R?;
1) TR: — 1,0,271',0,%w/\O,SW,O,S,—lOW;
NR: 0,2,0,— 27, —4 A —27,0,—1,0, —2;
2) TR: 7,0,0,1,27r A 0,1, 7,0,27; NR: 1,0,0,—7,2A0,—m,1,0,2.
V nésledujicich péti ptikladech ma kiivy prostor v bodé a trojrozmérnou te¢nou

nadrovinu a jeho normala je prinikem tii trojrozmérnych nadrovin. Normalovy
vektor je vzdy zapornym nasobkem vektoru T! x T2 x T'3.

15.71. D(f) = Q = {(u,v,w); uvw # 0};
1) TP: —1,0,0,—-1,2; N:1,1,1,—-1,-2A1,1,-1,—-1,0A 1,—-1,-1,-1,2;
2) TP: —1,0,0,—4,4; N: —8,—8,-8,2,47A8,8 —8, -2, —15A —8,8,8,2, —17.
15.72. D(f) = Q =R? ;
1) TP: —2,1,1,—-1,4m; N: 1,2,0,0,— 27 A 1,0,2,0,—37 A —1,0,0,2, I7;
2) TP: —2,1,1,-1, 3m;
N:1,2,0,0,—37 —21g2A1,0,2,0,—37 A —1,0,0,2, 37 — 21g 2.
15.73. D(f) =R3; Q@ =R3 — {(0,0,w); w € R};
1) TP: V3, -1,v/3,-1,0; N: 1,v/3,0,0,—-2A0,0,1,v/3,2 A —v3,1,v/3,-1,0;
2) TP: 1,V3,-2,-2V/3,0;
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N:v3,-1,0,0,—4A0,0,v/3,-1,-2A2,2v3,1,v3,0.
15.74. D(f) =R3; Q = {(u,v,w); u#0};
1) TP: —/3,3,-1,V3,0;
N: —v3,-1,3,V3,-4A3,v3,V3,1,0A —1,V3,V3,-3,0;
2) TP: 0,0,1,v/3,0; N: —+/3,1,0,0,2A0,0,—v3,1,0 A —1,—/3,0,0,0.
15.75. D(f) =R?*; Q= {(u,v,w); v # 37 mod 7, w # 17 mod 7};
1) TP: —V3,-1,-2,-2V6,4V?2;
N: —1,v/3,0,0,0A —v3,-1,2,0,0 A —3, -3, —2v/3,2v/2,0;
2) TP: —3,v/3,0,—2,4; N: 1,4/3,0,0,0A0,0,1,0,0 A —v3,1,0,2V/3,0.

V feSeni cviceni 15.76 —15.100 je pro kazdou standardni rovnici grafu f uveden
piislusny standardni parametricky popis G, jeho defini¢ni obor a maximalni mno-
zinu 2, v némz je popis hladky; pak nasleduji posloupnosti koeficientii rovnic te¢né
a normalové nadroviny pro obé volby bodu a. V pfipadech, kdy normélova nadro-
vina nadplochy mé dimenzi 2 nebo 3, bylo vhodné najit co nejjednodussi normalové
vektory; omlouvam se proto ¢tenaitim, ze jsem pfi jejich hledani neuzival vzdy tyz

algoritmus, a to ani kdyz slo o ptiklady téhoz typu.

15.76. (x,arcsinz); D(Gy) = (-1,1); Q= (-1,1);
1) T: —6,3,3vV3 —m; N: 6,12, —3V3 — 4r;
2) T: —4v2,4,m—4; N: 22 4,74 2.
15.77. (z,arccos (1 — sin* z)?); D(Gy) = Q =R;
1) T:0,1,0; N: 1,0,0; 2) T: 0,2, —7; N:2,0,—7.
15.78. (\/7,y); D(Gs) = (0,400); Q=R ;
1)T: —2,1,1; N:1,2,-3; 2) T: —2v2,1,2; N: 1,2v2, —5v2.
15.79. (V1 —y?,y); D(Gy) =(-1,1); @ =(-1,1);
1)T: —2v2,-1,3; N: —1,2v2,0; 2) T: —+v3,-1,2; N: —1,/3,0.
15.80. (z,2%/3 2°/3); D(Gf) = Q =R;
1) T:4,3,0,1A—3,4,5,—2; NR: 3,—4,5,12;
2) T: —8,3,0,16 A —60, —160,73,704; NR: 3,8,20, —792.
15.81. (arcsinz,arccosz, z); D(Gy) = (—1,1); Q= (-1,1);
1) T:1,1,0,— 37 A —3,3,4v3,2V3 — 5m; NR: 4,-4,2v3,V3 + ¥r;
2) T:1,1,0,—47 A —1,1,2v2,-2; NR: 2,-2,V2, 1.
15.82. (arctg z,arccotg z, z); D(Gy) = N =R;
1) T:1,1,0,—37A—1,1,1,1—7; NR: 1,-1,2,2+ 7;
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2) T:1,1,0,—37 A —2,2,1,47 —v3; NR: 1,-1,4,—4V3 — 7.
15.83. (cos® Y, y,sin? y); D(Gy) =2 =R;

1) T: —2,-2,0,1+ 37 A2,-2,4,37—3; NR: —1,1,1, —3m;

2) T:1,0,1,-1A2V3,6,—2V3,57 — V3; NR: —2v3,4,2v3,V3 + Lr.
15.84. (z,sinh x,coshz); D(Gy) = Q2 =R;

1) T: —1,1,0,0A0,0,1,—1; NR: 1,1,0,0;

2) T: 0,sinh1,coshl,—1 A1, —coshl,—sinhl,1;
NR: 1,cosh1l, —sinh1,1 + sinh 2.
15.85. (21,22, 23, z7); D(Gy) =Q=R;

1) T: —2,1,0,0,1A0,0,—4,3,1A5,10,—3, -4, —8; NP: 1,2, 3,4, —10;

2) T:2,1,0,0,1A0,0,4,3,1A—5,10,3, -4, —8; NP:1,—2,3,—4,10.
15.86. (Ig x3,1g” x3, 3,1g° 23); D(Gf) = Q =Ry ;

1) T:0,1,0,0,0A0,0,0,1,0A1,0,—1,0,11; NP: 1,0,1,0, —1;

2) T:e,0,—1,0,0A0,3,0,—2,—1A —2,1,—3,e,1+2¢; NP: 1,2,¢,3,—6 — ¢2.
15.87. (|24 — 1|, |24 — 2|, |24 — 3],24); D(Gy) =R; Q=R —{1,2,3};

1) T:1,-1,0,0,1A0,0,1,1,—-3A1,1,—1,1,0; NP: —1,—1,—1,1,6;

2) T:1,1,0,0,—-1A0,0,1,1,-3A —1,1,-1,1,0; NP: 1,—1,—1,1,0.
15.88. (x,y,V/1+ 2% —¢?); D(Gy) = {(x,v); |y| < V1+2};

Q={(z,9); ly| <V1+a2?};

1) TR: —1,3,2v2,—4; N: 2v/2,0,1,—v2 A 0,2V2,-3,0;

2) TR: 1,—1,2,—2; N: 2,0,—1,2A0,2,1,0.

2 2
15.89. (. %z) DGf) = Q= {(z,2); 2 # +a};

1) TR: 0,—1,0,1; N:1,0,0,—2A0,0,1,0;
2) TR: 16, -9, -8, —15; N: 27,48,0,107 A 0, —24, 27, 14.
15.90. (z,V/2% + 22,2); D(Gy) =R2; Q=R?—{(0,0)};
1) TR: 3,-5,4,0; N:5,3,0,—30 A 0,4, 5, —40;
2) TR: —1,—v2,-1,0; N: v2,-1,0,2v2 A 0,-1,V2,2V2.
15.91. (\/yz,y,2); D(Gy) ={(y,2); yz =2 0}; Q={(y,2); y= > 0};
1) TR: 4,—-4,-1,0; N: 1,1,0,—6 A 1,0,4, —36;
2) TR: 12,9,4,0; N: —3,4,0,34A —1,0,3,33.
15.92. (z, y,arccos(zy)); D(Gy) ={(2,y); [zy| <1}; Q@ ={(2,y); [zy| <1};
1) TR: —2,v3,1,2v3 — 27; N: 1,0,2,—3v3 — 37 A 0,V3,-3,V3 + &r;
2) TR: 2v/3,-V/3,3,2(V3 —7); N:2v3,0,—4,v3 + 87 A 0,v3,1,-V3 — 2r.
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sin (z + 2)
sin(x — 2)
1) TR: 0,-1,0,1; N: 1,0,0,— 37 A 0,0,1, —7;
2) TR: —2,-1,0,1—m; N:1,-2,0,2+ 37 A0,0,1, —1m.
15.94. (Ig(1 + 9> + 2%) + arctg (y + 2),y,2); D(Gy) = Q = R?;
1) TR: 6,-7,-7,7— 37— 61g 3;
N:7,6,0,-3—Ir—71g2A7,0,6-3—Ir—7lg3;
2) TR: 3,-5,—-1,4—31g3; N:5,3,0,-3—-51g3A1,0,3,3—1g3.
15.95. (vVz2 — x4, 22, Vx2 + 24,24); D(Gy) = {(z2,24); |24 | < 22},
Q = {(22,24); [24| <2}
1) TR: 0,1,-6,1,9A —2,1,0,—1,1; NR: 3,6,1,0, =36 A —3,0,1,6, —24;
2) TR: 0,1,—4,1,4A —8,1,0,—1,16; NR: 1,8,2,0, =88 A —1,0,2,8,48.

15.96. (sinﬂx—%,coswx—m,m,m); D(Gy) =Q={(x3,24); x5 #0F# x4 };
1) TR: 1,0,0,0,E1A0,1,%,0,—1; NR:0,0,1,0,—1A0,0,0,1,—2;
2) TR: 1,0,0,0,—1 A 0,2V3, —47, —671,/3;
NR: 0,47,2v/3,0,27 — V3 A 0,97,0,3V3,V3 + 7.
15.97. (Ig(1 + 23 — 22), 22, 23, 1g (1 — 23 + 22));
D(Gy) = Q= {(w2,w3); 5 — a5 <1, 25 — a5 <1};
1) TR: 1,0,0,1,0 A —1,2,-2,0,0; NR: 2,1,0,—2,—-1A —2,0,1,2,—1;
2) TR: 1,0,0,1,0A —1,6,6,0,0; NR: 6,1,0,—6,—3 A 6,0,1,—6, 3.

15.93. (=, 2)5 D(Gp) = Q= {(r,2); 7 % = mod 7}

15.98. (1, 22, 23, \/1 —z? — 2% —22);
D(Gy) = {(z1, 22, 23); o] + 25 + 23 < 1}; Q= {(w1,22,23); 2 + 25 + 23 < 1};
1) TP: 1,1,1,1,-2; N: 1,0,0,—1,0A0,1,0,—1,0 A0,0,1, —1,0;
2) TP: —1,1,-1,1,-2; N: 1,0,0,1,0A0,1,0,—1,0A0,0,1,1,0.
2 — a2

1599 (,Tl, ﬁ,l‘&l}l); D(Gf) = Q = {(1‘1,$3,$4); T4 75 :|:£L'1};

1) TP: 0,4,-2,1,—1; N: 1,0,0,0,0A0,4,8,0,—9 A0, —4,0,16, —31;
2) TP: —1,4,1,0,0; N:4,1,0,0,4A0,—1,4,0,4A0,0,0,1,—3.

15.100. (arctg %,xg,xg,u); D(Gy) = Q= {(z2,x3,24); x4 #0};
4
1) TP: —4,—v3,-v3,-1,27 - V3;
N: —3,4v3,0,0,4v3 + 7 A —3,0,4v3,0,4V3 + 17 A —1,0,0,4, 17 — 4V/3;
2) TP: —4,-2,1,1,2—7;
N: —1,2,0,0,-2— 27 A1,0,4,0,17 +8A1,0,0,4, 17 — 8.
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16. Lokalni reseni rovnic

Definice. Zobrazeni metrického prostoru X do m.p. Y se nazyva oteviené, je-li
obrazem kazdé oteviené mnoziny G C X mnozina oteviend v Y.

Véta 16.1. Prosté zobrazeni F' : X —y, Y je oteviené, pravé kdy?z je jeho inverzni
zobrazeni F_, : Y — X spojité. Prosté spojité oteviené zobrazeni F : X —,, Y je
homeomorfni.

Definice. Nechf ¢ > p jsou pfirozend éisla, necht Q C R? je oteviend mnoZina
a necht zobrazeni F': Q — R? je tiidy C; v Q; fikdme, ze F je regularni v Q, je-li
hodnost matice F’(x) rovna p pro kazdé = € Q.

Poznamka 16.1. Je-li ¢ > p, je regularita F' totéz co hladkost nadplochy F'; je-li
g = p, je regularita ' v Q ekvivalentni s podminkou, Ze det F’ # 0 vsude v ().

Definice. Je-li 2 C R? oteviend mnozina, fikdme, ze F' : Q — RP? je difeomorfni
zobrazeni (nebo: difeomorfismus), je-li prosté a regularni v Q.

Véta 16.2. Kazdé regularni zobrazeni F' : Q@ — RP kde Q@ C RP je oteviena
mnozina, je oteviené. Je-li zobrazeni F' : () — RP difeomorfni, je inverzni zobrazeni

F_; difeomorfni v F(Q2) a

(1) det F'(z) - det (F_1)'(F(z)) =1 pro vSechna z € (.

Véta 16.3. (O lokalni existenci inverzni funkce.) Necht 2 C R a necht funkce
F : Q — RP je funkce tiidy C,, kde je bud n € N, nebo n = oco. Je-li a €
a det F'(a) # 0, existuje oteviend mnozina X C Q obsahujici bod a tak, ze plati:

1. Y := F(X) je oteviend mnozina;

2. restrikce F'| X je prosta — zna¢me ji kratce F;1)
3. inverzni zobrazeni F_1 : Y — X je tiidy C,, vY;
4. pro kazdé y € Y plati identity

(2) DF_1(y) = (DF(F-1(y)))-1, (F-1)'(y) = (F'(F_1(y)))-1. O

Prvni identita v (2) je rovnosti mezi linedrnimi formami, druhd mezi maticemi.
Na pravé strané prvni identity je funkce inverzni k diferencidlu funkce F' v bodé
F_1(y), v druhé identité je vpravo matice inverzni k matici F'(F_1(y)).

Mnozina X spliiujici podminky véty 16.3 (a tedy ani restrikce F'|X a funkce
k ni inverzni) nen{ uréena jednoznaéné: Spliiuje-li X podminky véty a je-li X; C X
oteviend mnozina obsahujici bod a, spliuje podminky véty ziejmé i mnozina Xj.

1) Jen do konce této véty; pfi oznaceni F'| X by byly identity (2) zna¢né nepiehledné.
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Splituje-li vSak mnozina X podminky véty a je-li X dalsi takova mnoZina, je
funkce F'|X N X restrikci obou funkci F'| X, F| X, takze p¥islusné inverzni funkce
(F|X N X)_; je restrikci obou inverznich funkei (F|X)_1, (F|X)_1. Protoze obé&
mnoziny F(X), F (f( ) jsou oteviené, plati totéz i o jejich priniku, takZe existuje
okoli bodu F(a), v némz je (F|X)_1 = (F|X)_;.

Jsou-li tedy splnény predpoklady véty 16.3 a nazveme-li lokalni inverzni funkci
funkce F' u bodu a kazdou funkci G := (F|X)_1, kde X splituje podminky této

véty, bude G = G v jistém U(F(a)) pro kazdé dvé takové funkce G a G.

Déle: Budeme fikat, Ze zobrazeni F' z RP do RP? je lokalné difeomorfni u bodu
a € RP, existuje-li okoli U(a), v némz je (restrikce) zobrazeni F difeomorfni. [

Z V.16.3 ziejmé plyne, ze funkce F' : Q) — RP tfidy C; je lokalné difeomorfni
u kazdého bodu a € Q, v némz je det F'(a) # 0. Funkce reguldrni v Q je lokalné
difeomorfni u kazdého bodu a € €.

Poznamka 16.2. V.16.3 bohuzel nedava zadny navod, jak lokalni inverzni funkci
sestrojit. Kombinujeme-li v§ak tuto vétu s vétou o diferencovani superpozice, mu-
zeme v bodé F(a) vypocitat vSechny parcidlni derivace lokalni inverzni funkce; je-li
F t¥idy C,, kde n € N, mohli bychom (teoreticky) vypocitat i vSechny parcidlni
derivace az do fadu n, a u funkci t¥idy C,, dokonce parcialni derivace vSech radi.
V dalsim ovSem uvidime, Ze vypocty jsou obecné tim komplikovanéjsi, ¢im je fad
derivace vyssi, takze prakticky jsme schopni zvlddnout jen derivace dosti nizkych
radi. Vysvétleme, jak se pfi tom postupuje:

Za situace z V.16.3 oznatme G := (F'|X)_; a piSme opét kratce F misto F'| X.
Protoze v X je Go F = 1Id, je G'(F(x))F'(z) = Id" = E, kde E jsme oznadili
jednotkovou matici typu p x p; v jeji hlavni diagondle jsou jednicky a mimo tuto
diagondlu nuly. V X je tedy G'o F = (F")_1, kde vpravo je matice inverzni k matici
F’; z toho plyne, ze G' = (F')_10GvY.

Jak je patrné, derivaci G’ dovedeme vypoditat, umime-li invertovat matici F’;
v netrividlnich pfipadech to bohuzel bude mozné jen v bodé a. Parcidlni derivace
vys$ich fadu ziskdme opakovanym diferencovanim identity G o F' = Id, nebo jesté
lépe (jak ukazuje pocdetni praxe) identity F' o G = Id. Ukazme to na piikladech:

Priklad 16.1. Je-li
3) F(z,7) := (e®sinz,e Y cosy) pro viechna (z,y) € R?,

je funkce F' tfidy C, pfiCemz

’ ([ €e"¥(ysinz + cosx) xe™¥sinz
(@) Fi(z,y) = ( —ye *Y cosy —e " (x cosy + siny)

viude v R?. Je-li (a,b) = (0, 37), je F(a,b) = (0,0) a

() F’(a,b):((l) _01) det F'(a,b) = —1 £ 0.
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Podle V.16.3 je tedy
/ / 1 0
) 60,0 = (@ma= (5 2 ),
takze 8,G(0,0) = (1,0), 3%G(0,0) = (0, —1).
Priklad 16.2. Je-li
(6) F(z,y) := (% + zy* + 3, 2% + zy + y?) pro viechna (z,y) € R?

aje-li (a,b) = (1,1), je F(a,b) = (3,3). Viude v R? je

’ . 322 +y? 2wy + 3y?

=-3.

(8) det F'(1,1) = ‘4 5‘

3 3

Podle V.16.3 existuje u bodu (1,1) lokaln{ inverzni funkce — ozna¢me ji G; podle
téze véty je

-1 3
) ¢6.3-wan- =7 ).
3
Znacime-li (£,m) body z Y, znamen4 to, Ze
8G1 8G1 8G2 8G2 4
1 o1 g, 2 g T T hods .
1) T GRS TR TR ot 3.3)

Z identity F(G(&,m)) = (£,m) platné v Y plyne podle V.14.5 o diferencovéni
superpozice, ze v Y je

OF 0Gy _OF 0Gs

oz 08 oy 08 ~ 0

0F 0G, =~ OF 0G,

+———==(0,1);

11 -—
(11) dxr On dy 0On

derivace funkce F jsou pfitom v bodé G(&,n), derivace funkce G v bodé (&, 7).
Derivujeme-li prvni z identit (11) znovu parcidlné podle £, dostaneme:

(82F 8G1 82F 8G2) 8G1 oF 82G1

(12) 92° 0 ' owoy 0¢ ) o " ox oe2
O2F 0G1  O0°F 8Gar0Gs OF Gy
(6y8x 26 T ap ag) o oy o = 00

Abychom z této vektorové rovnice (ekvivalentni se dvéma skaldrnimi rovnicemi)
mohli vypoéitat 92G/0€?, potiebujeme predevsim veédst, ze

0*F 0*F 0*F

2
T (62,9),

(13) or2
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a dosadit do hodnot téchto derivaci (1,1) za (x,y); uzijeme-li déle hodnoty prvnich
parcidlnich derivaci funkce F' v bodé& (1,1) a funkce G v bodé (3, 3), ziskdme z (12)
(po odstranéni zavorek) vektorovou rovnici

9?Gyq

(6,2)(=1)% + (2,1)(—1) + (4,3) B (3,3) +
(2,1)(=1) + (8,2)1% + (5 3)%(3 3) = (0,0)
3 ) 3 852 ) 3
neboli
PGS 3 3)+562G2 (3,3)+10=0 3%(3 3)+362G2 (3,3)+2=0
ogz ogz T oer Y ez '

Tyto dvé linedrni rovnice (s determinantem (8)) maji FeSeni

092G, 20 092Gy 22
(14) aez (3,3) = 3 g (3,3) = 3

Kdybychom bud prvni z identit (11) parcidlné derivovali podle 1, nebo druhou
z nich podle &, mohli bychom vypoéitat smiSenou parcialni derivaci 92G/0xdy =
092G /0y 0z v bodé (3, 3); parcialni derivovani druhé z identit (11) podle by umoz-
nilo najit derivaci 92G/dn? v tomto bodé. Doporucuji ¢tenéii, ktery se chce pre-
svédcit, ze spravné parcialné derivuje slozené funkce, aby vypocet aspon jedné z uve-
denych derivaci provedl; pro kontrolu uvadim vysledky:

N9 9

82G( 3) = (_@ 2), 0?°G (128 142)'

(15) 9¢on 33 8—772(3’3) =

Podobné by se postupovalo pfi vypoctu parcidlnich derivaci tretiho, ¢tvrtého,
atd. ¥ddu funkce G v bodé (3,3); jak jiz bylo fedeno, vypocty jsou obecné stéle

vvvvvv

vSechny parcidlni derivace v8ech fada < n této funkce.

* k%
Predpokladejme situaci z kapitoly 15, kdy byla ddna prirozena ¢isla p, ¢ a per-

mutace (i1, ...,0p, j1,---,Jq) Cisel (1,...,p+¢), kdeis < ... <ipaj <...<jg

Body

(16) 2= (21,...,2p4q) € RPTY

zapisujme opét ve tvaru (z,y), kde

(17) r=(21,...,0p) = (Ziy, -y 2i,), Y= (W1, ¥q) = (Zj1r -5 2,) 5

prostor RPT4 povazujme za kartézsky soucin prostortt R? a R? generovanych ii-ni
aZ i,-tou a ji-ni az j,-tou soufadnicovou osou v RPFY,
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Je-li F = (Fh,...,F,) zobrazeni z RP*Y do R? a existuji-li (v néjakém bodé
nebo na néjaké mnozin€) parcialni derivace 0F;/0y;, kdei=1,...,¢,j=1,...,q,
nazyvame determinant

or,  om
as) oF,. L Fy) | %
91, va) | OF, dF,
R 8—yq
jakobianem funkci Fi, ..., F, vzhledem k proménnym (nebo: podle proménnych)
Y1,- .., Yq; matice o Ffadcich napsanych vpravo je tzv. Jacobiho matice.

Véta 16.4. (O lokalnim feSeni rovnic.) UZivejme pravé uvedené oznaceni a pied-
pokladejme, ze a € RP, b € R4, Piedpoklddejme dale, Ze zobrazeni F' z RPT4 do RY
je tiidy C,, (kde n € N nebo n = o0) v néjakém okoli bodu (a,b); pfedpokladejme
konecné, ze F(a,b) =0 (e RY) a ze

A(Fy,..., F,)
8(y15' --qu)

Pak pro kazdé A > 0 existuji ¢isla 6 € (0,A), n € (0,A) a funkce g : U(a,d) —
U(b,n) t¥idy C,, tak, ze pro x € U(a,d), y € U(b,n) je rovnost F(x,y) = 0 ekviva-
lentni s rovnosti y = g(x).

(19) (a,b) £ 0.

Poznamka 16.3. Pravé vyslovend véta je znama spiSe pod ndzvem véta o im-
plicitnich funkcich. Za jejich pfedpokladi lze rovnici F(z,y) = 0 (kde = a y jsou
omezena na jistd vhodné zvolend okoli bodl a a b) jednoznacéné vytesit vzhledem
k y v tom smyslu, ze mnozina {(z,y); F(z,y) = 0} vSech nulovych bodi funkce
F (restringované na kartézsky soudin zminénych okoli) je identickd s grafem jisté
funkce g, takze ji lze popsat rovnici y = g(z).

Vektorova rovnice F(z,y) = 0 je ekvivalentni se soustavou ¢ skalarnich rovnic

(20) ,
Fq(zlv 7ZP+(1) =0
o ¢ nezndmych y1 = zj,...,y, = zj,, kterou lze ,lokdlné jednoznacné fesit*
v blizkosti bodu® (a,b), éimz se nezndmé y;, j =1, ..., ¢, stanou funkcemi zbyva-
jicich p proménnych z1 = z;,,...,7p = 2;,:
Yy = gl(xh . 7xp)7
(21) ,
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Za pravé popsané situace a pfi stejném oznaceni budeme Fikat, Ze rovnice (20)
definuji u bodu (a,b) funkce y1,...,y, implicitng, a rovnosti (21) budeme nazy-
vat lokalni FeSeni rovnic (20) u bodu (a,b); funkci g (a rovnost y = g(x)) bu-
deme nazyvat lokalni feSeni rovnice F'(z,y) = 0 splitujici podminky b = g(a). Bu-
deme pak také struéné fikat, ze rovnici F(z,y) = 0 Ize u bodu (a,b) jednoznaéné
resit vzhledem k y.

Poznamka 16.4. Za predpokladt a oznaceni z V.16.4 je mnoZina

(22) {(z,y) € U(a,0) x U(b,n); F(x,y) =0}

vsech kofent funkce F' v kartézském soucinu uvedenych okoli identickad s grafem
funkce g¢; protoze funkce F' je aspoii t¥idy C;, je mnoZina (22) geometrickym
obrazem hladké p-rozmérné nadplochy s parametrickym popisem (z,¢g(z)), kde
xeU(a,d). O

Ackoli V.16.4 nefika, kterych hodnot funkce g nabyva v jednotlivych bodech x
ptislugného okoli U(a, d) (kromé bodu a, v némz je hodnota rovna b), dovoluje spolu
s V.14.5 (o diferencovani superpozice) najit vSechny parcidlni derivace prvniho fddu
funkce g v bodé a. Je-li F tridy C,,, kde n > 1, mizeme — aspon teoreticky, protoze
délka a obtiznost vypoctt obecné s rostoucim n rychle roste — pocitat i parcialni
derivace vyssich rad.

Vysvétleme ptislusny postup na ptikladech:

Priklad 16.3°. Necht
(23) F(z,y) :=y?e*~! —x%e!™Y pro viechna (r,y) e R?
a necht (a,b) = (1,1); F je tfidy Coo, F(a,b) =0 a
(24) Fl(z,y) = (y?e" ' —2ze' 7Y, 2ye” ' + 2%e'7Y), F'(1,1) = (—1,3).

Vzhledem k tomu, Ze obé parcidlni derivace funkce F' jsou v bodé (1,1) nenulové,
definuje rovnice F(z,y) = 0 u bodu (1,1) implicitné jak z jako funkci y, tak i y
jako funkci x.

VySetifme tfeba druhy z pripadt: Podle V.16.4 existuji ¢isla 6 € Ry, n € Ry
a funkce g : (1 —6,14+9) = (1 —n,1+n) tiidy Co tak, ze g(1) = 1 a Ze pro
(r,y) € (1—=0,1+9) x (L —=n,1+mn) je rovnost F(z,y) = 0 ekvivalentni s rovnosti
y=g(x).

Protoze identita F(z, g(z)) = 0 plati vSude v intervalu (1 — 4,1 4 §), je podle
V.14.5 také

OF OF ,
+_

(24) 2z T oy g =0;

pamatujme, Ze derivace funkce F jsou v bodé (x, g(x)), derivace funkce g v bodé x.
Dosazenim = = 1 do (24) ziskdme rovnici —1 4 3¢’(1) = 0, takze ¢’(1) = 1/3.
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Dalgim diferencovanim identity (24) dostaneme:

0*F 9*F 0*F oFr
25 2 ! "2 = J"=0.
(25) Ox? + 8x6yg + Oy ()" + ayg
Protoze derivace
2F 2F 2F
(26) (?9—2 =g2e? "l — 217V, (,;? 5y = 2ye® 1 4+ 2zl 7Y, 2—2 =271 _ g2ty

nabyvaji v bodé (1,1) po fadé hodnot —1,4,1 a protoze jiz vime, ze ¢'(1) = %,
z (26) snadno vypocteme, ze ¢g”(1) = —16/27.
Diferencovanim (25) ziskdme identitu

PF O3F OF BF

27 - —~ - J+3 \2 3
(27) O3 + 8x23y9 + Dz 0y? (9" 9y° (9')° +

>’F O*F OF

3 " 3 ! " il " = 0_

ozoy? + 9299 +ayg ;
protoze
>FF 2 xz—1 PF z—1 1— *F z—1 1— FF 21—
93 =ye 7%—2]46 +2e 7Y, 6x6y2:26 —927re y’a—y3:xe y

a protoze pfislugné hodnoty v bodé (1, 1) jsou po fadé 1,4,0,1, je ¢"’'(1) = 8/9.

Poznamenejme k tomu, Ze pro vypocet g(")(l) potfebujeme znat hodnoty vsech
parcidlnich derivaci v8ech fadu k < n funkce F' v bodé (1,1) a vSech derivaci
g™ (1), kde k < n. Vimnéme si, Ze v identité analogické identitam (24), (25), (27),
v niz je viak derivaci nejvyssiho fadu g™ (1), je u této derivace (pro kazdé n e N)
koeficient (9F/dy)(1,1) # 0; tim je zaruceno, Ze derivaci g(™ (1) lze z piislusné
identity opravdu vypocitat.

Priklad 16.4. Necht
(28) F(x,y,2) := sinx cosycos z — xyz pro viechna (z,v,z) € R?

a necht (a,b,¢) = (0,0,0); pak je F(a,b,c) =0, funkce F je tiidy Coo a

oF
%(x,y,z):cos:ccosycosz—yz,
oF

29 —(z,y,2) = —sinxsinycosz — xz,
By Y Y
oF . .
E(x,y,z):—sm:z:cosysmz—:cy,

takze F'(0,0,0) = (1,0,0). U pocatku lze tedy rovnici F(x, y, z) = 0 lokalné roziesit
vzhledem k z, nejsou vSak splnény predpoklady véty 16.4 pro jeji lokalni feseni ani
vzhledem k y, ani vzhledem k z.
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Podle V.16.4 existuji ¢isla 6 € R4, n € Ry a funkce g : U((0,0),8) — U(0,7)
tFidy Coo tak, Ze mnozina vSech nulovych bodt funkce F lezicich ve valci (—n,n) x
U((0,0),0) je identicka s grafem funkce g.

Z identity F'(g(y, 2),y, z) = 0 platné v kruhu U((0,0),d) plyne, ze
OF 3y OF _ 0ROy OF

4+ —=0;

(30) or dy = dy ' Or 9z 0=z

protoze obé derivace OF/dy, OF/0z jsou v pocatku rovné nule, plati totéz o deri-
vacich funkce g:

(31) 2—5(0,0) = 8—2(0,0) =0.

Derivujeme-li prvni z identit (30) jesté jednou podle y, dostaneme identitu

0%F 10g\2 0%F 0 OF 92 0*F
(32) S (5) 2 e+ Sy =05
0x2 \ 9y 0xdy Oy Oz Oy%2  0Oy?
protoze se vSechny tii derivace
(33) az—F—az—F——sinxCOS cos z aZ—F——COS:ESin cosz —z
oz 0y 4 T 0xdy 4

v bodé (0,0,0) anuluji, plati totéz o 9%2g/dy? v bodé (0,0).

Snadno ovéfime, Ze v bodé (0, 0,0) jsou vSechny parcidlni derivace druhého fddu
funkce F' rovny nule a Ze totéz plati i o vSech parcialnich derivacich druhého fadu
funkce g v bodé (0,0).

Pfiklad 16.5. Definujme funkci H : R3 — R? rovnosti H := (F,G), kde pro
viechna (z,y,2) € R? je

(34) F(zyy,2):=1—-e"Y"4+uo+y+2z, G(x,y,2) := 2+ 2y+32+3zy+ 222+ yz;
necht (a,b,c) = (0,0,0). Funkce H je t¥idy Coo, H(a,b,c) = (0,0) a

, (1 —yze®™* 1 —zxze®™* 1—zxye™*
H(x’y’z)_<1+3y—|—22 243z+2 3424y )’

o 111
H'(o,o,O)_(1 : 3)

Jakobiany

(36) O(F,G) O(F.G) O(F,G)

Ox,y) * Ox,2) " Oy, 2)

jsou v bodé (0,0,0) jsou po fadé rovny 1, 2, 1, takze rovnice H(x,y,z) = (0,0)
mé podle V.16.4 u pocatku lokalni feSeni vzhledem ke kazdé z dvojic (z,y), (z, 2),
(. 2).
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Vysetifme podrobnéji feseni vzhledem k (y,z); je to jistd (vektorova) funkce
g9 = (91, 92) redlné proménné t¥idy C. splitujici podminky ¢(0) = (0,0) a

(37) H(z, 91(x), g2(x)) = (0,0)

v jistém intervalu (—6,4), kde 0 € R...
Derivovanim (37) dostaneme identitu

oH aH, oH

g5 = (0,0);

dosadime-li sem nalezené hodnoty parcialnich derivaci funkce H v pocatku, ziskdme
rovnice

(39) 1+ g1(0) + g5(0) = 0, 1+ 2¢7(0) + 3g5(0) =0,

z nichz plyne, ze ¢'(0) = (-2,1).
Derivovani (38) vede k identité

0*H 0°H , O0°H |, 0*’H 9°H , 0*°H ,\, OH ,
(40) (83:2 + 0xdy g1+ 0x0z 92) (8 Or + Oy? g1+ 0yoz 92)91 + 3_ygl +
0’H 0*°H , O0°H OH
(5500 + 220y 1 T 92 9h) 9+ 9 = (0,0);

protoze derivace

azH 2.2 wuz azH myz
0*H e 0*H sz
(41) 9205 = (—y(1 4 zyz)e™?,2), —3y2 = (—2%2%e"Y%)0),
0*H 0*H
TYz 2,2 xyz
S = (el aye = ), SR = (a0

maji v bodé (0, 0, 0) po fadé hodnoty (0, 0), (0, 3), (0,2), (0,0), (0,1), (0,0) a protoze
9'(0) = (—2,1), plyne ze (40), ze

(42) 91(0) +95(0) = 0, 247(0) + 395 (0) = 12,
takze ¢”(0) = (—12,12). O

Definice. Je-li f: X - Y, AcY a je-li mnozina
(43) {zeX; flw) = A} = f1(4)

neprézdnd, nazyvame ji A-hladinou funkce f (v X).
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Definice. Pfedpokladejme, Ze jsou splnény tyto podminky: 1) Q@ C RPtY je otev-
fend mnozina, 2) funkce F = (Fy,...,F,) : @ — R? je t¥idy C; (v ), 3) A € RY,

4) mnozina
(44) Vi={zeQ; F(z)=A}

neni prazdnd, 5) pro kazdé z € V je hodnost matice F’(z) rovna q.
Pak fikame, ze V' je p-rozmérna varieta v ) (nebo: varieta dimenze p v 2). Je-li
c € V alezi-li nenulovy vektor N v linedrnim obalu vektor

(45) N7 :=grad Fj(c), j=1,...,q,

fikdme, ze N je normalovy vektor variety V' v bodé c; kazdy nenulovy vektor T'
ortogonélni ke véem vektoriim (45) nazveme jejim te€nym vektorem v bodé c. O

V kazdém bodé ¢ variety (44) jsou vzhledem k podmince 5) vektory (45) lineadrné
nezavislé, a jejich linearni obal je tedy linedrni podprostor dimenze ¢ prostoru RP*4¢;
jeho ortogonélni doplnék (slozeny z nulového vektoru a v8ech teénych vektor) mé
dimenzi p, a existuji v ném proto baze {T,..., TP} slozené z p vektorti. Mnozina

(46) {e4+MT 4+ .+ 0T7; (M, ..., \) e RPY

je na blizsi volbé takové béze nezavisla a nazyva se te€na nadrovina variety (44)
v bodé ¢; mnoZina

(47) {e+ mNT + .+ pgN (... pg) € R7}

je jeji normalova nadrovina v bodé c.
(46) a (47) jsou parametrické popisy tecné a norméalové nadroviny variety (44)
v bodé c; rovnice téchto nadrovin jsou

(48) ((z—c)-gradF;(c)) =0, j=1,...,q, a ((z—¢)-T)=0,i=1,...,p.

Poznamka 16.5. Normalové vektory N7 variety jsou fadky matice F’; abychom
nasli p-tici linedrné nezavislych vektortt 7* k nim ortogonalnich, stac¢i rozfesit sou-
stavu rovnic

(50) (grad F(c)-T)=0 pro j=1,...,q.
Je-li p =1, je te¢nym vektorem napi. vektor
(51) T :=grad Fi(c) x ... x grad Fy(c).

V konkrétnich situacich lze jeden, nékdy i dva (linedrné nezavislé) tecné vektory
najit ,zkusmo*; pokud pak chybi jediny tecny vektor, lze jej definovat jako vekto-
rovy soucin viech normalovych vektorti a viech ,,uhodnutych“ teénych vektori. 2)

2) Ackoli se ndm tato metoda mizZe jevit na prvni pohled jako ,nesystémova“, vede pii dobré
pocetni predstavivosti ¢asto nejrychleji k cili; uvidime to napt. v Pf.16.6.
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Poznamka 16.6. Casto je dana funkce F : Q* — RY a je tieba najit mazimding
otevienou mnozinu Q C Q*, v niZ je mnozina (44) p-rozmérnou varietou; mé-li Q
tuto vlastnost, fikdme, Ze body z € Q*—Q, pro néz je F(z) = A, jsou singularni body
A-hladiny funkce F. Takové body bud nemaji okoli, v némz je F' t¥idy C;, nebo je
v nich hodnost matice F’ mensi nez q.

Poznamka 16.7. Piedpokladejme, Ze (44) je p-rozmérnd varieta. Pak pro kazdé
¢ € Q, pro néz je F(c) = A, existuje ¢ sloupctt matice F’(c) tak, ze pFislusny
determinant neni nulovy. Nechf tyto sloupce odpovidaji indextim j; < ... < jg
a nechf i1 < ... < i, jsou zbyvajici sloupce.

Pak pfi oznaceni (16)—(17) nastane situace z véty 16.4, v niz je v8ak F tieba
nahradit funkci F — A. PiSeme-li bod ¢ ve tvaru (a,b), existuji podle V.16.4 okoli
U(a,d), U(b,n) a funkce g : U(a,d) — U(b,n) (t¥idy asponn Cy) tak, Ze ¢dst mnoziny
(44) lezici v U(a,d) x U(b,n) je identicka s grafem funkce g, coz je hladkd p-roz-
mérné nadplocha. Tuto situaci charakterizujeme slovy, ze kazda p-rozmérna varieta
v RPTY je u kazdého svého bodu lokalné grafem hladké q-rozmérné vektorové funkce
p proménnych. Obecné samoziejmé zavisi jak p-tice ,nezavislych“ proménnych
Ziy = T1,...,2i, = Tp, tak i g-tice ,zéavislych® proménnych z;, = y1,...,2;, = Y,
na volbé bodu c variety.

Pfedpoklddejme pro jednoduchost, ze v jistém bodé ¢ variety (44) je

(52) (t1,...,p) =(1,...,p) & (J1,..-,dg) =@+1,....p+7q),
coZz znamena, ze je nenulovy jakobian
O(F1,..., Fy) O(F1,..., Fy)
(53) 2 9 (e) = :
(W1, ¥q) (2p+15 - - -5 Zptq)

funkei Fi,..., F, podle poslednich q proménnych.

Funkce G(z) := (z,9(z)), € U(a,9), je standardni parametricky popis grafu
funkce g a identita F(G(z)) = A plati véude v U(a, ). Jejim diferencovanim (po-
moci V.15.4) ziskdme identitu F’(G(z)) G’ () = 0, tj. identitu

1 0
% % @ @ -------------
dxy 0 Oz, Oy Oy 0 1
(54) .................................. % % =0,
OF, OF, 0F, OF, dry  Oxmyp
0x1 dx, Oy Oyg /| oo
094 994
dry  Oxmyp

kde derivace v prvni matici jsou v bodé G(x) = (x, g(x)), ve druhé v bodé z a nula
vpravo znamenda nulovou matici typu g x p.

Jak vime, jsou sloupce T druhé matice vlevo te¢né vektory grafu g; v bodé a
1ze tedy identitu (54) zapsat v ekvivalentnim tvaru

(55) (grad Fj(c) - T%(a)) =0 pro i=1,....p, j=1,...,q.
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To vSak znamend, %e kazdy vektor grad Fj(c) je kolmy ke kazdému vektoru T'%;
protoze vektory grad F;(c) jsou navic linedrné nezavislé, generuji zaméreni norma-
lové nadroviny grafu funkce g v bodé a. Vektory grad F;(c) jsou vSak nezavislé na g;
je-1i tedy varieta u bodu ¢ grafem jiné funkce h (t¥eba i jinjych p proménnych), gene-
ruji vektory grad F;(c) i zaméFeni norméalové nadroviny grafu funkce h. V disledku
toho jsou stejné i teéné nadroviny graft funkci g a h.

Tim jsme dospéli k zavaznému poznatku, Ze definice tecné a normalové nadroviny
variety je v souladu s tymiz pojmy zavedenymi pro graf; lokalné je varieta grafem
nekonecné mnoha funkci, ale teCna a normalova rovina kazdého z téchto grafii je
totozna s tecnou a normalovou nadrovinou variety.

Lokalné je kazda varieta grafem a obracené grafy funkci tfidy C; jsou variety.
Pro g-rozmérnou vektorovou funkci f tiidy C; v oteviené mnoziné€ (2 C RP je totiz

(56) grf ={(2 f(z)) e R*"1; z € Q}
p-rozmérnd varieta, protoze je to nulova hladina funkce F(z,y) := y — f(x).

Poznamka 16.8. V topologii se p-rozmérnou varietou rozumi neprazdny topolo-
gicky prostor, v némz mé kazdy bod okoli homeomorfni s otevienou p-rozmeérnou
jednotkovou kouli

(57) {(z1,...,2p) eRP; 2t + ...+ 2] < 1}.

Jak ¢tenar snadno nahlédne, je p-rozmérné varieta podle nasi definice i topologickou
p-rozmeérnou varietou.

Piiklad 16.6. Pro kazdé r € R je r?-hladina S, funkce
(58) F(x,y,2) = 2? +y* + 2%,
tedy sféra v R? o stiedu v poc¢atku a poloméru r, dvojrozmérnou varietou, protoze
(59) F'(z,y,2) =2(z,y,2) # (0,0,0) viude v S,.

Bod (a,b,c) = (%, %, %) lezi na jednotkové sféfe Si, tj. na 1-hladiné funkce F.

Jejim normalovym vektorem v tomto bodé je vektor

(60) N = F'(a,b,¢) = grad F(a.b,c) = (3,

Wl

3
a rovnici (N - (x — a,y — b,z — ¢)) = 0 pfislusné tecné roviny lze upravit na tvar
20+ 2y + 2z =3.

Teéné vektory lze snadno ,uhddnout” — hodi se napt. vektory T := (1,—1,0)
aT?:=(1,0,—2); snadno téz zjistime, ze se rovnice (T - (z —a,y — b,z —¢)) = 0,
1 = 1,2, redukuji na x =y a = 2z. Tyto rovnice jsou rovnicemi normaly.

Priklad 16.7°. Nulov4 hladina funkce

(61) F(z,y) = (2® + 9% + (y° — 2°)
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je tzv. lemniskata. Derivace
(62) F'(z,y) = 2z (22% + 2y% — 1),2y (227 + 252 + 1))

se anuluje, pravé kdyz je bud ¢ = y = 0, nebo 222 +2y2 = 1 a y = 0, tedy
(z,y) = (:I:%\/i,O); posledni dva body vsak na lemniskaté nelezi. Z toho plyne,
ze jedinym singularnim bodem lemniskaty je poc¢atek; varieta vznikne z lemniskaty
jeho vynechanim. 3)

Snadno ovéfime, ze bod (a,b) = (%\/3, %) spliiuje podminku F'(a,b) = 0 a Ze
N :=2F'(a,b) = (v/5,7); rovnici (N - (z — a,y — b)) = 0 pifsluiné tecny upravime
na tvar \/5x+7y = 4.

Pripomenme, Ze v roviné plati toto obecné tvrzeni:

(63) Je-li N = (N1, N2) nenulovy vektor, je T := k (N2, —Np) pro kazdé k € R,

nenulovy vektor k nému ortogonélni, pficemz baze {T, N} je kladn4.

V nasem p¥ipadé polozime T := (7, —+/5 ) a snadno zjistime, Ze 7z — /5y = 2v/5
je rovnice normély k lemniskaté F(z,y) =0 v bodé (a,b).

Priklad 16.8. Je-li
(64) F(‘T7yuz) = $2 +y2 +22 _47 G(.’L’7y,2’) = (‘T - 1)2 +y2 - 17
jsou nulové hladiny funkci F' a G sféra o stiedu v pocatku a poloméru 2 a valec

o poloméru 1, jehoz osa prochizi bodem (1,0,0) a je rovnobézna s osou z. Prinik
téchto hladin, tedy (0, 0)-hladina funkce H := (F, G), se nazyva Vivianiho kfivka.

I

I

INA T[]
N

I

]

[T

VIVIANIHO KRIVKA
3) Je to velmi nazorné: Lemniskata L = F_1(0) ma tvar lezaté osmicky, a neexistuje tedy

mnoZina oteviend v L, obsahujici pocatek a homeomorfni s intervalem (—1,1) (sr. s Po.16.8),
protoze z bodu (0,0) vychazeji ¢tyfi oblouky obsazené v L, které maji spoleény jen tento bod.

153



Funkce H je tiidy Coo v celém R3, pficemz

(65) H’(x,y,z)zz(xfl Z g)

Vsechny tfi jakobidny

(66) =4y, ———= =4z(1-12), = —4yz

jsou rovny nule, pravé kdyz je bud y = z = 0, nebo x = 1,y = 0. Bod tvaru (z,0,0)
lezi v (0,0)-hlading funkce H, pravé kdyz je = 2; zadny bod tvaru (1,0, z) v8ak
v této hladiné nelezi. Bod (2,0,0) je tedy jedinym singularni bodem hladiny. *)

Snadno se ovéfi, ze bod (a,b,c) = (%, %\/g, 1) lezi na Vivianiho k¥ivce a ze

(67) N':=F'(a,b,c) = (3,V/3,2), N?:=G'(a,b,¢) = (1,V3,0)
jsou pfislusné normalové vektory; tecnym vektorem je proto
(68) T:=N!'x N?=2(-3,1,V3).

Rovnice (N!- (X — A)) =0, (N2- (X —A) =0, (T -(X - A) = 0, kde
X = (z,y,2), A:= (a,b,c), lze upravit na tvar

(69) 3z+V3y+2:=8, z+V3y=3, V3z—y—V32=0;

prvni dvé jsou rovnicemi te¢ny, posledni je rovnici normalové roviny Vivianiho
kiivky v bodé (a, b, ¢).

Priklad 16.9. Dvojrozmérnou analogii Vivianiho kfivky je prinik nulovych hladin
funkci

(70) F(21, 22,13, 24) := 23 + 23 + 22 + 27 — 4,
G(w1, 2,73, 24) := (1 — 1) + 25 + 23 — 1

v R%. Protoze funkce H := (F, Q) je tifdy Co v celém R* a

) B T T2 T3 X4
(71) H(w1,$2,$37$4)_2(;v1—1 Ty T3 0)7

zbyva vypocitat prislusnych Sest jakobidnt; ¢tenai se sam presvédci, ze Ctvrtiny
jejich hodnot jsou rovny
(72) T2, I3, T4 (1—171), 0, —T2xy, —A3T4.

v

4) Vivianiho kiivka se v ném ,ki{#i“ podobné jako lemniskata v pocatku — nyni oviem jde
o prostorovy utvar.
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Vsechny se anuluji pravé ve véech bodech tvaru (1,0, 0, 24) nebo (21,0,0,0). Pro
kazdé x4 € R je v8ak G(1,0,0,24) = —1, takze takové body v (0,0)-hlading funkce
H nelezi; protoze H(x1,0,0,0) = (22 — 4,21 (21 — 2)), lezi v této hladiné jen bod
(2,0,0,0). Jen tento bod je tedy singularni.

Dosazenim se presvédéime, Ze na varieté lezi napf. bod ¢ = %(3, 1,v/2,2); nor-
malovymi vektory jsou

(73) N':=2F'(c) = (3,1,v2,2) a N?:=2G"(c) = (1,1,V2,0).
K tomu, abychom nagli dva linearné nezavislé vektory T, T? ortogonalni v vekto-

rim N7, neni nutné formalné fesit rovnice (N7 - T) = 0, j = 1,2. Vyuzijeme toho,
Ze ¢tvrta slozka vektoru N? je nulova a po kratké ivaze polozime napf.

(74) T'=(1,-1,0,—-1) a T?=(-1,-1,V2,1);
(neortogondalni) baze {T*, T2, N1, N2} je pak kladn4.

Zna&ime-li X = (x1,22,23,74), budou mit dvojice rovnic (N7 - (X — ¢)) = 0,
j=1,2,a (T (X —¢)) =0,i=1,2, tetné a normalové roviny tvar

(75) 3I1+I2+\/§I3+25E4:8, I1+I2+\/§I3:3

a

(76) T —T9—x4 =0, $1+£C2—\/§$C3—.’L'4=0.
k %k sk

Véty z této kapitoly dovoluji rozfesit otazku, jak se vyraz obsahujici parcidlni de-
rivace rtznych fadd zméni, zavedeme-li nové ,nezavisle proménné“. Zatneme vsak
nejsnazsim tkolem, kdy nezavisle proménné je jen jedna (takze derivace jsou oby-
¢ejné); zde vystacime s vétami z Uvodu.

Predpokladejme, ze n € N a ze

(77) F(z,y,9,y", ... ,y™)

je funkce definovana pro vSechna x z jistého otevieného intervalu I C R a pro jistou
funkci y : I — R t¥idy C,, v tomto intervalu; = je ,nezavisle proménna“, podle niz
se derivuje funkce y = y(z). Pfedpokladejme déle, Ze g je funkce tiidy C,, v jistém
(otevieném) intervalu J C R, pfiéemz g(J) = I. Utvofme funkci Y := y o g, tj.
polozme Y (t) := y(g(t)) pro vSechna t € J.

Piedpokladejme, Ze jsme x ve vyrazu (77) nahradili vyrazem g(t) a funkci y funkci
Y'; nasim tkolem je zjistit, jaky vyraz G(t,Y,Y”’,...,Y (")) z vyrazu (77) vznikne.
Bude pfitom prehlednéjsi, budeme-li derivovani podle nové ,nezavisle proménné“ ¢
znacit teckou, jak je zvykem napt. ve fyzice, znamena-li ¢ ¢as.®)

5) Pro derivaci funkce f obecného fadu n vsak bohuzel existuje jen jeden symbol, totiz f(") -
bez ohledu na to, jak se ,nezavisle proménna“ jmenuje.
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Podle V.5.4 o diferencovani superpozice je

(78) Y(£) =y'(9(£) 9(t), V(&) =y"(9(1) §°(t) + ¥/ (9(6) §(1), - -
Neni-li derivace g nikde v J rovna nule (takZe g je ryze monoténni — viz V.7.4),
lze tyto rovnice vyfesit vzhledem k y/(g(¢)), v (9(t)), ...; dostaneme identity
Y(t 1 o o
@) ) =T ) = s O30 - V050, .
g(t) g3(t)

Kdybychom méli takto pocitat napi. ctvrtou derivaci, mohlo by byt feseni pfi-
slusnych rovnic dost tézkopadné. Z prvni rovnosti v (79) je vSak patrné, Ze

(80) derivovani podle x se redukuje na derivovéni podle t a déleni vysledku g;

derivace ', y” ... miizeme proto pocitat pfimo, Zddné soustavy rovnic neni nutné
fesit. Mame-li pfitom na paméti, Ze tyto derivace je tieba slozit s g a ze podle t
derivujeme ve skutecnosti funkci Y = y o g, nemusime se patrné obavat tucelného
zkraceného zapisu

Y 1,Y\ 1/1/Y\\
(81) y’ = -, y” = - (—) 5 y”’ = = (T (—) ) 5
g grg g

— samoziejmé stale za predpokladu, ze g # 0. Provedeme-li vyznacené derivovani
vpravo, ziskame identity

Y
(8]‘1) yl =~
9
gy — gy
(812) y' = —F
(815) g — PY =335Y + 35 — 9§V

e
Dosadime-li tyto vysledky spolu s 2 = ¢(¢) do

(77 F(z,y(x),y'(x),y" (x),y" (x)),

dostaneme vyraz tvaru

(82) G(t,Y (1), Y (1), Y (8), Y (1));

tim je zdména proménné x za t provedena.

Priklad 16.10. Eulerova diferencidlni rovnice fadu 3 mé tvar
(83) apz®y" + anz®y" + vy’ + a3y =0,

kde ag # 0, a1, ag, a3 jsou konstanty.
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V teorii diferencialnich rovnic se dokazuje, ze vSechna feseni v R takové rovnice,
tj. vSechny funkce y : R; — R, pro néz je leva strana (83) v R, identicky rovna
nule, dostaneme, roziesime-li rovnici, ktera z (83) vznikne substituci z = g(t) := €,
t € R. Takova substituce je pfipustnd, protoze funkce exp je tfidy Co v R a jeji
derivace exp je tam vSude nenulova.

Protoze je (¢!)®) = et pro kazdé k € N, budou mit rovnice (811)— (813) tvar
(84) Y =elY, y =e e (Y =Y), ¢ =e . (Y —3Y +2Y)
a rovnice (83) pfejde v rovnici
(85) aoi;—i—(al—3a0)§"/+(042—a1+2a0)Y—|—a3Y:0.

Tato rovnice patfi mezi obycejné linearni diferencialni rovnice, kterym vénujeme
kapitolu 18; tam také uvidime, ze kdyz se ndm podaii najit vSechny kofeny alge-
braické rovnice

(86) aox\3+(a1—3a0)/\2+(a2—a1+2a0))\+a3:0,

budeme schopni najit v8echna FeSeni rovnice (85), a tedy i rovnice (83).

Tim je na konkrétnim piikladu ilustrovan vyznam ,zdmény nezavisle proménné*“
ve vyrazech typu (77): ReSeni diferencidlni rovnice (83) (s nekonstantnimi koefi-
cienty) se vhodnou substituci zredukuje na TeSent algebraické rovnice.

Poznamka 16.9. Neni nutné zatézovat si pamét vzorci (81;)—(81..), ale méli
bychom si dobfe promyslit princip (80). V kazdém konkrétnim piikladu pracujeme
s konkrétni funkci ¢ a transformaéni vzorce pro derivace (az do potfebného fadu)
odvozujeme pomoci (80) pravé s touto konkrétni funkci. To mtze byt nékdy jedno-
dussi nez v ptipadé Eulerovy rovnice, ale zpravidla to bude bohuzel asi slozitéjsi.

* 3k X

Zameéna nekolika nezavisle proménnych ve vyrazu obsahujicim parcialni derivace

vvvvvv

hraje podstatnou roli napt. ve vektorové analyze a v teorii parcidlnich diferencidlnich
rovnic, je vhodné, abychom ji zde vylozili.

Predpokladejme, ze n ¢ N, p ¢ N a ze

1) y je funkce tiidy C,, proménnych (z1,...,z,) v oteviené mnozing X C RP;

2) F je funkce proménnych (x1,...,2,) a parcidlnich derivaci funkce y fadia
k<mn;

3) g je prostd funkce tf¥idy C,, proménnych (¢1,...,%,) v oteviené mnoziné Q C
RP| pficemz g(Q) = X a

g1, 9p) £ 0 vsude v .

(87) T = B 1)
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Polozime-i Y :=y o gat=(t1,...,tp), plati v Q podle V.14.5 o diferencovani
superpozice soustava identit

(59) 0= 2L o) ),

kdei =1,...,p;z této soustavy lze vypocitat derivace dy/dz;,j = 1,...,p, protoze
jeji determinant J je podle pfedpokladu vSude v 2 nenulovy. Pamatujme, ve kterych
bodech se derivace v (88) poc¢itaji a piSme soustavu kratce ve tvaru

Y & 8y dg;
1 - A J
(88) (%i Z 6$j (%i '

J=1

Podle Cramerova pravidla je
1 )4 .
(89) 3 = 7 2 5 Atk ),

kde A(k,j) je algebraicky doplngk®) prvku gy /9dt; v Jacobiho matici funkei gy
podle proménnych ¢;.

Identity (89) jsou zdkladni transformacni vzorce pro derivace fadu 1; transfor-
macni vzorce pro parcidlni derivace 0%y/0x.0x;, 0%y/0xr0x10%y,, ... se z nich
ziskaji pomoci dobfe zndmych vét o diferencovani, mezi nimiz hraje podstatnou
roli véta o diferencovani superpozice.

Dosadime-li do F' podle ziskanych vzorci, dostaneme jistou funkci nové proménné
t = (t1,...,tp) a parcidlnich derivaci funkce Y = y(g(t)) fada k < n. Ilustrujme to
nékolika uziteénymi piiklady:

Priklad 16.11. Je-li funkce f tiidy C; v né&jaké oteviené mnoziné Q C R?
a znamenaji-li z,y kartézské souradnice, je

(90) lrad 717 = (52) "+ (5)

pokusme se tento vyraz pretransformovat do polarnich soufadnic
(91) T =rcosp, rsing.

Zobrazeni g(r, ) := (rcosp,rsingp) je t¥idy Coo v celé roving a zobrazuje rovinu
na sebe; kazdy bod roviny kromé pocatku ma pritom okoli, v némz je funkce g
prosta.

6) Pfipomenime, ze vynechdnim r-tého fadku a s-tého sloupce matice A typu p X p o prvcich
ars ziskdme matici, jejiz determinant se nazyva subdeterminant determinantu matice A prislusny
k prvku a,s ; opatiime-li tento subdeterminant znaménkem (—1)"*¢, ziskdme p¥islusny algebraicky
doplnék.
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Prislusny jakobian

(92) J =

cosp —rsing|
sing rcose |

je roven nule, praveé kdyz je r = 0, coz odpovida pocatku soutadnic. Protoze zdména
proménnych je lokalni operace, je z toho patrné, ze

(93) od kartézskych soufadnic k polarnim Ize piejit vsude v R* — {(0,0)}.

Ozna¢me F := fog, tj. polozme F(r, @) := f(rcosp,rsinp). Identity (88’) maji
za nasi situace tvar

(94) %—f:g—icosw—kg—isin(p, Z—Z:—g—irsimp—l—a—zrcosw
a jejich Tesenim jsou identity

of OF 10F | of OF 10F
(95) %—ECOS@—;% SmLp, a—y—gsmg)—l—;% COS(P,

ktere ukazuji, jak se derivovani podle x a y prevdadi na derivovdani podle r a .
Snadnou tpravou ziskdme transformacni vzorec

(96) (%)2 + (%)2 = (%—1:)2 + TLQ (g—i)z pro vSechna (z,y) # (0,0).

Priklad 16.12. Necht Q C R?—{(0,0)} a necht f je tiidy Cs v ; transformujme

do polarnich soufadnic vyraz ")

_Pf R

Derivovénim prvni z identit (95) podle x, druhé podle y ziskdme identity

9*f 9 (0f o (OF 10F .
08)  5us =50 (5s) = 5y (g, cose— 5, sinw) cose
_13(3_1““ Cow_la_Fsiw)siw
r dp \ Or r Op
0*F 9 2 0°F 1 9°F
:W cos SD_;(?T‘(?QD Sin  cos Y + r_28—902 sin”
10F _, 2 OF
+;E sim” ¢ + T_Q(?_gp SIN Y COS ¥,

™) Vyraz (97) je (dvojrozmérny) Laplacetiv operdtor A aplikovany na funkci f. Rovnice Af = 0
se nazyva Laplaceova a je (spolu s obecnéjsi Poissonovou rovnici Af = u) jednou z nejznaméj-
Sich parcidlnich rovnic druhého fadu. Vétsi vyznam vsak maji analogické rovnice v prostoru;
transformace trojrozmérného Laplaceova operatoru do cylindrickych a sférickych soufadnic jsou
predmétem cviéeni 16.137 a 16.138.
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O2F B 0 (&f) _ ﬁ(%_f Sin(p+%?)_i cos(p) sin ¢

10 (0F . 10F
;8_90(5 smcp—i—;a—(p cosgo)coscp
PF ., 2 8F 1 8°F
:Wsm (p+;8r8<p Sin p cos ¢ + T_Q(?—th cos”
10 ) oF
+;E cos (p_r_Q% sin ¢ cos ¢;

Sectenim (98) a (99) ziskdme zadany prepis vyrazu Af z kartézskych souradnic
v roviné do soufadnic polarnich:

2 2 2 2
(100) Af;:ﬁ ﬂza_F i@_F_i_la_F
ox2  0y?2  Or2  r20¢%2  ror

Poznamka 16.10. V problémech, kterymi se pravé zabyvame, uzivame oznaceni
y,Y a f,F pro odliSeni ptivodni a slozené funkce; chceme-li striktné dodrzovat
uznvand pravidla, jinak ani jednat nemizeme: Kazda z funkci y, Y (resp. f, F') ma
obecné jiny defini¢ni obor a je jinou funkci jinych proménnych.

Dokud vystaéime s jednou zménou nezavisle proménnych, mtzeme uzit (tak jako
nahofe) napf. malé a velké pismeno, coz zdiraziiuje vzajemnou souvislost mezi
y aY a mezi f a F. Kdybychom vSak ménili proménné vicekrat, nutné by se
symbolika stala nepfehlednéjsi. Mnohdy pfitom nebezpeci z nedorozuméni nehrozi
a v literatuf'e se misto striktniho rozliseni napf. funkci f a F' uziva jen jedno oznaceni
f a zména proménnych se doprovodi napt. slovy:

Protoze f je funkce proménnych x; a protoze kazdé x; je funkci proménnych t;,
budeme f povazovat za funkci proménnych t;.

Katastrofdlni nedorozumeéni vSak hrozi za situace, kdy za nékterou z ptivodnich
proménnych dosazujeme funkci jinych pivodnich proménnych, takze nékteré z pi-
vodnich proménnych maji ,stejné jméno“ jako né€které nové promeénné.

Priklad: K Gplnému zmatku bychom napi. dosli, kdybychom do funkce
f(z,y,2) dosadili z = g(x,y) a kdybychom vzniklou superpozici nazyvali stile f.
Ptvodni proménné by byly z,vy, 2z, nové proménné x,y; co vSak potom znamend
0f /0x? Parcidlni derivaci ptivodni funkce f(x,y, z) nebo slozené funkce F(x,y) :=
f(@,y,9(x,y))?

Ctenaf jisté vidi, Ze v podobnyjch situacich je nutné kaZdou z téchto funkci znacit
Jingm symbolem. Kdybychom obé funkce znacili f, dostali bychom pomoci véty
o diferencovani superpozice zcela nesmyslnou identitu

of _of  ofog
dr Ox 0z 0z’

z niz by plynul napf. absurdni vysledek, ze druhy sé¢itanec vpravo je (za podobné
situace vzdy) nulovy.
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Poznamka 16.11. Jsou-li 2 C R? a X C RP oteviené mnoziny aje-lig: Q —,5 X
prosté zobrazeni, existuje pro kazdy bod z € X pravé jeden bod t € Q tak, ze
g(t) = x. Interpretujeme-li slozky x;, i = 1,...,p, vektoru x jako kartézské sourad-
nice, znazornime je pomoci p navzajem kolmych souradnicovych os protinajicich se
v pocatku souradnicového systému.

Ozna¢me P; mnozinu vSech pfimek rovnobéznjch s i-tou soufadnicovou osou
a protinajicich X. Snadno nahlédneme, Ze prunik kazdé ptimky P; € P; s X je bud
cela pfimka P;, nebo spocetné sjednoceni jistych otevienych tsecek a polopiimek;
kazd4 z téchto mnozin je geometrickym obrazem jisté hladké (dokonce linedrni)
krivky.

Je-li g difeomorfismus, plati podle véty V.16.2 totéZ o inverznim zobrazeni h :=
g-1, takze vSechny mnoziny Q; := h(P; N X) jsou také geometrické obrazy jistych
hladkych kiivek; ozna¢me Q; mnozinu vSech @;. Pro kazdy bod =z € X a kazdé
i=1,...,p existuje pravé jedna pfimka P; € P; tak, ze {z} = Py N...N Pp; je-li
t= h( ), je pak {t} prinikem p¥islusnych mnozin h(P N X). Poloha kazdeho bodu
t € Q je jednoznac¢né urcena p mnozinami Q; € Q;, 7 = 1,...,p, jejichz prinikem je
mnozina {t}.

Za préavé popsané situace a oznadeni se ¢isla t; = h;(z), i = 1,...,p, nazyvaji
kfivocaré soufadnice bodu t = h(z) a ika se, ze v Q je zaveden kfivocary systém
soutadnic, ktery vznikl z kartézského systému soufadnic (v X) zobrazenim h a ktery
se zobrazenim g obracené na kartézsky systém preméni.

Z cisté teoretického hlediska je situace zcela symetrickd vzhledem ke g a h; nic
tedy nebrani povazovat soufadnice ¢; bodi t € § za kartézské soutadnice, nacez
kfivocarymi soufadnicemi jsou ¢isla x;. V problémech, které resi matematické ana-
lyza pro jiné discipliny, napf. pro geometrii nebo fyziku, byva vsak a priori jasné,
ktery ze jmenovanych systémi je kartézsky. (Tak je tomu napf. za situace z piiklada
16.11 a 16.12., kde kt¥ivocarym systémem je zcela jisté systém polarnich soutadnic;
kiivodary systém mé zde dokonce i sviij nazev.)

Cviceni

1. Lokalni difeomorfismy v R?

Pro danou funkci f najdéte maximalni otevienou mnozinu Q C R2, v jejimz
kazdém bodé jsou splnény piedpoklady véty 16.3; ovérte, ze dany bod a lezi v €,

vypoététe A := f(a), oznacte g lokdlni inverzni funkci funkce f u bodu a a najdéte
vSechny jeji parcidlni derivace 1. a 2. fadu v bodé A.

flz,y) = a=
16.01. (2® — 3xy 327y — 3°) (1,-1)
-y
16.02. (— +y2, R ;) (0,1)
16.03. (sinz coshy, cosz sinhy) (0,0)
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16.04. (lg\/m, arctg%) (1,1)
16.05. (e” cosmy, e”sinmy) | (-1,1)
16.06. (z +e¥, ¥ —y) (0,0)
16.07. (z + arccotgy, y — arccotg x) (1,0)

Pro danou funkci f a dany bod a ovéite predpoklady V.16.3, vypoctéte hodnotu
A := f(a), oznacte g lokdlni inverzni funkci funkce f u bodu a a najdéte vSechny
jeji parcialni derivace 1. a 2. fadu v bodé A.

fxy) = a=
16.08. (zy(2* — 4?), 2y (z — ) (1,-1)
16.09. ((2* + 2+ 1)(y* - 1), (2 —2)(y* —y — 1)) (0,1)
16.10. (sinz +siny, cosz — cosy) (3m,—)
16.11. (x +1gy, y — lgx) (1,1)
16.12. (¢" +1g(1+y), lg(1 +2) —eY) (0,0)
16.13. (arctgz + y*, 2 — arctgy) (0,1)
16.14. (sin? z cosy, coszsin?y) (3m,—3m)
16.15. (z” + 1¢°, y¥ — 12?) (1,1)

2. Lokalni difeomorfismy v R3

Pro danou funkci f najdéte maximalni otevienou mnozinu Q C R3, v jejimz
kazdém bodé jsou splnény predpoklady V.16.3; ovéfte, ze dany bod a lezi v €,
vypoététe A := f(a), oznacte g lokdlni inverzni funkci funkce f u bodu a a najdéte
vSechny parcialni derivace 1. a 2. fadu funkce g v bodé A.

flxy,2) = a=
16.16. (e “TVT? P UTE P HUTZ) (0,0,0)
16.17. (cosy + cosz, cosz + cosx, cosT + cosy) (37,37, 5m)
16.18. (2% —y+ 2, 1  — 2+, 22 — 2 +9) (1,0,-1)
(z,y,2)
16.19. TR (1,-1,1)
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16.20. (arctg Y , arctg it , arctg ﬁ) (1,-1,-1)
z x y

16.21. (z — eV %, y— "%, z—€e"7Y) (2,2,2)
x y z
16.22. , , ) 1,-1.1
yQ +22 Z2+CC2 x2 _|_y2 ( )
16.23. (sinzcosy, sinycosz, sinzcosx) (—im, 3w, —3m)

Pro danou funkci f a dany bod a ovéite predpoklady V.16.3, vypoctéte hodnotu
A := f(a), oznaéte g lokdln{ inverzni funkci funkce f u bodu a a najdéte vSechny
jeji parcialni derivace 1. a 2. fadu v bodé A.

fz,y,2) = a =
16.24. (2® + oy + 2, v¥* +yz +a, 2+ 22+ 9) (0,0,0)
16.25. (z + zy + 2yz, y+yz + yzx, 2+ 2z + zxy) (1,0,-1)
16.26. (z +y> +¢*, y+ 27 +¢€”, z+ 2 +eY) (0,0,0)
16.27. (Igx — arctg(yz — 1), lgy — arctg(zx — 1),

lg z — arctg (zy — 1)) (1,1,1)
16.28. (vy + 2z +1g(1 + 2?), yz + x + 1g(1 + 2?),

zx+y+1g(1+y%) (1,1,1)
16.29. (sinz — yz, siny — zz, sinz — zy) (0,0,0)
16.30. (sin(xz +y — 2), sin(y + z — x), sin(z +z —y)) (37,0, —3m)

3. Implicitni funkce — kfivky v R?

Oveite, zdali dand funkce F' dvou proménnych z, y splituje u daného bodu (a, b) €
R? ptedpoklady V.16.4 o existenci jednozna¢ného feseni y = g(z) (resp. = = h(y)
rovnice F'(z,y) = 0. Pokud ano, vypoctéte derivace g'(a), ¢"(a), ¢"’(a) (resp. h'(b),
h'(b), B (b))-®)

F(z,y) = (a,b) =
16.31°. 22 — 22y — 2% + 43 (-1,1)
16.32°. 2% — 3222 + 2% (1,1)

8) Je-li mozné z rovnice F(x,y) = 0 u bodu (a,b) vypocitat jak y jako funkci z, tak x jako
funkci y, Ctenar se mozna omezi jen na jeden z popsanych tkold; na konci kapitoly vSak najde obé
TeSeni.
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16.33%. 2 (y* —y%) —2* (v° —y) (2,0)
16.34°. (z +y)® — 22 — 3y (2,-1)
16.35°%. (2* +y)® + 22> + 2y — = (-1,-2)
16.36°. 23y + 2% —ay —y — % +¢° (1,-1)
16.37%. ze¥ +ye “ +x +y (—1,1)
16.380. 71V — "V 4 g™ — " Y (0,0)
16.39°. (y + 1)e'™* + (z — 1)evT? (0,0)
16.40°. arctg(z +2y) + = + 2y (2,-1)

V nasledujicich 5 cvicenich sta¢i najit prvni a druhé derivace funkci uréenych
implicitné rovnici F(z,y) = 0 u bodu (a,b).

F(z,y) = (a,b) =
16.41°. g (zy) + 2% — 92 (1,1)
16.42°. arctg(z +y) + arctg(z — y) + y — y? 0,1)
16.43°. sinz + siny — sin(z — y) + sin(z + ) (—ir, 3m)
16.44°. sin(sin (7 (z + y))) + sin (7 cos (7 (z — y))) (3.-3)
16.45°. (y — 1)< — g +1gy (0,1)

4, Implicitni funkce — kfivky v R3

Ovéite, zdali dana dvojrozmérna vektorova funkce F' tii redlnych proménnych
x,7, 2 spliiuje u daného bodu (a,b,c) € R3 predpoklady V.16.4 o existenci jed-
noznac¢ného feSeni (y,z) = g(z) (resp. (x,z) = h(y) resp. (x,y) = i(z)) rovnice
F(z,y,z) = 0. Pokud ano, vypocététe derivace g'(a), ¢”(a) (resp. h'(b), h”(b) resp.

i'(c), i"(c))-?)

F(z,y,z) = (a,b,¢) =
16.46. (27 + vz + 2°, 2% + 22y + 32) (1,1,-1)
16.47. (2% +y® + 23, 1+ oy + 22 +y2) (1,0,-1)
16.48. (ye® + ze¥, xe* —ye*tY) (0,0,0)

9) Na konci kapitoly najde ¢tenaf vSechna feSeni.
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16.49. (z — 23e”, y — y3e”)

16.50. (g (1 + 9% — 22), ylg(1 — 2% + 2?))

( (
( (
16.51. (arctg(z+y —2), lg(l+z—y+2)) (
16.52. (2 arctg(1 4+ xy) — arccotg z, 2 arctg (1 + yz) — arccotg z) (0,0,0)
16.53. (sinh(z +y) + (y +2)(z — 2), sinh(y + 2) — (x — 2)(z — 2))  (
16.54. (¢*™*7% 4 cos 2y, e°* (@Y _ cos z) (

( (

16.55.

z¥ — y® —2zY)

5. Implicitni funkce — kfivky v R*

Ovéite, zdali dana trojrozmérnd vektorova funkce F' ¢ty redlnych proménnych
x,%,2,u spliuje u daného bodu (a,b,c,d) € R* predpoklady V.16.4 o existenci
jednoznaéného feseni (y,z,u) = g(x) (resp. (z,z,u) = h(y) resp. (z,y,u) = i(2)
resp. (x,y,z) = j(u)) rovnice F(z,y, z,u) = (0,0,0). Pokud ano, vypoctéte derivace
g'(a), g"(a) (vesp. h'(b), h"(b) resp. i'(c), i"(c) resp. j'(d), j"(d)).*°)

F($7y727u): (a,b,c,d):

16.56. (2> +4° — 24+ u, —x +y* + 22 +u, —x +y+ 22 +u?) (1,-1,1,-1)

16.57. (2® +9° + 2% +u, 23 + ¥ 24w, 2 +y+ 2+ ) (-1,1,-1,1)

16.58. (sin(z +y + 2z +u?), sin(z + y*> + 2 — u),
sin(z 4+ y* — 2z — u?)) (37,0,%7,0)
16.59. (zarctg(z + 2y), zarctg(z + 2u), arctg(r +y —z —w)) (2,-1,2,-1)
16.60. (z+y+z—e""",z+y+u+e’ Y
rHztute YY) (-1,1,1,-1)
6. Implicitni funkce — plochy v R?
Ovérte, zdali dané realna funkce F' tii redlnych proménnych z,y, z spliuje u da-
ného bodu (a,b,c) € R® piedpoklady V.16.4 o existenci jednoznaéného feSeni
z = g(x,y) (resp. y = h(x,z) resp. x = i(y,z)) rovnice F(z,y,z) = 0. Pokud

ano, vypoctéte parcidlni derivace prvniho a druhého fadu funkce g (resp. h resp. 7)
v bodé (a,b) (resp. (a,c) resp. (b,c)). )

10) Na konci kapitoly najde ¢tenaf vechna Feseni.
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F(z,y,2) = (a,b,c) =

16.61. z + 2y — 2%y — 232 — yz + xyz? (1,0,1)
16.62. zyz — zy + 2yz — 4z (1,2,1)
16.63. 2° + 22 + x + % + 297 +y — 222% + 29722 (0,-1,0)
16.64. (v +y? + 2%)? = 8(a? + 42 + 2?) (2,0,2)
16.65. =z +y + 2 — lg (1 + 22 + > + 2?) (0,0,0)
16.66. ¢ 20737 _ (22 442 4 2) (1,1,-1)
16.67. lg(1+2° +y*> —2%) —lg(l+x+y +2) (1,0,—1)
16.68. sin(rzyz) + xsin(mwy) (-1,2,3)
16.69. 5" 7y — eSNVE g (m,m, 1)
16.70. yarctg(z + z) — xarctg(y + 2) + ayz + 1 (1,1,-1)

7. Implicitni funkce — plochy v R*

Ovéite, zdali dand dvojrozmérnd vektorova funkce F' ¢tyf redlnych proménnych
x,y, z,u splituje u daného bodu (a,b,c,d) € R* predpoklady V.16.4 o existenci
jednoznaéného feseni (z,u) = g(z,y) (kde g = (g1, 92)) resp. (y,u) = h(x, z) resp.
(y, 2) =i(x,u) resp. (x,u) = j(y, 2) resp. (z,z) = k(y,u) resp. (z,y) = I(z,u) rov-
nice F(x,y,z,u) = (0,0). Pokud ano, vypoctéte parcidlni derivace prvniho a dru-
hého Fadu pfislusné implicitni funkce v pifslusném bodé. 11)

F(z,y,z,u) = (a,b,e,d) =
16.71. (z —y* +2° —u*, 2 + y* + 22 +0) (1,-1,1,-1)
16.72. (zlg(1+y* — ), ylg(1 + 2° — 7)) (2,-1,2,-1)
16.73. (e™ " + x4y — 2z —2u, ™Y —xz — yu) (0,1,0,1)
16.74. (:vyz + arctg JCT-i-y , (x4 y)u + arctg y—;—_u) (-1,1,0,-1)
16.75. (:C+y2—22z, Z+“2_22I) (1,-1,1,-1)

zZ+u r+y

1) Na konci kapitoly najde étenaf vechna Feseni.
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8. Implicitni funkce — k¥ivé prostory v R*

Ovérte, zdali dané realna funkce F' ¢tyf realnych proménnych z,y, z, u spliiuje
u daného bodu (a, b, ¢, d) € R* predpoklady V.16.4 o existenci jednozna¢ného feseni
u = g(z,y,z) (resp. z = h(x,y,u) resp. y = i(z, z,u) resp. x = j(y, z,u)) rovnice
F(z,y,z,u) = 0. Pokud ano, vypo¢téte parcidlni derivace prvniho a druhého faddu
pifslugné implicitni funkce v p¥islugném bods. 12)

F(z,y,z,u) = (a,b,c,d) =
16.76. 2% — 3xy® — 4yz — yu — 22%u (1,-1,1,2)
16.77. z + u + 2y + zu — 1g(1 + zz + yu) (-1,0,0,1)
16.78. ¢" 17 — VU f ¥tU _ Ut (0,0,0,0)
16.79. z + y + z — u + cos(wz) — 2 cos(mz) (-1,0,2,-2)
16.80. 1g(2 — zy + zu) —arctg% (-1,-1,0,2)

9. Variety dimenze 1 v R?

Najdéte 1) maximalni otevienou mnozinu 2 C R?, v niz je nulové hladina funkce
F jednorozmérnou varietou, 2) mnozinu vSech singuldrnich bodi této hladiny. Pak
ovéite, ze dany bod ¢ € R? lezi v ), a najdéte rovnice te¢ny a normaly variety
v bodé c.

F(z,y) = c=
16.81°. (22 +y? — 22)? — 4(2® +¢?) (1-v2,v2-1)
16.82°. (z + 1)y + (2 — 1)2? (3, -3Vv3)
16.83°. ¢"siny — e¥sinx (%w, %w)
16.84°. ¢* Y + 2 sin(z +y) — 1 (m, )
16.85°. "2V 22 + 3ay + ¢? (2,-1)

10. Variety dimenze 1 v R?

Najdéte 1) maximdlni otevienou mnozinu Q C R3, v niZ je (0,0)-hladina vekto-
rové funkce F' jednorozmérnou varietou, 2) mnozinu vSech singuldrnich bodi této
hladiny. Pak ovéite, Ze dany bod ¢ € R? lezi v €2, a najdéte rovnice teény a normalové
roviny variety v bodé c.

12) Na konci kapitoly najde ¢tenaf vechna Feseni.
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F(z,y,2) =

16.86. (32% —4xy 4+ 222 — 2% — 1, 2 — 2y — 2)

16.87. (e* ! —2y —z, ¥t

z(y — 2))

-2z —2)
16.88. (lg(zy — 2),

16.89. (arcsin(zyz — 3), arctg (g — 1))

(x+2y+3z, 3z + 2y + 2)

16.90. e

11. Variety dimenze 1 v R*

Najdéte 1) maximaln{ otevienou mnozinu Q C R*, v niz je (0,0, 0)-hladina vek-
torové funkce F' jednorozmérnou varietou, 2) mnozinu vSech singuldrnich bodd této
hladiny. Pak ovéite, ze dany bod ¢ € R* lezi v , a najdéte rovnice tecny a (troj-
rozmérné) normélové nadroviny variety v bodé c.

F(x7 y7 Z? u) =

16.91. (y(z +u), 2% — 22, yz — zu)
3

16.92.

(
(

16.93. (" YV —z—u, eV F —u—ux, &
16.94. (
(

16.95.

12. Variety dimenze 2 v R?

-y -z, —z2—u, 22 —u—2)

-y —u)
lg(y—z)+2z—u,lglu—2)+2z -y, c+y—2—u)

arctg (zy — 2), arctg (zz — y), arctg(xu — 2))

Najdéte 1) maximalni otevienou mnozinu 2 C R3, v niz je nulové hladina funkce
F dvojrozmérnou varietou, 2) mnozinu vSech singularnich bodu této hladiny. Pak
ovéite, ze dany bod ¢ € R? lezi v §2, a najdéte rovnice teéné roviny a normaly variety

v bodé c.

F(xvy) =

16.96% (£) "+ (2) + (5) -1
16.97. 22 — 6y + 42z + ¢

16.98. 2° + y* + 2% — 9ayz
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16.99. ™V + ¢ 7 — 2V (1,1,1)

16.100. arctg(z +y+2) —lg(1+ (z+y+2)?) (0,2,-2)

13. Variety dimenze 2 v R*

Najdéte 1) maximélni otevienou mnozinu Q C R%, v niz je (0,0)-hladina funkce
F dvojrozmérnou varietou, 2) mnozinu vSech singularnich bodu této hladiny. Pak
ovéite, ze dany bod ¢ € R* lezi v Q, a najdéte rovnice te¢né a normdlové roviny
variety v bodé c.

F(z,y,z,u) = c=
16.101. (zy — zu, 2 — yu) (1,2,2,1)
16.102. (zyzu—1, x4+ y+ 2+ u) (1,-1,-1,1)
16.103. (2® +y+ 22 +u, r — y? + 2z — u?) (1,-1,1,-1)
16.104. (" YV —y+z4u, e —u+az+y) (-1,-1,-1,-1)
16.105. (Ig(z +y) —lg(z +u), lg(z + 2) —1g(y — u)) (e,e,e,e)

14. Variety dimenze 3 v R*

Najdéte 1) maximalni otevienou mnozinu 2 C R%, v niz je nulové hladina funkce
F trojrozmérnou varietou, 2) mnozinu vSech singuldrnich bodt této hladiny. Pak
ovéite, ze dany bod ¢ € R?* lezi v Q, a najdéte rovnice te¢né nadroviny a normaly
variety v bodé c.

F($7y727u): c=
16.106 2+(y)2+(2)2+(”)2 1 (11,22
.106. = 5 3 1 501, 5,
16.107. 22 + 3zy + % — 2% — zu — 3u> (1,2,-1,2)
16.108. 2® + 2 + xy +y — 4wyz — 2yz + 3z2u (1,-1,2,-2)
16.109. e* V™% £ *TU™% L g Ly — 2 4 2u (1,1,2,-1)
16.110. Ig(2? +3?) —lg(z* +v®) +x+y+2+u (3,4,-3,—4)
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15. Zaména jedné proménné

Najdéte vsechny maximalni oteviené intervaly J C R, pro néz plati: VSechny
koeficienty rovnice L(y) = 0 jsou v J spojité a existuje interval I C R tak, ze g(I) =
J a ze g # 0 vSude v I. Pak provedte substituci z = g(t) (t € I, x € J) a ovéite, ze
rovnice L(y) = 0 ptejde v rovnici M(y) = 0 s konstantnimi koeficienty. 13)

L(y) g9(t) M(y)
16.111. 2%y" + 4z — 4y + e y+3y—4y
16.112. 2%y — 6y +e y—y—6y
16.113. 23y + 322" + 2/ + y =3 y+y
16.114. 23y — 322y +zy —y +ef y—6y+6y—y
16.115. 24y® + 623y" + 2%y + zy’ — y + e Y-y
16.116. z*y™ — 112%y" + 2y — y +el Yy —6y+6y—y
16.117. zy” — y — 62y +Vit 2y — 3y
16.118. 3" + (222 — 1)y — 42°y +Vt y+y—y
16.119. 2y — (32° + 2)y/ — 182y Vi y—9—2y
16.120. 223" + 4 + 2y t? y+4y
16.121. 22y + 3y" — % y t? iy — 8y
16.122. 25y + 625y + 2% (62% — 1)y t1 ¥ -y
16.123. 259" + 32%y' + 4y 2 Gty
16.124. (1 — 22)y" — xy’ — 9y sint y—9y
16.125. (1 — 22)y"" — 3xy” cost y+y
16.126. y” + (cosz + tgx)y’ + (cos®z)y arcsin ¢ yt+y+y
16.127. ¢ — ' + ¥y lgt y+y
16.128. y" + 221, 2y tgt y—y—2y

y —
2117 T @12
13) V kapitole 18 uvidime, 7e se feSeni rovnice s konstantnimi koeficienty (tj. rovnice tvaru
aoy™ + a1y™Y + .+ a,y, kde ao, ..., an jsou ¢isla) redukuje na feSeni algebraické rovnice
aoA” + a1 A" 1 + ... + an = 0. Proto méa transformace rovnic s nekonstantnimi koeficienty na
rovnice s konstantnimi koeficienty zna¢ny vyznam.
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16.129. 3" — (2tgz)y — arctgt v—y

costx
16.130. (2* + 1)y" + 2y’ —y sinh ¢ J—y

16. Zaména dvou a tfi proménnych

16.131. Za situace z P¥.16.12 ovéite, ze

f sin2<p(82F 10F 1 82F) cosZcp( PF 1 BF)

oxdy 2 o2 ror 12 Op? r Ordy r % '
16.132. Necht f : R? — R je t¥idy Ca, necht ¢isla a;; e R (i = 1,2,j = 1,2)
spliiuji podminku J := aq11a22 — a12a21 # 0 a necht funkce ¢ je definovéna v R?
rovnosti

g(u,v) = ajiu+ a12v, h(u,v) = az1u + axv.

Dosazenim z = f(u,v), y = g(u,v) do f(z,y) definujte funkci F' := fo(g, h) a ovéite
tyto transformacni vzorce:

1 oF OF'\?2 OF OF\2
2 _
| grad f || —ﬁ((au%—an%) + (azzﬁ—am%) ),
1 O°F PF 0*F
Af = 5] ((afg + a3,) Bz 2(a11a12 + aziazs) Juoe T (afy + a3y) D02 )

16.133. Piedpokladejte, ze funkce f : R? — R (proménnych xz,y) je t¥idy Cs
aze F := fo(g,h), kde g(u,v) := u? + v2, h(u,v) := u? — v2. Ovéite, ze jakobian
(g, h)/0(u,v) je roven 8uv, a dokazte, ze v mnoziné Q := {(u,v); uv # 0} je

lgwad F1? = 5o () + o0 (90,

T 8u2\ou/ T 82\ v

1 9°F 1 0*F 1 oF 1 OF

F= 8u2 du? + 8v2 Ov?2  8ud Ou  8v3 Ov

16.134. Necht g(u,v) := uv, h(u,v) := u/v; ovéite, ze v Q := {(u,v); uv # 0}
je d(g,h)/0(u,v) = —2u/v # 0, a odvodte transformadéni vzorce

| arad f|? = 140 (6F)2 1—v* OF OF ﬂ(@F)Q,

402 \ ou 2uv  Ou v 402 \ v
Af*1+v4(82F laF) 1—v* 0%F 14 v* 92F 1—3vt OF
T 42 2uv  Oudv 4u?2  Ov? 4u2v Ov

u2  u Ou

16.135. Polozte g(u,v) := wcoshv, h(u,v) := usinhv a dokazte, ze pak je
(g, h)/0(u,v) = u, takze funkce (g, h) je difeomorfni v jistém okoli kazdého bodu
mnoziny  := {(u,v); u# 0}.
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Piedpokladejte, ze f : R? — R je tifdy Ca, polozte F := f o (g, h) a dokaite, Ze
v  plati tyto identity:
6F)2 1 (BF)Q)_Zsinh% OF OF

2 _ or vr il
Il grad £ = cosh 2v ((8u ov U Ou v’

0’F 1 oF 1 62F) B 2sinh2v( 0’F 1 6_F)

Af = cosh2v (W Cw Ou | u? Ov? oudv  u Ov

u?

u

16.136. Dokazte, ze funkce g(r, ) := (rcos? p,rsin? ¢) t¥idy Co v R? zobra-
zuje mnozinu Q := Ry x (0, %w) prosté na otevieny prvni kvadrant Ri, pricemz
9(g1,92)/0(r, ) = rsin2p £ 0 v Q.

Za predpokladu, ze f je tfidy Cy v Ri a ze F := fog, dokazte, ze v Q) plati
identita

8F)2 n 2 cotg2p OF OF

1 OF\?2
dfl?=2 — — (tg? tg? — .
I grad £ ((97“ T or dy +4r2(g ¥+ cotg @)(ago)

16.137. Cylindrické soufadnice (7, o, z) bodu (z,v, z) € R? jsou definovany rov-
nosti

(102) (@,y,2) = g(r, ¢, 2) := (rcosp, rsing, z).
Dokazte, ze funkce g je t¥idy Co v R3 a Ze viude v R? je

d(g1,92,93)
e D)

takze g je difeomorfni v jistém okoli kazdého bodu z R?® neleziciho na ose z. Necht
f:R* = R je tiidy Cy a necht F := f o g; dokazte, Ze pro r # 0 je

a1 = () + 3 (5) +(52)
O°F 1 9°F 9F 10F

M=grt ez T2 Trar

16.138. Sférické soufadnice (r, ¢, ) bodu (z,y, z) € R? jsou definoviny rovnosti
(104) (z,y,2) = g(r,p,9) := (rcospcos?,rsinpcosd, rsindd).
Dokazte, Ze g je tiidy Coo v R? a Ze viude v R? je

8(91792793)

(105) r.,0)

=7r2cos,
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takze g je difeomorfni v jistém okoli kazdého bodu mnoziny
(106) Q:={(r,p,9);reRy, peR, ¥# Ix mod 7},
jejimZ obrazem pii zobrazeni g je prostor R3, z néhoz je vynechana osa z.

Necht f : R?® — R je tiidy Cs a necht F := f o g; dokazte, Ze viude v Q plati
identity

OF\?2 1 OF\?2 1 /0F\2

2 _ (9F b oF 1 of
Il rad ] _(87“) 7‘2008219(830) r2((919) ’
- 0*F 1 0*F 1 0°F 20F tgd OF

A = )
! or? + r2 cosZ 1 Op? + r2 092  r Or r2 09U

16.139. Necht
(.’L’,y,Z) = g(u,v,w) = (u —w,u — v,V — 2’LU)

pro viechna (u,v,w) € R?; dokazte, Ze g je pak prosté zobrazeni R® na R? t¥idy
COO? pro néz je 6(91792793)/8(’&, v, ’U}) =1v R

Necht f : R3 = R je t¥idy Cy a necht F := f o g; ovéite, ze pak v R? plati
identity

OF\?2 OF\?2 OF\?2 OF OF OF OF OF OF
2 _ o (9F or or ol orr or
I'grad [ _6(8u) +9((9U) +3(6w) +14 ou Ov +8 ou Ow +10 ov Ow’
0*F 0*F 0*F 9*F O*F 0*F
Af = 14 1 .
f=6 ou? +9 Ov? +38w2 + Oudv +86u8w + Oavaw

16.140. Dokazte, ze jakobian transformace
t¥idy Coo v R3 je roven u?v, takze g je difeomorfni v jistém okoli kazdého bodu

mnoziny 2 := {(u,v,w); uv # 0}.
Necht f : R? = R je t¥idy Cg a necht F := fog; ovéite, Ze pak v Q plati identity

Iy L (S0 L (0ry
2v OF OF 2w OF OF

| grad 1% = (

u? uZv?

_(92F 1402 0%°F 1+w282F_2_U 62F_2_w 9*F
T Ou? u?2  Quv? w202 Qw? u Oudv  uv Qvow
2v OF 2w OF

u? Ov  u?v? Ow '

Af
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Reseni

Parcialni derivace prvniho i druhého fadu funkce g v bodé A jsou uvedeny vzdy
v lexikografickém poradi, pro funkci dvou proménnych tedy v poradi 01 g, 029 a d119,
0129, D229, pro funkci t¥i proménnych v poradi 019, 29, 039 a O119, O129, 0139, 0229,

0239, O339.
Abychom se vyhnuli zlomktm, uvddime ¢asto misto téchto derivaci jejich (vétsi-
nou kladné) nasobky: Je-li g napi. zobrazeni z R? do R?, zapis v¢’ : (o, ), (o, 8’)

znamend, ze d19(A) = (a/v, B/7), 029(4) = (' /7,B’/v); podobné pro derivace

Ffadu 2. Jsou-li v8echny parcidlni derivace fadu 1 resp. 2 v bodé A rovny 0, piSeme

za ,,g' :“ resp. za ,,g" :“ jen ,0%.

Difeomorfismy

16.01. Q =R? —{(0,0)}; A= (-2,-2); 6¢":(0,1),(—1,0);
369" : (1,1),(~1,1),(=1,-1).
16.02. Q@ =R? —{(0,0)}; A= (0,—1); ¢':(1,0),(0,1);
g":(0,-2),(2,0),(0,2).
16.03. Q@ =R>—{(3(2k+ 1)7,0); ke Z}; A= (0, ), g :(1,0),(0,1); ¢": 0.
16.04. Q@ =R? — {(2,9);y=0}; A= (§1g2, Zw), "(1,1), (1, -1);
g’ (1,1),(1,-1),(~1,-1).

16.05. Q =R?*; A= (e 1 0); 7g: (—me,0),(0,—e);

ng” : (—me?,0), (0, ),(71'82,0)
16.06. Q =R?; A= (1,1); 2¢’: (1,1),(1,-1); 4¢” : (—=1,0),(0,1),(~1,0).
16.07. Q@ =R*; A= (1+im, —17); 3¢':(2,-1),(2,2);

279"+ (4,4), (4, >< 1).
16.08. A =(0,-2); 12¢': (=3,-3),(~2,2); 729" : (3,-3),(=9,-9), (—4,4).
16.09. A =(0,0); 3¢": (0,1),(3,0); 9 -(0,—2),(3,—3),(0,0).
16.10. A = (1,1); g';( ~1),(=1,0); ¢": (=1,0),(0,0),(0,—1).
16.11. A =(1,1); 2¢": (1,1),(=1,1); 4 -(1 0), (0,1),(1,0).
16.12. A = (1,-1); 29' (1,1),(1,—1); 4¢” : (1,-1), (=1, —1),(1,-1).
16.13. A= (1,—1in); ¢ :(1,0),(4, 2), 49”-( 2,1),(—8,4),(—36,17).
16.14. A =(0,0); ¢':(0,1),(—1,0); ¢g": 0.
16.15. A= (2,1); 2¢': (1,1),(-1,1); 4¢” : (-1,-2),(2,-1), (-1, -2).
16.16. Q =

cA=(1,1,1); 2¢': (0,1,1),(1,0,1),(1,1,0);
29" : (0,—1,-1),(0,0,0), (0,0,0), (1,0, 1), (0,0,0), (~1, —1,0).

16.17. Q ={(z,y,2); c Z0 mod 7,y Z0 mod 7w,z Z0 mod 7 }; A= (0,0,0);
2¢': (1,1, 1), (=1,1,~1), (=1, ~1,1); ¢" : 0.
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16.18. Q =R?—{(0,0,0)}; A = (0,2,—2); 69’ - (1,-2,1), (4,10, -2), (1,4,1);

6g” : (0,1,0),(-1,0,-1),(0,1,0),(-2,8,-2),(-1,0,-1),(0,1,0).
16.19. Q =R?* —{(0,0,0)}; A = ( ,-% ) g (1 2,-2),(2,1,2),(-2,2,1);
39" (=5,-1,1),(-1,1,-4),(1,-4,1),(1,5,1), (-4, 1,-1), (1, -1, -5).

5, 1,—
16.20. Q = {(z,y,2); :Cyz;zéO}; A= (im irm i7);
¢ (1,-1,0),(0,~1,-1),(1,0,-1);
g (1,-1,0), (0, -1,0), (1,0,0), (0, —1, —1), (0,0, —1), (1,0, —1).
16.21. Q =R, A=(1,1,1); 2¢': (1,0,1),(1,1,0),(0,1,1);
8¢" : (1,1,2),(~1,0,—1), (0,~1,-1),(2,1,1), (~1,-1,0), (1,2, 1).
16.22. Q= {(z,y,2); 2 +y*> >0,4° +2°> >0,z +2° > 0}; A= (3,-1,1);
g :(0,1,-1),(1,0,1),(-1,1,0);
2¢" : (=2, -5,5), (1,1, -2), (1,-2,1), (5,2,5), (=2, 1, —1), (5,5, —2).
16.23. Q= {x,y,2); tgxtgytgz # +1}; A=(0,0,0);
¢ (0,1,0),(0,0,1), (~1,0,0); ¢ : 0.
16.24. A = (0,0,0); ¢ : (0,0,1),(1,0,0), (0,1,0),
”:(0,0,0), (0, —1,0), (~1,0,0), (000)( ~1)

,(0,0,0).
16.25. A = (1,0,—-2); 2g: (2,0,1), (0, 1),(070, 1);
44" : (0,0,-2),(2,0,1),(0,0,—1), (- 480)( —4,0),(0,0,0).

:(1,-1,1),(1,1,-1),(-1,1,1);

16.26. A =(1,1,1); 2g 1
)a (]- 57 _3)3 (_3a _37 _3) .

(
8¢" : (—3,-3,-3),(5,—3,1),(—3,1,5), (-3, -3, —

16.27. A =(0,0,0); 2¢': (0,1, —1),( 1,0,—1),(=1,—1,0);
—8¢":(2,3,3),(3,3,2),(3,2,3),(3,2,3),(2,3,3), (3,3,2).

16.28. A= (2+1g2,2+1g2,2+1g2); 4¢' : (=1,-1,3),(3,-1,-1),(~1,3, —1);
329" : (7,7,-9), (7, —17,7), (=17,7,7),(=9,7,7), (7,7, —17), (7, =9, 7).

16.29. A = (0,0,0); ¢ : (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1);
¢":(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0), (0,0,0), (1,0,0), (0,0, 0).

16.30. A =(0,0,0); 2¢' : (—1,—1,0), (0, =1, —1),(1,0,1); ¢" : 0.

Implicitni funkce

Za jmény funkci g, h, ... (a dvojte¢kou) jsou napsany derivace fadu 1, 2, ...
funkci g, h, ... vbodech a, b, ... ; chybi-li u nékterého ¢isla cviceni néktera z funkci,
znamend to, ze neexistuje. Parcidlni derivace fadu 2 jsou usporadany lexikograficky
vzhledem k proménnym, podle nichz se derivuje. Hodnoty nékterych derivaci jsou
vektory; jejich slozky jsou pak v okrouhlych zavorkach.
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16.31. ¢:—-1,0,0; h:—1,0,0

16.32. ¢:1,0,0; ~:1,0,0

16.33. ¢:0,0,0

16.34. h:0,—6,102

16.35. h:0,2,-24

16.36. ¢:0,1,0

16.37. ¢:—1,0,0; h:—1,0,0

16.38. g:0,1,—3

16.39. ©:0,1,-2

16.40. g:—3,0,0; h:—2,0,0

16.41. ¢:3,-26; h: %73_(;

16.42. g:1,—4; h:1,

16.43. h'O,%

16.44. ¢g: —1,47%; h:—1,472

16.45. ¢ %,—%; h:2,3

16.46. g: (—1,-1),(=22,2); h:(-1,1),(-%2,22); i: (-1,1),(3,-1)
16.47. h:(0,0),(0,0)

16.48. g: (1, —1),(—6,6); h: (1,—1),(6,0); i: (—1,—1),(6,0)
1649, g5 (3. 4). (ks b (22 -0. (.03 i5(2,-1). (2.0
16.50. ¢:(-1,1),(0,0); h:(—1,-1),(0,0); i:(1,—1),(0,0)
16.51. 7 : (0,1),(0,0); i : (0,1),(0,0)

16.52. 1 :(0,0),(0,0)

16.53. g:(—1,1),(2,0); h:(—1,-1),(2,2); i: (1, —1),(0,2)
16.54. ¢g:(1,-1),(-1,4); h:(1,-1),(1,3); ¢:(—1,-1),(4,3)
16.55. ¢:(1,1),(0,0); h:(1,1),(0,0); i: (1, )(00)

16.56. ¢:(1,1,1),(4,0,4); h: (1,1,1),(—4, —4,0); : (1,1,1), (0,4, 4);

i (1,1,1), (—4,0, —4)
16.57. ¢:(0,0,-3),(0,0,6); j: (—%,0,0),(2,0,0)

16.58. ¢:(—2,1,2),(-8,0,8); h: (-3, %,—1),(—1,—1,0);
2 (1,-2,2), (0, —88)- 1(3,-1,3),(-1,0,-1)

16.59. ¢: (— 2, ,——) (0,0,0); h: ( —2,1),(0,0,0);
2 (1,—3,—3),(0,0,0); j:(—-2,1,-2), (0,070)

16.60. g:(0,—3,1),(0,—1,-2); i:(=2,0,—3),(—%,0,—42);

i:(2,0,3), (10,0, —19)
16.61. g:(—2,1),(6,—6,2); h:(2,1),(10,2,-2); i: (3,-1),(-5,3,2)
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16.62.
16.63.
16.64.
16.65.
16.66.
16.67.
16.68.
16.69.

g:(2,-1),(43,-4,3); h:(2,-1),(0,-2,3); i: (3,3),(0,3,—3)
1:(0,0),(2,0,—4)

g:(—].,O),( 10 ), ( )v( )

g:(-1,-1),(4,2,4); h:(-1,-1),(4, 2 4) :(—1,-1),(4,2,4)

g: (05 _1)5 (_25 _15 _g)a ( 1) ( )
g:(-1,1),(0,-2,0); h:(1,1),(4,2,0); @ .( ,—1),(—4,2,0)

g: (37_2)7(67_%72)§ h: (%7_%)7(37_27 i)7 i (%7 %)7(_%7_%7_%)
g: (=1, (0, 772,277 %); h:(1,-m),(0,—1,27);

1:(1,7),(0,1,0)

16.70.

9:(0,2),(0,1,-8); h: (0, %), (0, —%, 1)

Ve vysledcich cviceni 16.71—16.80 uzivame pro lepsi prehlednost podobné znaceni
jako v 16.01—16.30, tj. napft. za znaky ¢’ a g” piSeme parciilni derivace prvniho
a druhého fadu funkce g podle pfislusnych proménnych v lexikografickém pofadi.

16.71.

16.72.

16.73.

16.74.

g : (-3,2),(—2,1); 5¢" : (—114,78),(—36,12), (2, —14)
2h' : (=3,1), (—1, —1); 20" : (—3,39), (39, —27), (1, —13)
i (=2,1), (1, -2); 5i" : (26, —14), (—40,40), (14, —26)
351 (—2,-1), (~1,-2); 455" : (~2,38), (—40,40), (38, 2)
oK+ (—1,-1),(1,—-3); 20K” : (13, 1), (27, —39), (39, 3)
15 (1,-2),(2,-3); 51" : (14, ~2), (~12, 36), (—78, 114)
g :(1,0),(0,1); ¢": 0

i’ (0,1),(1,0); i"” : 0

3"+(0,1),(1,0); j7: 0

I (1,0,(0,1); 1" : 0

R :(0,1),(0,-1); 3" : (5,4),(—4,-5),(—1,4)

i (0,1),(0,-1); 3i" - (—4,-2),(5,1),(-1,4)

: (1,0),(1,0); 31" (2,-4),(1,1),(—4,5)

J (-1 -1).(~1,-2): g": (0.0).(3,~2). (6, ~4)

R (=1,1),(=1,2); " :(0,0),(3,-8),(6,—16)

2i’: (—1,-1),(-1,1); 2i" (1,-4),(0,0),(-1,4)
j/:(_la_l)v(_lvl); jNZ(O O) ( 3 5) (070)
K (_27 1)7 (_17 1); K" ( _10)7( )7( ,0)
: (-2,1),(1,-1); . (—16,10), (8,-5),(0,0)
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16.75. 4¢': (2,-3),(—4,—2); 164" : (0,9),(0,6), (16,12)
:(1,-2),(=2,1); 4h" : (1,4),(=2,-2),(4,1)

1 (=3,4),(—4,4); 4i" : (9,0),(12,0), (24, —8)
4,-3); 45" : (—8,24),(0,12),(0,9)
3k :(2,-4),(—4,-2); 3k :(2,4),(0,0),(4,2)
41" 1 (2,-3), (—4,-2); 161" : (0,9),(0,6), (16,12)
16.76. ¢’ :1,0,—4; ¢" :2,7,4,—-6,0,24

4h' : —1,0,—1; 8h" :3,14,1,-12,0,3

§':0,—4,—1; j": —6,—28,—7,24,4,2
16.77. ¢’ : —1,2,-2; ¢" :0,-2,2,3,-3,3

2h' : —1,2,—1; 80" : —5,0,—1,0,0,3

2i’:1,2,1; 8" :5,0,1,0,0, -3

j'2,-2,-1; j”: =5,5,2,—5,—2,0
16.78. ¢': —1,1,0; 2¢” : 0,0,—-1,0,1,0

i’ :1,0,1; 26 :0,0,0,0,—1,0

§':1,0,—1; 25":0,0,0,0,1,0
16.79. ¢ :1,1,1; ¢" : 7%,0,0,0,0, 272

ho:—1,-1,1; 720" : =3,-2,2,-2.2, -2

i’ —1,-1,1; i" : —7%,0,0,—27%,0,0

jli—1,-1,1; n7 %" :-1,-1,1,-3,1,—1
16.80. 3n': —2,—2,0; 27h" : 14,20,15,—10,15,0

2i' 1 —2,-3,0; 4i” : —8,-10,0, -5, 5,0

25" —2,-3,0; 45" : —8,-2,0,7,—5,0

Variety

Pro mnozinu vsech singularnich bodt uzivame symbol SB; stejné jako v kapitole
15 znamenaji symboly T, TR, TP, N, NR a NP po fadé te¢nu, tecnou rovinu,
teény prostor, normalu, norméalovou rovinu a normélovy prostor. Rovnice tvaru
arx+asy+as =0, a1x+asy+asz+ag =0, a1+ a2y + asz + agu+ as = 0 nahra-
zujeme opét sledy prislusnych koeficient a;; je-li néjakd mnozina urcena nékolika
rovnicemi, piSeme mezi prislusné sledy koeficient znak A.

16.81. SB = {(0,0)}; @ =R?>—SB; T:1—+2,2/2 —3,7V2 — 10;
N:3-2v2,1-v2,3vV2 -4

16.82. SB={(0,0)}; @ =R?>—SB; T:1,3v3,1; N: 9,3, -5
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16.83. SB = {(z,z); 2 = %w mod 7}; Q=R?-SB; T:1,-1,0; N: 3,3, -7
16.84. SB=0; Q=R?; T:3,1,—4m; N:1,-3,27
16.85. SB=0; Q =R?; T:1,3,1; N:3,-1,—7
16.86. SB=0; Q=R3; T:2,-2,1,-1A1,—-2,—-1,0; N: 8,6, -4, —11
16.87. SB=0; Q=R3; T:1,-2,-1,0A2,—1,1,0; N: 1,1,—1,-3

16.88. SB={(0,—-1,-1)}; Q= {(z,y,2); zy > z} — SB;
T:1,2,-1,-3A0,1,—-1,0; N: 1,—-1,-1,0

16.89. SB = {(z,y,2); |zyz — %| =1}; Q={(z,y,2); |zyz — %| <1,z#0};
T:4,1,4,—6A1,0,—1,0; N: 1,-8,1,15

16.90. SB=0; Q=R®—-{(0,0,0)}; T:1,2,3,0A3,2,1,0; N: 1,-2,1,6

16.91. SB = {(0,0,0,u); u e R}; Q@ =R* - SB;
T:1,0,0,1,0A1,0,—1,0,0A1,1,—-1,—-1,0; N: 1,—-1,1,—1,4

16.92. SB=0; Q =R*; T:0,1,1,0,0,A0,0,1,1,0A1,0,0,1,0;
N:1,-1,1,—1,0

16.93. SB=0; Q=R*; T:1,-1,-1,-1,1A1,-1,1,1,-1A1,1,-1,1,-1;
N:1,1,1,-1,-3

16.94. SB=0; Q= {(z,y,2z,u); y > x, u>z};
T:1,-1,-2,1,1A2,-1,-1,1,-1A1,1,—1,—-1,0; N: 0,1,0,1,—4

16.95. SB = {(0,0,0,0),(£1,0,0,0)}; Q@ = R* — SB;
T:1,1,-1,0,-1A1,-1,1,0,—1A1,0,—1,1,—1; N: 0,—1,—-1,-1,3

16.96. SB =0; Q =R>; TR: 3v/3,4,12, —24V/2;
N: 8v2,-6v6,0,—7vV3 A0,6V2, —2v2, -5

16.97. SB=0; Q=R3; TR:3,1,—-2,1; N: 1,-3,0,3A0,2,1,-3

16.98. SB = {(0,0,0)}; Q =R* - SB; TR: 1,1,3,0;
N:1,-1,0,—2A0,3,—-1,3

16.99. SB=0; Q=R3; TR:2,-3,1,0; N: 3,2,0,—-5A0,1,3,—4

16.100. SB=0; Q=R?; TR:1,1,1,0; N: 1,—1,0,2A0,1,—1,—4

16.101. SB ={(z,y,z,u); (x=u=0Aly|=|z))Vy=2=0A|z| = |ul|)};
Q=R*-SB; TR:2,1,—-1,-2,0A2,—1,1,-2,0; NR: 1,0,0,1,—2A0,1,1,0,—4

16.102. SB=0; Q=R*; TR:1,—-1,-1,1,-4A1,1,1,1,0;
NR: 1,0,0,—1,0A0,1,—1,0,0

16.103. SB=0; Q=R*; TR:2,1,2,1,-2A1,2,1,2,2;
NR: 1,0,—1,0,0A0,1,0,—1,0
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16.104. SB=0; Q=R*; TR:1,-2,1,1,1A1,1,1,-2,1;
NR: 1,0,—1,0,0A0,1,1,1,3

16.105. SB=0; Q ={(z,y,z,u);x+y>0,z24+u>0,24+2>0,y+u>0};
TR:1,1,-1,-1,0A1,-1,1,—1,0; NR: 1,1,1,1,—4e A 1,0,0,1, —2¢

16.106. SB=0; Q =R*; TP:12,6,4,3, 24
N:2 —4,0,0,3A1,0,-3,0,4A2,0,0,—8,15

16.107. SB = {(0,0,0,0)}; @ =R* - SB; TP:8,7,0,—11,0;
N:0,0,1,0,1A7,—8,0,0,9A11,0,0,8, —27

16.108. SB=0; Q =R*; TP: 11,-10,0,6, —9;
N:0,0,1,0,-2A6,0,0,—11,—28 A 0,3,0,5,13

16.109. SB=0; Q =R*; TP:1,2,-1,3,2;
N:2,-1,0,0,-1A1,0,1,0,-3A0,3,0,-2, -5

16.110. SB = {(—1,-1,1,1)}; Q= {(2,y,z,u); 2>+ 4> > 0,22 + u® > 0} —
SB; TP: 31,33,31,33,0; N: 1,0,-1,0,—6 A 0,1,0, —1, -8 A 33, —31,0,0,25

Zaména jedné proménné

U ¢isel prikladt uvadime dvojice intervali I, J, které bylo pfi feSeni tfeba nalézt;
(tel,zedJ,g(I)=J).Index + u R odpovida témuz symbolu v zadani prikladu.

16.111 — 16.116. R —,,, Ry
16.117 - 16.118. R, —,,, Ry

16.119. R_ —» ., R_, Ry — . Ry

16.120 — 16.121. Ry —,, R,

16.122. R_ —»,, R_, Ry =, Ry

16.123. R, —,, Ry

16.124. (1 (2k— D)7, 22k + 1)7) —na (-1,1), ke Z
16.125. (km,(k +1)7) =, ( 1), keZ

16.126. (—1,1) =y, (—im, i7)

16.127. R, —,, R

16.128. (3 (2k —1)m 22k +1)7) »na R, ke Z
16.129. R —,, (—im, i7)

273
16.130. R —»,, R

)
(=
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17. Extrémy funkci nékolika proménnych

Redlna (kone¢nd) funkce f definovand na neprazdné mnoziné X nabyva svého
mazima (resp. minima) (v X) v bodé a € X, je-li f(z) < f(a) (resp. f(x) > f(a))
pro viechna z € X. Rikdme, 7e funkce f mé v bodé a € X extrém, mé-li tam bud
maximum, nebo minimum.

Neékteré funkce svého maxima (minima) nabyvaji, jiné ne; v dalsim proto budeme
problému najit extrémy funkce f na mnoziné X rozumét takto:

1. Pokud max f(X) existuje, vypocitat je a najit v8echny body z X, v nichz f
tohoto maxima nabyva; v opa¢ném piipadé najit sup f(X).

2. Pokud min f(X) existuje, vypoditat je a najit vSechny body z X, v nichz f
tohoto minima nabyva; v opa¢ném piipadé najit inf f(X). O

Uloha najit extrémy funkce f bude mit pfi této obecnéjsi formulaci problému
feSeni vzdy ; miZe se ovSem stat, ze sup f(X) = 400, nebo inf f(X) = —oo. Rovnost
sup f(X) = 4oo (resp. inf f(X) = —o0) je, jak vime, ekvivalentni s podminkou,
Ze f neni v X shora (resp. zdola) omezend; funkce f pak samoziejmé maximum
(resp. minimum) v X nemé. (Dodejme, Ze z podminky X # ) plyne, Ze neni ani
sup f(X) = —oo, ani inf f(X) = +o00.) O

Pii hledani extrému funkce hraje velmi Casto podstatnou roli nasledujici véta,
v niz jsou vyjmenovany nékteré podminky nutné k tomu, aby funkce f méla v ur-
¢itém bodé mnoziny X C RP (kde p € N) extrém. Zduraznéme vsak, ze zadna
z podminek véty neni postacujici.

Véta 17.1. Je-li X C R? a ma-li funkce f : X — R v bodé a € int X extrém,
plati tato dvé tvrzeni:

1) Vsechny smérové derivace O,y f(a), které existuji, jsou rovny nule. Specialné:
Vsechny parcidlni derivace 9; f(a), které existuji, jsou rovny nule.

2) Je-li f v bodé a diferencovatelnd, je Df(a) = 0.

Dusledek. Ma-li f v bodé a € X extrém, jsou jen tyto tii moznosti:
a)acint X a Df(a) =0;

B) a€int X a f neni v bodé a diferencovatelnd ;

v)acdX. O

Definice. Je-li a € int X a Df(a) = 0, fikdme, Ze a je stacionarni bod funkce
f:X->R O

Je-li tedy funkce f tf¥idy C; v int X, hleddme extrémy 1) v bodech z int X, v nichz
jsou vSechny parciélni derivace 9;f rovny nule, a 2) na hranici mnoziny X ; jinde
funkce f extrémnich hodnot nenabyva.

Tlustrujme hledani extrému ne€kolika priklady. V prvnich tfech je mnozina X C R?
kompaktni, tj. uzaviend a omezend; protoze f je v X navic spojita, je existence
jejiho maxima i minima v X zarucena dtsledkem véty 12.7.
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Priklad 17.1°. Vysetiujme extrémy funkce
(1) flz,y) =% =222y 4+ 3y v X :=(-1,1)%

Protoze f je tfidy Coo Vv celé rovin€, najdeme nejdiive vSechny jeji stacionarni
body. Snadno zjistime, ze funkce

of

(2) e 32% — dxy,

8—f = —22% +9y°
dy

maji jediny spoleény kofen, a to bod (0,0). Protoze f v ném nabyva hodnoty 0
a protoze f je v nékterych bodech z X kladnd, v jinych zdporna (f(£1,0) = +1),
nemd f v bodé (0,0) Zddny extrém.

ProtoZe f v int X ani maxima, ani minima nenabyva, lezi oba extrémy na hranici
X. Vzhledem k tomu, ze 0X je sjednocenim ¢étyf tiseéek, vySetfime funkce

(3 gi(@) = flz,—1) =2 +22% =3, go(x) == f(x,1) = 2° — 227 + 3,
(4 hi(y):=f(-Ly)=3y"—2y—1, ho(y):=f(L,y) =3y> —2y+1.

Derivace 322 + 4z a 322 — 4x funkci (3)!) jsou rovny nule po fadé v bodech 0,
—% a v bodech 0, %. Protoze body :I:(%, 1) nelezi v X, poc¢itdme pouze hodnoty

(5/) f(_lu_l):_Zu f(07_1)2_37 f(l,—l):(),
(5”) f(=1,1)=0, f(0,1) =3, f(,1) =2,

Derivace hf(y) = hh(y) = 9y*> — 2 funkci (4) maji kofeny +c, kde ¢ := 1/2;
protoze hodnoty funkce f ve vrcholech ¢tverce X jsou jiz uvedeny v (5') a v (5”),
pocitame jen
(6") f(=1,—¢)=3V2—-1=-037, f(-1,¢)=—-3vV2—-1=-163,

(6") fl,—c)=1+ 4v2 =163, f(l,e) =1-34v2=0.37.

Porovname-li hodnoty z (5') — (6”), vidime, ze
(7) M :=max f(X) = f(0,1) =3, m:=min f(X)= f(0,—-1) = -3.

Pro v8echny body (z,y) € X, pro néz je (0,1) # (z,y) # (0, —1), plati pfitom ostré
nerovnosti m < f(z,y) < M.

Priklad 17.2°. Najdéme extrémy funkce
(®) flz,y):=42° =30 — 4y + 9y v X :={(z,9); 2” +y* < 1};

f je opét tiidy Coo v R? a rovnice

Of o2 o of _ 2 q9_
(9) gy~ 1200 =30, =127 +9 -0

jednodussi) dosadime do prvni rovnosti v (2) po fadé y = -1 ay =1.
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maji 4 feeni £2(1,/3) a £1(—1,1/3). Protoze viechny ¢tyii body lezi v 9.X, nema
f v int X zadné stacionarni body, a tedy ani extrémy.

Abychom nasli extrémy funkce f na jednotkové kruznici X, parametrizujme ji
kiivkou (cost,sint), t € (—m, ) a v souvislosti s tim pfejdéme od funkce f(z,y)
k funkci

(10) g(t) := f(cost,sint) = 4cos®t — 3cost — 4sin®t + 9sint,
jejiz derivace je
(11) g(t) = —12cos’tsint + 3sint — 12sin’*t cost + 9 cost
=3cos’t(—4tgt+tgt(l+tg’t) —4tg®t+3(1+tg?t)).

Uvedend tprava, pti niz jsme vytkli 3cos®t a uzili identitu cos™2¢ = 1 + tg2t, je
korektni, protoze cost =0 = sint = +1 = ¢'(t) #0.

PoloZime-li tgt = u, dostaneme z vjrazu v zavorkach za cos® t po ipravé polynom
u® — u? — 3u + 3, kterj mé kofeny 1 a +v/3. Je-li t € (—m,7), je

tgt=1 & (t=-3m)V(t=77),
(12) tgt =—V3 & (t=—Lim) v (t=27),
tgt=v3 & (t=-2m)V(t=1ir);

tato cisla ¢, krajni body £7 a pfislusné hodnoty funkce g srovnejme do tabulky:
R Tt (T A A S &
gt)=—1, —3v2, 1-3V3, —1-3V3, 3v2, —1+3V3, 1+3V3

Funkce ¢ nabyva tedy svého maxima M = 1 + 3v/3 = 6.196 v bodé a := %w
a svého minima m = —M v bodé S := —%w. Protoze

(13) cosa:—%, cosBz%, sina:%\/g, sinB:—% 3,

nabjva funkce f svého maxima a minima v bodech (—1,v/3) a (1,—V/3); pro
ostatni body (z,y) € X plati ostré nerovnosti m < f(z,y) < M. O

V nasledujicim piikladu budeme hledat extrémy polynomu 3. stupné na jednodu-
ché podmnoziné prostoru R3; piiklad dobte ilustruje skuteénost, ze délka a vétsinou
1 obtiznost prikladu roste rychle spolu s dimenzi.

Priklad 17.3. Hledejme extrémy funkce
(14) flay,z) =" +az>+ 27 +y2> — 122 —20+y v X :=(-1,1)%,
kterd je t¥idy Coo v celém R? a spliiuje tam identitu

(14" grad f(z,y,2) = 2z + 22 — 2, 4y + 2° + 1, 2 (22 + 2y — 1)).
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Standardni vySetfeni a zapis hodnot ve vSech stacionarnich bodech funkce f
v int K, uvnitt Sesti stén, dvanécti hran a v osmi vrcholech krychle K neni obtizné,
ale znacné zdlouhavé; vsechny potfebné tdaje vSak obsahuje nasledujici strucna
tabulka, pomoci niz miaze ¢tenar snadno ovéfit spravnost svych vypoctu.

Mnozina  Charakteristika Parc. derivace Stac. body f

krychle (-1,1)3 viz nahote (3,-3,£3v3) -1
sténa x=-1 Z4+4dy+1,2(2y-3)  (-1,-10) 2
sténa r=1 24+4y+1,2(2y+1)  (1,-1,0) -2
sténa y=-—1 224 2r —2,2(2x —3)  zadny

sténa y = 22422 —2,2(20+1)  zadny

sténa z=-1 2z — 1,4y + 2 (3,-4,-1) -5
sténa, z=1 20 — 1,4y + 2 (%,—%,1) —%
hrana (z,y) = (-1,-1) — b5z (-1,-1,0) 4

hrana (z,y) = (-1,1) -z (-1,-1,0) 6

hrana (z,y) = (1,-1) —z (1,-1,0) 0

hrana (z,y) = (1,1) 3z (1,1,0) 2

hrana (,2)=(-1,-1) 4dy+2 (-1,-3,-1) 1

hrana (x,2) = (-1,1) dy + 2 (-1,-3,1) 1

hrana (z,2) =(1,-1) dy +2 (1,-1,-1) -1
hrana (z,2) = (1,1) 4y + 2 (1,-1,1) -1
hrana (y,2)=(-1,-1) 2z-1 (3,-1,-1) -3
hrana (y,2) = (-1,1) 2z — 1 (3,-1,1) -3
hrana (y,2z) =(1,-1) 2r —1 (3,1,-1) 1

hrana (y,2) = (1,1) 2z — 1 (3,1,1) 1

vrchol (—1,—1,41) 3

vrchol (=1,1,%1) -

vrchol (1,—1,41) -3
vrchol (1,1,41) I

Z tabulky je patrné, ze
M :=max f(X) =6 = f(—1,1,0), m:=min f(X)= -2 = f(3,—3%,+1),

zatimco v ostatnich bodech (z,y,2) € X je m < f(x,y,2) < M.
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Poznamka 17.1. V predchéazejicich tiech prikladech jsme vidéli, jak algoritmus
hledani extrému funkce nékolika proménnych obecné vypada: V pfipadé rovinné
mnoziny X hleddme staciondrni body v int X, hranici mnoziny X bud parametri-
zujeme vhodnou kfivkou ¢, nebo rozlozime na nékolik mnozin X3, ..., X, které lze
snadno parametricky popsat, a uvnitf téchto mnozin hleddme opét stacionarni body.
Nakonec porovname hodnoty ve vSech nalezenych stacionarnich bodech a v krajnich
bodech kfivky ¢ resp. v hrani¢nich bodech vSech mnozin X;. V pfipadé mnoziny
X C R3? je postup obdobny, jen krokil je vice; pfi kazdém kroku kless dimenze
vySetfovanych mnozin o 1.

Tento postup je jako prakticky kazdy algoritmus jen obecnym navodem; neni
striktnim predpisem, ktery je nutné za vsSech okolnosti a do vSech detailt dodr-
zovat. Inteligentni kalkulus musi sice vysvétlit podstatu podobnych algoritmi, ale
zaroven musi Tesitele vést k tomu, aby vyuzival vSech specifickych vlastnosti dané
situace. Vzhledem k nekonec¢né rtuznotvarnosti situaci nelze poskytnout obecny na-
vod k jejich FeSeni; velmi ¢asto zaleZi na pozorovaci schopnosti FeSitele (ziskané
zpravidla déletrvajici podetni praxi), zdali odhali néjaky specificky rys problému,
dovolujici algoritmus zjednodusit a zkratit. Ilustrujme to prikladem.

Priklad 17.4. Hledejme extrémy funkce
(15) f(z,y,2) :=sinzsinycosz +sinxzcosy +cosz v X := (0,7)%,

kterd je t¥idy Co v R3. Protoze jeji derivace

(16) ? = —sinzsinysinz
z

je zaporna v int X 2) a nulovd v 90X, je f(z,y,z) pro kazdy bod (r,y) mnoziny
Y := (0,7)? nerostouci funkci proménné z. Podrobnéji: Je-li (x,y) € intY, tato
funkce klesa; je-li (z,y) € 9Y, je konstantni. Pro vSechna (z,y,2) € X plati proto
nerovnosti

(17) f(@,9,0) > f(2,y,2) > flz,y,7),
z nichz plyne, Ze funkce f nabyva svého maxima na dolni sténé (z = 0) krychle X
a svého minima na sténé horni (z = ).
Hledejme proto maximum funkce
(18) g(z,y) = f(x,y,0) =sinx(cosy + siny) + cosx
a minimum funkce

(19) h(z,y) := f(z,y,7) = sinz(cosy — siny) + cosx

ve Ctverci Y.

2) takze f nema v int X z4dné stacionarni body
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Protoze

0 0
(20) 6—? = cosz(cosy + siny) — sinx, a—Z = sinx (cosy — siny),
oh oh
21 oh _ T Oh_ _ . .
(21) 5 — CO5% (cosy —siny) —sinx, 3y sinz (cosy + siny)

a protoze v (0,7) je sina > 0, je derivace dg/dy (resp. Oh/0y) v intervalu (0, )
rovna nule, praveé kdyz je y = %w (resp. y = %w). Dosazenim této hodnoty do dg/0x
(resp. do Oh/Ox) ziskdme vyraz

(22) V2 cosx —sinz (resp. — /2 cosz —sinz),

ktery se v (0,7) anuluje, pravé kdyZ je = arctgy/2 (resp. * = m — arctg/2).
Bod (a1,b1) := (arctg v/2, $7) (resp. (az,bo) := (7 —arctg V2, 27)) je tedy jedingm
staciondrnim bodem funkce g (resp. h) v int Y a snadnym vypoctem zjistime, ze

(23) g(a1,b1) = V3 (vesp. h(ag,bs) = —V3).

ProtozZe je ¢ = h v 9Y, staci tam vySetfit napf. prvni z téchto funkci. Jak zjistime
dosazenim, je

9(0,y) =1, g(m,y) = -1, g(x,0) = cosz +sinzx, g(z,7) =cosz —sinz,

pfiGemz derivace funkce g(x,0) (resp. g(x,m)) se v intervalu (0,7) anuluje, pravé

. . 1 3 -y .
kdyz je x rovno 37 (resp. 3m). Uvazime-li, Ze

9(070) =1, g(iﬂao) = \/Ea g(?T,O) =-1
(resp. g(0,7r) =1, g(%ﬂ',Tr) = _\/57 g(ﬂ',ﬂ') = _1)7

vidime, Ze vSechny hodnoty funkci g a h v 9Y lezi mezi —/2 a /2. Funkce g|Y
nabjvé proto svého maxima /3 jen v bodé (a1,b;) a funkce h|Y svého minima
—v/3 jen v bodé (az, by).

Shrneme-li, vidime, Ze funkce f ma v X tyto vlastnosti:

max f(X) = f(a1,b1,0) = V3, min f(X) = f(as, ba, ) = —V3,

24
(24) (a1,b1,0) # (z,y,2) # (ag, by, m) = —V3 < f(z,y,2) < V3.

Vsimnéme si, ze jsme funkci f nemuseli viibec vySetfovat na ¢tyfech ze Sesti stén
krychle X ; bylo to proto, ze 1) f(x,y, z) je konstantni funkei 2z pro kazdé (z,y) € 9Y
a ze 2) funkce g (resp. h) nabyva svého maxima (resp. minima) v jistém vnit¥nim
bodé mnoziny Y, zatimco jeji hodnoty v Y jsou vesmés mensi (resp. vétsi) nez jeji
hodnota v tomto bodé.?) Viimnéme si dale, ze vzhledem k identité g = h v Y
stacilo v této mnoziné vysetiit jen jednu z funkeci g, h.

3) Kdyby vsak napf. funkce g nabyvala svého maxima v né&jakém bodé (a,b) € Y, nabyvala
by funkce f své maximélni hodnoty ve vSech bodech tsecky s krajnimi (a,b,0) a (a, b, 7).
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Poznamka 17.2. Na nekompaktni mnozing X C R? nemusi mit maximum (resp.
minimum) ani omezend spojitd funkce f : X — R majici staciondrni body; pii-
kladem takové funkce v R? je arctg(z3y?), jejimiz stacionarnimi body jsou pravé
vsechny body lezici na nékteré ze souradnicovych os.

Na zadny problém s extrémy nenarazime u funkci f : X — R neomezenych
shora i zdola; je zfejmé, Ze maximum ani minimum nemaji a ze inf f(X) = —oo,
sup f(X) = +oo.

Pro funkci omezenou zdola (resp. shora) se problém existence a nalezeni minima
(resp. maxima) na nekompaktni mnoziné da leckdy rozfesit pomoci tohoto jedno-
duchého tvrzeni:

Véta 17.2. Necht mnoziny X a K lezi v néjakém metrickém prostoru, pri¢emsz
K necht je neprazdné kompaktni mnozina spliujici podminku int K C X. Funkce
f: (X UK) — R necht je spojitd v K a necht existuje bod x¢ € int K tak, Ze plati
implikace

(25) 1 IKU(X —K) = f(x) > f(z0) (resp. f(x) < f(0)).

Pak m4 funkce f v mnoziné X minimum (resp. maximum) rovné min f(K) (resp.
max f(K)) a vSechny body x € X U K, v nichZ je f(z) = min f(K) (resp. f(z) =
max f(K)), lezi vint K. O

Protoze pti aplikaci pravé vyslovené véty je diilezité dobfe rozumét jejimu me-
chanismu, pfipojime kratky dukaz, a to pro funkci omezenou zdola; pro funkci
omezenou shora je argumentace obdobna:

Minimum funkce f|K existuje podle dusledku véty 12.7; oznadime-li je A, je
ziejmé A < f(xg). Podle (25) nenabyva f hodnoty A nikde v 0K U (X — K);
protoze X UK = int K UOK U (X — K), plyne z toho, Ze vSechny body = ¢ X UK,
v nichz je f(x) = A, lezi v int K. Z inkluze int K C X ihned plyne, Ze A je minimem
funkce f v X. O

V dalsim budeme hledat extrémy jen v piipadech, kdy X lezi v R? nebo v R3. Jak
vime, funkce f : X — R muze nabyt svého minima a maxima v X jen v nékterém
stacionarnim bodé lezicim v int X, nebo v nékterém bodé z int X, v némz f neni
diferencovatelnd, nebo v nékterém bodé z dX. V konkrétnich piipadech zpravidla
najdeme v int X vSechny stacionarni body funkce f a vSechny body, v nichz f neni
diferencovatelnd, a vypocteme hodnoty ve vSech téchto bodech; v zavislosti na tom
pak sestrojime mnozinu K spliujici pfedpoklady V.17.2.

Priklad 17.5°. Vysetime extrémy funkce
(26) Floy) = a® = 3oy + 4% v X i= (0,+00)2.

Tato funkce je tifdy Co v R?; protoze neni v X omezen shora, je sup f(X) =
400, a zbyva zabyvat se jejim minimem.
Rovnice
of of

27 L =322 —3y=0, == =-32+3,2=0
(27) oc o =3y =0, o z+ 3y

187



maji — jak snadno zjistime — pravé dva spoleéné kofeny, a to body (0,0) a (1,1),
ale jen druhy z nich lezi v int X. Protoze f(1,1) = —1, sta¢i najit kompaktni
mnozinu K C X tak, aby bod (1,1) leZel v int K a aby f byla napf. nezdporna
vSude v 0K U (X — K); tim dokdzeme, Ze jedinym bodem, v némz ma funkce f|X
minimum, je bod (1,1).

Protoze vyrazy =3 a 3 jsou véude v X nezaporné a v int X dokonce kladné, je
tfeba néjak odhadnout vliv nekladného (a v int X zdporného) vyrazu —3zy. Ziejmé
vSak plati implikace

(28) >3 = f(r,y)>2® 32y >3x(3—y) >0, jeli y <3,
a ze symetrie plyne, ze

(29) f(z,y) >0, je-li y >3, v <3;

kromé toho plati implikace
(30)  x23,y23= f(z.y) 230" —zy+y°) =3((x —y)* +ay) 2 0.

Mnozina K := (0,3)? m4 zfejmé viechny zadané vlastnosti, protoze kazdy bod
z € 0K U (X — K) lezi bud na nékteré soufadnicové ose, nebo spliluje nékterou
z podminek (z > 3)A (y < 3), (x <3)A(y >3), (x> 3)A(y > 3); ve viech té&chto
ptipadech je f(z,y) > 0> min f(K) = f(1,1) = —1.

Piiklad 17.6°. Hledejme extrémy funkce

(31) flayy) =a® —ay +y* + v X:=R2.

x? + xy + y?

Protoze 2% + zy + % = 0 jen pro (x,y) = (0,0), je funkce f t¥idy Coov mnoziné
Q := R? — {(0,0)}; protoze f je v X nezadporna a neomezend shora, budeme se
zabyvat jen jejim minimem.

Stacionarni body funkce f najdeme fesenim rovnic

O op_y___ 22ty _,

or 4 (22 + 2y +¢y2)2
(32)

ﬁ—_I_FQ _LZZJ*()

oy Y@y

Vynasobime-li prvni z rovnic vyrazem (z + 2y), druhou vyrazem —(2z + y)
a sec¢teme-li vysledky, ziskdme rovnici 4(z? — %) = 0 jako nutnou (ale samo-
zfejmé nikoli postacujici) podminku, aby bod (z,y) byl stacionarni. Musi tedy byt
y = =x; protoze vSak zadné body tvaru (z,—z) v X nelezi, musi byt dokonce
y = 2. Dosadime-li to do (32) a vynasobime-li vysledek vyrazem 3z3, ziskdme rov-
nici 3z* = 1, kterd ma v R, jediny kofen, a to a := 371/% = 0.7598; jak snadno
zjistime, je f(a,a) = 2v/3 = 1.1547.
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Sestrojme kompaktni mnozinu K tak, ze (a,a) ¢ int K C X a ze
(33) (z,9) e OKU(X = K) = [(z,y) = 2;

tim bude podle V.17.2 dokazano, Ze existuje min f(X) a rovna se f(a,a).

Protoze nerovnost |zy| < % (2% + y?) plati pro viechna (z,y) € R? a protoze
zlomek v (31) je kladny pro vSechna (z,y) # (0,0), je

(341) flay)>a® —ay+y* > (22 +97) > 2, jeli 2°+y° > 4.

Protoze 22 —zy +y?> > 0a 0 < 22 + 2y + y* < 2(22 + y?) v8ude v R?, je

>2, jeli 0<a?+y?<

(34,) flx,y) >

=

2?+xy+y*  2(2® +y?)

Je-liz e Ry, ye Ry, je
. _ .2 i h e 22 i

protoze g(0+) = g(+00—) = 400 a protoze ¢'(z) = 2(x —273) # 0 v R, — {1},
nabyva funkce ¢g|R; podle V.8.2 v bodé 1 svého minima, takZe pro vSechna x € R
je g(z) > g(1) = 2. Podobné pro funkci h.

Polozime-li tedy
K= (o) < B 020,520, 3 <0 447 < 1)

(tj. je-li K prinik uzavieného mezikruzi U((0,0),2) — U((0,0), 3) s uzavienym prv-
nim kvadrantem), je podminka (33) splnéna. )

Priklad 17.7. Hledejme extrémy funkce
(36) flz,y,2) = (2> + 93+ 2%) e~ @) X = RS,
Oznacme
(37) ri= \/m, s=a 434+ 23
a uvazme, %e pro kazdé (z,y,z) e R je |z| <, |y| <r, |z| <r, takze
| f(z,y,2)| < g(r) := 3r® exp (—r?).

ProtoZe funkce ¢ je omezena v R, je funkce f omezena v R3, a budeme tedy Fesit
problém obou extrému této funkce.

4) Vsimnéme si, Ze nyni neni K C X (na rozdil od p¥ikladu 17.5), i kdy# slabsi podminka
int K C X z véty 17.2 samoziejmé splnéna je.
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Nésobime-li parcidlni derivace funkce (36) podle z,y,z nenulovym faktorem
exp r?, ziskdme funkce

(38) fI(xvyvz) = $(35L‘ - 28)7 fy(xvyvz) = y(3y - 25)7 fz(xayaz) = Z(3Z - 25),

jejichz spole¢né kofeny jsou identické se stacionarnimi body funkce f. Pfi hledéni
téchto kofenti vyuzijeme symetrii f(z,y, z) v proménnych z,y, z.

1) Je zfejmé, Ze bod (0,0, 0) je kofen funkci (38) a ze £(0,0,0) = 0.

2) Protoze f,(z,0,0) = f.(z,0,0) = 0 a protoze rovnice f,(z,0,0) = 3z—22% = 0
mé kofeny 0 a tu, kde u := /3/2, maji rovnice (38) kromé bodu (0,0,0) FeSeni
(+u,0,0). Ze symetrie plyne, Ze stacionadrnimi body funkce f jsou i body

(39) (u,0,0), (0,%u,0), (0,0, +u),
v nichz f nabyva hodnot
3\ 3/2
(39') LU = 1(2—) = 4£0.41.
e

3) Protoze f.(x,y,0) = 0 pro v8echna z,y, FeSme za predpokladu, ze x # 0 # y,
rovnice fr(z,y,0) =0, fy(z,y,0) = 0, tj. rovnice z(3xz — 2s) = 0, y(3y —2s) = 0.
Z nich plyne, Ze y = x; dosadime-li to do prvni z rovnic (spolu se z = 0), ziskdme
rovnici z (4z% —3) = 0 s nenulovym FeSenim +v, kde v := /3. Z toho a ze symetrie
rovnic (38) plyne, Ze dal$imi staciondrnimi body jsou

(40) (d0, %0,0), (20,0, %0), (0, v, %0);
funkce f v nich nabyva hodnot

1 /3\3/2
! Vi=4+-(2 =
(40") + ._14(6) +0.29.

4) Zbyva najit koteny funkci (38) za pfedpokladu, ze xyz # 0. Pak je zfejmé
r =y = z, a dosadime-li to do rovnice f,(x,y, 2) = 0, ziskdme rovnici 3z (22> —2) = 0

s nenulovym feSenim 4w, kde w := 1/v/2. Seznam stacionarnich bodti uzaviraji
proto body
(41) (fw, tw, +w),
v nichz f nabyva hodnot
3
41’ +Wi=4+—55 =+0.24.

Maximem a minimem hodnot funkce f v nalezenych patnécti stacionarnich bo-
dech jsou ¢isla

3\ 3/2
(42)  +U = f(u,0,0) = £(0,+u,0) = £(0,0,+u) = 1(2—) = £0.409916;

e

abychom dokézali, zZe tato ¢isla jsou maximem a minimem mnoziny f(X) (a Ze pro
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v8echna (z,y,2) riznd od bodt (39) je | f(z,y,2)| < U), staéi najit kompaktni
mnozinu K C R3, ktera obsahuje vSech 15 stacionarnich bodf uvnit¥, pficemz

(43) (z,y,2) e OK U (R® — K) = | f(x,y,2)| <U.

Funkce g(r) je kladna v R, a méa derivaci g’ (r) = 372 (3—27?%) exp (—r?) zapornou
v8ude v intervalu (4/3/2,+00), takZe tam klesd. Z nerovnosti | f(x,y, 2)| < g(r),
e® > 20 plyne, Ze

3% 100 1
N= e _00125< U
983) =75 <5 = 39 <3

za K tedy stadi zvolit uzavienou kouli U((0,0,0), 3).
Priklad 17.8. Funkce f tfidy Co definovana rovnosti
4y 27

(44) f(z,y) ::3x+ﬁ+ﬁ v X:=R2
je nezaporna a shora neomezend. Jedinym spolenym FeSenim rovnic
of 8y of 4 81
45 —=3-—==0, —=——-——=0
(4) ox a3 oy x? oyt

v X je bod (z,y) = (2,3), pficemz f(2,3) = 10. Tvrdime, Ze f md v bodé (2,3)
minimum.

Abychom to dokazali, sta¢i najit kompaktni mnozinu K C X obsahujici bod
(2,3) uvnitf a splitujici podminku

(46) (,y) e X —int K = f(x,y) > 10.

Uvazme predevsim, Ze vSechny t¥i s¢itance na pravé strané (44) jsou v X kladné,
takze f(z,y) je vétsi nez kterykoli z nich. Uvazme konkrétnéji, ze

1) f(z,y) > 3z > 10, je-li x > 4;5)

2)0 <z <4 = f(z,y) >4y/z? > Ly > 10 pro viechna y > 40;

3) f(z,y) > 27/y® > 10, je-li y* < 2.7, tedy jisté pro viechna y € (0,1);

4)y>1= f(x,y) > 4y/x®> > 4/2% > 10, je-li 2% < %, tedy jisté pro x € (0, %)

(protoze (%)2 <2).

Z 1)—4) je patrné, Ze staéi polozit

(47) K = (2,4) x (1,40).

5) Misto ,4“ bychom samoziejmé mohli napsat ,,10/3%, ale pro jednoduchost dalsich vypoéta
i zapisu se vyhybame zbytecnym zlomktm. Je zfejmé, ze pii hledani mnoziny K mame znacnou
volnost, a to nejen v tomto konkrétnim ptipadé. Je-li (v obecném piipad8) a € X jediny bod,
pro néjz je A := min f(X) = f(a), spliiuje kaZdd kompaktni mnozina K C X, obsahujici bod a
uvnitf, podminku z € X —int K = f(z) > A. Hlavnim kritériem pro vybér mnoziny K je proto
jednoduchost ovéreni této podminky za situace, kdy existenci minima teprve dokazujeme.
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Mnohdy potiebujeme najit extrémy funkce na mnoziné, ktera ma dimenzi mensi,
nez je dimenze eukleidovského prostoru, v némz pracujeme — napt. na elipse v roviné
nebo na zavitnici v prostoru; omezime se pfitom na extrémy na hladinich (obecné
vektorovych) funkei, specidlné tedy na varietich. Pro tyto extrémy se historicky
ujal ndzev vazané extrémy ®) a pfi jejich hledani je mnohdy uZiteéna tato véta:

Véta 17.3. Necht jsou splnény tyto predpoklady: p < q jsou pFirozena disla,
Q C RY je oteviena mnozina, funkce

(48) F=(F,....,F,): Q=R a f: Q>R
jsou tiidy Cy v ), mnozZina
(49) Vi={zecQ; F(z) =0}

je neprazdnd, hodnost matice F'(x) je rovna p v kazdém bodé x ¢ V.

Pak pro kazdy bod x € V, v némz je f(x) rovno bud max f(V'), nebo min f(V),
existuji ¢isla Aq,...,\p tak, Ze

) " OF;
(50) %JFZ)\J‘ 1) 0 pro i=1,...00.
1 :1

8171'

Poznamka 17.3. Jak jsme jiz fekli, nehleddme nyni extrémy funkce f na celé
mnoziné , ale jen na jeji (,,ménédimenzionalni“) ¢asti V', charakterizované vekto-
rovou rovnici F'(z) = 0 neboli skaldrnimi rovnicemi

(51) Fi(z1,...,24) =0, ..., Fp(x1,...,24) =0,

kterym se fiké vazby — odtud termin ,vazany extrém®. Podle definice je mnoZina
V' z pravé vyslovené véty ziejmé (¢ — p)-rozmérnou varietou v RY.

Existence maxima a minima dané funkce na dané varieté neni obecné zarucena,
nejedné-li se o kompaktni varietu (a spojitou funkci). Ve vété 17.3 se na ,slozitost*
variety V' neklade zadna podminka, zatimco vazby, se kterymi jsme se setkali v roz-
feSenych prikladech této kapitoly, byly velmi jednoduché. Tak napi. horni strana
¢tverce X v P1.17.1 byla charakterizovana podminkou y = 1, a stacilo tedy do
f(z,y) dosadit, abychom ziskali funkci jiz jen jedné proménné. V Pf.17.2 jsme
kruznici parametrizovali — opét proto, abychom ziskali funkci jedné proménné.

Pfi hledani extrémt na jednoduchych hladinéach lze podobné postupovat i v pfipa-
dech vicedimenzionélnich: Mame-li hledat extrémy funkce f(z,y,2) na jednotkové

6) S jednoduchymi vazanymi extrémy jsme se ve skutecnosti jiz nékolikrat setkali, a to v pii-
padech, kdy jsme pfi hledani extrémt danou funkci vySetfovali i na hranici dané mnoziny. Napf.
v PF.17.2 jsme vysSetfovali funkci f dvou proménnych na jednotkové kruznici, tedy na jednoroz-
mérné varieté. Podobné problémy se Casto fesi napf. v dynamice hmotného bodu, je-li jeho pohyb
vazan napf. na néjakou k¥ivku nebo plochu.
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sféfe v R3, miizeme z rovnice x2 + y2 + 22 = 1 vypo¢itat napi. z a hledat extrémy
funkci

gx(x,y) = f(z,y,£v/1—2? —y?) vkrubu {(z,y) e R*; 2* +y* < 1};
lze téz prejit ke sférickym souradnicim, tedy k funkci
h(, ) := f(cos¢ cos¥,sing cosd,sindd) v intervalu (0,2m) x (—3m, im).

Jindy se hodi napf. cylindrické nebo jiné kfivocaré soutadnice; vzdy jde o to,
abychom transformaci souradnic ziskali z f co nejjednodussi funkci.

Préavé uvedené poznamky mély naznacit, ze pfi hledani extrému funkci na varie-
tach nejsme odkazani jen na V.17.3 a Ze je vhodné pokusit se pfedem odhadnout,
ktera metoda povede v daném piipadé k cili snadnéji; protoze zalezi na specifickych
vlastnostech prislusné funkce a variety, obecna konkrétnéjsi rada neexistuje. [

Véta 17.3 podava jistou nutnou podminku, kterou musi spliovat kazdy bod
x € V, v némz mé f|V maximum nebo minimum; najdeme-li tedy vSechna spo-
le¢nd feSeni © = (x1,...,%4) rovnic (50)—(51), budou mezi nalezenymi Fesenimi
véechny body, v nichz ma f|V extrém.”) Cisla );, ktera se v této souvislosti na-
zyvaji Lagrangeovy neurcité koeficienty, maji jen pomocny charakter. Neni nutné
je poditat (i kdyz se tomu nékdy nevyhneme); spiSe se snazime co nejrychleji je eli-
minovat. ProtoZe soustava (p + ¢) rovnic (50) — (51) je obecné nelinedrni a rovnice
nemusi byt dokonce ani algebraické, mize byt jeji FeSeni znacné netrivialni, ne-li
nepiekonatelny problém. [

Uvedme dva priklady vazanych extrém:

Piiklad 17.9. Hledejme extrémy funkce f(z,y) := 2 + y? na nulové hlading V
funkce

(52) F(2,y) := 52 — 6xy + 5y* — 4.

Geometricky smysl tlohy: Vhodnym oto¢enim soufadnicovych os bychom se
mohli zbavit ,smiSeného ¢lenu“ 6zy, coz by ihned prozradilo, ze V = F_1(0) je
elipsa o stfedu v poc¢atku. Vzhledem k tomu, ze f(x,y) je étverec vzdélenosti bodu
(z,y) od poéatku, mame zjistit (bez otaceni os), které jeji body jsou nejméné a nej-
vice vzdalené od poc¢atku; tim zaroven uréime délku a polohu jejich poloos. ®)

Ovéfeni predpokladt véty 17.3 neéini potize: Protoze napi. F(2/v/5,0) = 0, je
V # (; funkce f a F jsou tiidy Coo v R? a V je varieta, protoze obé derivace

(53) M:mx_@/, M:—Gx—f—lOy
ox Jy

se anuluji jen v pocatku, ktery ve V zfejmé nelezi.

7) Jesté jednou viak zdiraznéme, Ze véta 17.3 existenci extrému nezarucuje.
8) N4 dalsi postup bude samoziejmé na téchto geometrickych predstavich nezavisly.
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Jakozto vzor uzaviené mnoziny {0} pfi spojitém zobrazeni F' je mnozina V uza-
viena. Z rovnosti F'(z,y) = 0 plyne, ze 5 (2% +y?) = 4+ 6y < 4+ 3 (2 +1?), takze
nerovnost 2 (z? + y?) < 4 plati pro viechny body (z,y) € V'; to dokazuje, Ze varieta
V je omezend. V je tedy kompaktni a existence minima i maxima mnoziny f(V') je
zarucena.

Podle V.17.3 mame najit vSechny body (z,y) € V, k nimZ existuje A € R tak, ze

(54) of (x,y) n A??F(I,y)

of (x,y) | OF(z,y)
ox ox +A

dy dy

:0,

tyto rovnice lze po dosazeni df/0x = 2z, 0 f /0y = 2y upravit na tvar
(55) (BA+1)ax=3\y, BA+1)y=3\x.

ProtoZze nemtize byt A = 0 = 5\ + 1, je z téchto rovnic patrné, ze 1) zy = 0 =
x=y=0;2) (A=0)V(BA+1=0) = z =y = 0; protoze bod (0,0) ve V nelezi,
plyne z toho, Ze vSechna ¢tyfi ¢isla A, A + 1, x, y jsou nenulova.

Délenim prvni rovnice v (55) druhou z nich ziskdme rovnost z/y = y/x neboli
y? = 22 neboli y = +x. Dosadime-li y = z (resp. y = —x) do rovnice F(z,y) = 0,
dostaneme rovnici 422 = 4 (resp. 162% = 4), ktera mé feseni z = +1 (resp. z = +1).
Vsechny body, v nichz funkce f|V nabyva minima nebo maxima, lezi tedy v mno-
zing {(1,1), (=1,-1), (3,—3), (=3, 3)}; Lagrangeiiv koeficient A nebylo t¥eba
pocitat.?) Protoze f(1,1) = f(—-1,—1) =2 a f(3,-3) = f(—3,4) = 1, nabyvd
f1V v prvnich dvou bodech svého maxima, v druhgch dvou svého minima.

Geometricky to znamend, Ze elipsa F'(z,y) = 0 (o stfedu v poc¢atku) mé poloosy
délek /2 a 1/+/2, pti¢emz jeji hlavni osa (prochézejici body (1,1) a (—1, —1)) svira

s osou x tthel 1.

Priklad 17.10. Najdéme extrémy funkce f(z,y,z) := zyz na nulové hlading W
vektorové funkce F' = (Fy, F»), kde

(56) Fi(z,y,2) =a? +y* + 22 — 4, Fy(v,y,2) == (z — 1) +y* - 1.

Nulové hladina W funkce F je prinik sféry o stfedu (0, 0,0) a poloméru 2 s valco-
vou plochou, jejiz osa je rovnobéznd s osou z a jejiz prunik s rovinou xy je kruznice
o stfedu (1,0) a poloméru 1. Jak jiz vime z P¥.16.8, je tato hladina znédma pod
nazvem Viviantho kfivka; je kompaktni, protoze je priinikem kompaktni mnoziny
(F1)-1(0) (sféry) s uzavienou mnozinou (F3)_1(0) (valcem).

Zkontrolujme, zdali plati pfedpoklady véty 17.3: Obé funkce f a F' jsou tiidy
Coo, v celém R3, pficemz

(571) O gn, Mgy, My
X

9) Pro &tenéfe, ktefi jsou obéas — tieba ze zvédavosti — ochotni vyslechnout nebo udélat i néco
zbyte¢ného: V prvnim piipadé je A = —1/2, ve druhém A = —1/8.
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0F, OF, oF;
_— 2 —_ 2 _— 2 _— = M
(572) O T ) ay Y, B 0;

v disledku toho je

(58) 78((92:3) = 4y, 78((92:? =4z(1-1x),

O(F1, Fy)

Y~ 4yz.
(y, =) Y

Snadno zjistime, Ze jedingm bodem (z,y,z) € W, v némz jsou v8echny tyto
jakobidny rovny nule, je bod D := (2,0,0). Tento bod je tedy jedinym singuldrnim
bodem hladiny W; hladina W je kompaktni, nekompaktni mnozina V := W — {D}
je (jednorozmérna) varieta.19)

Extrémy funkce f ve V najdeme uzitim V.17.3; navic je vSak tfeba zjistit, zdali
f nemd extrém v singuldrnim bodé hladiny W, tj. vzit v Gvahu, ze f(2,0,0) = 0.
Protoze

of _,. o _,. o _

(59) 6$ - yZ, ay xz, (92 - xyv

budou mit rovnice (50) a (51) tvar
(60") yz 4+ 2xA +2(x — DA =0, zz+2y\ +2yA2 =0, a2y + 227 =0,
(60") 2y =4, (x -1+ 2 =1.

Eliminaci parametrii A1, A2 z rovnic (60') ziskdme rovnici 2?(x — 22 + y?) = zy?,

kterd méa spolu s rovnicemi (60”) téchto sedm FeSeni (x,y, 2):

(61) (2,0,0), (0,0,£2), (£,+a,£b), (£, +a,Fb), kde a:=2v6, b:=2,/2.

Hodnoty funkce f v bodech (61) jsou po fadé

(62) 0,0, A, —A, kde A:= %@4 1.48723.

7 toho je patrné, ze
min f(W g

(63) W) :
max f (W) 2

|
~
—~

7_a7b):f(gaa/7_b) = _A7
,Cl,,b) :f(gv_av_b):Aa

I
~
—

ve vSech ostatnich bodech (x,y,2) e W je —A < f(x,y,2) < A.

10) Vivianiho kiivka je homeomorfni s lemniskatou a lze ji napsat jako sjednoceni dvou oblouki
L+ s popisem (z,y) = % (4 — 22 +24/4— 22), z € (—2,2). Oblouky L, jejichz krajnimi body
jsou oba pdly (0,0,+2) sféry (F1)—1(0), se protinaji v bodé D = (2,0,0); uvedené popisy jsme
ziskali FeSenim vektorové rovnice F(z,y, z) = (0,0) vzhledem k (z,y).
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Cviceni

A. Najdéte extrémy funkce f v intervalu X.

17.01°.
17.02°.
17.03°.
17.04°.
17.05°.
17.06°.
17.07°.
17.08°.
17.09°.

17.10°.
17.11°.

17.12°.

1=y /a2 4 y2?

17.13°

17.14°.
17.15°.
17.16°.
17.17°.
17.18°.
17.19°.
17.20°.
17.21°,
17.22°.

flz,y) =

x—y — a2y’

3 —xy 4+ 2y —y?

ot — 223 — 2222 4 ¢

zy (1 —2y?)

zy? — 2y — 32>+ —vy
z? — 3xy — 2y3

23 — 32 + 6zy — 3z + 4y

62° + 2xy + 322y + o2

:c(\/a:2—|—y2 _ \/:1:2 _yz)
r —y+sinxcosy

sinz siny sin (z + y)
sinx siny sin (z — y)

sinx cosy + cos x sin? Y
sinz + cosy + cos(xz — y)
cos® x cosy + sin z sin® y

sin® x + coszsiny — cos? y

sin?(z — y) cos®(z + y)
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17.23°,
17.24°.
17.25°.
17.26°.
17.27°.
17.28°.
17.29°,
17.30°.
17.31°.
17.32°.

arctg zy — lg (1 + 2%y?)
lg(1 + 22y) —1g(1 + zy?)
22 —y? +lg(1+ 2% 4+ 9?)
(1 - a2y

(@” —y)eV’

2yl e Y

e” sinhy — e¥ cosh x

e“siny — eYsinz

3y
Ty
arccotg (zy — 2 — y%)

arcsin

B. Najdéte extrémy funkce f v trojihelniku X s danymi vrcholy.

17.33.
17.34.
17.35.
17.36.
17.37.
17.38.
17.39.
17.40.

17.41.

flzy) =

3zy —y? — 3z + 2y

22 + 3zy — y? — 4z

3 —y3 — 22+ 3y

2?2 — 3xy +y? — 4o — 2y
22 4+ 2zy — 2y? — 3z + by
z3 — 2% — 3z + 6y

zy(r —y—2)
2zy +1
3z —2y—1
r+y+1
2 4+9y2+1

vrcholy

C. Najdéte extrémy funkce f ve ¢tyftahelniku X s danymi vrcholy.

17.42.
17.43.

fla,y) =
2?4 22y + 3y — 22 +y

z3 —y3 — 3z + 6y
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vrcholy

(-1,0),(0,-1),(1,0),(0,1)

(-3,0),(-1,-2),(1,0),(-1,2)



17.44,
17.45.
17.46.
17.47.
17.48.

17.49.

17.50.

D. Najdéte extrémy funkce f na mnoziné X dané nerovnosti nebo nerovnostmi.

17.51.
17.52.
17.53.
17.54.
17.55.
17.56.
17.57.
17.58.
17.59.
17.60.

17.61.

17.62.

zy(z—y—1)

(% —y*) 2z + 2y — 1)
ay(e+y—2)?
=2y +y:—x+y
3 4 zy —y? — 22 + 3y
x2+y2—1

2 4+y2+1

(2% —y?)er

fla,y) =
(2” —y?)er

z? — \/gscy + 22
Y
x24+y?2 -9
2+ 2\/§xy — 92
(@ +y* +1)(@* —y* — 1)
(2% +y? — 4)(2® — 2y% - 2)
(322 +3y* = 1)(z —y*> + 1)
2% —xy + 2% —x
(2 + 4y® — 4)(2? — 22y + 4y?)

lg (2% + y?) + arctg J
x

T
arccos ———
x2 4 2
¢ 2zy
arccotg ————
82142

1,0),(0,-1), (1,0

0,-1),(1,0
1),

07_]- 7(130 7(Oa

1,0

)

(=1,0),(
(=1,0),(
(—2,0),( 1
(=2,0), (
(=2,0), (

2,0

);(1,0)
);(1,0)

270)5( (—1,
: ) (1,0)
2,0 ( (

3 070)7 ]‘72)7 072)

(-1,1),(2,0),(0,0),(0,2)

(0,0),(2,-2),(4,0),(2,2)

(x,y) spliiuje nerovnost(i)

2> +y* <1
22 +y? <1
z?+y? <4
22 +y? <1
22 +y? <1
2?+y? <4
2 +y? <1
> +y* <1
22+ 4y <4
2492 <1,x#0

0<2®4+94%<3

0<a2®4+9°<3

E. Najdéte extrémy funkce f na (neomezené) mnoziné X C R2.

flz,y) =

17.63°. (22 + y2) e (¥ 1¥")
17.64°. (22 — y2)67(12+92)
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17.65°.
17.66°.
17.67°.
17.68°.
17.69°.
17.70°.
17.71°.
17.72°.
17.73°.
17.74°.
17.75°.
17.76°.
17.77°.
17.78°.

17.79°.
17.80°.
17.81°.
17.820. 1
17.83°.
17.84°.
17.85°.

17.86°.

17.87°.
17.88°.

17.89°.

17.90°.

(x —y)e
(a* +yt) e T
(2% + y*) e~ (@)
(22 — y?) e @)

(2% —zy +y*)e” H2)

— dzy + 5y)e” (V)

xt — 24xy + 993
2 —ay+yP—2c+y
ot — 22?4 4y

2?4+ aoy+y?—4lge —101gy

1

3
— + a2y 3z +y)
zy

2 2
T )
zy? — 2 sinxy
x?y? — 2 arctg xy?

(@ =12 - 1)
zt4+yt+1
(2% = 1)y —4)
(22 492 +4)2

1
—+ = —Tzy+2(z +y)?
r Yy
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RQ

RQ

R2

R2
(0,400)
(0, +-00)?
(0, +00)*

{(z,y) e R*; 2 <0}
(0, +-00)?

R2

(0, +00)*

RQ

R2

R%

2

R



F. Najdéte extrémy funkce f na mnozingé X C R3. Ve druhém sloupci je mno-
zina X bud pfimo napsdna, nebo jsou uvedeny nerovnosti, které ji charakterizuji.
V prikladech 17.99—-17.102 je X CtyTstén a jsou uvedeny jeho vrcholy. Pro zkraceni

zépisu klademe R := /22 + y2 + 22.

f(I,y): X =

17.91. 22 + 2zy +y* — 222 — 3y + 2 (0,2)3

17.92. 22 + 4% — 22 — 20 — 3y + 42 (0,2) x (0,3)2

17.93. 2% + 2 — 2% —y +42° — 42 (—1,1)3

17.94. 6zyz —x — 2y — 3z (—=1,1) x (—2,2) x (—3,3)

17.95. 2 (2z+1) —y (22 +1) —x(2y + 1) (—1,1) x (—=2,2) x (—1,1)

17.96. 22° — 2(y* 4+ 2°) —wx —y — 2 (—1,0)3

17.97. sinz +siny + sinz — sin(z + y + 2) (0,7)3

17.98. ¢~ (HV+2) (1 — 1)(2y — 1)(32 — 1) (0,1) x (0,2) x (0,3)

17.99. zyz — 3z — 6y — 3z (0,0,0),(9,0,0),
(0,9,0),(0,0,9)

17.100. 2% + 2% — 32% + 22 + 4y — 62 (-3,0,0),(0,-3,0),
(0,0,-3),(1,1,1)

17101, zy + 22+ yz —x —y — 2 (—2,2,0),(2,2,0),
(0,—2,0),(0,0,4)

17.102. zy + 222+ 3yz —x —y — 2 (-2,2,1),(-2,-2,-1),
(2,0,-1),(0,0,2)

17.103. 2% +2y2 — 32> —daz —x — 2 x2+y2§4,|2|§2

17.104. 42% + 2y — 22 + 4az + 32 2y <1,]z]<1

17.105. 2% — 3y + y* + 2° R*<1

17.106. 42% — 22 + 222 — 3y= R*<1

17.107. zy — 22 (22 + 4?) R*<1,y>0

17.108. 2% — 22 22 4y? <4, 2] <2—y

17.109. a:y223(1 —x — 2y — 32) >0,y>0,2>0

17.110. R?e R
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17.111. a:yze*R2 R3

17.112. R? e~ (+v+2) (0, +00)?
17.113. (z + 2y + 4z) e =Ty F2) (0, 4+00)?
17.114.3+4—$+16¥y+z R3

T Y z
17.115. 2xyz + Ri

TYz

17.116. 1 + 2 + 4 + 8zyz R3

r Yy =z
17.117. lg(R* ~ R+ 1) - R*+R R3
17.118. IlgR* — R* +3R -1 R? — {(0,0,0)}
17.119. arctg R —lg(R? +1) R3
17.120. 22y*2% — arctg (zy>2) (0, +00)?

G. Najdéte vazané extrémy funkce f na mnoziné X v R? nebo v R3 uréené
vazbami uvedenymi ve druhém sloupci; v prikladech 17.121—-17.129 navic dokazte,
ze mnozina X je kompaktni, abyste méli existenci minima i maxima f na X zaru-
¢enu. Mnozina X z Cv.17.130 kompaktni neni a metoda Lagrangeovych koeficientii
nedavé odpovéd na otézku, zdali dané funkce na dané hladiné extrémy vibec mé;
feste proto tento priklad jinak — viz Po.17.3.

fla,y) = vazba(y)
17.121. /22 + 42 72° — 6v3 2y + 13y> = 16
17.122. 22 —zy + > —y 2?4y’ =1
17.123. 2z — 2y 132% — 10zy + 13y% = 72
17.124. 2% — 2y + 42 z* +yt =16
17.125. 2% — 2y + 92 202 —ay +y? =2

17.126. 2> — 2y + y? — xz + 22 ?+yP+22=1

17.127. zyz w2+ 2% 4322 =1

17.128. 2% — 4% — 23 2?27 422 =1

17.129. 2 +y — 22 24y =1, 22 +22=1

17.130. 22 + 2 + 22 T+2y+3244=0, dv+3y+2:41=0
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Reseni

Ma-li dané funkce f na dané mnoziné X minimum (maximum), jsou uvedeny
vSechny body, v nichZ tohoto extrému nabyva; nemé-li je, je ve druhém (tfetim)
sloupci napséno pifislusné infimum (supremum). P¥ipometime, 7e f(+a, £b) = ¢ zna-
mena, ze f(a,b) = f(—a,—b) = ¢, zatimco rovnost f(+a,Fb) = ¢ je ekvivalentni
s rovnostmi f(a,—b) = f(—a,b) = c¢. V piikladu 17.127 bylo nutné (z technic-
kych divodit) uéinit vyjimku; z osmi bodd tvaru (+a, £b, +¢) se tam vybiraji ¢tyfi
s lichym poctem a Ctyfi se sudym poctem znamének minus.

Cvi¢eni Minimum Maximum
17.01.  f(1,2) = -9 f(1,-1) =
17.02.  f(0,2) =0 f(—2,3) =132 =148
17.03.  f(1,£1)=—2 f(-1,0)=3
17.04. - 2v/3 = —0.385 v primiku X 2,/3 =0.385 v primiku X
s hyperbolou zy = —1/v/3 s hyperbolou zy = 1/v/3
17.05.  f(2,%)=-105/8 f(5,0) =15
17.06. f(2,2) = f(2,-2) =32
17.07.  f(0,-1)= —4 f(=1,-1)=
17.08.  f(3(1+v3),-2)=2-4V3 f(1,0) =6
= —0.087
17.09.  f(1,1)= -2 f(=2,1) = f(1,-2) =25
17.10. -1, jeli 2 =0, |y| <2 f(+2,0)=2
17.11.  f(£1,¥1)= -1 f(#1,+£1) =2
17.12. =1 v bodech (0,0), (0,=£1), =1(1++3) vbodech (a,=a),
(£1,0), (1,41), (—1,%1) (—a,£a),kde a == /(3 (V3 - 1)
17.13.  f(£1,+2)=1-2V5 = —3.47 F(+1,F2) =1+ 2V5 = 547
17.14.  f(2,0)=0, je-li 1<2 <2 F1,£1) =2
17.15.  f(0,i7m) = —in f(3m0) =147
17.16.  f(2m, 27)=-3V3 fm in)=3V3
17.17.  f(3n,—3m)=-3V3 f(=3m ir)=3V3
17.18.  f(m, i7m) = f(3m,7m) = -1 f(3m,0)=f(0,5m) =1

202



17.19.
17.20.

17.21.

17.22.

17.23.

17.24.
17.25.
17.26.

17.27.

17.28.
17.29.
17.30.

17.31.
17.32.
17.33.
17.34.
17.35.
17.36.
17.37.
17.38.
17.39.
17.40.

f(ou _%ﬂ—) = f(07 _%ﬂ—) =
f(Em, gm) = f(£m, g
0=£(0,7) = f(m,0) = f(z,y),
kde (z,y) e X a (y=2)V
(y=3m—2)V(y= 57— 2
f(5,—2) = —arctg 10 — 1g 101
= —6.086

f(3,2) = —1g2=-0.693
f(0,£1)=1g2 -1 =-0.307

f(=1,£1) = f(1,£1)=0

~—

o

f(=a,1) = —2ae* = —1.25,
kde a := V2 — 1

0 v (0,2) x {0} U{0} x (0,3)
F(£1,F1) = — cosh2 = —3.762

fGgmm) = f(m,—m) = ="
= -23.14

fELF) = —37

£(0,0) = g7
£(3,0)=—9
£(0,3)=-9

£(0,2) = -2

f(1.7,1.3) = —11.45
f(3,0)=—3

f1,-1)= -6
f(3,5)=—38=-0.527
f(-1,-1)=-3%
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f(%ﬂv éﬂ) = %\/g

f(—7r, _7T) = f(—%ﬂ, —%ﬂ') =
£(0,0) =1

f(Egm gm) = F(E5m, —5m) =

arctg% — lgg =0.24, je-li
(r,y) e X a a:y:%

f(2,3) =1g2=0.693
f(£1,0) =1g2+ 1 =1.693

2ae® =1.25, kde a:=v2 —1,
je-li (z,y) e X a zy=—a



17.41.

17.42,
17.43.
17.44.
17.45.
17.46.
17.47.
17.48.
17.49.
17.50.

17.51.
17.52.
17.53.
17.54.
17.55.
17.56.
17.57.

17.58.
17.59.
17.60.
17.61.
17.62.
17.63.
17.64.
17.65.

f(0,0) = £(1,0) = £(0,1) = 1

f(%’ _%) = _181
f(=3,0)=-18
F-2-H=rt =%
f(—l,O) =-3

f(=33) =%
f(=2,0)=—6
f(=2,0)=—-4

£(0,0) = -1

0 na 1. a 4. strané ¢tverce X

f(E3,¥5V3) = =2

F(0,+1) = —4

f(+V3,0) = —1
fE(WV2-1),00=-2(V2 +1)
= —1.073

fl515) =15
f(£1,F3)=—6

inf f(X)=—o0

f(z,2) = im, jeli (z,2) e X

f(z,2) =1im, jeli (z,2) e X
f(0,0)=0

f(0,£1) = —1/e
f(=3.3)=-1/Ve
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f(a,a) =1/2a = 1.366, kde
a:=1(vV3 1) = 0.366

f(-3v3, ) =24 33 =3.299
0 v bodé (0,0) av 0X

sup /(X) = I

fla,—z) =27, jeli (z,—2) e X
f(@,—z) =37, jeli (z,—x) e X

flz,y) =1/e, je-li :c2+y2 =1



17.66.

17.67.
17.68.
17.69.
17.70.
17.71.
17.72.
17.73.
17.74.
17.75.
17.76.
17.77.
17.78.
17.79.
17.80.
17.81.
17.82.
17.83.
17.84.
17.85.

17.86.

17.87.
17.88.
17.89.

0
=7-101g2 = 0.0685
6

F(373/5,32/5) = 5 /3 = 6.23
(37%/5 = 0.52, 3%/5 =1.55)
f(2—1/67271/6) - 3/\3/5 =2.38
(271/6 = 0.89)

inf f(X) = -2

inf f(X)=—=

f(#a,0) = (0,+a) = 3 (1 - V2
= —0.207, kde a:= (1 + v2)/2
=155
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F(0,4V2) = f(V2,0) =

4e™? =0.54
F(0,£V2) = 4e™? = 0.54

F(£1//2,0) = 1/v/2e = 0.43

f(2,0) =4e7* = 0.54

f(0,1) =5e~t =1.839

F(1,0) = f(0,2) = 47> = 0.54

f(0,y) =0 pro viechna y € R

f(2,3) =108

sup f(X) = 400

sup f(X) = 400

sup f(X) = 400

sup f(X) = 400

sup f(X) = 400

sup f(X) = 400

sup f(X) = 400

sup f(X) = 400

sup f(X) = 400

sup f(X) = 400

sup f(X) = 400

sup f(X) = 400



17.90.
17.91.
17.92.

17.93.

17.94.
17.95.
17.96.

17.97.
17.98.
17.99.

17.100.
17.101.
17.102.
17.103.
17.104.
17.105.
17.106.
17.107.
17.108.
17.109.
17.110.
17.111.

17.112.

17.113.
17.114.

f(:l:\/é,O) = _%
f(oa %70) = _%
f(la %70) = _%

f(-1,1,4V3) = -5 - 5V3
= —6.54

£(—1,2,3) = —48
£(1,2,1) = -8
f(=1,-1,-1)= -3

0 ve vSech vrcholech krychle X

£(0,0,0) = —1
£(0,9,0) = —54
£(0,0,—3) = —9

£(0,£3/v/10,+1/V10) = -2
f _%\/65% 65%):_%
2

=—A, kde a:=1/V2
f(0,0,0)=0
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£(2,2,0) = 10
£(0,0,2) = £(0,3,2) = £(2,0,2)

£(1,-2,-3) = 48
F(1,-2,1) =12
f(_% 67 4115 %)_%—’—%\/6

fGm gmgm) =4
f(07 0, %) = 33_4/3 =0.79
f(ovoao)zo
fGi-H=%
Feh-h0) =¥
f(=2,-2,-1)=19
f(_2707%)—112_1
f(Ey/3F/3,0)=1+1V38
f(£1,0,0) =4
FAV6,1v6,-1) =13
f(0,-2,—4) =16

=T - _6
f(3:3:3)=7"7=121-10
flz,y,2) =e !, jeli R=1
f(a,xa, ta) = f(—a,*a,Fa)

= A:=(2¢)73/2 = 0.0789

f(2,0,0) = f(0,2,0) = f(0,0,2)
=4e 2 =054

£(0,0,1) =4e* =1.47

sup f(X) = +oc



17.115.

17.116.
17.117.
17.118.

17.119.

17.120.
17.121.
17.122.
17.123.

17.124.
17.125.
17.126.

17.127.

17.128.

17.129.

17.130.

_ 2 /F . -
f(@,y,2) = g\/g = 1.63, je-li
(z,y,2) € X, zyz = 1/v/6 = 0.408

f(3v2,3v2,V2) =8V2

inf f(X)=—00
inf f(X) = —o0
inf f(X) = —o0
inf f(X)=—i7

fE3.¥73V3) =1
f(3,3V3)=1-3V3 =0.299
f(=1/v10,7/V10) = —3V10
= —4.74

f(£V8,+V8) =2V2 =2.828
FEVETT £V/2T) = &
FE3V2, %5, 45) =1-3V2
= 0.293

fla,y,z) = —x V2 = —0.079,

jeli (Jz], [yl 12]) =
(1/vV3,1/v6,1/3) a zyz <0

£(0,3v2,0) = -2

f(_]-/av _3/0‘73/0’) = —a,
kde a := V10 = 3.16

FG-h-H =1
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sup f(X) = +o0

sup f(X) = +o0

f(xayvz) :07 je_li RG {031}
flz,y,2) =1+1g4 = 2.386,
je-li R =2
flx,y,z) = arctg § —1g 3
=0.24, jeli R=1
sup f(X) = +o0
f(£V3,+£1) =2

f(3,-3v3) =1+ 2v3 =2.299
f(1/V/10,-7/V10) = 3V10
=4.74
F(EV8, FVB) =6V2 =8485
£(0,+V2) =2
F(£3V2, 75, 73) =1+ 3V2
= 1.707

flz,y,2) = &V2 =0.079,

jeli (Jz ] [yl 2]) =
(1/V3,1/v6,1/3) a zyz >0

£(0,-3v2,0) = V2

f(l/a,3/a, _3/0’) =a,
kde a := V10 = 3.16

sup f(X) = +oo



18. Linearni diferencialni rovnice

Linearni diferencialni rovnici n-tého fadu s koeficienty a a s pravou stranou b
budeme rozumét rovnici

n
(1%) L(y) =Y ansy® =0,
k=0
kde ag,ai,...,an,b jsou funkce spojité v jistém intervalu (o, 3) C R, pfidemz

ag Z0 v (o, 8). Budeme fikat, Zze L je linearni diferencialni operator n-tého fadu
(pEislusny k rovnici (1*)); misto L(y) se asto struénéji pise Ly a hodnota (L(y))(z)
(vesp. (Ly)(z)) funkce Ly = L(y) v bodé z € («, B) se zapisuje i ve zjednoduseném
(ale ne zcela korektnim) tvaru Ly (x) nebo L(y(z)). Rovnice (1*) obsahuje nezndmou
funkci y spolu s jejimi derivacemi az do fadu n vcetné. Jejim reSenim v intervalu
(7,9) C (o, 8) nazveme kazdou funkci y : (v,d) — R tfidy C,,, pro niz plati rovnost
Ly(x) = b(x) pro vSechna z ¢ (7,d). Obecnym feSenim rovnice (1*) (v (v,9)) bu-
deme nazyvat mnozinu vsech jejich feseni (v (7,6)).1)

Poznamka 18.1. Definici linedrni diferencidlni rovnice a jejiho feSeni jsme for-
mulovali tak obecné, jak to zadaji zejména aplikace této matematické discipliny
v jingch exaktnich védach. Pfedpoklad, ze koeficient ag, jimz je v rovnici (1*) néso-
bena derivace (™, neni v («, ) identicky roven 0, je viak pro jednoduchou teorii
téchto rovnic pili§ slaby. Je-li ag = 0 v jistém intervalu (v,d) C (a, ), derivace
y™ v (1*) ve skutecnosti neni, coz podstatngm zpiisobem méni vlastnosti této rov-
nice. Ale ani v pfipadé, kdy mnozina vSech kofenti funkce ap nemd v («, 8) zZadny
hromadny bod (tj. je-li izolovand v (a, ) ), neni situace jednoduchd, protoze i feSeni
v blizkosti ,izolovaného“ kofenu funkce ag miize byt velmi slozité. 2)

Teorie je jednoduchd jen v pfipadé, Ze ag neni nikde v («, 8) rovno 0; rovnice (1*)
je pak ekvivalentni s rovnici, ktera z ni vznikne délenim funkci ag. Pfedpokladéame-li,
Ze se tak stalo, miZeme se zabyvat jen rovnicemi (1*), v nichz je

(2) apg=1v (a, ).

Umluva. Nebude-li vyslovné uvedeno néco jiného, budeme v dal$im predpokladat
platnost podminky (2). O

Rovnice (1*) bude mit za tohoto pfedpokladu tvar

(1) Ly=y™ +ay™ V4. a1y +any=>b.

1) Kazdému jednotlivému feseni rovnice (1*) se v literatufe podrobnéji, pro vyraznéjsi odliseni
od feseni obecného, fikava partikularni resens.

2) Jak je patrné, mluvime jen o celkem piehlednych ptipadech; co kdybychom vsSak hledali
feSeni v R a mnozina vSech kofenu funkce ag byla napf. Cantorovo diskontinuum?
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Specidlnim, ale velmi dulezitym p¥ipadem rovnice (1) je rovnice
n
3) Ly = Z an_ry™® =0
k=0

s nulovou pravou stranou; ¥iké se ji homogenni nebo také bez pravé strany.?)
Nasledujici véta obsahuje zakladni informaci o existenci a jednoznacnosti feseni
rovnice (1).

Véta 18.1. Pro kazdy bod xg € («, ) a pro kazdou n-tici ¢isel yo, y1, - .-, Yn—1
existuje pravé jedno feseniy : (a, ) — R rovnice (1) tak, ze

(4) y(zo) = yo, ¥'(x0) =y1, -+, ¥V (20) = Yn-1.

Poznamka 18.2. Ve vété 18.1 je formulovan a vyfesen tzv. Cauchyho problém
pro diferencialni rovnici (1), totiz existence a jednoznacnost jejiho FeSeni za pted-
pokladu, Ze jsou splnény poéateéni podminky (4). Z této véty (jejiz dikaz neni
jednoduchy) snadno plynou velmi zdvazné informace napf. o obecném FeSeni rov-
nice (1); budeme se jimi zabyvat pozdéji.

* %k Xk

Podle obecné definice linearni nezavislosti elementt linearniho prostoru jsou

funkce y1,...,y, (napf. jako elementy prostoru vSech funkei f : (a,8) — R) li-
nedrné nezdvislé v intervalu (o, ), plati-li (pro kazdou n-tici ¢isel ¢1,...,¢,) im-
plikace

(5) chyk(x) =0 pro v8echna z € (o,8) = ¢, =0 pro k=1,...,n.
k=1

Obréacens, tyto funkce jsou linedrné zdvislé (v («,)), existuje-li n-tice ¢isel
. ~ N ’ v n . .
C1,...,Cn, z nichZ aspoil jedno neni rovno 0, pro niz je >, _; ¢xyi funkce (identicky)
nulové (v intervalu («, 3)).4)
n-tice linedrné nezavislych feSeni rovnice (3) se nazyva fundamentalni systém
rovnic (3) a (1). Jak ihned uvidime, hraji takové n-tice v teorii linedrnich diferen-
cidlnich rovnic zasadni tlohu.

3) Prvni nazev neni nejvhodnéjsi, protoze existuji diferencialni rovnice, které se nazyvaji ho-
mogenni, ale nemaji s rovnici (3) nic spoleéného; protoze se vSak timto typem rovnic v této knize
nezabyvame, slovo ,homogenni“ pro rovnici (1) s nulovou pravou stranou s ni¢im nekoliduje. Druhy
nazev uzivaji s oblibou lidé, ktefi matematiku i dnes povazuji za soucast ¢arodéjnického umeéni, ve
kterém mistii podstatu kouzel taji, tak aby nezasvécenci byli vysledky jejich ¢arovani co nejvice
zmateni a Sokovani. Jednim z cilii je proto zamlzit vSe, co zamlzit lze; obycejny smrtelnik se do-
mniva, Ze rovnice mé vzdy dvé strany, zasvécenec (ktery si bohuZel plete nic s nulou) je schopen
fesit i ,rovnice®, které maji patrné jen levou stranu — zdalipak maji aspon rovnitko?

4) Linearni kombinaci, v niZ jsou vechny koeficienty rovny 0, se ¥iké trividini ; jejim opakem je
kombinace netrividini, v niz je nenulovy aspon jeden z koeficientd. V této terminologii jsou funkce
Y1, ..., Yn linedrné zavislé, je-li néktera jejich netrividini linedrni kombinace identicky rovna 0.
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Véta 18.2. 1. Kazd4 rovnice (3) méa fundamentalni systém.
2. Je-li

(6) {yi, - ynt

fundamentalni systém rovnice (3), je funkce y : (o, 8) — R FeSenim této rovnice,
pravé kdyz je y = c1y1 + ... + ¢ayn pro vhodné konstanty ci,...,c,. 0

Jingmi slovy: Zndme-li fundamentdlni systém rovnice (3), zname i jeji obecné
FeSeni — je jim linedrni obal fundamentélniho systému. Obecné feseni rovnice (3) je
linearni prostor dimenze n a fundamentalni systém je totéz co jeho baze.

Z algebry je znamo, Ze je-li (6) bazi linedrniho prostoru dimenze n, je n-tice
{Y1,...,Y,} elementt tohoto prostoru jeho bazi, pravé kdyz existuje reguldrni ma-
tice®) {Ajk}1<j<n,1<h<n tak, Ze

(7) Yj:Z/\jkyk pro j=1,...,n.
k=1

Prvni ¢ast V.18.2 mizeme proto zesilit: Kazdd rovnice (3) md nekone¢né mnoho
fundamentalnich systému. [

Dopliime pravé uvedené poznatky jesté timto tvrzenim:

Véta 18.3. Pro kazdou n-tici linearné nezavislych funkci vy, ...,y, tfidy C,
v (a, B) existuje pravé jedna diferencidlni rovnice tvaru (3), pro niz je tato n-tice
fundamentalnim systémem.

Poznamka 18.3. Tuto diferencidlni rovnici lze ziskat tak, Ze determinant

Y1 Y2 Yn Yy
Yi Yo o oo Un Yy
(8) . (nil) .. .(7.1.7.1.) ......... (n71) e (n_l)
Y1 Ya Yn Y
y(n) yé") yT(ln) y(")

rozvedeme podle posledniho sloupce, vysledek polozime rovny nule a délime koefi-
cientem

Y1 Y2 cee Yn
/ / /
9) Wy,oooyyn) = | 02
-1 -1 -1
u derivace (™, ktery se nazyva Wronského determinant funkci y1,...,y, a je —

jak uvidime ve vété 18.5 — v8ude v («, 5) nenulovy. O

5) tj. matice s nenulovym determinantem
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Linearni zavislost resp. nezévislost n-tic funkci lze n€kdy zjistit pfimo z definice:

Priklad 18.1. Funkce 1, x, 22, ..., 2" jsou pro kazdé n € N linedrné nezavislé
v kazdém intervalu I C R, protoZe polynom ) ,_, cxz® # 0 by v I mél jen koneény
pocet korent; ma-li se tedy rovnat 0 v kazdém bod€ = € I, musi to byt nulovy
polynom, tedy polynom, jehoZ vSechny koeficienty ci jsou nulové.

Priklad 18.2. Je-lin € N a jsou-li \1, Ao, ..., A, navzajem riuzna realna cisla,
jsou funkce e*®, 1 < k < n, linedrné nezavislé v R. Abychom to dokézali, pfedpo-
klddejme (bez Gjmy na obecnosti), ze A\ < ... < A, a Ze

n

(10) cheA’“x =0v R.
k=1

Délime-li funkci e*»*, dostaneme ekvivalentni identitu Zz;ll ePre—An)r 4 o =0,
limita pro x — +oo vyrazu vlevo je rovna c,, protoze vSechna ¢isla Ay — A, jsou
zaporna. Tim je dokazano, ze ¢, = 0.

Identitu (10) lze tedy ekvivalentné napsat ve tvaru

n—1
(101) che)‘kz =0 v R;
k=1

délenim e*~17 a piechodem k limité pro  — +oo ziskdme rovnost ¢,_; = 0.

Je z¥ejmé, ze takto lze pokradovat az do okamziku, kdy budeme mit misto (10)
identitu ¢; = 0.

Priklad 18.3. Funkce e cosz a e”sinx jsou linedrné nezavislé v intervalu I :=
(0, %w> Je-li totiz cie® cosx + cae”sinx = 0 v I, jsou hodnoty levé strany nulové
specialné i v bodech 0 a im; to vede k rovnostem ¢; = 0 a e™2c; = 0, tedy

2
i Cy = 0. O
P¥iklad 18.4. Funkce 1,sin?, cos® jsou linedrné zavislé v kazdém intervalu I C R,
protoze 1 —sin? —cos?2 = 0. O
V prikladech 18.1—18.4 jsme sice linearni nezavislost ovérovali nebo vyvraceli
riznymi zpusoby, ale vidy pfimo z jeji definice. Problém linedrni zavislosti nebo
nezavislosti funkci lze nékdy Tesit i pomoci Wronského determinantu (9):

Priklad 18.5. Piedpokladejme, Ze y1, . .., y, jsou linedrné zavislé funkce t¥idy C,,

v («, ). Pak existuje n-tice konstant c¢1,...,c,, z nichz aspoii jedna je nenulova,
pro niz je > _, ckyr(z) = 0 vSude v (a,B). Derivujeme-li tuto identitu jednou,
dvakrat, ... ,(n — 1)-krét, ziskdme identity

(11) chy,(cm)(x) =0 pro vSechna z € (o, 3) apro m=0,1,...,n—1.
k=1

Protoze tato soustava n rovnic ma pro kazdé (pevné) z € («, ) netrividlni
feSeni {c1,...,¢n}, je podle zndmého algebraického tvrzeni determinant soustavy,
tj. Wronského determinant funkei y1, ..., y,, roven 0 viude v (o, 3). O
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Dokazali jsme toto tvrzeni:

Véta 18.4. Jsou-li funkce y1, ..., y, tFidy C,, linedrné zavislé v intervalu («, ),
je jejich Wronského determinant (9) v tomto intervalu identicky roven nule.

Jinymi slovy: Je-li determinant (9) nenulovy aspon v jednom bodé intervalu
(«, B), jsou funkce y1,...,y, v tomto intervalu linedrné nezavislé.

Poznamka 18.4. Pomoci pravé uvedené véty lze zesilit vysledky, které jsme do-
kazali v prikladech 18.2 a 18.3:

1) Funkce z P¥.18.2 jsou linedrné nezdvislé v kazdém intervalu I C R, protoze
jejich Wronského determinant

1 1 1

et tAn)e A1 Az An =Mt trn)e H M —Aj) #0
n— n— n— 1<j<k<n
1 ! 2 ! )‘n !

se nikde v R nerovnd 0. (Vlevo je tzv. Vandermondiv determinant — sr. s Cv.2.37.)

2) I funkce e” cosz, €”sinz z PF.18.3 jsou linedrné nezavislé v kazdém intervalu
I C R, protoze jejich Wronského determinant

e’ cosw e”sinx 2

e(cosz —sinx) e*(sinx + cosx)

je véude v R nenulovy. [

Jsou-1i funkce yj, FeSenimi rovnice (3), plati toto zesileni véty 18.4:

Véta 18.5. Jsou-li y1,...,y, FeSeni rovnice (3) v («, ), jsou jen tyto dvé moz-
nosti:
1. Funkce y1, ...,y jsou linearné nezavislé a jejich Wronského determinant je

vSude v («, ) nenulovy.
2. Funkce y1,...,yn jsou linearné zavislé a jejich Wronského determinant je vsu-
de v (a, 8) nulovy.

Poznamka 18.5. Praveé vyslovena véta slouzi hlavné k ovéfovani linearni zavislosti
nebo nezavislosti feSeni rovnice (3); lze ji vSak uzit i necekanéjsim zptisobem:

Protoze Wronského determinant funkci z, e” je zfejmé roven (x — 1)e®, coz je
funkce rovna 0 v bodé 1 a vSude jinde nenulova, neni tato dvojice funkci TeSenim
Zddné linedrni diferencidlni rovnice tvaru y" + a1y’ + asy = 0 v Zddném intervalu
(a, B) obsahujicim bod 1. Vysvétleni je jednoduché: Podle véty a poznamky 18.3 je
dvojice {x, e} fundamentdlnim systémem rovnice y”’ + (zy’ — y)/(1 — x) = 0, jejiz
dva koeficienty nejsou v bodé 1 definoviny (a nelze je tam spojité dodefinovat).

Poznamenejme jesté, ze funkce mohou byt v jednom intervalu linedrné nezavislé,
v jiném linearné zavislé, a to i v pfipadé, Ze jsou tfidy Coov R: Polozime-li napf.

o v (—00,0) _Jo v (=00,0)
y1(z) = { exp(—l/x2) v Ry }’ y2(w) = {xexp(—l/x2) v Ry }7
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snadno nahlédneme, Ze funkce y1, y2 jsou linearné zavislé v R_ a linedrné nezavislé
v R, (kde se jejich Wronského determinant rovna exp (—2/2?%)). O

Dalsi véta charakterizuje obecné Feseni rovnice (1):

Véta 18.6. Je-li {y1, ..., yn} fundamentdlni systém rovnice (1) a je-li yo jakékoli
jeji feseni, je

n

(12) {yo—i—g cjyj; ¢ eR pro j=1,...,n}
j=1

obecné Feseni rovnice (1).

Geometricky feceno: Posuneme-li linedrni prostor vSech feseni rovnice (3) (pova-
Zovany napf. za podprostor vSech funkei spojitych v (¢, 8)) o FeSeni yo, je pFislusny
linedrni tvar (nadrovina) obecnym FeSenim rovnice s pravou stranou b.

Résumé: K tomu, abychom mohli napsat vSechna FeSeni rovnice (1), staci najit
néjaky jeji fundamentalni systém (6) a néjaké jeji FeSeni yo; kazdé FeSeni rovnice
(1) m4 pak tvar

(13) Yo+ > ¢
j=1

kde ¢; jsou vhodné konstanty. Obracené: (13) je pak FeSenim rovnice (1) pii kazdé
volbé konstant c;. U

Teoreticky je tedy vSechno velmi jednoduché, obecnd feSeni rovnic (3) a (1)
maji velmi jednoduchou algebraickou strukturu. Bohuzel vsak neezistuje algoritmus,
ktery by v obecném pripadé umoznil fundamentdini systém a Fesent yo najit. ©)

Ponékud nadéjnéjsi je situace, kdy jsou funkce ay, v rovnici (1) konstantni; takové
(linedrni diferencidlni) rovnici se ¥ika rovnice s konstantnimi koeficienty a podle
V.18.1 je jeji obecné TeSeni slozeno z funkci s defini¢nim oborem R. Ukazuje se, ze
uloha najit fundamentalni systém se u takové rovnice redukuje na feSeni algebraické
rovnice

(14) S aeAt =0,
k=0

kterd se nazyva charakteristicka rovnice rovnic (1) a (3), zatimco vlevo je tzv.
charakteristicky polynom téchto rovnic. Pomoci fundamentalniho systému lze pak
(aspori teoreticky) najit i feSeni yo. Pfislusné tvrzeni jsou obsahem vét 18.7—18.9,
které nasleduji. O

Ctenafi je jisté z algebry zndmo, Ze algebraicka rovnice s redlngmi koeficienty ma
spolu s kazdym kofenem p = o+ i3, kde a € R, § € R, i kofen & = o — i s nim
komplexné sdruzeny, priCemz nasobnosti obou téchto kofenti jsou stejné.

6) Neni to nic udivujiciho; jak znamo, neexistuje ani vzorec, ktery by dovolil najit kofeny
obecné algebraické rovnice stupné vyssiho nez 4 na zakladé jejich koeficientti. Rozuméjme dobfte:
Bylo dokdzdno, Ze takovy vzorec neexistuje; podobné jako je tomu s kvadraturou kruhu, nejde
tedy o to, Ze naSe soucasné znalosti a schopnosti nejsou dostacujici.
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Abychom mohli do jednoho tvrzeni zahrnout ptipady, kdy charakteristicka rov-
nice mé bud jen redlné, nebo jen imaginarni kofeny, umluvime se, Ze symbol tvaru
{m}8,_1 bude znamenat prazdnou posloupnost.

Véta 18.7. Predpoklidejme, Ze cleny prosté posloupnosti {\;};_,, kde p > 0,
jsou pravé vSechny redlné kofeny rovnice (14) a Ze ¢leny prostych posloupnosti
{prti_y {me}i_,, kde ¢ > 0, jsou pravé vSechny imaginarni kofeny této rovnice;
necht oy, := Re pug, By := Im py, a necht r; (resp. si) je ndsobnost kofenu \; (resp.
kofenti uy a Ty,).

Pak tvorii funkce

e)\117 xe}q:ﬂj x’l‘l 1 e)qI’
......................................... ,

(15) T e L gl
e cos fra, €M% sin B, ..., 2% e cos frx, 2% e % sin Bz,
...................................................................................................... ,
e*1® cos Bqx, e sin By, . . ., x1 1% cog Bq, x% e gin Bqx

fundamentalni systém rovnice (1).

Poznamka 18.6. I kdyz tvrzeni pravé uvedené véty vypadd dosti slozité, 1ze si
konstrukci fundamentalniho systému za situace, kdy zname vSechny kofeny charak-
teristické rovnice véetné jejich nasobnosti, zapamatovat velmi snadno:

Kazdy redlny kofen A nésobnosti r rovnice (14) ,pfispéje“ do fundamentélniho
systému 7 funkcemi e, zer®, ... z"1e* . Je-li 4 = o + i imaginarni kofen
nésobnosti s rovnice (14), plati totéz o ¢islu T = « — i3; kdybychom pfipustili,
Ze FeSeni rovnice (3) mohou byt i komplexni funkce, byly by (jak se snadno pfe-
svédéime dosazenim) funkce e(®+%9)® fegenimi této rovnice. Realna feSeni z nich zfs-
kame rozkladem na realnou a imaginarni ¢ast, tedy pfechodem k funkcim e** cos Sz
a e®®sin Bx; kazdou z nich pak postupné vynasobime mocninami 2%, z!, ..., 257!,
podobné jako jsme to ucinili s funkci e** a ¢slem r v pfipadé redlného kofenu \.

V (15) odpovid4 kazdému kofenu A € R ndsobnosti r pravé r funkei, kazdé dvojici
{p, 7} € C — R kofent nésobnosti s pravé 2s funkei; podet funkci v (15) je tedy
roven souctu nésobnosti viech kofent rovnice (14), ktery je jak zndmo roven n. O

Nez prejdeme k ilustrujicim piikladéim, vysvétleme dvé metody, jak lze (aspoii
teoreticky) pomoci fundamentalniho systému najit feSeni yo rovnice (1); metodu,
ktera se nazyva variace konstant”), lze uzit i v pripadé, Ze koeficienty aj rovnice
nejsou konstantni. Na rozdil od toho lze druhou metodu aplikovat jen na rovnice
s konstantnimi koeficienty a navic jen pri specidlnim tvaru pravé strany b.

7) Obydcejny ¢lovék se domniva, Ze konstanty se nazjvaji konstantami proto, %e se neméni
(,,constans“ znamena latinsky ,stdly“, ,neménny“); matematik-carodéj vsak pracuje i s ménicimi
se konstantami (,variare znamend mj. ,ménit se“). Historickou genezi slovniho protikladu ,vari-
ace konstant“ tedy radéji nekomentujme. Racionalni jadro metody je vSak jednoduché: Podobné
jako je kazdé FeSeni rovnice (3) linedrni kombinaci funkei tvoficich fundamentalni systém (pfi-
Gem?z koeficienty v této kombinaci jsou samoziejmé ¢isla), existuji vzdy funkce C1,...,Ch tak, ze
C1y1 + ... + Cnyn je FeSenim rovnice (1) — staéi, aby tyto funkce spliiovaly jisté podminky.
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Véta 18.8. (Variace konstant.) Necht funkce yi, : (o, ) = R, k=1,...,n, tvofi
fundamentalni systém rovnice (1) a necht funkce By, : (o,8) = R, k =1,...,n,
spliuji v (o, 8) identity

Bly1+-'-+Bnyn:07
Biyy+ ...+ Bpyl, =0,
(16) .......................................... R

Je-li Cy, (pro kazdék =1, ..., n) funkce primitivni k funkci By, v («, 8), je funkce
(17) Yo := Z Cryk
k=1

FeSenim rovnice (1).

Poznamka 18.7. Poznamenejme, Ze soustava rovnic (16) je vzdy FeSitelnd vzhle-
dem k funkcim By, ..., B, protoze jeji determinant je Wronského determinant line-
arné nezavislych feseni y, rovnice (3), coz je (podle V.18.5) funkce nenulova viude
(«, B). Podle Cramerova pravidla je pfitom kazdé By podilem dvou determinantii:
Ve jmenovateli je Wronského determinant funkci y1, ..., y,, v Citateli determinant,
ktery z W(yi,...,yn) vznikne nahrazenim k-tého sloupce pravymi stranami sou-
stavy (16), tedy funkcemi 0, ...,0,b. ProtoZe oba determinanty jsou funkce spojité
v (a,B3), plati totéz i o By; funkce Cj k ni primitivni tedy opravdu (pro kazdé
k=1,...,n) existuje.

Teoreticky je tedy vSe v pofadku; je-li {y1, . .., yn } fundamentalni systém, existuji
vzdy funkce C}, tak, ze (17) je FeSenim rovnice (1). P¥i aplikaci V.18.8 vSak miizeme
narazit na dvé zasadni potize: 1) Soustavu (16) nebudeme umét roziesit napf. proto,
Ze n je prili§ velké; 2) k nékteré z nalezenych funkci By nebudeme umét najit funkei
primitivni napf. proto, Ze nepatii mezi tzv. elementarni funkce. [

Dalsi metoda hledéni FeSeni yo rovnice (1) pomoci fundamentalniho systému vede
mnohdy k cili rychleji a snadnéji nez variace konstant, lze ji vsak bohuZel uZit jen
pro rovnice s konstantnimi koeficienty a prava strana musi mit navic tzv. specialni
tvar, coZ znamena, ze je linedrni kombinaci funkci tvaru

(]‘8) pl(x)eAxv p2(I)€QI COSﬂx, p3(x)eaz Sinﬂxv

kde p1, p2, p3 jsou polynomy, A, o, B realna cisla.
Protoze z linearity operatoru L ihned plyne, Ze

Lyy = b1, Lys = by = L(y1 £ ya2) = by = by,

miizeme se omezit na vysvétleni, jak najit feSeni yo, pro kazdou z funkci (18) zvlast.
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Véta 18.9. Necht p je polynom stupné s > 0, necht (3) je rovnice s konstantnimi
koeficienty a necht M je jeji charakteristicky polynom. Je-li ¢islo A ¢ C koien
polynomu M, zna¢me N jeho ndsobnost; je-li M () # 0, polozme N = 0.

Pak — podle toho, zdali je A realné, nebo imaginarni ¢islo — plati:

1. Je-li A € R a b(z) = p(x)e®, existuje polynom q stupné < s tak, ze funkce

(19) yo(x) := 2V g(z) e

je FeSenim rovnice (1).
2. Je-li\=a+if, kde a € R, 0 # 8 € R, a je-li b(x) rovno bud p(x)e** cos Sz,
nebo p(x)e*® sin Sz, existuji polynomy q a r stupiti < s tak, Ze funkce

(20) yo(z) := 2™ e (q(x) cos Bz + r(x) sin fz)

je FeSenim rovnice (1).
Priklad 18.6. Roziesme rovnici
(21) y" —y=sinz,
a to nejdfive variaci konstant. Charakteristicka rovnice A2 — 1 = 0 m4 koteny +1,

takZze fundamentélni systém tvoii funkce e* a e~*. Soustava rovnic (16) ma nyni
tvar

(22) Bi(z)e® 4+ Ba(x)e ™ =0, Bi(xz)e® — Ba(x)e ™™ =sinx

a TeSeni

(23) Bi(z) = e “sinz = (—3e “(cosz +sinz))’,
By(z) = —%e"sinz = (e®(cosz —sinz))’;

vpravo jsme rovnou napsali primitivni funkce C;(x) a Cy(x) funkel By (z) a Ba(z).
Podle V.18.6 je feSenim rovnice (21) funkce

(—te "(cosz +sinz))e” + (e (cosz —sinz))e * = —1 sinz,
a obecnym FeSenim rovnice (21) je tedy mnoZina
(24) {-isinz+cie” +cze ;01 €R, 2 e R}

Pro porovnéni zkusme nyni aplikovat V.18.9, coz je mozné, protoze (21) je rov-
nice s konstantnimi koeficienty, jejiz prava strana ma specidlni tvar; na rozdil od
variace konstant nebudeme muset integrovat:

Protoze @ = 0, 8 = 1 a protoze A\ = « + i = i neni kofen charakteristické
rovnice, je N = 0. Prava strana rovnice je p(z) sinz, kde p = 1 je polynom stupné
0; polozime proto yo(z) = acosz + Ssinz a hleddme konstanty «, 8 tak, aby yg
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bylo fesenim rovnice (21). Protoze y{ = —yo, ziskdme dosazenim do (21) identitu
—2a.cosx — 28 sinx = sin x; protoze funkce cos x, sinz jsou linearné nezavislé, musi
1

bt o = 0, B = — 3. Refenim rovnice (21) je tedy funkce yo(x) := —1 sin.

Priklad 18.7. Rozresme rovnici
(25) y/// _ y// _ y/ 4 Y= .’L‘Q;

charakteristickd rovnice A3 =\ —A+1 = (A—1)?(A+1) = 0 m4 dvojnisobny koten 1
a jednoduchy kofen —1, takze fundamentalni systém tvori nyni funkce e*, xe®, e~ .

Protoze A = 0 neni koten charakteristické rovnice, budeme FeSeni rovnice (25)
hledat podle V.18.9 ve tvaru yo(z) := ax?+ Bz +7, kde a, 3,7 jsou zatim nezndmé
konstanty. Dosazenim do (25) ziskame identitu az? + (8 —2a)z+ (v — 8 —2a) = 22,
takze a = 1, 3 = 2, v = 4. ReSenim rovnice (25) je tedy funkce yo(x) = 22 + 2z +4
a jejim obecnym FeSenim mnozina vSech funkci tvaru

(26) 2?4+ 21 +4+ (c1 + cox)e” + cze”™, kde ¢1, ca, c3 jsou libovolné konstanty .

Ctenaf mbize sam zkusit metodu variace konstant; fefenim pfislusné soustavy
(16) ziska funkce

Bi(z)=—12*(2z+1)e ", By(x) = 1a”e™™, Bs(z) = 1a%¢”

3

I

které je nutné integrovat, atd.
Aplikace véty 18.9 je v tomto pfipadé zfejmé podstatné vyhodnéjsi.

Priklad 18.8. Hledejme nejdiive obecné feSeni rovnice
(27) y" —y=3e"
a pak feseni Y, které spliiuje pocatecni podminky
(28) Y(0)=1, Y'(0)=-1, Y"(0) = 0.

Charakteristickd rovnice A*> — 1 = 0 ma4 kofeny 1,1 (-14iv3),—-1(1+iV3),
a fundamentalni systém se tedy skladé z funkci

(29) y1(2) i=e”, yo(z) := e /2 cos(%\/gar), ys(z) == e~ /2 sin(%\/gsc).

Podle V.18.9 mdme FeSeni rovnice (27) hledat ve tvaru yo(z) = awe®, protoze

1 je jednoduchy koien charakteristické rovnice a p = 3 je polynom stupné 0. Je

vy () = a(3+x)e” azrovnice L(yg) = 3ace™ = 3¢” plyne, ze o = 1. Obecné FeSeni

rovnice (27) je tedy mnozina vSech funkci tvaru
(30) (x+c1)e® +e ey cos(3V3x) + c3 sin(3v3 7)),

kde c1, co, c3 jsou libovolné konstanty.
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Maéme-li splnit uvedené pocatecéni podminky, je tfeba vypocitat prvni a druhou
derivaci funkce (30) a dosadit do nulté az druhé derivace této funkce z = 0.%) Tim
ziskdme levé strany rovnic

(31) c1+co=1, 1—1—61—%(62—\/563):—1, 2+01—%(02+\/§Cg)=0;

jejich pravé strany jsou pravymi stranami rovnosti (28). Rovnice (31) maji FeSeni
c1 = —1, co =2, c3 =0, takZe hledanym TFeSenim je funkce

(32) Y (z) = (x —1)e® + 2~ %/? cos(3 V3z).

Priklad 18.9. Je-li b = 0, jsou feSenimi v R rovnice
(33) 22y’ — 22y’ + 2y = b(x)

line4rné nezavislé funkce x a x2. ProtoZe metoda variace konstant byla formulovdna
jen pro pfipad, Ze u derivace nejvysstho fddu je koeficient 1, pfejdeme od (33)
k rovnici

2 2 b(x
(34) y”——y’+—2y=Q7
X X

kterd tuto podminku spliiuje a je ekvivalentni s rovnici (33) v Ry a v R_. Rovnice
budeme fesit 1) pro b(z) := 22%lgx a 2) pro b(z) := z2e®.

Ad 1) Regeni hleddme jen v R, protoze jinde neni lg x definovdno. Rovnice
(35) rByi(z) +2? Ba(x) =0, Bi(z)+2vBy(z) =2lgx

maji feSeni Bi(z) = —21gx, Ba(z) = 21gz/x a prislusné primitivni funkce jsou
napt. C1(z) := 2z (1 —lgz) a Ca(z) := lg® x. Z toho plyne, 7e feSenim rovnic (33)
a (34) v Ry je funkce yo(x) := Oy (x)z + Co(x)z? = 22 (1g% x — 2 lgz + 2) a Ze jejich
obecné feSeni je proto mnozina vSech funkci tvaru

(36) az+22(lg?z —2lgz + ¢),

kde ¢y, c2 jsou libovolné konstanty. ?)

Ad 2) Reseni nyni hleddme v R i v R_, pfi¢emz postup je v obou intervalech
stejny. Rovnice

(37) By () + 2* Ba(z) =0, Bi(x) + 22 Ba(x) = €”

8) Podrobny vypodet prenechdvidm &tenafi; presvédéi se, Ze najit v obecném feSeni rovnice
partikularni feSeni splnujici dané pocatecni podminky vyzaduje — zejména u rovnic vyssich rada
— jisty Cas, energii a trpélivost.

9) V zévorce za x? jsme napsali jen cz misto konstanty 2 + co, kterd by vznikla sectenim
obecného FeSeni c1z + cox? s funkei yo(z), protoze ca probiha celé R stejné jako 2 + c2. Podobné
zjednodusime obé konstanty v (36’) na nésledujici strance.
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maji nyni feSeni By(z) = —e®, Ba(x) = e”/x. Prvni z téchto funkci mé primitivni
funkci Cy(x) := —e®, druhou integrovat ,neumime®, i kdyz je spojita jak v R,
tak i v R_; primitivni funkce v obou intervalech tedy jisté ma, zadna z nich vsak
nepatfi mezi tzv. elementarni funkce.

Naznac¢me dvé moznosti feseni vzniklého problému:

A. Ze znamého Taylorova rozvoje exponencialni funkce ihned plyne, ze

DI

k=1

x

(38) Bar) =S =Y T
k=0

a C5 lze proto v R_ i v R definovat rovnosti

HIH

(39) Co(x) :=lg|z] +

k=1
Funkce yo(z) := C1(x)z + Ca(x)2? je pak Fesenim rovnic (33) a (34) jak v R_,
tak i v Ry ; rozvedeme-li ze” v Taylorovu fadu a vysledek upravime, zjistime, ze

k+2 k+2

yo(:v)z—:ve +x 1g|$|+zk %l (lg|:v|—1) $+Zm
k=1 k=1

Obecné Teseni rovnic (33) a (34) v Ry i v R_ je proto mnozina v8ech funkei tvaru

k+2
(36/) 01I+(02+lg|$|$ +Zm, kde c¢; € R, ¢c; € R.

Poznamenejme, ze funkce ¢(x) := 221g|x| a ¢’'(z) = 2 (21g|x|+1) maji v bodé 0
limitu 0; polozime-li tedy (0) = 0, bude funkce ¢ t¥idy C; v celém R. Resens (36')
lze tedy rozsirit na funkci tiidy C1 v celém R, ale toto rozsiteni neni fesenim rovnice
(33) v R, protoze ¢"(x) =2lg|z| +3 — —oo pro x — 0.

GRAF FUNKCE Cs(z) Z PRIKLADU 18.9
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B. Numerickd a pocitacovad matematika nabizi dalsi moznost, jak se vyrovnat
s problémem funkce primitivni k funkci e®/x. Z ,pfedpoéitacové” éry méme v kni-
hovnéach zna¢né mnozstvi informaci o riznych neelementarnich funkcich véetné ta-
bulek jejich hodnot a napf. v programu ,Mathematica“ firmy Wolfram Research
najdeme funkci ExpIntegralEi(z) = Ca2(x) + C, kde C = 0.5772156649015 je tzv.
Eulerova konstanta; v literatuie se tato funkce znadi kratce Ei(z). Program ndm
pritom poskytne nejen vSechny hodnoty funkci Ei a C5 s libovolnou pfesnosti, ale
i jejich grafy (viz obrézek na str. 219). To umoziiuje s obéma funkcemi ,,poéitacoveé®
zachazet jako s kteroukoli elementarni funkei; snadno napt. zjistime, ze (jediny) ko-
fen funkce Cy lezi v intervalu (&,& 4 10713), kde & := 0.5379782445744.

X kX%

V aplikacich se velmi ¢asto setkdme s diferencidlnimi rovnicemi druhého fadu;
napi. v mechanice hmotného bodu je to proto, Ze sila je imérna zrychleni, které je
druhou derivaci funkce udévajici polohu. P¥i feSeni rovnic " + a1y’ + a2y = 0 se
nékdy hodi vzorec umoznujici — aspon teoreticky — najit pomoci jednoho nenulového
feSeni y; této rovnice dalsi feSeni y, tak, ze {y1, y2} je fundamentédlni systém. Vzorec
by bylo samoziejmé mozné napsat a ¢tendf by pak do néj jen dosazoval; dava-li vsak
¢tenai pred touto mechanickou ¢innosti pfednost pochopeni ptislusného principu,
muze pri Feseni konkrétnich piikladi postupovat podle tohoto obecného algoritmu:

Necht y: (a, 8) = Ray; : (o, 8) = R — {0} jsou dvé feseni rovnice
(401) L(y) :==y" + a1y’ +azy = 0,
kde aq, as jsou funkce spojité v (a, §). Nasobme tuto identitu funkei y; a identitu
(402) L(y1) = y{ + a1y; +azy1 =0
funkci y; odecteme-li vysledky, dostaneme identitu
(411) (1y" = y1y) +ar(yy’ — y1y) = 0.

Protoze vyraz v zavorkdch za a; je Wronského determinant W := W (y1,y) a vy-
raz v prvnich zdvorkdch je roven W', lze identitu (41;) napsat ve tvaru

(415) W' +aW = 0;

tuto rovnici prevedeme vyndsobenim integra¢nim faktorem expoA, kde A’ = a;
v (a,3), na tvar (W (x)exp(A(x))) = 0.1°) Derivovana funkce je tedy konstantni
a existuje d € R tak, ze W (z) = d exp(—A(z)) pro vSechna = € (a, 8).
Porovname-li vyraz y1y’ — yjy se vzorcem pro derivaci podilu y/y; (ktery smime
utvorit, protoze y; se podle pfedpokladu nikde v («, 8) nerovné 0), vidime, Ze

(o y_ e CAw)

(42) y1(z) yi ()

=dB'(z),

10) Vig str. 162 Uvodu.
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kde B znamend néjakou funkci primitivni ke zlomku expo(—A)/y?. Funkce y/y1
a d B se v diisledku toho lisi jen o jistou aditivni konstantu ¢, a polozime-li ys := y1 B,
vidime, Ze identita

(43) y(z) = cyi(z) + dy2(x)

plati v§ude v («, 8). Kazdé feSeni y rovnice Ly = 0 mé tedy za nasi situace tvar
(43); z toho plyne, Ze funkce y1, y2 tvori jeji fundamentalni systém.

Tim je dokazano toto uziteéné tvrzeni:

Véta 18.10. Necht y; : (o, 8) — R — {0} je FeSeni rovnice (401) a necht funkce
A, B spliiuji v («, 8) identity

(44) A@) = arle), Bla) =S
yi(z)
Polozime-li pak y, := y1B, tvori dvojice {y1,y2} fundamentalni systém FeSeni
rovnice (401).
Priklad 18.10. Rovnice
(45) z(1+lgz)y” —y' =0

mé v Ry ziejmé feSeni y; = 1; pfed aplikaci V.18.10 délime vyrazem xz (1 + lg )
a omezime se na intervaly I; := (0,e™!) a I := (e~ !, +00), v nichz tento vyraz
neni nikde roven nule. Protoze v obou intervalech je

1 exp(lg|1+1gz|) ,
. (g|l+lgz)) a —+(1+1gz) = £(zlga),
T - el +ikz) o (1 +1gz) = +(rlga)
je funkce ya(z) := yi(x)zlge = xlga feSenim rovnice (45), a to zfejmé v celém

R, ;) obecnym fesenim této rovnice v R, je tedy mnozina vsech funkci tvaru
c1 + coxlgx, kde c1, co jsou libovolné konstanty.

Priklad 18.11. Jak snadno zjistime, ma rovnice

/

46 7 o
(46) R i
v intervalech I; := (—o0,—1) a Iy := (—1,+00) feSeni y;(x) := z. Protoze prvni
z identit
x exp(lg|1+z|—x) 142 _,
e

=+ —=(%)
) e Ty

!
1+x:(x—lg|1+:v|),

11y +¢ pied vyrazem x lg x zde nehraje zadnou roli, protoze {y1,y2} je fundamentalni systém,
pravé kdyz totéz plati o {y1,—y2}; aby funkce y2 byla tfidy Ca, je vS8ak nutné zvolit v obou

intervalech stejné znaménko.

221



plati v R — {—1}, druhd v R — {—1,0} a protoZe na znaménku opét nezalez, je
dvojice funkei y1(z) = = a y2(z) := e~ ® fundamentlnim systémem FeSeni rovnice
(46) v kazdém z intervala Iy, I} := (—1,0), I := Ry. Snadno se vSak presvédc¢ime,
ze bod 0 bylo tfeba vyloucit jen ,z technickych divodid“ a ze jde ve skutecnosti
o fundamentalni systém v kazdém z intervala I, Is.

Poznamka 18.9. V P#.16.10 jsme Eulerovu diferencialni rovnici fddu 3 prevedli
na linedrni rovnici téhoz fadu s konstantnimi koeficienty; v Pf.18.9 jsme Tesili
Eulerovu rovnici 2. fadu. Vénujme nyni trochu mista obecnym uvaham.

Eulerovou diferencialni rovnici fadu n nazyvame rovnici tvaru
(47) Ly := apz"y"™ + a1z gV + 4+ ay=b,

kde agp, a1, ...,a, jsou konstanty, pficemz ay = 1 a b je funkce spojita v jistém
intervalu («, 5) C R.

Zabyvejme se nejdiive rovnici Ly = 0 a jejim obecnym feSenim v R.. Funkce
g(t) := et je t¥idy Coov R a zobrazuje R na R ; Ize tedy provést substituci z = g(t),
tj. definovat novou nezndmou funkci Y : R — R rovnosti Y (t) := y(e?) pro viechna
t € R.12) Protoze budeme dosazovat za funkci y a za jeji derivace (podle z), vyjdeme
radéji z ekvivalentni identity y(z) = Y (lgz) platné v R,. Postupnym derivovanim
dostaneme (v R} ) identity

(181) (@)= =V (lga),
(182) /(@) = = (V(ige) ~ ¥ (152)),
(483) y"() = 5 (V(lgz) - 3V (1g2) + 27 (lg)

atd. Snadno nahlédneme (a ptipadnou indukci snadno ovétime), ze vyraz ¥y * ()
je (pro k =1,...,n) linedrni kombinaci prvni az k-té derivace funkce Y v bodé lg =
(neboli t). Z toho ihned plyne, Ze substituci z = e’ (neboli t = lg x) pfejde rovnice
Ly = 0 v linearni diferencialni rovnici

(49) LY):=Y"™ 4+ A y"D 4 4+ A4Y=0
Ffadu n s konstantnimi koeficienty Ay pro neznamou funkci Y. Je-li Y1,...,Y, jeji
fundamentalni systém, tvoii funkce Y7 olg, ... Y, olg fundamentalni systém feseni

v R4 rovnice

(0%

(50) agy™ + Ly 4 2y g,
xr X

ktera vznikla z rovnice Ly = 0 délenim a™.'3)
12) Princip zdmény proménnych v ,diferencidlnich vyrazech® byl vysvétlen v kapitole 16, str.
155 —156.
13) Fundamentélni systém jsme definovali jen pro piipad, #e u derivace nejvyssiho fadu je
koeficient 1.
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Abychom ziskali fundamentélni systém rovnice (49) v R_, provedme substituci
xr = —e', tj. zavedme nyni funkci Y : R — R rovnosti Y (t) := y(—e'), z niZ plyne,
ze y(z) = Y (lg(—=z)). Derivujeme-li tuto identitu, dostaneme vzorce

(51,) /(@) =2 V(g(~),
(512) V() = 75 (V(ig(~0)) ~ ¥ (lg(~2))),
(51,) y"() = — (V((~2)) — 3V (1g(~2)) + 2V (1g (~)))

atd. Rovnice Ly = 0 pfejde tedy v rovnici (49) s tgmiZ koeficienty jako v pfipadé
substituce r = €', tedy s tymz obecnym Fesenim. Je-li {Y;(¢),..., Y, (¢)} fundamen-
talni systém rovnice (49), budou v R_ tvotit fundamentalni systém rovnice (50)
funkce Y1 (lg(—x)),..., Y, (Ig(—x)).

Poznamenejme jesté, ze se zde vyjimeéné zabyvame rovnici (47), v niz koeficient
u nejvyssi derivace neni 1. Protoze timto koeficientem je funkce, ktera se v bodé 0
rovnd 0, hleddme — aspon zpocatku — feSeni jen v Ry a v R_. Je vSak mozné, ze
z vhodnych dvojic takovych feseni lze vykonstruovat feseni y v celém R; staci, aby
funkce y byla feSenim v Ry i v R_ a méla v bodé 0 spojitou derivaci fadu n.

Résumé: Substituce z = ¢! v Ry a o = —e' v R_ vedou od rovnice (47) k téze
rovnici (49); je-li ve (47) na pravé strané misto 0 funkce b(x), bude prava strana
rovnice (49) rovna b(e?) v prvnim ptipadé a b(—e?) ve druhém ptipadé. Pro obecnou
funkci b neni z4dna souvislost mezi b| R a b|R_; je-li v8ak funkce b napt. sudd nebo
licha, 1ze ocekavat, ze feseni v Ry a v R_ budou tzce souviset.

Priklad 18.12. RozfeSme rovnici
(52) By +ay —y=a+x+1
nejdiive v Ry. Dosadime-li podle (481)— (483), dostaneme rovnici
(53) (L*Y)(t) := Y (t) =3V (t) + 3V (t) — Y () = e* + ' + 1,

kterou budeme fesit v R. Charakteristicka rovnice (A—1)3 = 0 m4 trojnasobny koien
1 a fundamentalni systém tvoii proto funkce e?, te’, t?e!. Podle V.18.9 (a Po.18.7)
mé rovnice (53) Feseni tvaru Yo(t) = Ae?* + ut3et + v, kde A, pu,v jsou vhodné
konstanty ; dosadime-li to do (53), dostaneme po tipravé rovnici Ae?! + 6uel — v =
e 4el+ 1, takie A =1, p =3, v=—1aY(t) = e+ :t3e — 1 je fefenim
rovnice (53). ProtoZe obecné feseni této rovnice méa tvar (c1 + cat + c3t?) el + Yy(t),
kde ¢1, ¢a, c5 jsou konstanty, ma obecné feSeni rovnice (52) v Ry tvar

(544) x(cl+czlgx+03lg2x)+:62+%xlg3x—1.

Pfi feseni rovnice (52) v R_ uZijeme substituci z = —e’, coz vede k rovnici
(L*Y)(t) = €% — e! + 1, ktera m4 stejny fundamentalni systém jako rovnice (53)
a FeSeni Yy(t) = €' — £ ¢3¢’ — 1. Obecné Fefeni v R_ ma proto tvar

(54-) z(c1 + colg(—x) + eslg?(—x)) + 22 + %xlg?’(—x) —1.
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Je-li funkee y : R_ U R, feSenim rovnice (52) jak v R_, tak i v Ry (tj. rovna-li
se y(z) v R_ vyrazu (54_), v Ry vyrazu (54 ), kde ¢y, 2, c3 jsou néjakd konkrétni
¢isla — v R_ obecné jind nez v Ry ), lze funkci y spojité rozsifit na celé R tim, Ze
polozime y(0) = —1 (coZ je jeji limita v bodé 0 zprava i zleva). Takto rozsifena
funkce vSak neni feSenim rovnice (52) v R napf. proto, ze y'(0) = —oo.

Priklad 18.13. Rovnice

(55) 23y + 322y = 23

piejde substituci x = e! v rovnici

(564) Y —Y =%, kde Y(t) = y(eh),
a substituci x = —e! v rovnici

(56_) Y —Y = —¢*, kde Y(t) = y(—¢€).

Charakteristick4 rovnice A* — A\ = 0 m4 kofeny —1,0, 1, takZe fundamentalni
systém rovnic (56 ), (56_) je {e7%, 1, e'}. ProtoZe ¢islo 3 neni kofen charakteristické
rovnice, hleddme feSeni rovnic ve tvaru Ae®, kde A € R. Jak snadno zjistime
dosazenim, je A v prvnim piipadé rovno 1/24, ve druhém —1/24.%) Obecné feseni
rovnic (564 ) a (56_) je mnoZina vSech funkci tvaru

(57) cre P+ co + cgel + ﬁem a die i +dy+dset — ie?’t,
kde ¢i,...,ds jsou libovolné konstanty. Z toho plyne, Ze rovnice (55) mé v Ry

a v R_ obecné reseni

23 d x>
= —;1+d2—d3x+—

(58) Dot +
g T erT oy 21

Je-li ¢1 #0 (dy # 0), nemd prvni (druhd) z funkci (58) v bodé 0 zprava (zleva)
kone¢nou limitu, a feSeni tedy nelze rozsitit. Je-li vSak ¢; = di = 0 a c2 = do,
je v bodé 0 limita prvni funkce zprava i limita druhé funkce zleva rovna spoleéné
hodnoté ¢isel cs, ds a kazda z funkei tvaru

Q—dg&:—ki:r?’ pro x € R_

(59) y(z) :== < c2 pro z =0

3 pro z e Ry

C2 + c3T + ﬁ x

je spojita v celém R.
Rovnosti y”(z) = z, y"'(z) = 1 (a tedy i rovnost 23y"(z) + 32%y" (z) = 23)
sice plati v R_ i v Ry pfi kazdé volbé konstant ¢, da, c3,ds, ale funkce (59) neni

14) Neni nutné dosazovat dvakrat; rovnice je linearni, takze zméné znaménka pravé strany

odpovida zména znaménka feSeni.
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obecné Tesenim rovnice (55) v celém R. Abychom se o tom presvédéili, je nutné
podrobnéji vySettit i jeji derivace v bodé 0!

VR_ (vRy)jey/ (z) = —ds+32? (¥ (x) = cs+ 5 2?); protoze funkce y je spojité
v bodé& 0 a protoze lim,_ o y/'(z) = —ds (limy_ 04+ ¥'(x) = ¢3), plati podle V.5.5
rovnost 3 (0) = —ds (y/.(0) = c3). V disledku toho derivace y'(0) existuje, prave
kdyz je cs = —ds3; rovné se pak spolecné hodnoté téchto c¢isel. Predpoklddejme to;
protoze pak y'(0) = lim,_,0y'(2), je ¥’ spojitd v bodé 0. Z rovnosti y”(z) = 1z
v R_UR, plyne, Ze y"” ma v bodé 0 limitu 0, takze podle V.5.5 je i y”(0) = 0,
pricemz funkce y” je v bodé 0 spojitd. VR_ iv Ry je y"'(z) = i, a podle V.5.5 je
tedy i y"'(0) = 1.

Dokézali jsme, ze funkce (59) je FeSenim v R rovnice (55), pravé kdyz je cz = —ds.
7 praveé rozieSeného piikladu je patrné, ze v nékterych pripadech muze mit Eulerova
diferencialni rovnice nekoneéné mnoho teseni v celéem R, zatimco jind jeji veseni
v R_ a v Ry (kterych je téZ nekoneéné mnoho) se na teSeni v R rozsiiit nedaji.
Tyto komplikace jsou u Eulerovy rovnice (47) zpisobeny koeficientem z™ u y(),
ktery se v bodé 0 anuluje. 19)

* ok %
Nyni jesté kratce pojedname o moznosti feSeni linearni diferencialni fadou, i kdyz

toto téma patii spiSe do komplexni analyzy. Abychom se vyhnuli dosti komplikova-
nym pojmim, které komplexni analjza v této casti matematiky uziva, omezime se

na aplikaci dvou existen¢nich tvrzeni: 1)
Véta 18.11. Predpokladejme, Ze koeficienty a1, . .., a, rovnice
(60) y™ + a4 a1y +any =0

i jeji pravé strana b jsou funkce holomorfni v jistém kruhu K({, R) C C. Pak pro
kazdou n-tici komplexnich cisel yg,...,yn—1 €xistuje pravé jedna mocninné fada
Sreock(z — QF, jejiz soucet y(z) je fesenim rovnice (60) v K((,R) a spliuje
pocatecni podminky

(61) y(O) =0, ¥ =y1, ..., y" ) = yn-1.

15) Na P¥.18.13 Ize dobie ilustrovat jeden z nespravnych a zcela nelogickych postupt, s nimz se

v bezduchém kalkulu bohuzel velmi ¢asto setkdvame: ,,Protoze y'/ (z) = % zay'(z) = % a protoze
pravé strany téchto rovnosti maji dobry smysl v celém R, plati uvedené rovnosti zfejmé v celém R;
dosazenim do rovnice (55) se piesvéd¢ime, Ze je opravdu splnéna v celém R. O konstanty c3 a d3
neni nutné se starat, protoze prvni derivace se v rovnici nevyskytuje a pri dalsim derivovani stejné
vypadnou.“ (Tato zcela nespravna tvaha pfipomina povéstné derivovani (lg(lg (arccotg z/m))) =
—1/(1g (arccotg 2 /7) - arccotg x - (1 4+ x2)), pii némz derivovana funkce nema smysl nikde a vyraz
vpravo vSude.) Poznamenejme jesté, ze podminku c3 = —d3 neodhali zfejmé ani zadny pocitacovy
program, ktery ,umi“ derivovat, protoze pocita pravé jen formalné.

16) Znam jen jednu monografii pojednavajici o diferencilnich rovnicich v komplexnim oboru
s pfesnosti a srozumitelnosti béznou v realné analyze; je to Jarnikova kniha [14], na niz zdjemce
o hlubsi pochopeni latky v celé jeji (nemalé) slozitosti odkazuji. Véta 18.11 mé v této monografii
¢islo 20a; véta 18.12 plyne z tvrzeni uvedenych v § 6 kapitoly III. Viz téz [20].
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Poznamka 18.10. Vsechny derivace jsou nyni samoziejmé podle komplexni pro-
ménné, feSenim v K (¢, R) rozumime funkci y, kterd tam rovnici (60) splituje iden-
ticky. Analogicky jako v realném oboru se zavadi linedrni nezédvislost funkci, fun-
damentalni systém, Wronského determinant; koeficienty linedrnich kombinaci jsou
ovSem komplexni. Lze ukézat, ze plati analogie vét 18.2—18.6; interval (a, 8) se
pfitom nahradi mnozinou K (¢, R). Pro redlnou analyzu je dilezité toto tvrzeni:

Dodatek k V.18.11. Jsou-li splnény predpoklady V.18.11, je-li ( € R a jsou-li
funkce ar, a b v intervalu I := K((,R) N R redlné, je pii redlnych podatecénich
podminkach i restrikce feSeni na interval I realna.

Poznamka 18.11. Na str. 73 je v bodech 1) —3) naznadeno, jak ,FeSeni rovnice
fadou“ probihd. Jsou-li splnény predpoklady V.18.11, odpada ovéfovani bodu 3),
protoze véta zarucuje, ze polomér konvergence ziskané fady je > R.

Véta 18.11 dokonce umozniuje (aspoii teoreticky) ziskat cely fundamentdlni sys-
tém Tesent rovnice (60). Zvolime-li totiz jakoukoli regularni matici M typu n x n
a rozfesime-li rovnici (60) s nulovou pravou stranou a s pocateénimi podminkami
danymi sloupci matice M, budou feSeni linedrné nezavisla, protoze jejich Wron-
ského determinant bude roven det M a protoze v komplexnim oboru plati analogie
V.18.4. (Nejjednodussi reguldrni matice je pfitom matice jednotkova, s niz budeme
pracovat v nasledujicim piikladsé.)

Priklad 18.14. Abychom nasli fundamentalni systém {y;,y2} rovnice
(62) y' 2y +y =0,

staci najit feSeni yi,y2 spliiujici napf. poc¢ateéni podminky y;(0) = 1, y;(0) = 0,
y2(0) = 0, y4(0) = 1. Reseni budeme hledat ve tvaru mocninné fady o stiedu 0;
protoze koeficienty (povazované za funkce komplexni proménné z) jsou holomorfni
v celém C, budou mit mocninné fady, které ziskame, polomér konvergence rovny
400 a jejich sou¢ty budou Fesenimi v celém C.

Predpokladejme, ze funkce

(630) y1(z) = chzk
k=0

je feSenim rovnice (62) v C. Derivovanim ¢len po ¢lenu ziskame identity

(631) Yi(2) = kepzt
k=1

(632) y1(2) = Z k(k —1)cpzt"2 = Z(k +2)(k +1)cppn 2k
k=2 k=0

platné také v celém C. Dosazenim do (62) dostaneme identitu

(64)  (2c2 4+ co) + (6c3 +2¢1) 2 + i((k +2)(k + 1) cpga + (k+ 1) eg) 27 = 0;
k=2

z polatecnich podminek pfitom plyne, Ze ¢o = y1(0) =1 a ¢ = y{(0) = 0.
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Jak vime, soucet mocninné fady je nulova funkce, pravé kdyz jsou vSechny koe-
ficienty fady rovny nule. Z toho v naSem pfipadé plynou rovnosti

(65) 02:—%, cs =0, (k4+2)cgr2 + cx = 0 pro vSechna k > 2,

a z nich vzorce

—1)k
(66) Cok = % , Copr1 =0 prokazdé k>0.
Je tedy
22 24 26 28 210 212
67 R A .
(67) n(2) 5 T8 T 18 381 3840 T 16080

S feSenim yo(z) = Z;O:o cxz* jiz nebude tolik préace, protoze rekurentni vzorec
pro koeficienty jiz mame; staci jen uvazit, ze nyni je co = y2(0) = 0, ¢; = y4(0) =1,
z ¢ehoz podle (64) plyne, Ze co =0, c3 = —%, takze

—1)*
(68) cor =0, copy1 = (22 )

T)” pro kazdé k 2 0.

Nyni tedy je

23 25 27 29 le 213

(69) v(2)=2- 5+ F =105 055 " To305 T 135135

(70) v+ +y=2

s pocate¢nimi podminkami yo(0) = y)(0) = 0.17)
Z téchto podminek plyne, Ze ¢y = ¢; = 0. ProtoZe na pravé strané (64) je nyni
tfeba napsat z, je co =0 a cg = %. V dtsledku toho je

-1 k—1 )
(71) Cok — 0 a Cok+1 = % pro kazdé k e N,
takze
Z3 25 27 29 le 213
72 _Z_E L2 - L
(72) () =%~ 35" 210~ Tze0 T 20790 270270 T

Obecné feseni rovnice (70) mé tvar yo + k1y1 + kaysa, kde k1 € C, ko € C jsou
libovolné konstanty. [

17) Kdyby byla prava strana rovnice (70) rovna 0 (neboli kdybychom stale fesili rovnici (62)),
byla by podle V.18.11 funkce y = 0 jedinym feSenim spliujicim uvedené ,nulové“ pocatecéni
podminky. Protoze vsak prava strana neni identicky rovna 0, vedou nulové pocatecni podminky
k feSeni, které identicky rovno nule neni.
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Ve fyzikalnich a technickych problémech ¢asto vystupuji cylindrické, sférické, hy-
pergeometrické a dalsi funkce, kterym se spolu s Legendrovymi, Hermitovymi, La-
guerrovymi a dalsimi polynomy ika specialni funkce. Jsou feSenimi diferencialnich
rovnic druhého radu, jejichz koeficienty sice nejsou holomorfni, ale od holomorfnich
funkci se prilis nelisi.

Plné uspokojiva feseni takovych rovnic je tfeba hledat v komplexni analyze, v niz
se pracuje s obecné mnohoznaénymi analytickymi funkcemsi, zejména s (nekoneéné-
znaénym) komplexnim logaritmem a (obecné mnohoznaénou) komplexni obecnou
mocninou. ProtozZe to je zcela mimo nas dosah, omezime se na reseni v intervalech
tvaru (0, R); vzhledem k tomu, Ze koeficienty rovnice budou nyni obecnéjsi nez ve
vété 18.11, nelze si divit, Ze i feSeni bude komplikovanéjsi.

Véta 18.12. Necht funkce A, B jsou holomorfni v kruhu K (0, R) a necht

(73) plp—1)+A(0)p+ B(0) = (p— p1)(p — p2),
kde p1 > ps jsou realna cisla. Pak plati:
1. Rovnice
A B
x x
ma v (0, R) vzdy (asporii jedno) feSeni tvaru
(751) P Z cpz,
k=0

kde fada vpravo konverguje v K (0, R) a neni fadou nulovou.
2. Neni-li p1 — p2 € Z, mé rovnice (74) v intervalu (0, R) dvé linedrné nezdvisld
feSeni tvaru

o0 oo
(752) ! g cpah, zP? g dpa®
k=0 k=0

kde obé fady konverguji v K (0, R).
3. Nemd4-li rovnice (74) linedrné nezévisla feseni tvaru (752), m4 v intervalu (0, R)
fundamentalni systém slozeny z funkci tvaru

oo oo oo
(76) P! Z cpxt, xPrlga Z et + P2 Z dpa®
k=0 k=0 k=0

kde obé fady konverguji v K (0, R).

Poznamka 18.12. Z nasich Gvah jsme musili vyloudit pfipad, kdy polynom (73)
(tzv. charakteristicky polynom rovnice (74)) nema realné kofeny, protoze mocniny
s nerealnymi exponenty jsme nezavedli; ani v komplexni analyze nepatii jejich de-
finice mezi nejjednodussi.

Jak se ¢tendf snadno sam presvédéi, 1ze polynom (73) ziskat napt. takto: Do levé
strany rovnice (74) dosadime y = 2, zkratime vyrazem z°~2 a polozime z = 0.
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V.18.12 nevylucuje p¥ipad, kdy p; je celé nezaporné ¢éislo; pak je prvni z fad (75)
fadou mocninnou a jeji soucet je (pfi vhodné volbé koeficientii ¢ ) FeSenim rovnice
(74) v mnoziné K (0, R) — {0}.

Pii feSeni rovnice (74) hleddme nejdiive FeSeni tvaru (751)— (752); vyrazy tam
napsané se nazyvaji pseudopotencni fady. Jak je patrné z 1. ¢asti véty, jedno pseu-
dopotencni feSeni y; #Z 0 existuje vzdy; jestlize kromé néasobku funkce y; dalsi
pseudopotencni feseni ys neexistuje, nezbyva nez hledat feSeni ve tvaru uvedeném
ve 3. cCasti véty. Podminka, Ze p1 — p2 nent celé c¢islo, je postacugici, nikoli nutnd
k tomu, aby Tesent (752) byla linedrné nezdvisld.

Poznamenejme konecné, Ze v aplikacich jsou A i B ¢asto polynomy, tedy funkce
holomorfni v celé roviné C; vSechny fady uvedené ve vété 18.12 pak konverguji také
vsude v C.

Priklad 18.15. Hledejme podle V.18.12 feSeni rovnice
y/
(77) Ly:=y"+ = +y=0,

jejiz koeficienty odpovidaji polynomtm A(x) = 1 a B(x) = 2. Protoze A(0) = 1,
B(0) = 0, m4 polynom (73) nyni tvar p* = 0, takie p; = p2 = 0; z toho plyne
existence feseni y1, které je souctem jisté mocninné fady s polomérem konvergence
+00, pFi¢emz tento soucet bude FeSenim rovnice (77) v C — {0}. Je-li

(780) yi(z) = e,
k=0
je
(781) ) = Z ke, % = Z (k+ 2)cpi2 xk7
k=1 k=—1

(782) Zk — e a® 2=Z(/€+2)(/€+1)ck+2xk,

k=2 k=0
takze
(79) (Ly) + > (e + (k+2)%cp2)at

k=0

Tento vyraz je (identicky) roven nule, pravé kdyz jsou koeficienty u vSech mocnin
x rovny nule ®); je tedy ¢; = 0 a pro vSechna k > 0 plati relace c; + (k+2)%cxi2 = 0.
Z ni plyne, ze ¢ = 0 pro vSechna licha k, a zvolime-li napt. ¢y = 1, bude

O (=DF (<
(80) kT 922 (2k)2 T 22k (R))

5 pbro vSechna k£ >0

18) Vime, Ze podobné tvrzeni plati pro mocninné fady ; protoZze vynasobenim pravé strany (79)
faktorem = dostaneme fadu mocninnou, plati tvrzeni i v nasem pfipadé.
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a funkce

ko e\ 2k
()
k=0

bude FfeSenim rovnice (77) v C — {0}.
Kdybychom tuto rovnici napsali ve tvaru

(771) Liy:=azy’' +9y +2y =0,

byla by funkce (81) jejim FeSenim v celém C. Poznamenejme, ze jde o nejjedno-
dussi Besselovu rovnici a ze funkce (81) je (az snad na multiplikativni konstantu)
Besselova funkce Jy(z).

Zbyvé najit feSeni yo rovnice (77) tak, aby {y1,y2} byl fundamentalni systém;
protoze z dosavadniho postupu je zfejmé, Ze dalsi feSeni ve tvaru pseudopotencni
fady neexistuje '9), uzijeme 3. ¢ast V.18.12: Vytvoiime (nyni jiz jen v R ) funkci

(82) ya(z) = y1(x)lga + Z dy "
k=0

a najdeme koeficienty dj tak, aby tato funkce byla feSenim rovnice (77), nebo — coz
je v Ry totéz — rovnice (771). Polozime-li y5 = y1 lg z, je

Y1\
(3) vl =sher + 2y = g+

yi(z)  wi(x)

x2
uvazime-li, ze y1(z) je feSenim rovnice (771), snadno zjistime, ze

e k+1 2k+1
84 L =2 .
( ) ( 1y3)( yl ];) k =+ 1 1 k! 22k

Nagim tkolem je najit ¢isla dj, tak, aby funkce Y (z) = Y ;o dy 2" spliovala
rovnici 2y; + L1Y = 0. Protoze

(85) (L1Y)(x) =dy + i(dk + (k4 2)%dj o) 2t
k=0

a protoze v fadé pro 2y} (z) jsou jen €leny s lichymi indexy, je patrné, Ze dar+1 = 0
pro vSechna k > 0, a zbyva roztesit nekonecnou soustavu linearnich rovnic
(_1)k+1

(86) (k + 1) k1 22

+dop +4(k4+1)%dogo =0, k=0,1,2,....

Prvni rovnice této soustavy je —1+ do+4da = 0, takze kdyz polozime dy = 1, bude
ds = 0.

19) Postup, kterym jsme ziskali funkci (81), je jednoznacény az na multiplikativni konstantu.
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Nasledujici rovnice maji pak feseni

1 5 13 77
d = —— d = — d = — d =
(87) 4 1287 "% 138247 °® 17694727 T 884736000

Obecny vzorec, plynouci z rekurentnich vztahit (86), neni zrovna jednoduchy.
Doporucuji ¢tenafi, aby prislusny vypocet provedl a ovéril, ze je

k—1
(88) dy = D 1151 - kazdé k > 2
ok = ok Z j-‘r j H pro kazde k > 2.
m=j+1

Hledanym FeSenim rovnice (77;1) je tedy funkce
(82) ya(7) = y1(x) gz + 1+ Y doa™
k=2

a {y1,y2} je fundamentalni systém rovnice (71) v Ry. O
Obecnou Besselovu rovnici 1ze napsat ve tvaru
(89) 2y’ +ay' + (2* — vy =0,

kde v je libovolné (komplexni) ¢islo. V piikladu 18.15 jsme tuto rovnici, pfepsanou
na tvar
/ 1/2
(891) y”+y—+(1——2)y=0,
T x
vyTtesili pro v = 0.

Priklad 18.16. Bud nyni v = 3, takZe mame Fesit rovnici

n Y 1
(90) Ly =y +;+(1—ﬁ)y:0;
ve vét& 18.12 to odpovida volbé A = 1 a B(z) = 2? — 1, takZe polynom (73) je
roven p? — % a mé kofeny :I:%. Rovnici (90) budeme proto Fesit jen v Ry, kde je

ekvivalentni s rovnici

(901) Ly =2y +ay + (2 - Hy=0.
Polozime-li
(91) y1(z) = Vo ick 2* pro viechna z e R,
snadno zjistime, ze -
(92) (Liy1)(z) = 2°/% (2¢1 + i(ck + (k + 2)(k + 3) cpp2) "),
k=0

k

pricemz koeficienty u vSech mocnin 2* musi byt rovny 0.
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Z rovnosti ¢; = 0 a z rekurentniho vztahu
(93) ek + (k+2)(k+3)cki2 =0

plyne, Ze cor4+1 = 0 pro vSechna celd k& > 0. Polozime-li ¢y = 1, dostaneme z relaci
(93) snadno vzorec

(=D*

(94) Co = m

pro vsechna celd k > 0.

To vede k feSeni

k a2k sinx

(95) \/_Z 2k+1 _\/E,xeRJ,_.

Zkusme najit dalsi feseni yo(x) rovnice (901) ve tvaru pseudopotenéni fady od-

povidajici kofenu py = —% polynomu p? — i, tj. polozme

(96) ya(z) = % dexk, zeRy.

Snadno zjistime, ze

(97) (L1y2)(x Z kE(k—1)d a2 4 Z dj k372
k=0

_ /2 Z((k +2)(k + 1) diy2 + di) ",
k=0

protoze v prvnim souctu jsou prvni dva sc¢itance rovny 0. Polozime-li d; = 0, bude
dag+1 = 0 pro vSechna k; polozime-li dy = 1, dostaneme z rekurentniho vztahu

(98) (k+2)(k+1)dks2 +dr =0
rovnost

(=1)*
(99) dop = 0! pro vSechna k > 0.

Funkce

k2k

(100) = i - Ci’/s;

je tedy dalsi (pseudopotenéni) feSeni rovnice (90) v R, ; jisté je zfejmé, Ze fesend

. L Py \ v p; L. 2 1 . ;
Y1, Y2 jsou linedrné nezdvisld, a to presto, Ze rozdil kofeni polynomu p* — 7 je celé
cislo.



Cviceni

A. U kazdé z uvedenych trojic a ¢tveric funkci najdéte vSechny oteviené intervaly,
v nichZ jsou linedrné nezdvislé (resp. zavislé).

18.01. 1, cosz, cos® x 18.02. 1,sinh z, cosh z

18.03. 1,sinh? z, cosh? 18.04. ¢%, sinh z, cosh x

18.05. ¢*, sinh? z, cosh? = 18.06. €2, sinh? z, cosh?
18.07. €% ¢~ 2% sinh® 18.08. 1, sinh z, x sinh x

18.09. 1, 272 273 18.10. lgz, z lgz, 2% lgx
18.11. 1, sin z sinh x, cos x cosh x 18.12. sinz, cosz, sin® z, cos? x
18.13. 1,sinz, sin® z, sin® = 18.14. €2*, 2% sinh? z, cosh?

18.15. 1,1g(z + Va2 —1),1g(x — V22— 1)

B. Ovéite, v jakych maximalnich otevienych intervalech jsou uvedené funkce
Y1, Y2 linedrné nezavislé a sestrojte linearni diferencidlni operator L druhého radu
s koeficientem 1 u druhé derivace tak, aby rovnice Ly = 0 méla fundamentalni
systém {y1,y2}. Pak najdéte obecné feSeni rovnice Ly = b s funkci b uvedenou
v poslednim sloupci.

y1(z), ya2(x) b(x)
18.16. z, 1/x VT, sinz
18.17. z, L, z—1, (x —1)?
18.18. z, «* 1, Vo, 1/x
18.19. 2% e ® x+2, z(x+2)
18.20. ¢, e~ 1, 8a*
18.21. sinhz, coshx 1, z, e
18.22. ¢*sinx, e” cosx 1, z, e ®
18.23. 1, arcsinx 1, V1—22, 1/\/1—962
18.24. 1, tgx 1, sinz, tgx
18.25. lgz, 1/z 1,1+l1gz
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18.26. lgx, x 1gx lgz, 1g°x

18.27. Vz, Jx x, Yz
18.28. =, 1/x 1/x, Vr
18.29. 1, arctgx

18.30. 1, argsinhx

1, 1/(=* +1)

z, 1/(2® +1)

C. Najdéte maximéalni oteviené intervaly, v nichZ dana trojice funkci vy, y2, y3

y1(x), ya2(), ys(x) Ly
1 " 1
18.31. 1, z, - zy" + 3y
11 w5y 2y 2y
18.32.1:,;,; Y +7+F_x_3
18.33. 1, z, Igx xy" 4+ 2y"
322 —1
" 1
18.34. 1, z, arctgz Yy + RS y
1
18.35. z, sinhx, coshz Yy — y? —y + %

tvofi fundamentalni systém rovnice Ly = 0, a v nich pak najdéte obecné Feseni
rovnice Ly = b s pravymi stranami uvedenymi v poslednim sloupci.

b(x)

40, 90(z + 8)
48z, 5761gx
1
60x, —

x

z, 8rsinhz

D. Najdéte obecné feseni diferencidlni rovnice Ly = b s konstantnimi koeficienty,
kde dvé varianty pravé strany b jsou uvedeny v poslednim sloupci.

Ly

18.36. iy’ — 3y’ + 2y
18.37. y" — 2y — 3y
18.38. v + 2y +y
18.39. ¢y —y
18.40. i — 4y’ + 3y
18.41. y" — 2y +y
18.42. y' + 4y’ + 3y

18.43. y/ + 4y
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sinhx, xcoshx
10sinz, 16sinhzx
1222%e”, 50 cos® x
60sinh® z, (22 +z)e®

25ze”, 9xsinx



18.44. " +y

18.45. " + 9y

18.46. 4 — 2/ + 2y
18.47. y' — 2y + 5y
18.48. v +3y" + 3y +y
18.49. " +y" +y' +y
18.50. i —o" — 49/ + 4y
18.51. " — " + 4y’ — 4y
18.52. " —y" +y -y
18.53. vy —y" +2y
18.54. y — 2y +y

18.55. y —y

z“, 8xrcosx

50xe®, 4sin®z — 3sin3z
sinz, 222
10(sinx + cosx), 4e” —8e™*
6e” ", 48sinhx

4sinhz, 8cosx

10sinz, 823

8x2, 25"

z2, dze®

10 cosx, 23

zt, 16¢€”

sin 2z, 8sinhx

E. Najdéte maximalni oteviené intervaly, v nichz maji nasledujici Eulerovy rov-
nice Ly = b TeSeni, a sestrojte v nich jejich obecna feseni.

Ly
18.56. 2%y — 2y’ + 2y
18.57. 2%y +3xy +y
18.58. 2%y +xy +y
18.59. 2%y" — 2y
18.60. 22y" + xy’ — 4y
18.61. 23y + 322y
18.62. 23y + 222y + zy' — vy

18.63. = 3 ///+2x2 " :vy'—i—y
18.64. 22y + 222y" + 3zy’ + by

18.65. 2%y + 622y + Tzy' + vy
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b(x)

2?4z, rlgx
1 lgz

x =z
sin(lg z), z*
1

—, 2?lgx

x

1

x4+ —, sinh(lgx)
x

23 1gx

r+1, g%z
lgx

)

1
—2,xlg29c
1 1

-
z x?



F. Na zakladé zndmého feSeni y; diferencidlni rovnice Ly = 0 druhého fadu
a V.18.10 najdéte dalsi FeSeni yo tak, aby {y1, y=} byl jeji fundamentalni systém. (Je-
li u nékterého piikladu napsan misto y; otaznik, lze toto feSeni snadno uhodnout.)

Pak rozteste rovnici Ly = b, kde b je dané funkce (a u kazdého feSen{ samoziejmé
uvedte i pfislusny obor).

Ly 1 () b(z)

18.66. v’ +tgx -y ? cos T
" ’ 4y .
18.67. y" +2cotg2r -y — — tgx sinx
sin” 2x
/

18.68. " — —~ Y _ ? gz — 1

Y x?(lgz — 1) &¢
18.69. y" + (tgx — 2cotgx)y’ + 2cotg’z -y sin x tgx

1
18.70. ¢’ — (296 + —)y’ ? z?
x
222 4+ 1
" / 2
18.71. y +22x2_1(17y —y) ? 227 — 1
2y’ 2r —
18.72. " + Y+ Qe =3)y & v
1-2x
18.73. y” — 2cotg 2z - ¢/ ? cos’ x
I
18.74. y" + 2sinz -y (Sm,x +cosz)y sin x cosx — sinx
coszx — sinx
I 2 2(1 1

18.75. 4" + B2+ 2, 2er ) lgx Pl

rlgx 221g%x

G. Pro kazdou z nasledujicich rovnic najdéte dvé linedrné nezavisla feseni v né-
kterém z tvarti uvedenych ve vétach 18.11 a 18.12 (v¢. obort v nich uvedenych). 20)

Ly Ly
18.76. y" + 2%y + xy 18.77. y" + 2*y/ + 2y
18.78. v + zy 18.79. " + 2%y
18.80. " — % 18.81. 4 + %

20) V nékterych pripadech bude zfejmé, Ze nalezenad Ffada je feSenim ve vétSim oboru, nez
zarucuje napf. V.18.12.
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/_
18.82. ¢ - = 18.83. y" — Q?Tf
1)y +2
18.84. 7+ BT =Dy +2 18.85. " + ST % y
2x(x —1) x x
Reseni

A. Funkce z cviceni 18.01, 18.02, 18.05—18.08, 18.11-18.13 jsou linearné ne-
zavislé v kazdém otevieném intervalu I C R, funkce z cviceni 18.09 (resp. 18.10)
v kazdém intervalu I C R_ UR, (resp. I C Ry); funkce z cviceni 18.03, 18.04
a 18.14 jsou linedrné zdvislé v R (a tedy i v kazdém intervalu I C R). Maximalni
otevfenou mnozinou, v niz jsou vSechny t¥i funkce z cviceni 18.15 definovany, je
interval J := (1,400) a funkce jsou linedrné zdqvislé v kazdém otevieném I C J.

B. Za ,,0:“ nasleduje diferencidlni operator Ly s prislusSnymi otevienymi inter-
valy; za ,R:“ jsou pak uvedena feSeni rovnice s prvni, druhou a popf. tieti pravou
stranou.

! - cos
18.16. 0:y”—|—%_% v R. aRy; R: 1) %xE’/Q; 2) —sinx — z

x
!
18.17. O: y”—%—kxgl v I == (—00,1) a I := (1,+00);
IRl —2)—zlg|l—z|—1v I aly 2) —2?—x—1;

3

R: 1)
)_
dy' 4y 5 1,2 16 ..9/4
18.18. O:y”—7—|—ﬁ v R aRi; R:1) — 3527 2) —gx/ :
3) —%x(l+3lg|x|)
(22 —2)y/ 2@+ 1y
2 4 2z 2+ 2x
R:1) 2%lg|z|—2+1; 2) 2® —2? +22 -2

/

18.20. O: y" — y; —42%y v R_ a R,; R: 1) %(612 Ei(—22) — e~ Ei(2?))

w

—r—1

[N

18.19. O: y" +

v (—00,—2),(—2,0) a Ry;

2) — 227;
18.21. O:y" —y v R; R: 1) —1; 2) —a; 3) 2e*(2z - 1)
18.22. O0:y" -2y +2y v R; R: 1) 3; 2) 2(z+1); 3) Le™”
/!
18.23. 0: y" + fy 1Y (—=1,1); R: 1) L(2? + arcsin® z);
2 —

2) 2 (2® —=T)V1—22; 3) —/1—2a?
18.24. O: y” — (2tgx)y’ v intervalech (% (2k — 1)m, 3 (2k + 1)), k € Z;
R: 1) 2 (14 2ztgx); 2) — Lsinz; 3) 1 (tgz — 22)
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(1+2lga)y" Yy
z(l+1gz) 22(1+1gx)

R: 1) F(z)lgz — 2 'G(x) — 2%, kde F(x),G(x) jsou primitivni funkce funkei

18.25. O: y" + v (0,e7!) a (et +00);

x 22lgx
1+lgz ' 1+1gx
2y’ 2+1
18.26. 0:y — 24 4 2+1E0)y
rlgx ?lg°x
2) 1(2lgz — 3)2”lgx

v uvedenjch intervalech ; 2) & (2 + 3lgz)a?

v (0,1) a (1,400); R: 1) 2”1ga;

/

18.27. O: y”—|—g—x+$ v Ry Ril) a8 2) 113/

3y’ Y & 5/2
18.28. 0:y"+ - — =5 v Ry; Ri1) ;5 2) 1ad/
18.29. O: " 2‘Tyl . R- 10,2 2 . 1 2

29. O: y +x2+1 v R; R: 1) (2" +21g(2” +1)); 2) 5 lg(a” +1)
!

18.30. O: y" + inl v R; R: 1) (2% +32); 2) argsinh®x

T

C. Ve sloupcich uvadime po fadé ¢islo cvieni, maximalni oteviené intervaly,
v nichZ je dand trojice funkci fundamentalnim systémem dané rovnice, a FeSeni
rovnice L(y) = b s prvni a druhou pravou stranou.

18.31. R_,R, 127 1z (2lg|z| —3)
18.32. R_,R, 3 2% (x + 18)
18.33. R, zt B2361gz —7)

18.34. R_,R, 2+ 8(2% — g (1 + 2?)) L(2? —3—4lg(1+27))
2

18.35. R_,R; —(2* +2) (z* — 3) sinhx — 2z cosh

D. Obecné feSeni rovnice Ly = b fadu n s konstantnimi koeficienty je mnozina
vSech funkci (s defini¢nim oborem R) tvaru yo + Y ,_; ckyk, kde yo je néjaké Feseni
rovnice Ly = b, {y1,...,¥yn} fundamentalni systém této rovnice a ¢; € R jsou libo-
volné konstanty. Funkce ve druhém sloupci tvori fundamentalni systém, ve tfetim
a ¢tvrtém sloupci jsou feseni yo rovnice Ly = b pro prvni a druhou ze zadanych
funkei b.

18.36. ¢“ e** —e“(x+1) e ”

18.37. e %, ¢ 3 (42 — 1) —e (822 +4x +1)

18.38. e %, ze™ " %x3e_”” 22 —4x+6

18.39. %, 7" txcoshz — £ sinhz % (222 + 1) sinh z—
%xcoshx
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18.40. ¢°,e3"
18.41. e”,xe”
18.42. ¢ % 73"

18.43. cos2z,sin2x
18.44. cosz,sinz

18.45. cos3x,sin3x
18.46. e cosx,esinx
18.47. ¢” cos2z,e” sin2x

18.48. ¢ %, ze % 2%

18.49. ¢ °

,COS T, sinx

18.50. €%, 2% e

18.51. €%, cos2z,sin 2z
18.52. €%, cosz,sinx
18.53. ¢ ", e cosx,e”sinx

18.54. €%, xze”,e ", xe”

18.55.

e’ e

x

% cosx,sinx

2cosx + sinz —(dz+2)e" —e "

zte® 25 — 3 cos2x — 4sin 2x

10 L3e—=

62;E _ 156—21 _ 1

(52 —2)e” 3rsinz — 2cosz
2 -2 (22% — 1) sinz + 2z cosx
(5x —1)€” 22 cos3x + 3 sinw—

% sin 3z
%(QCosx—Fsinx) (x+ 1)2
3cosz +sinx 2sinhz
e 3e® —4x3e™®

sinhz — (z+ 3)e”® (3 —2x) cosa+

(14 22)sinz

sinx + cos 223 + 622 + 152 + 15

— (227 + 42 + 3) (5z —2)e”
—xz(x+2) (r —1)%e
3cosx —sinx z3+3z—3

ot 242 472 (222 — 42 + 3)e”®

L gin 22 2x coshz — 3sinhz

15

E. Misto obecného feseni uvddime (ve 2. sloupci) jen funkce tvofici fundamentalni
systém a (ve 3.sloupci) FeSeni pfi obou volbach pravych stran; obecné feseni se
z nich vykonstruuje (v uvedenych maximdlnich intervalech) pomoci V.18.6.

18.56. x,2°
18.57. L 1817l

X xr
18.58.

2

18.59.

8=

cos(lg|z|),sin(lg|z|)

~1)lgle| - (@ +1) vR_ R,

2) —3x(g’z+2lgz+2) v Ry

g |z lg°
1 R_,R;, 2) =— vR
) 2z v 1t ) 6 VR4
1) +sin(lgz) — & cos(lgz) lgz v Ry,
2) 2 vR_, Ry
1 1
1) - +3g|x|vR,,R+,
9z

2) 2(91g%x —6lgz +2) v R,
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18.60.

18.61.

18.62.

18.63.

18.64.

18.65.

x,cos(lg|z|),
sin(lg |z|)

1
x,xlg|9€|,—
X

2)
1 1
E,xcos(2lg|:v|), 1) ~ 3.2
x sin(21g|z|)
Llelel Wlal
' =z 6x

1, 1
1) —g(x—kg) vR_,Ry, 2)

1/1
a(;—z)vR+

1) L2 vR_ Ry, 2) —(1+31g%z) vRy

1) b(elgle| — = —2) vR_ Ry,

2) —(2+1gx)lge v Ry

1) %1(21g2|x| —2lglz|+1) vR_,R;,

21g”x +4lgz +3

VR+

2 VR—7R+7
2) txlgz(lgz —1) v Ry

1
VR_,R+, 2) ) VR_,]R+
T

F. Ve druhém sloupci je napsina dvojice funkci tvofici fundamentalni systém
dané rovnice, ve tfetim je feseni rovnice Ly = b s predepsanou pravou stranou b.
Ve ¢tvrtém sloupci jsou uvedeny vsechny maximalni oteviené intervaly, v nichz ma

jak diferencialni rovnice, tak i jeji feSeni smysl.

18.66.
18.67.
18.68.
18.69.
18.70.
18.71.

18.72.

18.73.

18.74.

18.75.

1,sinx
tg x, cotgx
z,lgx

sinx, sin’ x

1,cos”x

sinz, e’

lgz, 2% 1gx

cosx + xsinx

1
3 cosT cotgw

12*(lgz — 2)
—sinx cosx

—1@*+1)

2r +1

% cos2z+

1 .. 2 .
5 sin“zlg | sinz|
T sin z+

1 (sinz + cos x)

127 lgz(2lge — 1)
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12k -1, 3 (2k+1)7), ke Z

tkm 2 (k+1)7), keZ

tkm 3 (k+1)7), keZ
R_,R;4
(—OO, _\/ﬁ)a (_\/57 \/5)7
(V2,400)

(—OO, %),(%,—I—OO)

(%kﬂ', % (k4 1)m)

(k=3)m,(k+ ), kel

(0,1),(1,+00)



G. Ve druhém sloupci jsou napsana linedrné nezavisla feseni y;(x), y2(z) dané
rovnice, ve tfetim sloupci je definice koeficientt ¢, v poslednim sloupci obor, v némz
je podle véty 18.11 nebo 18.12 piislusnd funkce y;(x) urcité feSenim. (Jak jiz bylo
uvedeno, soudet piislusné fady mtize byt feSenim ve vét$i mnozing.) U(0,r) (resp.
P(0,7)) je kruhové (resp. prstencové) okoli 0 v roviné C.

18.76.

18.77.

18.78.

18.79.

18.80.

18.81.

18.82.

oo
0@ =3 aatt
k=0
oo
yz(x) _ Z ckx3k+1
k=0
o0
y(xz) = Z cp ok
k=0
oo
y2(x) _ Ck x5k+1
k=0
o0
y(xz) = Z cpa®
k=0
oo
y2(x) _ Z Ckx3k+1
k=0
o0
y(xz) = Z cp
k=0
oo
ha() =Y et
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19. Lebesgueiiv integral

»Integral funkce f pfes mnozinu M“ je skupina slov, kterd nemé smysl, neni-
li napft. ze souvislosti patrné, ktery integral mame na mysli. Definic integralu je
totiz cela fada a muZe se stat, Ze integral funkce f pres mnoZinu M podle jedné
definice existuje, podle jiné ne. (Pokud vSak tento integral existuje podle dvou
definic, pfislusné hodnoty byvaji vétsinou stejné.)

Zasadni otazkou inteligentniho kalkulu je, ktery z integradlt mame vybrat pro
pocetni praxi? Jsem presvédcen, ze v R se neobejdeme bez integralu Newtonova,
protoze pomoci (vhodnym zptisobem zobecnéné) primitivni funkce se pocita pie-
vazna Cast jednorozmérnych integralti, v¢. integralu Riemannova. Oproti Rieman-
novu integralu ma integral Newtoniv jesté dalsi vyhody: jeho definice a vypocet
nezavisi na tom, zdali je integrand a integra¢ni obor omezeny nebo ne, a neni tedy
tfeba budovat (pro studenty dosti nudnou) teorii tzv. nevlastnich integrald.

Jak je to v8ak s integraly funkci dvou, tii, ... proménnych pies mnoziny obsazené
v RZ, R3, ... ? Mame na vybranou napi. mezi Riemannovym, Newtonovym, Lebe-
sgueovym, Kurzweilovym, Perronovym integralem. V bezduchém kalkulu se ¢asto
integruje bez ovérovani, zda a kdy je to dovoleno, a je asi jedno, kterd z definic
integralu se pfedstira — vysledky budou kromé notoricky zndmych piiklada (které
se pak snad ani nemusi FeSit, protoZe se najdou ve sbirkidch vzorci) nezarucené
a Casto nespravné. Ma-li se vSak integral uzit v nové situaci (napf. pfi vyzkumné
praci), méla by spravnost vysledku zaruéit kvalifikovana aplikace vét dokazanych
o zvoleném druhu integralu.

Ctitelé kalkulu se evidentné zamilovali do Riemannova integralu; odivodiuji to
napf. tim, ze definice tohoto integralu je jednoducha. Je vSak jednoduchost definice
spravnym kritériem vybéru? Definici pfece zavadime jen jednou, zatimco nume-
rickych piikladd a teoretickych tivah, v nichz vyuzivame vlastnosti integralu, je
a jejich aplikaci. Vhodnéjsim kritériem vybéru integralu je pro kazdého, kdo pfi
praci s nim ovéfuje predpoklady aplikovanych tvrzeni, jejich jednoduchost a obec-
nost. Pak Riemanntv integral soutéz prohraje napi. proto, Ze riemannovsky nelze
integrovat zddnou neomezenou (nebo ,,pfili§ nespojitou”) funkei a ze ani zcela jed-
noduché funkce nelze integrovat pfes neomezeny obor; zobecnény Riemannav in-
tegral, ktery by podobné situace mél fesit, ma v prostorech dimenze vétsi nez 1
znacné problematickou jiz samu definici.

Jsem presvédéen, ze rozhodneme-li se pro vétsi obecnost a jednoduchou aplikova-
telnost, vybereme mezi vsemi znamymi integraly integrdl Lebesgueiv jako optimdlni.
vyvazuje jeho obecnost. Integrovat lze napi. kazdou efektivné ') sestrojitelnou ne-
zépornou funkci pies kazdou efektivné!) sestrojitelnou mnozinu a jeho vlastnosti
jsou podstatné jednodussi nez vlastnosti napi. Riemannova integralu.

1) tj. bez uziti axiomu vybéru
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Pro ¢tenare, ktefi se s Lebesgueovou definici integrélu nesetkali na vysoké skole
(nebo v literatufe), vysvétlim struéné jeden z moznych postupt vedoucich k definici
tohoto integralu a zavedu vSechny potfebné pojmy. Pak ¢tenédfe sezndmim (bez dii-
kazu) s vétami, které jsou pro préaci s Lebesgueovym integralem (af jiz je to v teorii,
nebo v praxi) podstatné. Ilustrujici ptiklady celou véc ¢tenéfi jisté pfiblizi; nebude
asi na zavadu pfi vhodnych piilezitostech upozornit na konkrétni vady Riemannova
integralu — snad néktery z jeho dosavadnich uzivateld uzné, ze Lebesguetv integral
je daleko vhodnéjsi matematicky ndstroj.

Na prvni pohled neni rozdil mezi Riemannovym a Lebesgueovym integralem nijak
velky — oba integraly pracuji se soucty tvaru

(1) > Fen(My),
P

kde ¢isla fi néjak souviseji s integrovanou funkci, mnoziny M} tvori rozklad
integrac¢niho oboru M a p je funkce zobeciujici délku, obsah a objem jednoduchych
geometrickych atvartt v R, v R? a v R3. Na rozdil od riemannovskych souéti (1),
kdy mnoziny M}, jsou zpravidla intervaly, jsou v pripadé Lebesgueova integralu tyto
mnoziny daleko obecnéjsi.

Nasim prvnim tkolem bude popsat, pfes které mnoziny se lebesgueovsky in-
tegruje a jak se definuje jejich (Lebesgueova) mira, tj. zminéné zobecnéni délky,
obsahu a objemu. Protoze se v pfislusné teorii ¢asto setkdme se soucty spocetné
mnoha nezdpornych ¢isel, bude uzitecné trochu pozménit definici sou¢tu zobecnéné
fady:

Umluva. Necht A je spoéetnd mnozina, pro kazdé a € A necht je aq > 0 a necht
podle ptivodni definice fada

(2) S aa

acA
diverguje; pak budeme fikat, Ze sou€et fady (2) je roven +occ.?)
* Kk

Intervalem v R? (nebo p-rozmérnym intervalem) budeme — pokud nebude vy-
slovné feceno néco jiného — rozumét kompakini interval, tedy kartézsky soucin

(3) I=5Lx...x1I,
p jednorozmérngch kompaktnich (tj. omezenych uzavienych) intervald I;.

p-rozmérny objem v, (I) intervalu (3) je definovan jako souéin délek intervald
Ij. Je-li tedy Ij = (aj,bj), je

@) o(0) = [0y = ay);

2) V ptivodni definici na str. 219 prvniho dilu jsme divergentnim zobecnénym faddm zadny
soucCet neprifadili, protoze tehdy $lo o co nejtésnéjsi souvislost mezi konvergenci zobecnénych

fad a absolutni konvergenci ,obyc¢ejnych® fad. Nyni se ndm hodi zobecnénym fadam Za c A Qa

s nezapornymi ¢leny, pro néz je sup{z aa; K C A je koneénd } = 400, prifadit soucet +oo.

aceK
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ziejmé jde o zobecnéni délky tisecky, obsahu obdélnika a objemu kvadru. Protoze
v dalsim budeme ¢asto dlouhou dobu pracovat jen v prostoru R? s pevné danym p,
budeme misto v, psat kratce v a mluvit strucné o ,,objemu®.

Nez piikro¢ime k definici objemu oteviené mnoziny, zavedme tento pojem: Ri-
kame, Ze intervaly I C R?, J C RP se nepiekryvaji, je-li int I N int J = (). Rikame,
ze S je systém neprekryvajicich se intervalQ, je-li sloZzen z intervalt, z nichz zZadné
dva (rtzné) se nepiekryvaji.

Definice objemu oteviené mnoziny G C RP je zalozena na této vété:

Véta 19.1. Kazdd oteviena mnozina G C RP je sjednocenim jistého spocetného
systému S neprekryvajicich se intervali. Jsou-li S1 = {I,} a So = {J,} dva takové
systémy, je

(5) > o(Im) =) v(Jn). O

m n
Prazdna mnozina je ovSem sjednocenim prazdného systému intervalii; neprazdna

oteviena mnozina je vzdy sjednocenim nekonecného systému nepiekryvajicich se
intervald, protoze konecné sjednoceni by bylo kompaktni a kromé prazdné mnoziny
v RP neexistuje mnozina zarovenn kompaktni a oteviena.

Je zfejmé, Ze z jednoho takového rozkladu (neprazdné mnoziny) lze rozdélovanim
jeho intervald sestrojit nekonec¢né mnoho dalSich rozkladt. Véta 19.1 piinasi dva
dulezité poznatky: 1) Rozklady na nepiekryvajici se intervaly existuji. 2) Pro kazdé
dva takové rozklady je soucCet objemil prislusnych intervalil stejné ¢islo — nékdy
koneéné, jindy nekoneéné. )

Z toho plyne korektnost této definice:

Objemem oteviené mnoziny G C R? rozumime ¢islo

(6) o(@) = 3 u(),
IeS

kde S je systém nepiekryvajicich se intervali, jejichz sjednocenim je G. Pro-
toze zadny interval neni otevienou mnozinou, definice objemu intervalu a objemu
oteviené mnoziny nekoliduji a pro objem lze v obou pfipadech uzivat tyz symbol
v. O

Je jisté zfejmé, Ze pro kazdou otevienou mnozinu G C R? je 0 < v(G) < o0,
pricemz v(G) = 0, pravé kdyz je G = (). Piikladem oteviené mnoziny, jejiz objem
je roven +o00, je RP.

Oznaceni. Systém vSech otevienych podmnozin prostoru R? budeme v dals$im
znacit T, nebo kratce 7.

Piiklad 19.1°. Popisme jeden ze zptisobii, jak Ize k rozkladu z véty 19.1 dojit;
pro jednoduchost to provedeme v roviné, v RP je postup analogicky, jen indext je
vice.

Pro kazdé n € N bud A,, systém vSech ¢tvercti

i j+1 kE k+1
g = (o 5Ly s (1 B Ly,
’ 2n 7 2n 2n 7 2n

3) Zde poprvé uzivame tmluvu zavedenou na piedchazejici strance.
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kde j € Z, k € Z.*) Ozna¢me S; systém vsech ¢tvercti z A;, které jsou ¢asti G, a bud
Bj jejich sjednoceni. Jsou-li pro nékteré n € N sestrojeny systémy S, a mnoziny
B, kde 1 < m < n, bud S, 11 systém vSech intervalt z A, 1, které jsou éasti G,
ale nejsou C¢asti mnoziny By U...U B,. Tim jsou indukci sestrojeny systémy S,
a prislusné mnoziny B,, pro vSechna n € N a z konstrukce je patrné, ze

S=5§USU...US,U...

je systém nepiekryvajicich se intervali. Kazdy bod x € G lezi pro kazdé n € N
v nékterém z intervalu I,, € A,, a protoze G je oteviend mnozina, je I,, C G pro
skoro vSechna n; zvolime-li nejmensi n tak, ze x € I,, C G, je I, € S,, takze
x € By,. Sjednocenim vsech mnozin B, tj. sjednocenim vsech intervala patficich do
nékterého S, je tedy cel4 mnozina G.®)

X 3k X%

Kazdd mnozina M C R? je podmnozinou néjaké oteviené mnoziny (napt. RP)
a kazda oteviend mnozina méa néjaky objem. Obecné sice neexistuje nejmensi ote-
viend mnozina G obsahujici M, ale vzdy mutzeme vytvofit ¢islo

(7 w (M) :=inf{v(G); M C Ge T},

které se nazyva vnéjsi (Lebesgueova) mira mnoziny M.

Véta 19.2. Vnéjsi mira ma tyto vlastnosti:

(8) w* (M) > 0 pro kazdou mnozinu M C RP;
9) MCN = p*(M) < p*(N);

(10)  u* ( U Mk) < Z w*(My) pro kazdy spocetny systém mnozin Mj,.
k k

(8) konstatuje, ze p* je nezdpornd mnozinovéa funkce, definovand na systému
viech podmnozin prostoru R?, ktery budeme v dalsim znacit exp (RP).6) Vlastnost
(9) je tzv. monotonie vnéjsi miry, vlastnost (10) je jeji o-subaditivita; kdybychom
v (10) nahradili slovo ,spocetny“ slovem ,koneény“, dostali bychom slabsi pod-
minku, které se fika subaditivita.

Z (10) ihned plyne, ze pro kazdé dvé mnoziny M C RP, N C R? plati nerovnost
p*(MUN) < p*(M)+p*(N); rovnost vsak bohuzel neplati ani v pFipadé, Ze mnoZiny
M, N jsou disjunktni. To je zdsadni vada vnéjsi miry.

4) Ctverce I, i, ziskdme tim, Ze rozdélime rovinu vodorovnymi piimkami o rovnicich y = j /2%,
j€Z, a svislymi pfimkami o rovnicich x = k/2", keZ. Systém A, 41 vznikne ze systému A, tim,
ze kazdy ctverec z A, rozdélime na 4 shodné ¢tverce.

5) Konstrukee je velmi nazorna; doporucuji étenéfi, aby si nakreslil néjakou (nejlépe omezenou)
otevienou mnozinu G # () a pak zakresloval mnoZiny Bj, Ba,... a sledoval, jak se mnoZina G
postupné zapliuje.

6) Oznageni exp (X) pro systém vSech podmnozin mnoziny X neni v literatufe jediné, ale lze
se s nim setkat pomérné casto.
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Je jisté ziejmé, ze u*(G) = v(G) pro kazdou otevienou mnozinu G; ¢tenafr bude
jisté sdm umét dokézat, ze i

(11) pro kazdy interval I je p*(I) = v(I).

Vnéjsi mira tedy zobeciiuje pojem objemu (intervalt a otevienych mnozin) na
cely systém exp (RP). Ukazuje se, Ze neplatnost rovnosti p*(M U N) = p*(M) +
" (N) pro (nékteré) disjunktni mnoziny M, N neni disledkem nesprdvné metody
zobecriovdni objemu, ale prilisné velikosti systému exp (RP). (Lze dokazat, ze Zddné
zobecnén{ objemu na systém exp (R?) nespliiuje uvedenou rovnost pro vSechny dvo-
jice disjunktnich mnozin.) , Nastésti vSak lze od systému exp (R?) pfejit k nékolika
dostateéné rozsdhlym podsystémim, v nichz zddand rovnost (pro disjunktni mno-
Ziny) plati.

Podsystém bychom samoziejmé chtéli zvolit tak, aby vysledek béznych mnozino-
vych operaci provedenych na jeho elementech lezel opét v tomto podsystému. Jako
nejvhodnéjsi se proto jevi néjaka o-algebra, coz je neprazdny systém A podmnozin
(jakékoli) mnoziny X majici tyto vlastnosti:

(12) X e A;
(13) MeA Ne A= M—-NcdA;
(14) pro kazdy spocetny systém mnozin My € A je U M e A.
k
Z de Morganovych vzorct pak snadno plyne, zZe
(15) pro kazdy spocetny systém mnozin My, € A je ﬂ My e A.
k

Snadno nahlédneme, Ze

(16)  priinik libovolného systému o-algeber obsazenych v exp (X) je o-algebra.

Z toho ihned plyne, Ze existuje nejmensi o-algebra B obsahujici systém T ; je
to samoziejmé prinik vsech o-algeber obsahujicich vSechny oteviené podmnoziny
prostoru R?. Vzhledem k (12) a (13) obsahuje B i vSechny uzaviené mnoziny. V této
o-algebre, jejiz prvky se nazyvaji borelovské mnoziny, bychom sice mohli celkem
dobfe pracovat, ale ddme prednost jiné, jesté rozsdhlejsi o-algebie M tzv. (lebesgu-
eovsky) méritelnych mnoZin.

Definice. Mnozina M C R? se nazyva (lebesgueovsky) méfitelna, jestlize
(17) pro kazdé e € R, existuje mnozina G ¢ T tak, ze M C G a p*(G— M) < e.
Nézorné feceno: Mnozina M patii do M, pravé kdyz ji Ize pokryt otevienou
mnozinou G tak, Ze vnéjsi mira , pFecnivajici“ ¢asti G — M mnoziny G je libovolné

mala. Méfitelné jsou tedy nejen vSechny oteviené mnoziny, ale vSechny mnoziny,
které se v tomto smyslu od otevienych mnozin , malo lisi“.
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Definice. (Lebesgueovou) mirou (M) méfitelné mnoziny M nazveme jeji vnéjsi
miru; definujeme tedy

(18) w(M) := p*(M) pro kazdou mnozinu M e M. O

Nez prejdeme k vyjmenovani zékladnich vlastnosti miry, zavedme dvé uziteén4
oznaceni: Symbol

(19) My A M (resp. My N\, M)

bude znamenat, Ze pro vSechna k € N je My C My41 (resp. My D Myy1), pFi¢emz

(20) M=) My (vesp. M = (") My).
k=1 k=1

Véta 19.3. Systém M vSech méfitelnych mnozin je o-algebra obsahujici vSechny
oteviené a vSechny uzaviené podmnoziny prostoru RP. Pro vsechny mnoziny M, N
a My z M pritom plati:

(21) M CN = p(M) < p(N);
(22) M C N, u(M) < +00 = (N — M) = u(N) - p(M);
(23) ,u( U Mk) = Z w(My) pro kazdy disjunktni spocetny systém mnozin My ;
k k
(24) My /M = p(My) = p(M);
(25) M N\ M, p(My) < +oo = u(My) = p(M).
Jak je patrné, je mira p monoténni nezdpornd mnozinova funkce definovana
v M; vlastnost (23) je jeji o-aditivita. Tato vlastnost je silnéjsi nez tzv. aditivita,
definovana platnosti implikace
(26) MNON=0= p(MUN)=p(M)+ u(N);

aditivita je ov8em také ekvivalentni s podminkou, ktera vznikne z (23), nahradime-li
tam slovo ,spocetny“ slovem ,konecny“.

Cviceni 19.1. Necht I}, C R je pro kazdé k = 1,...,p interval libovolného typu
(uzavieny, otevieny, polouzavieny, omezeny, neomezeny) s krajnimi body ax < by.
Dokazte, ze pak je

P
(27) I'=DLx...xI,eM a u(I) =[] (b — ax);

k=1
soucin vpravo je pfitom +oco, pravé kdyz je néktery z intervali I, neomezeny.
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Cvi€eni 19.2. Je-li u(M) = +o00, rovnost (22) neplati, protoze jeji prava strana
+00—(+00) nemd smysl. Uvedenim protiptikladu dokazte, ze predpoklad konecénosti
(M) je pro platnost tvrzeni (25) také podstatny.

Rada: Polozte napf. My = (k,+00). ¢

Nez poddme dalsi charakteristiky méfitelnosti mnozin, zavedme t¥i nové pojmy:

Definice. Rikdme, 7ze mnozina M C R? ma miru 0, je-li u*(M) = 0. Rikdme, 7e
mnozina M C RP je typu Gs, je-li prunikem spocetné mnoha otevienych mnozin
M, C RP; fikdme, ze mnozina N C RP je typu F, , je-li sjednocenim spocetné
mnoha uzavienych mnozin Ny C RP. O

Protoze M je o-algebra obsahujici vSechny oteviené a vSechny uzaviené pod-
mnoziny prostoru RP, jsou i vSechny mnoZiny typi F, a Gs méritelné.

Cviceni 19.3. Dokazte tato tvrzeni:
kazda mnozina miry 0 je méfitelna;
kazda podmnozina mnoziny miry 0 ma miru 0;

sjednoceni spocetné mnoha mnozin miry 0 ma miru 0;

A~~~ N /N~
W W NN
_ O ©
S— N N N

kazda spocetna mnozina ma miru 0.

Cviceni 19.4. Dokazte, ze mnozina M C RP je typu F,, pravé kdyz je RP — M
typu Gs. Dokazte dale, ze mnozina Q vsech racionalnich cisel je typu F, , mnozina
vSech iracionalnich ¢isel typu Gyg.

Cviceni 19.5. Dokazte, ze kazda oteviena mnozina je typu F,, kazda uzaviena
mnozina typu Gg.
Rada: V prvnim pfipadé uzijte V.19.1, ve druhém de Morganovy vzorce. ¢

Véta 19.4. K tomu, aby mnozina M C RP byla méfitelnd, je nutné a staci, aby
byla splnéna kterakoli z téchto podminek:

1. Existuje mnozina H D M typu Gy tak, ze u(H — M)
2. Existuje mnozina K C M typu F, tak, ze u(M — K)

0.
0.

Poznamka 19.1. Protoze systém M vsech méfitelnych mnozin je o-algebra obsa-
hujici vSechny oteviené mnoziny a systém B vSech borelovskych mnozin je nejmensi
takova o-algebra, je B C M. Lze ukédzat, ze B # M; nejen to: mohutnost systému
M je ,daleko vétsi“ nez mohutnost systému B.7)

Pritom jsou méritelné mnoziny v jistém smyslu ,,blizké“ borelovskym mnozinam;
k otevfenym mnozindm maji mnohé z nich jesté ,dost daleko* (viz definici (17)),
ale jakoukoli méritelnou mnozinu Ize ziskat z vhodné mnoziny typu Ggs odebranim
vhodné mnoziny miry 0 a z vhodné mnoziny typu F, naopak pridanim vhodné

) Pro &tenate, ktery se setkal s mohutnosti mnozin a s kardindlnimi éisly : B ma, ,,jen“ mohut-
nost kontinua ¢ (coz je zaroven mohutnost prostoru RP), kdezto mohutnost systému M je rovna
2¢, coZ je mohutnost systému vSech podmnozin mnoziny mohutnosti ¢ (tedy speciadlné mohutnost
systému exp (RP)). I systém vSech mnozin miry 0 ma mohutnost 2°.
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mnoziny miry 0. Nepfedstavitelnou rozmanitost méritelnych mnozin je tedy tieba
pricist mnozindm miry 0, pfes néz ma — jak se ukaze pozdéji — kazda funkce Lebe-
sguelv integral rovny 0, takze je 1ze k integracnimu oboru pfidavat, nebo je od néj
odebirat, aniz se integrél (jak co do existence, tak co do hodnoty) zméni. Pozna-
menejme jesté, ze v pocetni praxi se pfi integraci nesetkdme s integra¢nim oborem,
ktery by nebyl typu F, nebo Gy.

Predstava, ze bychom se mohli blize seznamit se v§emi mnozinami miry 0, je ilu-
zorni. 8) Nebude v8ak na §kodu piedstavit ¢tenafi nejznaméjsi nespoéetnou mnozinu
miry 0, tzv. Cantorovo diskontinuum, protoze to je mnozina, ktera hraje podstatnou
roli v nejriznéjsich piikladech i tvrzenich nejen analyzy, ale pfedevsim topologie.

Priklad 19.2. Cantorovo diskontinuum D je definovano jako mnozina vSech ¢isel
tvaru

(32) 2y ;—’; kde ix € {0,1} pro kazdé k e N.
k=1

Piifadime-li ¢islu (32) éislo

K
2|

(32)

el
Il

1

je tim zfejmé definovano zobrazeni mnoziny D na interval (0, 1), protoZe kazdé ¢islo
z tohoto intervalu lze napsat ve tvaru (32'). Protoze kaZdy interval je nespocetnd
mnozina, plati totéz nutné i o D.

Zvolime-li (na chvili pevné) posloupnost {ix}72, oznac¢ime-li x soudet pfislusné
fady (32) a polozime-li

(33) Spi= ;—’;

pro kazdé n € N, plati zfejmé nerovnosti

1

— 1

k=n+1

takze x € (sp,sn +377).
Utvorime-li tedy pro kazdé n € N a kazdou posloupnost {ix}72; nul a jednic¢ek
interval

(34) (i1, .. yin) = (Sn, 80 + 377,
lezi D pro kazdé n € N ve sjednoceni D,, vSech 2" téchto intervali. Protoze kazdy
z nich mé délku 37" (a protoze jsou disjunktni), je u(D,) = p, = (2/3)". Pro

kazdé n € N je tedy p*(D) < pn, a protoze p, — 0 pro n — oo, je u*(D) = 0. D je
tedy (podle (28)) méfitelnd mnoZina a jeji mira u(D) je rovna 0.

8) Nap¥. proto, Ze je jich 2°.
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Protoze pfi kazdé volbé ¢isel iy, € {0,1}, k € N, je zfejmé
o0 o0 7;
. N _ 3
m I(i1, ..., in) = nll_}rrgosn = 22 3%
n=1 k=1

je D prunikem vsech mnozin D, ; protoZe kazdd z mnozin D,, je kompaktni, plati to-
téZ o D. D obsahuje spocetnou mnozinu krajnich bodi vSech intervalt I(iq, .. ., y),
ale kromé téchto bodi obsahuje D nespocetné mnoho dalsich bodi.

Obsahuje-li néjaka mnozina néjaky interval, mé zfejmé kladnou vnéjsi miru. Can-
torovo diskontinuum proto zadny interval neobsahuje, a nemé tedy zadné vnitini
body; protoze je uzaviené, je ridké v R.

Popisme intervaly I(i1,...,%,) geometricky: Intervaly 1(0) = (0,%) a I(1) =
(2,1) vzniknou tim, Ze interval I = (0,1) rozdélime na t¥i stejné dlouhé intervaly
a prostiedni otevieny interval J = (%,2) vynechdme. Intervaly I(i1,0) a I(i1,1)

vzniknou obdobné: Kazdy z intervalt I(i1) rozdélime na tii stejné dlouhé intervaly

a prostfedni oteviené intervaly J(i1) vynechdme. Obecné je interval J(iy,..., i)
sprostfedni oteviend tfetina® intervalu I(iy,...,1%,). Sjednoceni v8ech intervalt
(35) I, J(1)s ooy J(i1y e yin), -

je oteviend mnozina (0,1) — D s mirou rovnou 1, pfi¢emz tyto intervaly jsou nejen
disjunktni, ale maji dokonce disjunktni uzdvéry. Z toho plyne dalsi pozoruhodna
vlastnost Cantorova diskontinua: D nemd Zddny izolovany bod, D = der D. (Kdyby
totiz bod z byl izolovanym bodem mnoziny D, existovalo by okoli P(z, §) disjunktni
s D, interval (z—4d, ) by byl ¢asti nékterého z intervalt J’ napsanych v (35) a jakysi
jiny interval J” z této posloupnosti by obsahoval interval (x,z + §). Bod z by tedy
lezel v uzavéru dvou rtznych intervala J', J"”.) O

»Zdravy selsky rozum“ by nam mohl naseptavat, ze Cantorovo diskontinuum ma
miru 0 proto, Ze je ¥idké; uvedl by nas tim v naprosty omyl. V nésledujicich dvou
prikladech se ¢tendf presveéddi, ze fidkost a hustota s mirou viibec nesouvisi.

Priklad 19.3. UkaZzme, Ze
(36)  pro kazdé ¢ € (0,1) existuje ridkd mnozina H C (0,1) s mirou > 1 —«.

Necht posloupnost ¢isel ay € (0,1) obsahuje (jako ¢leny) vSechna racionalni ¢isla
lezici v (0,1) a necht ¢ € (0,1). Pro kazdé k € N bud I, otevieny interval délky
< /2%, pro né&jz je ay, € I, C (0,1). Pak je G := J, I C (0,1) oteviena mnozina
a u(G) <Y, u(ly) < X, /2 = . Mnozina H := (0,1) — G je kompaktni a m4
miru > 1 — . ProtoZe mnozina A := {ay; k € N} je husta v intervalu (0,1), plati
totéz o mnoziné G; jeji doplnék H je proto Fidky (sr. s V.12.14).

Priklad 19.4. MnozZina QQ vSech raciondlnich ¢isel je husta v R, ale ma miru 0,
protoze je spocetna.

Poznamka 19.2. Lebesgueova mira v RP m4 jesté jednu dulezitou vlastnost:
Meéfitelnost mnoziny a jeji mira jsou invariantni vii¢i posunuti, otoceni (kolem kte-
réhokoli bodu) a zrcadleni (podle jakékoli nadroviny dimenze p — 1):
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Jingmi slovy: Znamen4-li rovnost y = f(x) soustavu rovnosti

Y1 = AM1T1 + A2Z2 + ...+ AipTp + b1,

Yo = A21Z1 + A2 + ...+ dopp + b2,
(37) pLp

Yp = )\plxl =+ /\p2$2 + ...+ )\ppl'p + bp,

kde matice cisel \;; ma determinant rovny £1 a kde b; jsou libovolnd cisla, je
M C RP méfitelnd, pravé kdyz je méfitelnd mnozina f (M), nacez u(M) = u(f(M)).

* kX%

Umluva. A% do konce této kapitoly bude slovo ,funkce“ znamenat zobrazeni do
R*; zobrazenim do R budeme v pfipadé potieby fikat ,konecné funkce“. [

Na zacatku kapitoly 3 jsme zavedli algebraické operace s +oo; dvé z nich je
vhodné v teorii Lebesgueova integralu modifikovat: Zatimco jsme dosud fikali, Ze
soudin aj . ..a, nema smysl, je-li jeden z faktort 0 a jiny +oo, definujme nyni, Ze
pro kazdé n € N a pro kazdou n-tici ¢isel aq,...,a, z R* je

(38) a1as...a, =0, je-li a =0 pro nékteré k € {1,2,...,n},

a to i v ptipads, Ze jiny faktor a; je roven +oo.?)
Kromé toho polozme

(39) (+00)*:=400 a (+00)"“:=0 pro vSechna a c Ry. O

Integrovat budeme jen tzv. mériteln€ funkce pres méritelné mnoziny; podobné
jako je tomu u métitelnych mnozin, kde vysledek spocetného sledu spocetnych ope-
raci provedenych na otevienych nebo uzavienych mnozinach je métitelna (dokonce
borelovskd) mnozina, i zde bude platit, Ze vysledek spocdetného sledu spocetnych
operaci provedenych na spojitych funkcich je méritelna funkce. 10)

Definice. Rikame, Ze funkce f : M — R* je méfitelna (v M), je-li M € M a je-li
mnozina

(40) {zeM; f(x)>c}

méfitelnd pro kazdé c € R.
Véta 19.5. Funkce f spojita na méfitelné mnoziné M je v M méritelna.

9) Souéinu 0 - (+00) se v elementarni analyze nepiifazuje zaddna hodnota, protoze by to napi.
platnost tvrzeni ,lim(ay - bg) = limay, - lim by, m4-li pravd strana smysl“, stejné nezarucilo. Zde
vsak je definice (38) vyhodna, protoze se dosti Casto vyskytuji situace, kdy {ar}52; i {bx}3;
jsou neklesajict posloupnosti nezdpornych koneéngch &isel (nebo funkci), a v tom piipadé pravé
vyslovené tvrzeni o limité soucinu plati, protoze pak limay =0 = apb;r = 0 pro vSechna k.

10y Prakticky“ se tedy nikdy nesetkdme ani s neméfitelnou mnozinou, ani s neméfitelnou
funkci, protoze dikaz jejich existence je zaloZen na aziomu vybéru a prislusna konstrukce je ne-
efektivni.
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Mnozinu (40) lze totiz napsat ve tvaru f_;((c,+00)), coz je podle Cv.12.31
mnozina oteviena v M, tedy prinik M € M s jistou mnozinou otevienou v RP.

Cviceni 19.6. Dokazte, ze méritelnost funkce f v M je ekvivalentni se tfemi
vyroky, které ziskame, nahradime-li v definici méritelnosti symbol > kterymkoli ze
symboli >, <, <.

Rada: Uvazte, ze napf.

oo

{reM; f(x)>c}= m{xeM;f(x)>c+%}.<>

n=1
Cviceni 19.7. Dokazte, ze z méFitelnosti funkce f v M plyne méritelnost mnozin
(41) {z ¢ M; f(x) = c} pro vSechna c ¢ R*.

Rada: Uzijte Cv.19.6. ¢

Cviceni 19.8. Dokazte, ze pro kazdé dvé funkce f, g méritelné v M jsou méritelné
i tyto mnoziny :

(42) {zeM; f(z) <g(x)}, {veM; f(z)<g(@)}, {zelM; f(x)=yg()}.

Rada: Uvazte, Ze prvni z mnozin je sjednocenim pies vSechna racionalni ¢isla r
prinikt {x € M; f(z) <r} N {x e M; g(x) > r}. Druh4 z mnozin je dopliikem
mnoziny {z € M; g(x) < f(x)}, tfeti z nich je prinikem dvou mnoZin prost¥edniho
typu. ¢

Cviceni 19.9. Dokazte, ze pro kazdou funkci f méfitelnou v M a pro kazdou
méfitelnou mnozinu N C M je i restrikce f|N méFitelna.

Cviceni 19.10. Dokazte toto tvrzeni: Je-li kazda ze spo¢etné mnoha mnozin My,
meétitelna, je-li M =J, My a je-li funkce f : M — R* méfitelnd v kazdé z mnozin
My, je méritelna i v M.

Cviceni 19.11. Dokazte toto tvrzeni: Je-li N C M, kde M, N jsou méritelné
mnoziny, je-li funkce f méritelna v M a klademe-li

(43) o(z) = {f(x) pro viechna z ¢ N } |

N 0 provsechna xe M — N

je funkce g méritelna v M.
Rada: Uzijte vysledky z predchazejicich dvou cviceni. ¢

Cviceni 19.12. Dokazte, Ze
(44) w(M)=0, f: M — R* = f je méfitelnd v M.

Rada: Uvazte, ze vSechny mnoziny (40) maji nyni miru 0. ¢
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Algebraické operace s méfitelnymi funkcemi vedou sice opét k méfitelnym funk-
cim, ale je tfeba vzdy uvazit, na jaké ¢asti puvodni mnoziny jsou definovany.

Véta 19.6. Necht funkce f, g jsou méfitelné v M. Pak plati:

1. Pro kazdé o € R je funkce of meétitelna v M.

2. Funkce f + g je méfitelnd v mnoziné M — {x € M; f(z) = —g(x) = £o0},
funkce f — g v mnoziné M — {z ¢ M; f(x) = g(x) = £oo}.

3. Funkce fg, max(f,g) a min(f,g) jsou méfitelné v M. Je-li « € Ry, je v M
méFitelnd i funkce | f|%.

4. Funkce f/g je méfitelnd na mnoziné
M—-{zeM;g(x)=0}U{xecM; f(r) =tooAg(x) =Fo0}). O

Jak je patrné, vSechny funkce uvedené v predchazejici vété jsou méritelné na
maximalni podmnoziné mnoziny M, na niz maji smysl. [J

Je-li {fx}32, posloupnost ¢isel (z R*) nebo funkei (definovanych na jisté mnoziné
M), je jeji limes inferior a limes superior definovén rovnosti

(45)  liminf fy := lim inf{fx; ¥ > n}, limsup fr:= lim sup{fx; &k >n}.
k—o0 n—00 k—00 n—00

Pfipomertime, Ze (jak pro posloupnosti ¢isel, tak i funkci) plati vzdy nerovnost
liminf fi <limsup fi a ze lim fi existuje, pravé kdyz je liminf f;, = limsup fy.

Véta 19.7. Je-li funkce fi, méfitelnd v M pro kazdé k € N, jsou v M méiitelné
i funkce

inf{fr; k € N}, sup{fi;k € N}, liminf f5,, limsup f.
k—o00 k— 00

Funkce lim ., f je méFitelnd na mnoziné {x € M ; limy_,~ fi(z) existuje}.

Poznamka 19.3. Funkce spojité na méfitelné mnoziné M se v teorii funkci
nazyvaji funkce nulté Bairovy tfidy; podle V.19.5 jsou métitelné. Funkce, které
jsou v M limitami posloupnosti spojitych funkci, jsou funkce prvni Bairovy tfidy,
funkce, které jsou v M limitami posloupnosti funkci prvni Bairovy tfidy, jsou
funkce druhé Bairovy tridy atd.

Vztah mezi méfitelnosti funkce a moZnosti aproximovat je funkcemi raznych
Bairovych tfid je podobny vztahu mezi méfitelnymi mnozinami a mnozinami otev-
Fenymi (kterym se v teorii mnozin ¥ikd borelovské mnoZiny nulté tridy) a typu F,
a Gg (coz jsou borelovské mnoziny proni tiidy):

Véta 19.8. Konecnd funkce f je méfitelnd v (méfitelné mnoziné) M, prave kdyz
plati jedna z téchto ekvivalentnich podminek:

1. Pro kazdé ¢ € Ry existuje oteviena mnozina G miry mensi nez ¢ tak, ze
restrikce f| (M — G) je spojita v M — G.

2. Existuje mnozina H miry 0 tak, Ze restrikce f|(M — H) je prvni Bairovy t¥idy
vM—H.
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Dodatek. Pro kazdou konec¢nou funkci f méfitelnou v M existuje funkce g druhé
Bairovy tfidy v M a mnozina N miry 0 tak, ze vM — N je f=g. O

Charakteristicka funkce x s mnoziny M C RP? je definovana podminkami

1 pro vSechna x ¢ M
(46) XM ‘= { }

0 pro vSechna x ¢ R? — M

Cviceni 19.13. Dokazte, Ze

(47) mnozina M C RP je méfitelnd, pravé kdyz je méfitelna funkce xpr. O

V teorii Lebesgueova integralu hraji dilezitou tlohu tzv. monotonni limitni pre-
chody, a to jak pro posloupnosti ¢isel, tak i funkci.

Je-li a € R* pro vSechna k € N, budeme psat

(48) WO b g aajel S Sechna k € N
ap \‘ a , Je-11 ag a a je-11 ax 2 Aot pro vsechna S .

Je-li bud ar ' a, nebo ar \, a, budeme Fikat, ze limitni pfechod a, — a je
monotoénni.

Definice symbolu fi »* f v M (resp. fr \¢ f v M) je zcela analogickd; vyrok
oft < fop1 v M (vesp. ,fx = frt1 v M¥) pfitom samoziejmé znamend, ze je
fre(@) < fry1(x) (resp. fr(x) > fry1(x)) pro vSechna z € M.

Je-li bud fi 7 f nebo fr \, f v M, budeme (podobné jako u posloupnosti ¢isel)
fikat, ze limitni pfechod f; — f je v M monoténni.

Cvigeni 19.14. Dokaite, Ze (pro libovolné mnoziny M, N, My) plati: 1)

(49) NCM = xn <xum;
(50) M =M, N= ﬂMk = xm =max{xam,; k}, xy =min{xa,; k};
k k
(51) M = UMk’ kde M}, jsou disjunktni mnoziny = xu = ZXMk;
k k
(52) My /M = xm, / x(M);
(53) My N M = xm, v x(M). O

Zavedeme jeSté posledni pojem, s nimZ je nutné seznamit se pred definici Le-
besgueova integralu: Jednoduchou funkci v M budeme nazyvat kazdou kone¢nou
nezdpornou funkci f, méfitelnou v M, pro niz je mnozina f(M) konecna.

11) Je-1li ve znaku pro sjednoceni, prunik a soucet misto dolni meze jen k, znamena to, ze k

probiha od 1 bud do néjakého prirozeného ¢isla, nebo do oco.
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Prikladem jednoduchych funkci v R? jsou funkce tvaru

q
(54) F=" arxu,
k=1
kde g € N, kde M, ..., M, jsou méfitelné podmnoziny prostoru R” a kde aq, ..., aq

jsou kone¢na nezaporna cisla.

Kazd4 kladnd hodnota f(z) takové funkce mé zfejmé tvar ax, + ...+ ax,., kde
kj, 1 < j < 7, jsou pravé vSechny indexy, pro néz je x* € My,, ar;, > 0. Jsou-
i mnoziny M}, disjunktni, je kazdd hodnota funkce (54) rovna nékterému z éisel
0,a1,...,aq. O

Necht f jej jednoduché funkce na mnoziné M # () a necht a1 < ... < a4 jsou
préavé viechny jeji hodnoty ; pak jsou mnoziny My, := f_1(ax), 1 < k < g, neprdzdné
a disjunktni, a podle Cv.19.7 navic méfitelné. Jsou funkci f urceny jednoznacné
a jejich sjednoceni je M. Funkei f lze opét napsat ve tvaru (54), nyni jsou viak
scitance vpravo uréeny funkct f jednoznacné — dokonce i co do poradi.

Rovnost (54) budeme za pravé popsané situace nazyvat kanonicky rozklad nebo
kanonické vyjadreni jednoduché funkce f.

Cviceni 19.15. Necht n € N anecht f1, ..., f jsou jednoduché funkce na mnoziné
M. Ovéite, Ze pak jsou jednoduché i funkce

(55) S fieo T fr min{fi; 1<k <n}, max{fi;1<k<n}.

k=1 k=1
* ok %
Lebesguetv integral budeme definovat ve ¢tyfech etapéach.

l. Lebesguenv integral jednoduché funkce. Je-li (54) kanonické vyjadieni jed-
noduché funkce f v M, polozime

(56) | =S auon.
k=1

Integral (56) je zfejmé nezaporné ¢islo. Je-li u(M) = +oo, je u(My) = 400 pro
jeden nebo nékolik indext k; je-li ar > 0 pro néktery z téchto indext k, je soucet
vpravo rovny 400, a totéz tedy plati i o levé strané.

Poznamka 19.4. Soudet na pravé strané rovnosti (56) méa celkem jednoduchy ge-
ometricky vyznam: Kdyby byla mnozina M C R? sjednocenim disjunktnich kruht
My, byla by prava strana (56) rovna souc¢tu objemu véalcd o zékladnach My a vys-
kich a. (Objemem ,degenerovaného valce o vySce 0“ rozumime 0.) Jak uvidime
pozdéji (viz V.19.13), je k-ty s¢itanec na pravé strané (56) roven (p + 1)-rozmér-
né mife mnoziny {(z,y) € RP™; 2 € My, 0 <y < a; }, tedy (p + 1)-rozmérnému
objemu véalce, jehoz zakladnou je nyni méfitelnd mnozina Mj.
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Cviceni 19.16. Dokazte, Ze
(57) / ¢ = cp(M) pro kazdé c € (0, +00) a kazdé M € M,
M
a to i v pfipadé, ze ¢ = 0 a u(M) = +o00. Dokazte dale, Ze

(58) pw(M)=0 = / f =0 pro kazdou jednoduchou funkci f v M.
M

Véta 19.9. Necht f, g jsou jednoduché funkce v M ; pak plati:

(59) f<gvM = fﬁ/g;
M M

(60) NEM,NCMé/NfS/Mf;

(61) a € (0,400), B € (0,+00) = (af—i—ﬁg):a/ f—i—ﬁ/ g;
M M M

(62) AeM,BeM,AﬁB:(ZJ,M:AuB:/ f=/f+/f.
M A B

Il. Lebesgueiiv integradl méfitelné nezaporné funkce. K jeho definici potiebu-
jeme dvé véty:

Véta 19.10. Pro kazdou nezapornou funkci f méritelnou v M C RP existuje
posloupnost jednoduchych funkci fi, tak, ze fr, /' f v M.

Véta 19.11. Jsou-li fi, gr jednoduché funkce v M, pro néz je fr. /' f, g /' f,
Jje

(63) lim/ fr = lim g O
M k—oo Jar

k—o0

Za situace z V.19.10 je posloupnost {[,, fi} (podle (59)) neklesajici, a m4
tedy (koneénou nebo nekoneénou) limitu, kterou budeme moci prohlésit za integral
funkce f pies mnozinu M, protoZze podle V.19.11 nezdvisi na blizsi volbé posloup-

nosti { fr}.12)

Definice. Je-li f : M — (0, 400) métitelnd funkce, polozime

(64) / f:= lim / fr,
M k—o0 M
kde {fr} je (jakdkoli) posloupnost jednoduchych funkeci, pro niz je fi, / fv M. O

12) Az na pfipad f = 0 existuje pfitom k dané funkci f takovych posloupnosti nekonec¢né

mnoho.
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Zobecnéni je korektni, protoze pro jednoduchou funkci f lze klast fr = f pro
vSechna k.

Protoze zobecnovani definice Lebesgueova integralu bude jesté pokracovat, omez-
me se na tfi tvrzeni, ktera jsou zvlasté jednoducha pro nezaporné funkce, a na vétu
charakterizujici geometricky vyznam Lebesgueova integralu nezdporné (méfitelné)
funkce:

Véta 19.12. 1. Jsou-li nezdporné funkce f, g méritelné v M C RP a jsou-li c, 3
konec¢na nezaporna cisla, je

(65) | @r+s=af r+5[ o

2. Je-li {My} konecnd nebo nekonecéna posloupnost disjunktnich méfitelnych
mnozin, je-li M sjednoceni vSech My, a je-li f nezaporna funkce méritelna v M,
je

(66) [ =] r
M  J

3. Jsou-li fi nezaporné funkce méritelné v M, plati implikace

(67) S 2T vM:»/MfM/Mf.

Poznamka 19.5. V Lebesgueové teorii ma kazda nezaporna méritelna funkce inte-
gral (ktery ovSem muZe mit i hodnotu 4+00); to je jedna z velice podstatnych vyhod
napf. proti Riemannové teorii, v niZ miZeme integrovat (pres omezené mnoziny M,
jejichz hranice md miru 0) jen funkce omezené, jejichZ mnoZina bodi nespojitosti
leZicich v int M md miru 0.'3)

Pifiklad: Dirichletovu funkci

0 pro vechna z € Q
68 T) = .
(68) 1(@) 1 pro véechna xt e R—Q |’
kterd nema Riemanntv integral pies zddny jednorozmérny interval (protoze je vSude
nespojita), zintegrujeme lebesgueovsky velmi snadno t¥eba pfes celé R: Rozdélime
R na mnozinu QQ vsech racionalnich ¢isel a mnozinu R — Q vSech iracionalnich ¢isel.
Integral pres Q se rovna nule, protoze Q maé jakozto spocetnd mnozina miru 0; pies
R — Q je integral rovny nule, protoze integrand je v ni identicky nulovy.

Lebesgueuv integral Dirichletovy funkce pres R se tedy rovna 0 a podobné tvr-
zeni plati i pro jeji integral pres jakoukoli méritelnou mnozinu M C R.

13) Nutna a postacujici podminka existence Riemannova integralu je obsahem véty 161 z Jar-
nikovy knihy [13]. Uvéazime-li, Ze pfi ,praktickém pocitdni“ se setkdvame jen s borelovskymi
mnozinami prvni t¥idy a s funkcemi druhé Bairovy t¥idy, vidime, Ze (lebesgueovsky) integrovat
nezapornou funkci mizeme , prakticky zcela bez obav“, Ze by snad integral neexistoval.
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Véta 19.13. (Geometricky vyznam integralu.) Pro kazdou nezépornou funkci f,
meétitelnou v mnoziné M C RP, je

(69) /Mfzupﬂ({(%y)eR”“; reM0<y<f@)). O

Mnoziné vpravo se fikdva mnozina pod grafem funkce f,ikdyZ tento nazev plné
nevystihuje jeji dosti slozity popis: Je to mnoZina viech bodi (x,y) € M X R, které
lezi nad nadrovinou RP x {0} prostoru RPT1, urcéenou jeho pronimi p souradnicovymi
osami, nebo na ni, a v pripadé, Ze f(x) € Ry, i pod grafem
(70) {(z.y) e R 5w e M,y = f(2)}

14

funkce f nebo na ném.

I1l. Lebesguelv integral obecné méritelné funkce. Pied dalsim zobecnénim de-
finice integralu je tifeba zavést dva nové symboly: Je-li x € R*, budeme ¢isla

(71) 7 = max(z,0), 2~ := max(—z,0)

nazyvat kladna a zaporna cast cisla x.
Obé jsou nezdpornd, (asporti) jedno z nich je rovno 0 a plati pro né rovnosti

(72) r=a" -2, |z|=0" +27.
Podobné pro funkce:

(73) fTi=max(f,0), f~ :=max(—f,0)

je kladna a zaporna &ast funkce f. Je-li f definovana v M, jsou tam definovany
i funkce f*, f~ a plati pro né nejen analogie rovnosti (72), ale i toto tvrzeni:

(74) Funkce f je méfitelna v M, pravé kdy# to plati o funkcich f* a f~.

Lebesguetv integral pfes mnozinu M obecné funkce f méfitelné v M je defi-
novan rovnosti

(75) / f= / I f~, ma-li pravd strana této rovnosti smysl.
M M M

(Zobecnéni je korektni, protoze f >0 = fT=f, f~ =0.)

ProtoZe oba integraly na pravé strané (75) existuji, integrdl vlevo neexistuje,
pravé kdyz jsou oba integraly vpravo rovny +oo. Je-li (aspori) jeden z integralii
vpravo konecny, integral vievo existuje ; je-li koneény prvni (resp. druhy) z integrala
vpravo, je [,, f < +oo (resp. [,, f > —00).

14) Délka pravé uvedeného popisu ,mnoziny pod grafem funkce“ je jisté pfi¢inou, pro¢ se tento

ne zcela vystizny, ale podstatné kratsi ndzev uziva.
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Jak vime z V.19.12, jsou integraly na pravé strané (75), geometricky Feceno,
(p + 1)-rozmérné miry mnoZin pod grafy funkei f* a f~; integral vlevo existuje,
daji-li se tyto miry odedist, tj. je-li (aspoii) jedna z nich konecné.

Jesté trochu jinak: Rozlozime-li mnozinu M na mnoziny

MT:={xeM; f(x) >0} a M~ :={xeM; f(z) <0},

je na pravé strané (75) rozdil mér p,1({(z,y) e RFFY ;2 e MT,0 <y < f(z)})
a pipr1({(z,y) e RPT 2 e M~ 0>y > —f(z)}) (tedy miry mnoZiny pod grafem
funkce f|M™ a miry mnoZiny ,nad grafem® funkce f|M ). Obé miry lze odedist,
pravé kdyZ je (asporii) jedna z nich kone¢na.

4. Zavérecna zobecnéni. Pro Lebesgueovu teorii integralu je charakteristické, ze
v ni lze na vét$iné mist zanedbavat mnoziny miry nula. Abychom se mohli tdelné
vyjadiovat, zavedeme nékolik novych pojmu.

Definice. Budeme tikat, ze vyrok V(z) tykajici se bodu prostoru R? plati skoro
vSude v mnoziné M C RP (nebo: pro skoro vSechna = ¢ M), existuje-li mnozZina
N C M tak, ze u(N) = 0 a ze V() plati pro kazdé x € M — N. Slova ,skoro vSude“
a ,skoro vSechna“ budeme zpravidla zkracovat na ,s.v.“.

Definice. Je-li f(x) = g(z) pro s.v.x € M, piSeme f ~ g v M a Fikdme, Ze f,g
jsou funkce ekvivalentni v M. 1%)

Definice. Symetricka diference mnozin A, B je definovana rovnosti
(76) A(A,B):=(A—B)U (B - A);

je-li u(A(A,B)) = 0, budeme fikat, ze mnoziny A, B jsou ekvivalentni a psat
A~B. O

Symetrickd diference mnozin A, B je mnoZina vSech bodu, které lezi pravé v jedné
z mnozin A, B ; lze ji napsat i ve tvaru

(76) A(A,B)=(AUB)—- (AN DB).
Snadno nahlédneme, ze implikace
(77) AeM, A~B = BeM, u(Ad) = u(B)
plati pro kazdé dvé mnoziny A C RP, B C RP a Ze tvrzeni
(78) f je métitelnda v M, f ~g v M = g je méFitelnd v M ,
(79) f~gvM, / | existuje = / g existuje a rovnd se / f
M M M

jsou platna pro vSechny dvojice funkci f, g definovanych vSude v M.

15) Z definice je patrné, ze (reflexivni, symetricka a tranzitivni) relace f ~ g v M nevyzaduje,

aby tyto dvé funkce byly definovany vsude v M ; staci, aby byly definovany skoro vsude v M.
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Je-li funkce f definovana s.v. v M, ma mnozina M7 vSech bodu =z € M, v nichz
neni f(x) definovano, miru 0. Rozsifime-li funkci f z M — M; na M v8emi moznymi
zpusoby, jsou (podle (78)) jen tyto dvé krajni moZnosti:

1) vsechna rozsifeni jsou funkce méfitelné v M;

2) Zddné€ z nich neni v M mé¥itelné.

Z toho je patrné, Ze je korektni toto zobecnéni definice méfitelné funkce: Ri-
kame, Ze funkce f definovand s.v. na méfitelné mnoziné M je méfitelna v M, je-li
néjaké jejl rozsireni na M métitelné v M v dosavadnim smyslu. [J

Z tvrzeni (79) ihned plyne, Ze je korektni toto zobecnéni definice integralu:
Necht f je definovana skoro vSude na méfitelné mnoziné M a necht nékteré jeji roz-
sifeni f* na M ma Lebesguetv integral podle dosud platné definice; pak definujeme

(80) /Mf:: /Mf*' -

Poznamka 19.6. Je-li M C R interval s krajnimi body a < b, budeme uzivat
bézné oznaceni

(81) [r=]r

protoze jednobodové mnoziny maji miru 0, neni nutné specifikovat, o jaky typ
intervalu (otevieny, polouzavieny, uzavieny) se jedna. Kromé toho je uzitecné zavést
integral od a do b i v pfipadé, ze a > b, a to takto:

(82) Pro kazdou funkci f a pro kazdé a € R* je / f=0.
b a ‘

(83) Je-lia > b, je / f= —/ f, existuje-li integral vpravo. [
a b

Zv14st dilezité jsou funkce, které maji konecny integréal ; mnozina vSech takovych
funkci méa proto i své (viceméné standardni) oznaceni:

(84) L(M) :={f je definovana s.v.v M ; / feR}.
M
Pro stru¢nost zapisu lze uzivat napf. i oznaceni
(85) L*(M) :={f je definovéna s.v.v M ; / f existuje}.
M

Je-li M cely prostor R?, piSeme misto L(M) a L*(M) nékdy jen £ a L*.
* ok %

Integral zavisi na integrované funkci (neboli integrandu) a na integraénim oboru;
zékladni tvrzeni o integralu proto rozdélime na dvé skupiny.
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A. Integral jako funkce integrandu:

Véta 19.14. Jsou-li f, g funkce méritelné v M, plati implikace

(86) f<g ssv.v M = f< / g, existuji-li oba integraly.
M M
Specialné:
(86") fZOS.V.VM:>/fZO,
M
pricemz
(86") =0 S-V.VM,/f=0:>f=0 5.v.v M.
M

Dusledek. Pro kazdé dvé funkce f, g méritelné v M plati:

(871) f<g s.v.v M, g < 400 = f < 4oo;
M M

(877) f>gsva/g> oo:/f> —00;
(88) |fl<g sv.v M, gel(M)= feL(M |/ f|</ |f|</g,
(89) felM) < |fleLl(M).

Vlastnost (89) se nazyva absolutni konvergence Lebesgueova integralu; jak vi-
me, Newtonuv integral analogickou vlastnost nemd, protoze i pro spojitou funkci f
mtze (N) f: [ existovat, aniz existuje (N) f: | f]. (Pfiklad: Newtontv integral od 0
do 400 funkee (sin z)/x existuje, pfislusny integral z absolutni hodnoty neexistuje.)

Poznamka 19.7. Oznacime-li I}, := (km, (k + 1)7) pro kazdé celé &islo k > 0, je
funkce f(z) := (sinz)/x v intervalu I;, kladna pro kazdé sudé k a zdporna pro kazdé
liché k; Newtoniuv integral od 0 do +oo funkce f je roven souctu alternujici fady
Sreo kkH f, jejiz k-ty ¢len konverguje k nule. Newtontv integral existuje proto,

Ze se pIi séitani fady kazdy clen se sudyrn indexem castecné rusi s nasledujicim

n f (pro n — 00) je konecna.

lichym ¢lenem, a to tak, Ze limita Y, _, f% (1

Definice Lebesgueova integralu (jakékoli funkce) je zaloZena na tom, ze nejdiive
integrujeme kladnou ¢ast, pak zapornou ¢ast integrandu a druhy vysledek odecteme
od prvniho, pokud je to mozné. V ptipadé, ktery nyni vySetfujeme, to odpovida
integraci pfes sjednoceni I viech intervalii Io, a integraci pies sjednoceni I~ vSech
intervali Io;+1. Protoze je

sinx 2 —sinz 2
/ dr > , / dr >
Ik X (2k + 1)7T Iogg1 X (2(k + 1))7T

pro kazdé celé k > 0, jsou piislusné fady divergentni, takze [, f = [,_ f = +o0.
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7 toho plyne, ze

sinx

-

T x

+oo s +o00
(90) (E)/ Sledp neexistuje, (ﬁ)/
0 0

pismeno L pred integraly samoziejmé znamend, ze jde o Lebesgueovy integraly,
pismeny N a R od nich odliime integraly Newtonovy a Riemannovy. [

7 V.19.14 ihned plynou tato dvé velmi ¢asto uzivana tvrzeni:
(91) Je-li f méritelnd a omezend na mnoziné M konecné miry, je f € L(M).

(92) Je-li f méfitelnd a omezena v M a je-li g e L(M), jei fge L(M).
* ok *

Tzv. (koneénd) aditivita integralu vzhledem k integrandu a linearita integralu
jsou obsahem tohoto tvrzeni:

Véta 19.15. Pro kazdé n € N je

(93) / (Z fk) = Z/ fx, ma-li prava strana rovnosti smysl.
M =1 k=1"M

Obecnéji: Jsou-li c1,. .., c, konecna realna cisla, je
n n
(94) / (Z ckfk) = Z (ck/ fk), mé-li pravd strana rovnosti smysl. [
M =1 k=1 M

V Lebesgueové teorii hraji dtlezitou tlohu limitni pfechody za znamenim inte-
gralu; nasledujici véta jedna o monoténnich limitnich pfechodech, dalsi véta o tzv.
majorizovaném limitnim prechodu.

Véta 19.16. Necht funkce f;, jsou méiitelné v M ; pak plati:

(95) A /Mfk/‘/Mf;
(96) fk\f S.V.V]W7 Mf1<—|—OO:>/Mfk\,/Mf.

Véta 19.17. Necht funkce f}, jsou méfitelné v M a necht existuje funkce g € L(M)
tak, ze pro vSechna k ¢ N je | fi.| < g s.v. v M. Pak

(97) fk—>fs.v.vM:>/Mfk—> Mf. O

Funkce g se v kontextu vét, jako je V.19.17, nazyva integrovatelnd majoranta
posloupnosti funkci fi; protoZze v této souvislosti slovo ,integrovatelna“ znamena,
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Ze ma komecny integral, budeme radéji mluvit o ,majoranté z L(M)* nebo kratce
»Z L%, je-li zfejmé, o kterou mnozinu M jde. 16)

Poznamka 19.8. Pozorny ¢tenar si jisté v8iml, ze vyrok ,pro vSechna k € N je
| fx] < g s.v. v M“ by mohl mit dvé interpretace:

A. Pro kazdé k existuje mnozina N miry 0 tak, Ze nerovnost | fi(z)| < g(x)
plati pro vSechna x ¢ M — Nj.

B. Existuje mnozina N miry 0 tak, Ze nerovnost | fx(x)| < g(z) plati pro vSechna
x € M — N a vSechna k.

To je samoziejmé pravda; protoze vSak sjednoceni spocetné mnoha mnozin miry
nula je mnozina miry nula, jsou vyroky A a B ekvivalentni. (Vyrok B je jen zddnlivé
silnéjsi; abychom jej dokazali pomoci vyroku A, staci polozit N := J, Ny.)

Poznamka 19.9. Ani jedna z pfedchézejicich dvou vét neméa v Riemannové teorii
obdobu, ani kdybychom napt. doplnili pfedpoklad, ze vSechny ztcastnéné funkce
jsou omezené a ze M je kompaktni jednorozmérny interval.

Pt¥iklad: Srovnejme vSechna raciondlni ¢isla z intervalu I = (0,1) do
prosté posloupnosti 71,732,...,7y,... a definujme posloupnost funkci fr : I — R
podminkami fi(z) :=1, je-li € {r1,...,7}, a fx(z) := 0 jinak.

Pak je fr  f, kde f je Dirichletova funkce; jde pfitom zaroven o majorizovanou
posloupnost, protoZe | fx| < 1 v I pro vSechna k a fol 1 = 1. Ctena¥, ktery zna
Riemanniv integral, ihned vidi, ze je fol ft = 0 pro kazdé k, zatimco funkce f
integral neméa. V Lebesgueové teorii je vSe v poradku, protoze jak funkce fi, tak
i funkce f maji pres I integral rovny nule. [J

Primym disledkem vét o limitnim pfechodu za znamenim integralu jsou mj. tato
tvrzeni o integraci fad ¢len po clenu:

Véta 19.18. Necht posloupnost {f} >, funkci méfitelnych v M spliuje bud
podminku

(98) fx 20 s.v. v M pro vSechna k,

nebo necht

(99) existuje funkce g € L(M) tak, Ze | Z el <g s.v. v.M pro vSechna n;
k=1
pak je

(100) /M(ifk) —i_oj/Mfk. 0

16) Na rozdil od nékterych cizich jazykt nema &estina kratky nazev pro funkce majici koneény

integral, zatimco napf. ve francouzstiné slova ,intégrable“ a ,sommable* dovoluji obé podminky

(funkce) s existenci integralu, nikoli s jeho kone¢nosti. Snazme se proto vyvarovat nedorozuméni.
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Mezi véty o integraci fady ¢len po ¢lenu patii i nasledujici tvrzeni, které je zaroven
jednim z integralnich kritérii konvergence fady funkci.

Véta 19.19. Je-Ii {fi} 2, posloupnost funkci méfitelnych v M a je-li
(101) o 1l < oo,
k=1"M

konverguje > r-, fr absolutné s.v. v M, jeji soucet lezi v L(M) a plati rovnost
(102) [(2n)=-% ] s

B. Integral jako funkce integracniho oboru:

Véta 19.20. Je-li N C M méfitelnd mnoZina a existuje-li | 1 [ plati tato tvrzeni:

(103) /Mf<+oo:/Nf<+oo, /Mf>—oo:/Nf>—oo,
(104) fel(M) = feL(N),

(105) fzoS.V.VM:/Nfg/Mf.

Vlastnost (105) Lebesgueova integralu se nékdy nazyva monotonie integralu ne-
zaporné funkce vzhledem k integraénimu oboru.

Véta 19.21. Je-lin € N a je-li M sjednocenim disjunktnich méfitelnych mnozin
Ml,...,Mn,je

n

(106) f= Z f, ma-li jedna strana rovnosti smysl.
M 1 Mi

Dasledek. Je-li M € M, je-li f definovdna s.v.v M a polozime-li f(z) := 0 pro
vsechna x € RP — M, je

(107) / f= / f, mé-li jedna strana rovnosti smysl. [
M RP

Hlavni ¢ast V.19.21 popisuje tzv. (konecnou) aditivitu integralu vzhledem k in-
tegracnimu oboru. V nasledujici vété bude mnozin M}, spocetné mnoho a prislusné
tvrzeni se nazyva o-aditivita integralu. Pozor v8ak! Predpoklady pro platnost rov-
nosti (108) nejsou jiz symetrické viéi obéma strandm rovnosti, jak tomu bylo v pri-
padé rovnosti (106)!
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Véta 19.22. Necht {M}%2, je posloupnost disjunktnich méfitelnych mnozin
a necht' M je jejich sjednocenim. Pak je

(108) / f= Z f, existuje-li integrél vlevo.
M My,

Poznamka 19.10. K ezistenci fM f mestaci, aby méla smysl pravd strana rovnosti
(108); ani kdyz je soucet vpravo roven nule, nemusi integrdl vlevo existovat !

Piiklad:Bud My := (k,k+1) a pro kazdé k € N necht je f =1/k v Map_1
a f=-1/kv M. Pro kazdé k € N a kazdé n € N pak je

2k 1 2k+1 1 2l 1 &
f = 7. / f = T 7> f = f =0,
/qu k 2k k kz::l My, n ; My,

takze 37,7, [y, f = 0. Integral z funkce f* (resp. f~) pfes interval M = (1, +c0),
ktery je sjednocenim vsech intervald My, k € N, je roven souctu integralt této
funkce pres vSechny mnoziny Mog_1 (resp. May), tj. sou¢tu +oo harmonické fady.
Lebesguetv integral funkce f pfes M tedy neexistuje. (Snadno pfitom nahlédneme,
Ze piislusny Newtoniv integral existuje a je roven nule.)

Poznamka 19.11. Riemannovym integralem se zde sice nezabyvame, ale pro
Ctendfe, ktery jej znd (i ve vicerozmérnych eukleidovskych prostorech), uvedme
toto dulezité tvrzeni (véta 157 z [13]):

Existuje-li (R) [ f, existuje i (E)/ f a oba integraly maji touz hodnotu.
M M

Lebesguetv integral je tedy zobecnénim integralu Riemannova; neni vsak zobec-
nénim tzv. zobecnéného Riemannova integrdlu ani integrdlu Newtonova ! (P¥iklad
jsme jiz uvedli: Funkce (sin x)/2 m4 Newtontv i zobecnény Riemanntv integral od
0 do 400, ale pfislusny Lebesguetv integral neexistuje.)

Riemanniv integral se skoro nikdy nepocita podle definice, ale jako integral New-
tonuv, protoze plati: Existuje-li Riemannuv i Newtontiv integral funkce f od a do b,
mayji oba integraly touz hodnotu. Podobné je to s Lebesgueovym integralem; k jeho
vypoctu pres jednorozmérny interval lze casto uzit toto zavazné tvrzeni:

b b
(109) Rovnost (E)/ f= (./\/)/ f Dplati, existuji-li oba integraly.

V jednoduchych ptipadech nebude tedy vypocet Lebesgueova integralu ptes jed-
norozmeérny interval ¢init potize. Jak se vsak pocitd vicerozmeérny Lebesgueuv inte-
gral?

Zéasadni vyznam pii Ieseni této otazky maji dvé tvrzeni: Fubiniho véta a véta
o substituci. V Lebesgueové teorii maji celkem jednoduchy a dobfe aplikovatelny
tvar, zatimco v Riemannové teorii bychom jednoduchou a dobfe aplikovatelnou verzi
téchto vét hledali marné.
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Abychom mohli prvni z uvedenych vét vyslovit v prehledném tvaru, je tieba
zavést fadu oznaceni a tmluv:

1. Prostor RPT4 ztotoznime s kartézskym sou¢inem R? x R? a v souvislosti s tim
budeme body z € RPT4 psat ve tvaru

(110) z=(z,y), kde z = (z1,...,2p) e R", y = (y1,... .Yq) € R%.

ProtoZe nyni budeme pracovat ve tfech eukleidovskych prostorech R?, R? a RPT4
s pfislusnymi mirami, budeme muset davat n€kdy veétsi pozor na vyroky zavislé
na mire. Pokud by hrozilo nedorozuméni, budeme proto fikat napi. ,u,-méfitelnd
mnozina“ misto podrobnéjsiho ,mnozina obsazend v RP a méfitelnd pfi mite p,";
svyrok V plati pip44-skoro v8ude v M“ bude znamenat, ze ,vyrok V(x) plati pro
vechna x € M — N, kde M UN C RPT? a ppy4(N) = 0%.

Integrél funkce f resp. g pfes mnozinu A C R? resp. B C R? budeme ¢asto znacit

/Af(év)d:v resp. /Bg(y)dy-

2. Je-li M C RPTY oznacdime
(111) My = {z € RP; existuje y € R? tak, ze (z,y) € M},
(112) M_,, = {y € RY; existuje x ¢ R? tak, ze (z,y) e M}

(ortogonalni) praméty mnoziny M do prostoru R? resp. R? (prvnich p resp. posled-
nich ¢ soufadnic). Pro kazdé y € R? a kazdé x € RP kromé toho polozime

(113)  M(y):={zeR?; (z,y) e M} a M(z,-):={yeR?; (z,y) e M}.

Nazveme-li fezem mnoziny M pfislusnym k y (resp. k x) prinik mnoziny M
s nadrovinou {(z,y) € RPT%; x ¢ RP} (resp. {(z,y) € RP*9; y ¢ RY}) dimenze p
(resp. q), rovnobéznou s nadrovinou generovanou p prvnimi (resp. ¢ poslednimi)
soufadnicovymi osami, je prvni (resp. druhd) z mnozin (113) ortogonalnim primé-
tem tohoto fezu do R? (resp. do R?).

(114) Mmnozina M(-,y) (resp. M(x,-)) je neprdzdnd, pravé kdyz je neprazdny
plislusny fez a také pravé kdyz je y € M_,q (resp. x € Mp.).

3. Pro kazdou funkci f proménnych z,y (tj. pro kazdé zobrazeni z RPT4 do R*)
budeme definovat funkce f(-,y) a f(x,-) takto: Pfi kazdém pevném y € R? je

(115)  (f(-,y))(z) := f(x,y) pro vSechna x € RP, pro néz mé prava strana smysl,
a pii kazdém pevném z € RP je
(116)  (f(z,))(y) := f(x,y) pro vSechna y € RY, pro néz ma prava strana smysl;

nékteré z téchto funkci mohou mit samoziejmé prazdny defini¢ni obor.
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Véta 19.23. Plati tato tvrzeni:
1. Kartézsky sou¢in méfitelnych mnozin A C RP a B C RY je méfitelny, pficemz

(117) tiptq(A X B) = pip(A) - piq(B).

2. Pro kazdou pu4,-méfitelnou mnozinu M C RP? jsou pg-skoro vSechny mno-
ziny M(-,y) C RP a p,-skoro vSechny mnoziny M (x,-) C RY méfitelné, pficemz

(118) peal00) = |

R4

pp(M (-, y)) dy :/

a(M(,)) do.

RP

3. Rovnost p,1q(M) = 0 plati, pravé kdyz je pu,(M(-,y)) = 0 pro pg-skoro
vSechna y € R? a také pravé kdyz je piq(M(z,-)) = 0 pro pp-skoro vsechna x € R?.

4. Necht f je métitelnd v mnoziné M C RPT4. Pak je funkce f(-,y) méFitelnd
v M(-,y) pro pg-skoro vSechna y € R? a funkce f(z,-) je méfitelnd v M(x,-) pro
tp-skoro vSechna x € RP.

5. Je-li A C RP méfitelnd mnozina a je-li f = (f1,..., fq) : A — RY funkce, jejiz
vSechny slozky fi, : A — R jsou méfitelné, je pip4q(gr f) =0.

Poznamka 19.12. Nézorny vyznam prvni rovnosti (118) mozné lépe vynikne,
nahradime-li mnoziny M-, y) piislusnymi fezy: Pro kazdé y € RY nejdfive ,pfene-
sme* miru y, z RP do nadroviny N (y) := {(x,y) € RP*9; x € RP } tim, ze definujeme
v(W) := pup(Wpe) pro kazdou mnozinu W C N(y), jejiz pramét W, do RP je mé-
fitelny. Je-li M C RPT4, je pak p,(M(-,y)) rovno v(M(y)), kde M (y) znamend Fez
mnoziny M ptisludny k y, a miru mnozinu M ziskdme integraci (,,podle y pies R%“)
mér v(M (y)) Fezit mnoziny M. (Podobné pro druhou z rovnosti (118).)

Priklad. Jeli M := U((0,0),1) (otevieny jednotkovy kruh v roviné),
lze jeho obsah ziskat takto: Uvazime pfedevsim, ze fez kruhu M pfislusny k y je
prazdny (takze v(M(y)) = 0), je-li |y| > 1. Je-li naopak |y| < 1, je Fez (oteviend)
tsecka s krajnimi body (++/1 — 42, y), takZe nyni je v(M (y)) = 24/1 — y2. Integrace
funkce (M (y)) pres R se redukuje na integraci ptes interval (—1,1) a jeji vysledek
f_ll 2¢/1 —y?dy = « je hledany obsah kruhu M. (Vidime pfitom, Ze ,pfendseni“
mér z ménédimenzionalniho prostoru do prostoru vétsi dimenze neni napf. v ge-
ometrii nic neobvyklého: Délku tusecky definujeme jako vzdalenost jejich krajnich
bodt v prostoru jakékoli dimenze.)

Priklad 19.5. V roviné maji nulovou miru napf. vSechny pfimky (a tim spise
vSechny poloptimky a tsecky), vSechny kuzelosecky, lemniskata, ale nap¥. také kar-
tézsky soucin Cantorova diskontinua s R a grafy vSech méfitelnych realnych funkei
jedné proménné.

V R3 maji nulovou miru nejen viechny roviny a pifmky (a jejich ¢sti), ale
i vSechny kvadriky (sféry, plasté valcii a kuzelt, paraboloidy, hyperboloidy) a napt.
i mnoziny Q x (R — Q) x R, R? x Q, Cantorovo diskontinuum kartézsky nasobené
R? a grafy vSech méFitelnjch redlnych funkci dvou proménnych, stejné jako grafy
viech méfitelnych zobrazeni z R do R2.
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Véta 19.24. (Fubiniho véta.) Necht M C RP™? a necht existuje integral [,, f.
Pak pro p,-skoro vSechna x € RP resp. pro pi,-skoro vsechna y € R? existuje integrél

(19 6w = [ ) e B [ )

M()U)

a plati rovnosti

(120) /Mf:/sz o

Dodatek. Je-li A C R? resp. B C R? méfitelnd mnozina obsahujici priimét M.
resp. M_,, mnoziny M do RP resp. RY, je

(121) /Mf:/AG resp. /Mf:/BH.

Poznamka 19.13. V teorii musime byt opatrni, protoZe napf. ortogonalni prumeét
po-méfitelné mnoziny M C R? do osy x nemusi byt p;-méfitelny: Staci zvolit
néjakou neméfitelnou mnozinu N C R a definovat M = {(z,2) € R?*; 2 ¢ N}.
Protoze M je ¢asti pfimky o rovnici y = x, je po(M) = 0; M je tedy po-méfitelnd
mnozina, jejiz ortogonalni primét N do osy x je p1-nemeéritelny.

V podetni prazi viak vétsinou integrujeme pres mnoZiny M C RPYY, jejich hra-
nice ma miru 0; pak je

/ f :/ f, existuje-li jeden z integrali,
M int M

a priméty oteviené mnoziny int M (do R? i do R?) jsou zfejmé oteviené. Misto pres
mnoZiny A, B lze pak ve (121) integrovat primo pres priméty My a M_,.

Poznamka 19.14. Tvrzeni vyslovend ve vété 19.24 jsou sice po formalni strance
zcela korektni, ale v pocetni praxi, kdy jsou integrandy dany ,pfedpisy“ resp.
wvzorci“, kterymi se hodnoty funkci vypocitavaji z hodnot ,nezévisle proménnych*
x,y, ddvame prednost struc¢néjsSimu znéni a nazornéjsimu zapisu:

Je-li ortogonalni priumét M,. resp. M_,, mnoziny M C RPT? do prostoru R?
resp. R? méritelny, je

(1224) // f(z,y) dedy = / (/ flz,y) dy) dx, existuje-li integral vlevo,
M Mp(— M(wx)

resp.
(1229) // f(z,y) dedy = / (/ f(z,y) dx) dy, existuje-li integrél vievo.
M —q Y M(-y)

Integral vlevo se nazyva dvojny, integraly vpravo jsou dvojnasobné. Nedélitelny
symbol dxdy vlevo znamend, Ze integral je dvojny a integra¢ni proménné se jmenuji
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x,y. Symboly dz, dy na pravych stranach ukazuji, ,podle které proménné zrovna
integrujeme“. V prvnim pfipadé tedy funkei f(z,y) integrujeme nejdiive podle y
pfi pevném, ale libovolném = € M, pfes prislusnou mnozinu M(z,-) a vysledky
téchto integraci pak zintegrujeme podle x pres primét M, mnoziny M do RP.

Podobné lze samoziejmé popsat dvojnasobnou integraci i ve druhém piipadé;
vymeéni se jen z a y.

POZOR VSAK! Pro platnost rovnosti (1221) a (1223) je (v obou piipadech)
podstatné, Ze existuje integral vlevo; existence integralti vpravo nestaci!

Priklad 19.6. Polozme
22 — 42

(123) flz,y) = m

a vypocitejme oba dvojniasobné integréily pies otevieny étverec M := (0,1) x (0,1).
Snadno zjistime, ze

1

1 1 1
(124) /Of(fl?,y)dy:m, /Of(xvy)d:r:_ryg;

z toho je patrné, ze

(125) /01 (/Olf(w,y)dy)dw=£ /01 (/Olf(%y)dw)dy:—g

Protoze dvojndsobné integrdly maji rizné hodnoty, dvojny integrdl neexistuje.
Tento velice jednoduchy piiklad (v némz je integrand racionalni funkce dvou
proménnych, spojitd v integraénim oboru) by proto mél byt diiraznym varovanim —

piedpoklady aplikovanych vét se vyplaci ovérovat! 1) | Prakticky® je ovSem tfeba
dat pozor jen na integraci funkci ménicich znaménko, protoze integral z méfitelné
nezéporné (resp. nekladné) funkce pfes méfitelnou mnozinu existuje vzdy.

Cviceni 19.17. Dokazte (pfimym vypocétem), Ze dvojny integral z predchazejiciho
prikladu neexistuje proto, Ze integrand je v otevieném trojahelniku s vrcholy (0,0),
(1,0), (1,1) kladny, pfi¢emz pfislusny integral je roven +oo, zatimco integral pies
otevieny trojuhelnik s vrcholy (0,0), (0,1), (1,1), v némz je integrand zaporny, je
roven —oo. (Disledek: [, fT = [,, f~ = 400.)

19) Vzpominam si, %e kdysi davno skupina vysokogkolskych ucitelti, uctivacti (bezduchého)
kalkulu, diskutovala o otdzce, ¢emu zZe se vlastné v tomto pripadé rovna integral funkce f pres M :
Prvnimu, nebo druhému vysledku ze (125), nebo snad jejich aritmetickému primeéru ? Nezbyva nez
doufat, ze se podobné ,problémy* jiz na vysokych skolach nefesi. V soucasné dobé je vSak treba
ddat pozor pri integraci pomoci pocitacovych programi, protoze napf. dvojna integrace se v nich
nahrazuje dvojndsobnou; omezime-li se tedy nap¥. na prvni z integrald (125), ujde nam, Ze druhy
se mu nerovnd, a nezjistime, ze dvojny integral viibec neexistuje. Je to ovSem jesté daleko horsi:
Ani kdyz se oba dvojndsobné integrdly néjaké funkce rovnaji 0, neplyne z toho existence integrdlu
dvojného! (Staci zvolit funkei f(x,y) - sgnx misto funkce (123) a integrovat pres (—1,1) x (0,1).)
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Poznamka 19.15. Aplikaci Fubiniho véty 1ze ov§em (v p¥ipads, ze p+q > 3) opa-
kovat tak dlouho, az dostaneme samé jednorozmérné integraly (které pak muZzeme
pocéitat jako integraly Newtonovy, jsou-li splnény piislusné podminky). Podobné
jako pii integraci pies mnozinu M C R? rozlisujeme dvojny a dvojnasobny integral,
mluvime v pfipadé mnoziny M C R? o integralu trojném a trojnasobném.

Priklad 19.7. Vypoditejme trojny integral
(120) [ [[ @+ 12y dndydz, e 2= (g 2)ia® 447 <1, 12 S 1-2),
M

ktery ma fyzikdlni vyznam momentu setrvacnosti vzhledem k ose z télesa M (s hus-
totou rovnou 1), kde M je — geometricky feceno — vélec 22 + y? < 1 sefiznuty“
rovinami z = +(1 — z) (jejichz poloroviny, uréené nerovnosti < 1, tvofi ,klin®).

Konstatujme predevsim, ze M je kompaktni mnozina a ze integrand je spojita
nezapornd funkce; integral tedy jisté existuje. Trojrozmérnou integraci rozdélime na
dvojrozmérnou (vné) a jednorozmérnou (uvnitt¥). Primétem mnoziny M do roviny
xy je kruh K := {(z,y); 22 + y? < 1}, protoze pro kazdy bod (x,y) € K je napf.
(x,9,0) € M, ale zadny bod (x,y, z), pro n&jz je x> +y> > 1, v M zfejmé nelezi. Je-li
(z,y) € K, je |z| <1abod (x,y,z) lezi v M, pravé kdyz je —(1 —z) <z <1-—uz.

Dvojny integral pres K prevedeme v dalsim kroku na dvojnasobny; primétem
mnoziny K do osy x je interval (—1,1) a ez pfislusny ¢islu x z tohoto intervalu je
charakterizovan nerovnostmi —v'1 — 22 <y < V1 — 22.29)

Integrél (126) se tedy rovna ')

(127) // (/w:””(xz +y?) dz) dzdy = 2 // (@2 + y?)(1 — z) dedy

z24y2<1 z24+y2<1

a to je dale rovno

(1277) 2/11 (/Z(x2 )1 —2) dy)dx _

g/l (1-2)V1—22(1+22%)de =,

-1
jak ¢tenaf, ktery nase vysledky piepocitava, po jisté namaze jisté také zjistil. 22)
* ok %

20) Mnoziny M a K z tohoto ptikladu si lze velmi dobfe pfedstavit a geometricky nazor nam

geometrickd predstava Casto selhava, je vhodné ucit se prauméty a fezy hledat ,aritmeticky“, pouze
na zakladé pfislusnych nerovnosti a podle definice priumétt a fezu.

21) Aby se nezavadéla zbytecna nova oznadeni, asto se podminka nebo podminky, které inte-
gracni obor definuji, pisi pfimo pod integral.

22) Vypoditat posledni integrél (asi substituci x = sint) chvilku trva; za chvili se viak vratime

k dispozici potfebny nastroj — vétu o substituci pro vicerozmérné integrély.)
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ProtozZe véta o substituci operuje s difeomorfismy, je dilezité védét, ze jak méfi-
telnost mnoziny, tak i mé¥itelnost funkce je vii¢i nim invariantni a Ze obrazy (i vzory,
protoZze zobrazeni inverzni k difeomorfismu je také difeomorfni) mnozin miry 0 maji
také miru 0:

Véta 19.25. Je-li Q C RP a je-li & : Q — RP difeomorfismus, plati tato tvrzeni:

1. Je-li X C Q méfitelnd mnozina, je i mnozina ¢(X) méritelna.

2. Je-li X CQ, pup(X) =0, jeip,(P(X))=0.

3. Je-li funkce f méfitelnd v mnoziné Y C &(Q), je funkce f o & méfitelns
v mnoziné &_1(Y).

Véta 19.26. (Véta o substituci.) Je-1i Q@ C R? a je-li @ : Q — RP difeomorfismus,
plati tato dvé tvrzeni:

(128) McQ = /f = /(f o®)| detd'|, ma-li jedna strana rovnosti smysl;

®(M) M

(129) N C o(Q) = /f = /(f o ®) | det |, ma-li jedna strana rovnosti smysl.

N ®_1(N)

Poznamka 19.16. Pro ,vypocetni praxi“ je duleZité promyslit si tyto principy:

1. Protoze rovnosti (128) a (129) plati, ma-li jedna jejich strana smysl, nemusime
ovérovat existenci integrdli vlevo, tedy pred substituci. Substituci pfirozené prova-
dime proto, aby se integral zjednodusil, a staci, abychom ovérili existenci integrdlu
vpravo, tedy integralu, u néhoz by ovéfeni meélo byt jednodussi. Nelze pochopitelné
vyloucit, Ze substituce prokaze neeristenci integralu vlevo (viz napf. Cv.19.50).

2. Neni nutné, aby integraly v (128) a (129) byly konecéné, véta 19.26 nic podob-
ného nezéda. To je prakticky dilezité zejména v piipadé, ze integrujeme métitelnou
nezépornou funkci (napf. majorantu jiné funkce), kterd ma (koneény nebo neko-
nefny) integral vzdy; teprve po aplikaci Fubiniho véty nebo véty o substituci se
leckdy dodate¢né dozvime, zdali integral konverguje nebo ne. 23)

Vse, co bylo pravé uvedeno, plati samoziejmeé jen za predpokladu, Ze substituugjici
funkce @ i mnozina M resp. N splniuje predpoklady véty o substituci. [

23) Ucebnic a monografii zabyvajicich se integraly je velmi mnoho a jejich kvalita neni stejna.
Integralni pocet pojaty jako kalkulus se o pfesné znéni vét mnohdy nestara a jen pocita a po-
¢itd. Monografie o teorii integralu se spise zabyvaji elegantnim zavedenim definic, odvozovanim
vlastnosti rtiznych integraltt a porovnavanim jejich existence, nez aby ctenafi davaly navody, jak
pocitat konkrétni ptriklady. V pfipadé Lebesgueova integralu se autori ¢asto omezuji na konecné
integraly, protoze se s nimi daleko jednodusSeji pracuje. Mame-li vSak pfi aplikaci Fubiniho véty
a véty o substituci nejdfive dokazovat, ze pocitany integral je koneény, miZzeme mit zna¢né potize.
Pro c¢tenafe jsou proto asi nejcennéjsi knihy, v nichz se podle vylozené teorie dobfe pocita. Jsem
presvédcen, ze knihou, v niz jsou metody vypoctu Lebesgueovych integrali vylozeny vynikajicim
zpusobem, je Jarnikova uéebnice [13], v niZ jsou patrné poprvé v celosvétové literatufe obé ci-
tované véty dokdzany bez predpokladu konecnosti prislusnych integrali. A jen takto formulované
véty umoznuji v fadé pripadu vypocet kvalifikované odstartovat.
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Stejné jako je pro vypocet jednorozmeérnych integrald nutné znat nékteré bézné
substituce, ani v pfipadé vicerozmérnych integralii se bez explicitni znalosti né-
kterych difeomorfismii @ neobejdeme 24); u nejéastéji uzivanych difeomorfismi se
vyplati pamatovat si i determinanty piislusnych matic @'

Priklad 19.8. Permutace soutadnic je jednim z nejjednodussich difeomorfismi
RP? na RP. Je to zobrazeni definované rovnosti

(130) D(xy, w2, ..., 2p) 1= (Tiyy Tin, -, T4 ),

kde p-tice (i1,12,...,1p) je permutaci p-tice (1,2,...,p). Je pak det §' = £1 a tato
rovnost zna¢né zjednodusuje pravé strany rovnosti (128) — (129). Protoze permutaci
soutadnic 1ze provést v kazdém integralu, ktery existuje, je zfejmé, ze pri prevadeént
vicerozmeérnéeho integrdlu na integraly meénérozmeérné nezdleZi na poradi promén-
nych, podle nichZ se postupné integruje.

Ve Fubiniho vété samé neni tedy nutné, aby se p + ¢ soufadnic bod# z € RPTY
rozdélovalo na p-tici prvnich a ¢-tici poslednich soutadnic — lze zvolit jakoukoli
permutaci (k1,...,kp, kp+1,---,kptq) Cisel 1,....p,p+1,...,p+ ¢ a bod z napsat

jako dvojici (z,y), kde  := (2ky,- -+ 2k, )s ¥ := (Zhpias- - Zhpiy)-

Priklad 19.9. Obecnéjsim difeomorfismem prostoru R? na sebe, nez je permutace
soutadnic, je linedrni zobrazeni &, pro néz rovnost y = @(x) znamena totéz jako
platnost rovnosti (37), kde matice A koeficienti ;i je reguldrni. Na pravych stra-
nach rovnosti (128)—(129) je pak det® = det A # 0. Z algebry je znamo, Ze pro
tzv. ortogondlni transformace (zachovavajici ortogonalitu soufadnicovych os a ne-
ménici méfitka na nich) je det &’ = +1 jako v pfipadé permutaci soufadnic, protoze
ty jsou jen specialnim pripadem ortogonalnich transformaci.

P¥iklad 19.10. Jedna z nejuzite¢néjsich nelinearnich substituci v R? souvisi s pre-
chodem od kartézskych souradnic x,y k poldrnim souradnicim r,¢; je x = rcosp,
y = rsin g, a piislusné zobrazeni je tedy

(131) b(r, @) := (rcosp,rsing);
& je t¥idy Coo v celé roviné R?, pii¢em7 determinant

cos ¢ sin

, _ —
(132) det @ (Ta 90) - —r Sin(p T Ccos @ N

je nenulovy vSude kromé pocatku.
Oznacime-li

133 P, :={(rcosa,rsina); reRL}, Q4 :=Ri x (a,a+27
+

pro kazdé a € R, snadno zjistime, ze

(134) & zobrazuje mnozinu ), difeomorfné na mnozinu R* — P, .
24) Na rozdil od kapitoly 16 ptijde nyni o ,,globalni“, nikoli ,lokalni“ difeomorfismy.
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Protoze polopfimka P, méa (dvojrozmérnou) miru 0, lze z integraéniho oboru
N v rovnosti (129) vynechat v8echny body lezici v P,, aniz se cokoli podstatného
zmeéni. Z toho plyne tento velmi dilezity zaveér:

(135) P#i transformaci kartézskych soufadnic na poldrni Ize tvrzeni (128) a (129)
uzit s libovolnymi méfitelnymi mnozinami M C R? a N C R2.

Podobné tvrzeni plati ziejmé i pro cylindrické souvadnice r,,z v prostoru R3,
které ponechavaji beze zmény tieti kartézskou soutradnici z a jejichz vztah ke dvéma
prvnim kartézskym souiadnicim z,y je dan rovnostmi x = r cos @,y = 7 sin .

wewvs v

Priklad 19.7 — ekonomiétéjsi feSeni. Vratme se k (127) a v integrélu vpravo
prejdéme k polarnim soufadnicim:

(127%) 2 // (22 +9*)(1 — z) dedy = 2 // 3 (1 —rcosg)drdp =

x24y2<1 0<r<1
0<p<2m

1 27 1
2/ (/ T3(1—rcos<p)dg0)d1":4ﬂ'/ rddr =,
o “Jo 0

protoze fo% cospdp = 0.

Pfiklad 19.11. Trojrozmérnou analogii polarnich soufadnic jsou v R3 sférické
soutadnice r, @, 1, jejichz vztah ke kartézskym souradnicim je dan rovnostmi

(136) (x,y,2) = D(r,p,9) := (rcospcost, rsinpcosd, rsind}).
& je t¥idy Coov celém R? a determinant

cospcosy —rsinpcos? —rcospsind
(137)  det®'(z,¢,9) = |sinpcos’ rcospcost?d —rsinpsind | = r?cos?
sin 0 rcos?

. PP S 1
je nenulovy, pravé kdyz je r # 0 a ¥ # 57 mod 7.
Snadno se ovéfi, ze 1) restrikce zobrazeni ¢ na mnoZzinu

(138) Q:=Ry x (0,27) x (=3, 37)

je prosta, 2) r je vzdélenost bodu (136) od pocéatku, 3) thly ¢, ¥ odpovidaji (pfi
pevném r) zemépisné délce (méfené od 0° do 360°) a zemépisné Sifce (méfené od
—90° do +90°), 4) mnozina &(2) neobsahuje zadny bod (z,y, z), kde z > 0,y = 0,
ale obsahuje viechny body ostatni body (z,y, z) € R®. Z toho plyne, Ze

(139) & zobrazuje mnozinu Q difeomorfné na prostor R3, z néhoz je vynechdna
uzaviend polorovina ohranicena osou z a obsahujici kladnou poloosu osy x,
tj. mnozinu vSech bodi (z,0,0), kde z ¢ Ry.
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Uvézime-li, Ze vynechand mnozina ma trojrozmérnou miru 0, vidime, ze

(140) zobrazeni @ Ize ve vété o substituci uZivat bez omezeni, tj. pro jakykoli
(méFitelny) integracni obor obsaZeny v R3.

Interval (0,27) v (138) Ize pfitom nahradit jakymkoli otevienym intervalem
délky 2m. Zvolime-li napf. interval (—m, ), budeme ,zemépisnou délku“ podcitat
od —180° do +180° a vynechana bude polorovina ohranic¢enéd osou z a obsahujici
zapornou poloosu osy x.

Priklad 19.12. Ovéfme znamy vzorec pro vypocet objemu koule. Protoze Le-
besgueova mira je invariantni vici posunutim, lze predpokladat, ze stfedem koule
K o poloméru R ¢ Ry je bod (0,0,0). Pfejdeme-li od kartézskych soufadnic ke
sférickym a uzijeme-li V.19.26 spolu s V.19.24, ziskdme rovnosti

us(K) = /// 1 dedydz = /// 2 cos ¥ drdpdd =

r24+y2+22<R 0<r<R, 0<p<2m
—7/2<9<7/2

/R (TQ/F/j (cosﬁ/%dgp)dﬁ)dr_27r-2/Rr2dr—%ﬂ'Rg.
0 /2 0 0

Aplikace véty o substituci a Fubiniho véty probéhla zcela bez potiZi; integrand
1 je spojity a nezdporny a transformaci do sférickych soufadnic lze provadét bez
omezeni. Protoze integrand v poslednim integralu v prvni fadce nezavisel na ¢,
integrovali jsme nejdiive (= uvniti) podle ¢, pak podle ¥ a nakonec podle r; vSechny
jednorozmérné integraly jsme pocitali (v souladu se (109)) jako Newtonovy.

Priklad 19.13. Vypoctéme tzv. Laplacelv integral
+oo 5
(141) I::/ e " dx,
0

ktery elementarnimi metodami zaloZenymi na primitivni funkci pocitat nelze, pro-
toze primitivni funkce integrandu nepatii mezi tzv. elementarni funkce.

Protoze funkce e~ (@’ +v°) je spojita a kladna ve ¢tvrtroviné Q := Ry x Ry, lze
aplikovat Fubiniho vétu:

+oo +oo +oo
// e~ (@) dxdy = / (e‘m2 / eV’ dy) dx = / Te ™ dz =12,
/S 0 0 0

Vsechny integraly jsou samoziejmé Lebesgueovy; jejich konecnost dokazovat ne-
musime, protoze Fubiniho vétu lze aplikovat i na integrdly rovné +oo. (Nebylo by
to vSak nijak obtizné, protoZze (141) je podle vét 10.3 a 10.11 zéroven integrélem
Newtonovym — majorantou integrandu je v intervalu (1,+o00) napft. funkce z72.)
Ani k pfechodu k poldrnim soufadnicim informaci o kone¢nosti integralu (141) ne-
potfebujeme.
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Véta o substituci spolu s Fubiniho vétou vedou k rovnostem

2 7( 2+ 2) a2 +oo 2 7T/4
1" = e\ Y ) dydy = re” " drdp = (Te " d(p)dr:
0 0
Q

0<r<+oco

0<p<m/4

1 1 —r2]toe 1
im[—ge }o =7

Protoze f > 0, jei I > 0; z toho je patrné, Ze
+o0 2
(141%) I::/ e dr=1iyn.
0

Poznamka 19.17. Ctenaf si jisté vsiml, Ze jsme v piedchazejicich piikladech
nekolikrat vytkli pred integral skoro vSude nenulovou funkci proménné, podle které
se zrovna neintegruje. Dodejme, Ze integral ze soucinu dvou funkci, z nichz kazda
zavisi jen na jedné proménné, lze nékdy napsat jako soucin integralii:

Pro kazdé dvé mnoziny A C RP, B C RY plati rovnost

(142) //f(s)g(t)dsdt:/f(s)ds~/g(t) dt
A B

AxB

za predpokladu, ze je bud f € L(A) a g € L(B), nebo Ze obé funkce jsou méfitelné
a nezaporné (skoro vsude v A resp. v B).

POZOR VSAK! K platnosti rovnosti (142) nestaci, aby jeji pravd strana méla
smysl: Polozme totiz A = (-1,2), B=Ry, C = Ax B, f(zx) =z, g(y) = 1;
v mnozing CT = (0,2) x Ry (resp. C~ = (—1,0) x Ry) je pak fg > 0 (resp.
fg < 0). Na pravé strané (142) je

2 —+o00
/ :vdac-/ ldy =3 (4+00) = 400,
-1 0

ale integral vlevo neexistuje, protoze

2 —+o00
/(fg)"':/ :zrda:dy:/ xda:~/ 1dy =2 u(Ry) = +o0,
C c+ 0 0

/C(fg)—/(—x)dxdy—/0(—x)dx~/0+ooldy_%~;L(R+)_—|—oo,

-1

(Kdybychom byli polozili A = (—1,1), byl by na pravé strané rovnosti (142)
soudin 0- (+00) = 0, coz by mohlo vést k domnénce, Ze pFi¢inou neplatnosti (142) je
,hespravna definice“ tohoto sou¢inu. Takova domnénka by vsak byla mylna, protoze
pro nezdporné funkce f, g rovnost (142) plati i v pfipadsé, ze vpravo je 0- (+00).)

X 3k X%
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7 Fubiniho véty je odvozena vypocetni metoda nazyvana integrace podle para-
metru: V jednorozmérném integrdlu napiseme integrand nebo jeho vhodnou cdst ve
tvaru integrdlu a zménime integracni poradi; nékdy se stane, ze integral lze pak
vypocitat. Ilustrujme to na jednom Lebesgueové a na jednom Newtonové integralu:

Priklad 19.14. Predpokladejme, Ze 0 < a < b < +00, a v integralu

T arctg br — arct
(143) I(a,b) ::/ arctgbx — arctgax
0

x

z nezéporné funkce (coz zarucuje jeho existenci) piepi$me integrand ve tvaru?®)

(144)

arctg br — arctgar {arctg xy }b _ /b dy
a

x x y=a 1+ 22y2°

Je tedy

(145) I(a,b) = /0+°O(/ab #ﬁzyz)d;ﬂ

a radi bychom védéli, 1) zdali 1ze pofadi integrace podle y a x obratit a 2) zdali to
k nééemu bude. 26)

Dvojny integral funkce 1/(1 + 2%y?) pies (0, +00) x (a,b) existuje (protoze inte-
grand je spojitd nezdporna funkce) a je (podle Fubiniho véty) roven nejen integralu
(145), ale i integralu

b T dg b rarctg xy 1+o° b r m b
o) [ (TR - [ [ g [ Tl
(146) /a /o 1+ 22y? Y a Y om0 Y o 2y YTy

Tim je dokazano, ze pro vSechna konecné kladna ¢isla a < b je

+°° arctg br — arct b
(143%) I(a,b) = / arctgbe —arctgaz | zlg—;
0 x 2 7a

je vSak zfejmé, ze pfedpoklad a < b (ktery se nam hodil pfi vypoctu) je zbyteény.
* k%

Ackoli vSechny limity (v metrickych prostorech) lze pfevést na limity posloup-
nosti, je pfevadéni limity, napf. lim,_,, f(z)), na limity posloupnosti lim_,~ f(zx),
kde a # xr — a, mnohdy zbyte¢nou komplikaci problému. Ve druhém piikladu na
integraci podle parametru (ale nejen tam) se spiSe nez véta 19.17 (o limitnim pfe-
chodu za znamenim integralu pro majorizovanou posloupnost) hodi jina verze této
vety:

25) Jednou z potizi integrace podle parametru je nalézt vhodny ptepis integrandu nebo jeho

¢asti; pomiize bud hleddni v paméti, nebo v tabulkach integralii.
26) Protoze podminka 2) asi v neznamé situaci nebude na prvni pohled patrna, je lépe nejdiive
zkusit, zdali zménou poradi integrace né¢eho dosdhneme, a jen v pripad€, ze ano, ovérit dodatecné

korektnost postupu.
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Véta 19.17*. (O limitnim pfechodu za znamenim integralu — 2. verze.) Necht
c e R* a M C RP; necht existuje okoli P(c) tak, Ze pro kazdé z ¢ P(c) je funkce
f(z,2) proménné r méfitelnd v M, a necht existuje funkce g € L(M) a mnoZina
N C M miry 0 tak, Ze nerovnost | f(x,z)| < g(z) plati pro vSechna © ¢ M — N
a vSechna z € P(c). Pak

(147)  lim f(x,z) = F(x) pro vSechnax ¢ M — N = lim | f(.,2) = / F.
M

zZ—rcC zZ—cC M
Analogicka tvrzeni plati pro limitu zprava a zleva v bodech c ¢ R. [

Priklad 19.15. Vypocitejme Newtonuv integral

+oo s
(148) I:= / % gz,
0

T

jehoZ integrand nemé elementarni primitivni funkci. Postupujme nejdiive ryze for-
malné, abychom vidéli, zdali nas postup k nécemu povede.

Uvazime-li, ze rovnost
1 M
- = e Ydy
z 0

plati pro kazdé x € Ry, vidime, Ze (148) lze napsat ve tvaru

—+o0 —+oo
(149) I= / (sin:z:/ e~ dy) dx.
0 0
Kdybychom obratili pofadi integrace podle = a y, dostali bychom integral
—+oo +oo
(150) / (/ e sinx d:c) dy =
0 0

teo oy COST + ysinx 7+ oo dy T
e [
0 14+y2 2=0 o 1+y%2 2

Ziejmé tedy zbyva dokdzat rovnost integralti (149) a (150). Pofadi integraci
podle x a y lze podle V.19.24 zménit, existuje-li prislusny dvojny integral; ten
ovSem v nasSem pripadé zcela urcité neexistuje, protoze kdyby existoval, byly by
v8echny napsané integraly absolutné konvergentni, a integral (148) konverguje jen
neabsolutné. 27)

Neabsolutni konvergence integralu (148) je zptisobena jeho horni mezi, protoze
integréal od 0 do z funkce (sinz)/x konverguje pro kazdé z ¢ R absolutné. Dtikaz,
ze pro kazdé takové z konverguje dvojny integral

(151) // e sinzdrxdy, kde Q:=(0,z) x Ry,
Q
27) Tato situace nastane tedy vizdy, kdy#z se v Lebesgueové teorii snazime neabsolutné konver-

gentni integral pocitat integraci podle parametru.
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zjistime pomoci majoranty; na prvni pohled nejjednodussi majoranta e~*¥ bohuzel
nepatii do L£(2), protoze

z —+o0 z
(152) // e Ydzdy = / (/ e " dy) dx = / do = +o00.
o 0o “Jo o T

,Vinna“ je ovSem tentokrdt dolni mez; u pocatku jsme funkci e *Ysinx od-
hadli pfili§ hrubé, protoze funkce sinz je ,blizko nuly“ ,daleko mensi“ nez 1. Uzi-
jeme proto lepsi odhad | sinz| < x; pocitdme-li podobné jako v (152), zjistime, ze
[Jqxe™™ = z; dvojny integréal (151) tedy skuteéné konverguje.?®) Podle Fubiniho
véty se rovna dvojnasobnym integralim

i Foo *sinx
1 “®sinxdy ) dr = d
(1534) /0 (/0 e sinx y) x /0 —de

a

“+oo z
(1532) / fly,2)dy, kde f(y,z):= / e sinzdzx.
0 0

Abychom ziskali integral (148), sta¢i ve (1531) provést limitni pfechod z — +o0;
totéz je proto tieba provést i s integralem (1533), kde se vSak limitni pfechod musi
provést za znamenim integralu.

Aplikujme proto vétu 19.17*: Je

)

Fly,2) = [_ oY cos:ij—_zyﬂsinx E:O _1- e—yz(lcis;;— ysin z)
pricemz absolutni hodnota citatele posledniho zlomku je mensi nez 3, protoze
le ¥ cosz| <1, |e ¥ysinz| <yze ¥* <max{we “;weR;}=e ' <1.
Funkce 3/(1 +y?) lezici v £(R.) je tedy majorantou funkce f(y, z) a podle véty

19.17* miizeme limitni prechod z — 400 za znamenim integralu provést. Protoze
lim, s o f(y,2) = 1/(1 +y?) (pro viechna y € R,), je tedy opravdu

+oo +oo d
. Yy T
148* I=1 dy = =_-.
(148") Jm ) Fwz)dy /0 57~ 2

% % Xk

Znacny vyznam maji v teorii i pfi vypoctu rtiznych integralti tato dvé tvrzeni:
28) Vsimnéme si opét, jak zasadni vyznam ma platnost Fubiniho véty i v p¥ipadé, Ze se dvojny
integral rovna +o0. V nejriznéjsich situacich, stejné jako v ptikladu pravé reseném, zkousime rtzné
majoranty, abychom dokézali konvergenci integralu, jehoz integrand méni znaménko. Pti bézném
pocitani jsou majoranty jisté méfitelné a z definice jsou nezaporné; existence jejich dvojného
integralu je tedy zarucena, ale teprve po prevedeni na dvojnasobny integral jsme schopni zjistit,
zdali je dvojny integral koneény nebo ne.
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Véta 19.27. (O spojitosti integralu zavislého na parametru.) Necht M C RP?,
necht (X, p) je metricky prostor a necht A C X . Necht funkce f proménnych x ¢ R?
a a ¢ A spliuje tyto predpoklady :

1. Pro kazdé o € A je funkce f(-, &) méfitelnd v M.

2. Pro skoro vSechna x € M je funkce f(x,-) spojitd v A.

3. Pro kazdé o € A existuje § > 0 a funkce g € L(M) tak, Ze

(154) a'eA pd,a)<é = |f(x,a)| <g(x) pro skoro viechna x € M.
Pak je integral |, 1 f (-, ) spojitou funkci parametru o v A.

Véta 19.28. (O derivovani integralu podle parametru.) Necht' I C R je otevieny
interval a necht f je funkce proménnych x ¢ M C RP a a € I. Necht déle plati:

1. Integral [, f(x, ) da konverguje aspori pro jedno a € I.

2. Pro kazdé a € I je funkce f(-,«) méfitelnd v M.

3. Existuje systém S otevienych intervali, jejichz sjednocenim je I, tak, Ze pro
kazdy interval J ¢ S existuje funkce g € £L(M) a mnozina N C M miry 0 tak, Ze

(155) xeM—N,aeJﬁ’g—i(x,a)’gg(x).

Pak integral F(a) := [, f(z, a) dz konverguje pro viechna a € I a je

of (z,
(156) F'(a) = / Of(w, ) dx pro kazdé ael.
M 80&
Poznamka 19.18. Piseme-li z = (21, ..., z;), vystupuji ve vété 19.28 realné pro-
ménné z1, ..., T,, podle nichz se integruje, a proménné «, podle niZ se neintegruje a

ktera se v této souvislosti nazyva parametr. Tteti predpoklad véty 19.28 znamena,
Ze parcialni derivace 0f /O« funkce f podle parametru o ma majorantu g € L(M)
nezavislou na « ,,lokdlné*, tedy v jistém okoli kazdého bodu « € I. Tento predpoklad
odpovida tomu, Ze derivovani je lokalni operace; pfipad S = {I}, kdy mé derivace
majorantu z £ nezavislou na parametru v celém I, neni samoziejmé ,zakazan“, ale
v konkrétnich prikladech jde spise o vyjimku. O

Véta 19.28 se hodi k rychlejsimu a elegantnéjsimu vypoctu nékterych elemen-
tarnich integral i k vypoctu nékterych integrall, jejichz integrand nepatii mezi
elementarni funkce. UkaZzme to na nékolika prikladech.

Priklad 19.16. Vyjdeme-li z rovnosti

1
1
(1570) /0 CCa dCC e a——|—]_7 kde Qe (-].,—FOO)

a kde vlevo je Lebesguetiv integral, ktery je zaroven integralem Newtonovym, a uva-
zime-li, Ze parcialni derivaci z® lg z integrandu podle « lze v kazdém intervalu

(158) J:=(B,4+00), kde € (-1,+00),
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majorizovat funkei z° | Ig |, kterd lezi v £((0,1)) (protoze napf. pro v := (8 +1)
je|lgz| = O(z™7) pro x — 0+, tedy 27| lgz| = O(2°~7), a fol 2#~7dx konverguje,
protoze 8 — v = %(B —1) > —1); za S lze tedy ve vété 19.28 zvolit systém vSech
intervalli (158). ProtoZe i ostatni pfedpoklady véty 19.28 jsou zfejmé splnény, je

1 1
. dz® 1\ 1
(157) /0 v lgxdx—/o 3—ad$_(o¢+l) T (a+1)?

pro kazdé o € (—1, +00).
Protoze pro kazdé n € N a kazdé x € R, je

o"x®

(159) S

=x%lg"x

a protoZe tato funkce ma pro a z intervalu (158) majorantu z#|1g" z| patiici (po-
dobné jako 7 |1g z|) do £((0, 1)), dostaneme opakovanou aplikaci véty 19.28 rovnost

1
1\ n!
157, “lg"rdr=—— =(-1)" —
(157,) /0:17 g" zdr (a+1) (-1) R

pro kazdé n e N (a kazdé o € (—1,+0)). %)
Priklad 19.17. Ze znamého vysledku

+oo b
(160) / e “sinbrdr = 21 P vSechna a € Ry a vSechna b e R
0
ziskdme (zatim formalnim) derivovanim podle parametru a rovnost

+oo ag 2ab
(].6].) /0 xre sin bz dx = m

a derivovanim podle parametru b rovnost

+oo a2 _ b2
162 rze ceosbrdr = ——— .

(162) / e

Protoze ostatni predpoklady V.19.28 jsou zfejmé, zabyvejme se jen majorantami:
V prvnim piipadé je |ze *sinbz| < xe™*, je-li 0 < ¢ < a, takze systém S vSech
intervalli (¢, +00), kde ¢ € R4, splituje pfedpoklad 3. Ve druhém piipadé je to jesté
jednodussi, protoze majorantou k funkci xe™** cosbx, nezavislou na parametru b,
je funkce ze %*. Protoze uvedené majoranty patii do L(R, ), plati rovnosti (161)
a (162) pro vsechna a € R4 a vSechna b € R.39)

29) Tento vysledek lze sice ziskat i elementarné, integraci per partes, ale derivovanim podle
parametru to jde elegantnéji a rychleji.

30) Integraly (161), (162) lze opét pocitat elementarné (integraci per partes), ale zde uvedeny
postup je elegantnéjsi a kratsi.
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Priklad 19.18. Integral

+OOl 1 2,.2
169 ran= [ B e ke ac R ek,

ziejmé konverguje, protoze integrand je O(z~3/2) pro  — +0o. Elementarnimi me-
todami jej pocitat nelze, mizeme se vSak o to pokusit derivovanim podle parametru
a, protoze tim odstranime logaritmus, ktery elementarnimu vypoctu bréani.

Je-li0<a; <a<as <+oo,je

lg (1 + a?2?) 2az> 2a91>

(164) %(WMZ‘(HCL%?)(HI)%% S TH a1+ 022)

pfi¢emz posledni funkce patii do £L(R4) a intervaly (a1, as) pokryvaji Ry. Z toho
plyne, ze pro vsechna a € R} je

ol(a,b)  [* 2a2> _
(165) da /0 (14 a?22)(1 4 b2a?) az;

podle V.19.27 je tato funkce proménné a navic spojitd v R,.
Je-li b # a, je

2a ( 1 1 )
b2 —a2\1+a222 1+ 0222

rozklad posledniho integrandu na jednoduché zlomky, takze

z=0  b(a+0b)

a b

(165') =

9I(a,b) 2a [ arctgax  arctgbx } +oo T
da b? —a?

pro vSechna a € Ry rizné od b. Protoze vSak posledné napsana funkce je spojita
v R, stejné jako funkce (165), je vysledek spravny pro vSechna a € Ry.

Integraci podle a z néj (pro a € Ry,b € R,) ziskdme rovnost
(166) I(a,b) = % Ig(a+b) +c,

kde ¢ je vhodn4 konstanta nezavisla na a (ale obecné zavisla na b). Abychom ji nasli,
uvazme, ze integrand ve (163) je spojitou funkci (z,a) € Ry x (—1,1) a ma tam
majorantu lg (1 4+ 22)/(1 + b%x?) nezavislou na a a lezici v £(Ry); podle V.19.27
je tedy integrél (163) spojitou funkci parametru a € (—1,1).3) Z toho, z platnosti
rovnosti (166) pro vSechna a € R a ze spojitosti jeji pravé strany v bodé 0 zprava
ihned plyne, ze ¢ = —(w1gb)/b, protoze 1(0,b) = 0 (pro v8echna b € R,).

Tim je dokazano, ze pro vSechna a ¢ Rg, beRy je

31) Ve skutecnosti je spojitou funkci parametru a v celém R, ale nikde to nepotfebujeme.
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too 2.2

. g(1+ a*x?) ™. a+b

163 = tdx=—+1 . O
(163°) /0 1+b222 T 5 8T

Nékdy vede vypocet integralu derivovanim podle parametru k diferencialni rov-
nici:

Priklad 19.19. Pii kazdém (pevném, ale libovolném) a € R konverguje integral
+o0 5
(167) I(b) := / e cosbrdx
0

pro viechna b € R, protoZe majoranta exp (—axz?) integrandu (nezévisla na b) lezi
v L(R,). Formalnim derivovdnim podle parametru ziskdme rovnost

—+oo
(168) I'(b) = —/ ze~ " sin by dx;
0
protoze integrand ma majorantu x exp(—ax?) € L(R,), plati rovnost (168) podle

V.19.28 pro vSechna b € R. Integraci per partes ziskame diferencialni rovnici

toop o [Fe b
- — e~ cosbx dx = ——1I(b).
0 2a /o 2a

1 2
!/ ax M
(169) I'(b) = % [e sin bx}

Rovnice I’ + bI/2a = 0 mé4 integracni faktor exp (b%/4a) a feSeni
(170) I(b) = Ce V40,

kde C nezévisi na b, ale miize zaviset na a. Provedeme-li v integralu (141*) substituci
Vax =t, zjistime, ze

Foo 2 1 ™
(141*) / e~ dx = 3\l Ppro kazdé a e Ry;
0 a

této konstanté se rovna i C' = I(0). Z toho plyne, Ze

+oo 1 b2
(167*) I(b) = A efaxz cosbr dr = 5 \/g exp (_ @)

pro vSechna a € Ry a vSechna b € R.

X 3k X%

Na z&vér uvedme nékolik vlastnosti funkce gamma, ktera je definovdna rovnosti

“+o0
(171) I(s) := / 5 1e " dx pro viechna s e Ry,
0
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a funkce beta, ktera je definovana rovnosti
1
(172) B(p,q) := / 2P~ (1 —2)7 dx pro viechna pe Ry, g e R,.
0

Mélo by byt ziejmé, Ze pro uvedené hodnoty parametri s,p,q Lebesgueovy in-
tegraly (171) a (172) konverguji a Ze existuji téz jako integraly Newtonovy.

Cviceni 19.18. Dokazte integraci per partes, Ze je
(173) I'(s+1) =sT(s) pro vSechna s ¢ Ry;
pak uvazte, ze I'(1) = 1 a odvodte ze (173) rovnost

(174) I'(n+1) =n! pro vSechna celd ¢isla n > 0.

Cvi€eni 19.19. Pro s = § provedte v (171) substituci z = ¢ a uzijte P¥.19.13;
tim dokazete, ze

(175) r(d) = V7.
Kombinaci tohoto vysledku se (173) ovéite, ze

2n—1)N

(176) L(n+3)= 5 - /7 pro vSechna celd ¢isla n > 0. O

Bez diikazu 3?) uvedme jesté identitu

(177) I(s)T(1—s) = pro viechna s € (0,1),

sin s

zndmou pod nazvem doplitkova véta, a poznamenejme, ze funkci gamma Ize pravé
jednim zpiisobem holomorfné rozsitit z Ry na mnozinu Q :=C —{n cZ;n <0}.
Po tomto rozsifeni plati identita (177) pro vSechna s € C — Z, identita (173) pro
vSechna s € (.

Priklad 19.20. Dokazme, Ze je
(178) B(p,q) = pro vechna pe Ry, g R,.

Soucin I'(p) I'(¢) 1ze podle P0.19.16 napsat ve tvaru

(179) (/O+Ooxplex dx) (/0

32)

“+o0
yqflefydy) = // eP Ly e T Y drdy;

R+ XR+

Diikaz neni jednoduchy; lze jej najit napf. v [13] nebo v [6].
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ovéime, Ze v poslednim integralu lze provést substituci
(180) D(u,v) := (u(l —v),uv), kde (u,v) € Q:=Ry x (0,1).
Protoze @ je v  tfidy C, a splituje tam podminku

1—v —u
’ v u —’LL#O,

@@v%w

je v Qregularni. Je-li z = u(1—v), y = uwv, (u,v) € Q, je x € Ry, y € Ry ; obracens,
jeliz e Ry, yeRy,jeu=xz+yecRyav=uy/(z+y) e (0,1). d je tedy
difeomorfni zobrazeni mnoziny {2 na mnozinu Ry x R,.

ProtozZe jsou splnény pfedpoklady véty o substituci, je (179) rovno integralu

// up+q*1vP*1(1 — U)qfle’“ dudv =
Q
+o0 1
(/ Y-l o—u du) (/ 0P (1 — )7t dv) =T(p+q)B(pq);
0 0

tim je (178) dokdzéno. O

Poznamka 19.19. Funkce w(t) := sin®¢ zobrazuje prosté interval (0, im) na
interval (0,1), je t¥idy Coo v celém R a w’(t) = 2sint cost # 0 v (0, 27). Substituce
x = w(t) vede k identité

/2
(181) B(p,q) = 2/ sin? "1t cos®? 7 t dt;
0
polozime-li jesté 2p = o a 2¢ = 3 a uzijeme-li (178), dostaneme rovnost

pro vSechna o c Ry, e R,.

/2 Lk
(182) / sin® ! tcos’ Tt dt = ?04)7(2@
0

I(
2T (1 (a+B))

ProtoZe hodnoty funkce I' jsou podrobné tabelovany a kazdy dobry pocitacovy
program zabyvajici se tzv. vys$si matematikou a jejimi aplikacemi funkci gamma
Hzné’, davéa rovnost (182) moznost efektivniho vypocétu vSech konvergentnich inte-
gralt typu uvedeného na jeji levé strané. Pro vsechna pfirozena ¢isla «, f hodnoty
pravé strany zname (viz (174) a (176)) a mizeme si tak uSetfit zdlouhavy vypocet
integrali vlevo napf. integraci per partes.

Cviceni 19.20. Pomoci (182) ovéite rovnosti

™

/2 3T /2
183 sintcosS tdt = — | Vigt dt = .
g
0 0 V2

512
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Cviceni

Existuje-li integral funkce f pfes mnozinu M C R2, vypoététe jej. Uvaite, ze
integral omezené meéritelné funkce f pres méfitelnou mnozinu M koneéné miry
(speciélné: pfes omezenou méfitelnou mnozinu) konverguje a Ze integral nezdporné
méfitelné funkce f pres (kazdou) méfitelnou mnozinu M ezistuje. Nabyva-li funkce
f jak kladnych, tak i zapornych hodnot, lze konvergenci jejiho integralu casto do-
kazat pomoci vhodné majoranty z L.

fzy) = M =
19.21. 23y + ay? (0,1)2
19.22. 2¥ (0,1)?
1
19.23. — 0,1)?
Ve 0
1
19.24, —— —1,1)?
NEENE Y
19.25. ysinzy (0,v/7)?
19.26. sin(z + y) + cos(xz — y) (0,7) x (0, m)
19.27. zsinzy — ycosxy (0,7) x (—im, im)
Y
19.28. 52 (0,1) x (=1,0)
_ Y 2
19.29. " (0,1)
1
19.30. m (—1, 1) X (_\/57 \/5)
19.31. VI VY (1,2) x (0,1)
VE i
19.32. (z +y)lg(l + 2z +vy) (-1,1) x (0,1)
19.33. 2ylg (2? + %) (0,1)2
10.34. 8 FY) (0,1)?
T+y
19.35. {/tgz tg2y (0,47) x (0, 3m)
19.36. zarctgzy (0,1)?
19.37. y arcsin z (0,1) x (1,2)
Y
19.38. ___r (1,2)?

coshxz — coshy
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1

_ 2

19.39. T 27 R%
1
19.40. ———— R?
9.40 (1422 +y?)? *
10.47, T 2Oty R, x (1, 400)
41, ————— 00
1+ :E4y4 + )
19.42. ye~ (#1v7) (0,1) x Ry
(2242
19.43. zye~ (=" V) Ri
19.44. 1%y e~ (V) Ri_
19.45. (2* +y*)e Y R2
Y
19.46. — YV __ R 1
9.46 ewy(elﬂy + 1) + X (07 )
1

19.47. R, x (0,1)
19.48. zy* e Ysinxy Ry x(0,1)
19.49. /ye “sinx Rﬁ_

—xy?
19.50. e™*Y cos xy Ri

Vypoctéte [ [ je-li M trojahelnik resp. ¢tytfuhelnik s uvedenymi vrcholy.

flx,y) = vrcholy:
19.51. sin(z +y) (3m,0), (0, £57)
19.52. sin(z +y) — cos(x — y) (0,0), (m,0), (0,7)
19.53. ze*tY (£1,0), (0,1)
19.54. Ig ﬁ (0,0), (1,£1)
19.55. arctg(z + y) (—1,0), (0,+£1)
19.56. ¢* ¥ (£1,0), (0,+1)
19.57. m (£1,0), (0,+£1)
19.58. lg(1+ ||+ |y|) (£1,0), (0,+1)
19.59. 22> (£2,0), (0,+1)
19.60. 22 — ¢ (=2,0), (0,+1), (1,0)
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Necht a« e R, B e R, a € Ry, b € Ry a necht

M, :=U((0,0),1), My:=U((1,0),1), M;:=U((-1,0),1),
My =M n{(z,y);y >0}, Ms:=Mn{(z,y); x>0}, Ms:=MyUDMs,

2 2
M = {(w,y); (g) +(%) <1}, M= M;NM;, jeli 1<i<j<5.

Zjistéte, zdali existuje integral f v J» a v piipadé, ze ano, vypoctéte jeho hodnotu.

1 1
19.61. ————— M 19.62. —————— M.
(22 + ) 1 (22 + 42)@ 2
19.63. (2 + %) z“y®  Mys 19.64. (2® +9°) lg(2® +4?) M,
10.65. Y+ U M 19.66. (22 + y2) e +v° M
. . W 45 . =\ y)e 1
2
Ty Ty
19.67. m M34 19.68. m M12
Ty 222
19.69. W M24 19.70. Tye Y M34
xzy T 2 Y 2
7L ot M- Mg 1972 (5) + (3) My
2,2
1973. — Y M -M;  10.74. Ty M

(22 + y2)3/2

() +G))

V dalsich prikladech bude tikolem vypocitat obsah neboli dvojrozmérnou Lebes-
gueovu miru mnoziny M dané bud aritmeticky (jednou nebo nékolika nerovnostmi),
nebo geometrickym popisem (napt. ze M je mnoZina ohrani¢end hyperbolami o rov-
nicich y = £v/1+4 22 a pfimkami o rovnicich x = +a, kde a € R}); ve druhém
pfipade€ je na ¢tenafi, aby dané podminky ,zaritmetizoval®.

Ctenaf vi, 7e integrace vyrazii obsahujicich 22 + 32 se ¢asto zjednodusi precho-
dem k polarnim soufadnicim x = r cos ¢, y = sin ¢. Podobné lze vSak transformovat
napf. soucet = 4+ y nebo z2/3 + y2/3; v prvnim piipadé mizeme zkusit substituci
x = rcos? @, y = rsin® o, ve druhém substituci z = rcos® ¢, y = rsin® ¢. Kromé
vypoctu prislusného jakobidnu je ovSem tieba zjistit, v jaké oblasti je takova sub-
stituce difeomorfismem;33) po substituci se ¢asto hodi vzorec (182).

33) V pravé uvedenjch dvou piikladech je to napf. oblast Ry x (0, %7‘(’), ktera transformaci

prechazi v prvni otevieny kvadrant.
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V P#.19.75 -19.100 jsou a < bac < d ¢islaz R;. Je-li (f, g) difeomorfismus a je-
li mnozina M déna nerovnostmi a < f(z,y) < b, ¢ < g(x,y) < d, miZe vést k FeSeni
prikladu substituce u = f(z,y), v = g(x,y), protoZe transformovand mnoZina je
pak interval (a,b) x (¢, d). Poznamenejme jesté, ze v piikladech 19.75, 19.77, 19.78
a 19.81 pocitame po fadé obsah smycky lemniskaty, astroidy, strofoidy a Descartova
listu; i kdyz z obrazki nic neodvozujeme, neni geometrickéd predstava integra¢niho
oboru M v jednotlivych piikladech viibec na skodu.

M je ddna nerovnostmi nebo nerovnosti

19.75. (22 + %)% <2d?(2® —y?), 2 >0
19.76. (z+y)* <zy,z>0,y>0
19.77. 223 4423 < 4?/3
19.78. z(z®+y°) <a®—y*, >0
19.79. (*+y*)? <2y, 2>0,y>0
19.80. (2 +y%)® < ay?
19.81. 2 +y* <ay,z>0,y>0
19.82. ' +yt<a?y,2>0
19.83. 2t 4yt <2 4P
19.84. ax® <y < ba? cy? <z < dy?
19.85. a<Vzy<b ez <y<dyz
19.86. a2’ < y® < ba®, cy® < 2? < dy?
19.87. a2’ <y < ba®, cy® < w < dy?

M je mnozina ohranic¢ena kiivkami s popisem
19.88. y=+vV1+22 z=+a
19.89. y=avz,y=b\r,2y=c,ay=4d

x

19.90. y =sinhz, y =2sinhz, y =€~

x x

19.91. y=sinhz, y =2sinhz, y =€ %, y=2e"
19.92, y:2\/5,y:ix2,:cy:1,:cy:4
19.93. 2 +y'=p’ (2 -2+ =¢" p=124=1.2

19.94. (z,y) = (cosnt,t), (z,y) = (1 +sinnt, 1), 0 <t < 3
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19.95.
19.96.
19.97.
19.98.
19.99.

(x£4)?+y>=9 22+ (y£3)2=4

22y =+1,y=+x

y=sinhz, y =coshz, z >0

y = |sinmz|sinhz, y = | sinmz|coshx, x >0

y=Ilg(1+2%),y=1g(2+2?%)

19.100. y = arctgz, y = arctg2x, kde = >0

Existuje-li | u [s vypoctéte jej, v opacném piipadé odlivodnéte, pro¢ neexistuje.

19.101.

19.102.

19.103.

19.104.

19.105.

19.106.

19.107.

19.108.

19.109.

19.110.

flz,y) =
zy

2 + 92

¥

V2 + 2
zy

(x2+y2)a’

Y kde aeR

kde a e R

3-5=
< SRS

1
\2x — 22 — 92
22 442

zy
22 + y?

x
22 + y?

M je mnozina urc¢end podminkami

V2

O<z<l,2?<y<z

0<z<2, <y<+z
(z -1+ <1
r>1,0<y<zx

1
r>1,0<y< —

X
%x<y<2x,xy<1,gc>0
(z-12%+y*<1,y>0
(2® +9%)? <2(2® —y?)
(2?2492 <22 =9%),2>0,y>0

O<z<l,2?<y<z

Mezi ptiklady na trojrozmérnou integraci budou i ptiklady na vypocet objemu;
bude se ndm proto hodit vzorec pro vypocet objemu rotacniho télesa: Necht A C R
je méfitelnd mnozina a necht f: A — (0,400) je méfitelna funkce; oznacime-li

(184)

B:={(z,y) eR*; 2€ A, 0<y < f(z)}

,mnozinu pod grafem funkce f“ v roviné xy, bude

By :={(x,y.2) eR*; w e A, Vy? + 22 < f(a)}

(185)
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mnozina, kterd vznikne z B rotaci kolem osy x. Tato mnozina je opét méfitelna,
a zavedeme-li v roving yz polarni soufadnice (y,z) = (rcosp,rsing), vidime, ze
jeji objem je roven

(186) ug(Bm):///dxddeZ/( // rdrdg@)dmzw/ﬁ. O
Ba ) A

A o<r<f(x
0<p<2m

Ve Cv.19.111-19.140 budou a, b, c,d ¢isla z Ry a ve Cv.19.111—-19.130 bude
cilem vypoéitat objem (neboli trojrozmérnou Lebesgueovu miru) mnoziny M C R3.

19.111. M je elipsoid ohraniceny plochou o rovnici

N 2 2 2
G+ (G) () =1
a b c
Rada: Piejdéte k ,zobecnénym sférickym soutadnicim®

x =racospcost, y=rbsinpcos?, z =rcsind. o

19.112. M je ¢ty¥stén s vrcholy (0,0,0), (a,0,0), (0,b,0), (0,0,c).

19.113. M je pétistén (pyramida) s vrcholy (+1,1,0), (£1,-1,0), (0,0,1).

19.114. M je prinik valce (x — R)? + y? < R? s kouli 2 + y? + 22 < 4R? (kde
R e Ry), tedy tzv. Vivianiho téleso.

Rada: Integrujte nejdiive podle z a pak zavedte polarni soufadnice; pozor pfi
odmocriovani! ¢

19.115. M = {(z,y, 2); (#* + y* 4+ 2?)? < 8(a? +y* — 2?) }.

19.116. M je paraboloid vznikly rotaci tsede paraboly y? < 2cx, 0 < z < aq,
kolem osy = .

19.117. M je &ést eliptického kuZele (z/a)? + (y/b)? < 22, kde 0 < z < c.

19.118. M je linedrni obal obdélnika (—a,a) x (—b,b) x {0} v roviné xy a tsecky
s krajnimi body (+¢, 0, d), kde ¢ < a; podobd se klinu.

Rada: Klin je ohrani¢en péti rovinami a jeho objem je roven ¢tyinasobku jeho
priniku s prvnim oktantem. Primét tohoto priniku do roviny xy je sjednocenim
lichobézniku s trojihelnikem, pfes néz je tfeba integrovat oddélené. ¢

19.119. M je anuloid (neboli torus) vznikly rotaci kruhu 22 + (2 — R)? < r?,
kde 0 < r < R < 400, kolem osy x.

Rada: Je-li x vodorovna, z svisla osa, vypoctete objem anuloidu jako rozdil ob-
jemu téles, ktera vzniknou rotaci mnozin pod horni a pod dolni pilkruznici ohra-
nicujici uvedeny kruh. ¢

19.120. MnozZina M vznikla rotaci mnoziny pod ¢asti hyperboly xy = 1, odpo-
vidajici « > %, kolem osy x.

19.121. Mnozina M vznikla rotaci vnitiku astroidy z2/3 + y?/3 = a?/3 kolem
0Sy X.
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19.122. Mnozina M vznikla rotaci mnoziny pod ¢asti fetézovky y = coshz,
—a < z < a, kolem osy x (tzv. katenoid).

19.123. Mnozina M vznikla rotaci mnoziny pod grafem funkce sin” x, kde n ¢ N
a0 <z <m, kolem osy x.

19.124. Mnozina M (,sud s kruhovymi duzinami“) vznikla rotaci mnoziny pod
obloukem kruznice (y + 4)2 + 22 = 36, |z| < 3, kolem osy x.

19.125. Mnozina M (,sud s parabolickymi duzinami“) vznikla rotaci mnoziny
pod parabolou y = 6 — 2% /25, |x| < 5, kolem osy x.

19.126. M = {(z,y,2); (2* + y* + 2?)? <ayz, 2 >0,y >0, 2> 0}.

19.127. M je mnozina ohranic¢ené eliptickym paraboloidem (x/a)? + (y/b)? = 2
a rovinou z = c.

19.128. M je ¢ast eliptického vdlce (x/a)? + (y/b)?> < 1 ohrani¢end rovinami
z=x(z —a).

19.129. M = {(z,y, 2); 2% + y*> < R?, y*® + 22 < R?} (prinik dvou vélct).

19.130. M je prinik elipsoidu (z/a)? + (y/b)? + (2/c)? < 1 s eliptickym valcem
(z/a)? + (y/b)* < 1.

* ok ok

Hmotnost télesa (= méfitelné mnoziny) M C R?, jehoz hustota je dana nezapor-
nou méfitelnou funkei p(z,y, 2), je definovdna rovnosti

(187) hm (M) := ///p(:v,y,z) dxdydz.
M
Konverguje-li integral

(188) stmy, (M) := ///p(x,y,z)xdxdydz,
M

definuje tzv. staticky moment télesa M wvzhledem k roviné yz; statick€é momenty
stmy, (M) a stmy, (M) vzhledem k rovindm xz a xy se definuji analogicky, jako
integraly funkci py a pz. Tezisté télesa M je definovano jako bod

(stmy, (M), stmy, (M), stmy, (M))

(189) o (M)

za predpokladu, Ze statické momenty existuji a hmotnost je konecné kladné.
Konverguje-li integral

(190) ///p(:v,y,z)(:vQ +o?) dedydz,

nazyva se jeho hodnota moment setrvacnosti télesa M vzhledem k ose z; momenty
setrvacnosti vzhledem k osdm x a y ziskdme ze (190), piSeme-li (y? +22) a (22 +2?)
misto (22 + y?).
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19.131. Vypoditejte hmotnost koule 22 + 3% + 22 < RZ2, je-li hustota p rovna
a) 1/r,b) 1/r2,¢) 1/(r? + 1), kde 7 := /22 + 32 + 22.

19.132. Vypoéitejte hmotnost elipsoidu (/a)?+(y/b)?+(z/c)? < 1, je-li hustota
rovna x2 + y2 + 22

19.133. Najdéte tézists krychle (0,a) x (0,b) x (0,¢), je-li p(x,y,2) = wy?23.

19.134. Najdéte tézisté ¢asti rotacniho paraboloidu x +y2 <2z<2¢jelip=1.

19.135. Najdéte t&7i5t& rotacniho kuZele 22 + 42 < ZZ , 0 <z <e¢, v pripadé, ze
p(z,y,2) = z.

19.136. Najdéte moment setrvacénosti koule (z — R)? + y% + 22 < R? vzhledem
k ose z, je-li p = 1.

19.137. Pii p = 1 najdéte moment setrvacnosti vzhledem k ose y ¢asti dutého
valce R? < 2%+ 22 < R3 (0 < R < R2 < +00) mezi rovinami y =0 a y = c.

19.138. Najdéte moment setrvac¢nosti kvadru (0,a) x (0,b) x (0,c¢) vzhledem
k ose z, je-li p(x,y, 2) = xyz.

19.139. Najdéte moment setrvacnosti eliptického kuZele (z/a)? +(y/b)? < 22,
0 < z < ¢, vzhledem k ose z, je-li hustota rovna 1.

19.140. Najdéte moment setrvac¢nosti eliptického paraboloidu (x/a)? + (y/b)?
z < ¢ vzhledem k ose z, je-li hustota rovna 1.

* Kk

19.141. Vyjdéte z rozvoje funkce 1/(x2 + 1) v Taylorovu fadu o st¥edu 0 (kterd
konverguje, pravé kdyz je |z | < 1) a dokazte rovnost

s 2k
arctgz = kz_o (=1)* 1 Pro v8echna z € (—1,1).

Rada: Ovéite, Ze ¢astetné soucty (alternujici) fady pro 1/(z2+ 1) lezi mezi 0 a 1
a uzijte V.19.18. ¢
19.142. Integraci ¢len po ¢lenu fady pro 1/v/1 — 22 ovéite platnost identity

1)!! x2k+1

= (2k —
arcsinx = Z (

Ol k1 pro vSechna z ¢ (—1,1).
k=0 a

Rada: Rada pro 1/v/1 — 22 m4 nezdporné ¢leny; uzijte V.19.18. o
19.143. Dokazte, ze

/1 arcsm:z: i (2k — 1!
0 ) (2k + 1)

19.144. Dokazte, ze

/0 lg(l—:v Zk2-
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Poznamka: V kapitole 20 zjistime, Ze soudet fady vpravo je roven 2.

6
19.145. Dokazte, ze

1 (e o]
lg(l4+z) ko1 1
/0 - dr = 321 (-1) Tk

Rada: Ukazte, ze castecné soucty Taylorova rozvoje integrandu lezi mezi % al.o
19.146. Ovéite, ze

dr = ke gy = 7

19.147. Indukci a derivovanim podle parametru a ovéite platnost rovnosti

+o0 |

—_ n' v v T

/ e = 77 bro vSechna a € Ry a vSechna celd cisla n > 0.
0 a

19.148. Indukci a derivovanim podle parametru y ovéite platnost rovnosti

1
(=1)™n! . . . s
¥ 1g" xdr = ———~-—— pro vSechna y > —1 a vSechna celd &isla n > 0.
[ v+ " ! )

19.149. Indukci a derivovanim podle parametru a ovéfte platnost rovnosti

e d 2n — 3)!!
/ e fa)" = 2(2( i 2)”) nﬂ;1/2 pro vSechna a € Ry a vSechna n € N.
0 n — a

19.150. Indukci a derivovanim podle parametru a ovéite platnost rovnosti

—+o0

2 2n — 1) ,

/ 220 p—ar® g 2514—17114-)1/2 /T pro vechna a € R, a vsechna celd n > 0.
0 a

19.151. Pfedpokladejte, ze a € Ry, b € R, uzijte vysledky z P¥.19.17 a derivo-
vanim podle parametru ukazte, ze

+oo 2b(3 2_b2 +oo 2 2_3b2
/ z2e % gin bx da = # , / 22 e % cosbr dx = M )
0 (a* +b%)? 0 (a® +b%)?

19.152. Derivovanim podle parametru dokaZte platnost rovnosti
“+00 efaac _ eszz
/ 72:\/E(\/5—\/5) pro vechna a e Ry, be R, .
0 X
19.153. Rovnost uvedenou v piikladé 19.152 dokazte integraci podle parametru.

Rada: Uvazte, Ze integrand je pfia < b roven f: e~y dy; pfi a > b staci vymeénit
oba parametry, pfipad a = b je triviadlni. ¢
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19.154. Derivovanim podle parametru ovéite platnost rovnosti

+oo :

sin bx b

/ e dx = arctg — pro véechna a c Ry, b e R.
0 X a

Rada: O néco vyhodnéjsi je derivovat podle b. ¢
19.155. Derivovanim podle parametru nejdfive ovéite, Ze

/” lg(1 + acosx)
0

dx = marcsina pro v8echna a € (—1,1).
cos T

Pak dokazte, Ze integral vlevo je spojity v intervalu (—1,1); protoze i pravé strana
je v {—1,1) spojité, plati rovnost i v krajnich bodech, takze

/ lg(1 £ cosx) dp— 1.2
0

cosx 2

Rada: Lokalni majoranta derivace integrandu:

1 1
< .
l1+acosz — 1—0

la|<b<1l=0<

Hodnoty funkce 1g(1 + a cosz) lezi mezi 1g(1 — cosx) a lg(1 + cosz) a obé funkce
lg(1 £ cosx)/cosx lezi v L({—1,1)); to spolu s dalsimi, snadno ovéfitelnymi pod-
minkami zarué¢i podle V.19.27 spojitost integralu v (—1,1). ¢

19.156. Dokazte, ze
+oo 2 2
I(a) ::/ e ™ cosardr = 1\/me " /* pro viechna a e R.
0

Rada: Derivujte podle parametru (majoranta ze € L(Ry)), vysledek inte-
grujte per partes a vyfeste vzniklou linedrni diferencialni rovnici 1.¥adu; I(0) je
Laplacetv integral. ¢

19.157. Integraci podle parametru ovéite, ze

! arctgx

0 V1 —22

Rada: Je arctgz/x = fol(l + 2%y?)~! dy, aplikace Fubiniho véty nedéld potize;
substituujte x = sint. ¢

de = 1rlg(1+V2).

19.158. Integraci podle parametru ovéite, ze

/+°° lg (1 + b%22) — Ig(1 + a?2?)
0

5 dx =7 (|b] — |a|) pro vSechna a e R, becR.
x

Rada: Pro a < b je integrand je roven integralu od a do b funkce 2y/(1 + 22y?),
aplikace Fubiniho véty necini potize, pozor vSak na znaménko. ¢
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19.159. Integraci podle parametru dokazte, ze
2

too . 1—cosz 1. a*+1
e ——dr=31g —
0 T 2 a

pro vSechna a c Ry .

Rada: Integrand lze napsat ve tvaru fol e~ “sinxy dy, majoranta e~ %" inte-
grandu pravé napsaného integralu lezi v L(Ry x (0,1)). ¢

19.160. Integraci podle parametru dokazte, Ze

“+o0
1
Izz/ sinx2dx:—ﬁ;
0 2V 2

uvazte pfi tom, Ze integrdl (jeden z tzv. Fresnelovjch integrdli) je Newtoniv, nikoli
Lebesgueuv.
Rada: Substituce z = v/t (v Newtonové integralu!) vede k rovnosti

1 [+ sint 1 2 [T e
I=- —— dt, pfidemz — = —/ e dy
2Jo Vi Vi VT o
pro vSechna ¢t ¢ Ry. Funkee f(t,y) := e~ sint nemd Lebesguetiv integral ptes

R3 (pro¢?), ale ma kone¢ny integrél pfes mnozinu (0, A) x Ry pro kazdé A € Ry
— majoranta e~ ma pfes tuto mnozinu integral rovny v/ An . Fubiniho véta dava

rovnost
[ renaya [ s i,

limitni pfechod A — 400 vlevo vede k I, tyZ limitni pfechod vpravo je nutné provést
za znamenim integralu, podle V.19.17*. (Vnitfn{ integral vpravo vypocitame a pak
odhadneme napf. funkei (y? +2)/(y* + 1) € L(R4).) ©

Reseni

19.21. 1 19.22. 1g2

19.23. 4 19.24. 8 argsinh 1
19.25. /7 19.26. 4

19.27.0 19.28. 1 (21g2— )
19.29. Ig2 19.30. V2 (7 +21g2)

19.31. 41g2 — 2v2 - 61g(vV2 - 1) 19.32. L 4 21g2
19.33. L1g2 -

wolw

19.34. 1g2 (1g2 — 2)
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19.35. 72/V/3 19.36. 1 (1 —1g2)

19.37. 57+ 3v3 -1 19.38. neexistuje
19.39. + o 19.40. 1r

19.41. L 72 19.42. (e —1)/2e¢
19.43. 1 19.44. 12

19.45. + oo 19.46. 2(1 —1g2)
19.47. + oo 19.48. L

19.49. 7/V2 19.50. neexistuje
19.51. 1 19.52. 7 —2
19.53. 1sinh1—1/e 19.54. 1 (5 —7) —1g2
19.55. 1 (2 —n) 19.56. 2 sinh 1
19.57. 4(1 —1g?2) 19.58. 1

19.59. £ 19.60.1 O

19.61. 1L pro a < 1; +oo pro a >1
-«

VR AC )
19.62. 57— F(g —

P(3(1+a)T(5(1+8))

pro a < 1; 400 pro a > 1,

19.63. 2dtat B0t %(a A je-li a > —1, B> —1; 400 jinak
19.64. — in 19.65. 1

19.66. 7 19.67. — oo

19.68. V3 + 47 19.69. i

19.70. (3 — 2¢)/16¢ 19.71. &

19.72. 2 7ab 19.73. 1

19.74. L 7a®p? O

19.75. o* 19.76. 55

19.77. 2 ma® 19.78.2 — i

19.79. 1 19.80. i
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19.81. ¢ 19.82. 7/(16/2)
(b—a)(d—c)
19.83. 72 19.84. ——— —
1 1 (b—a)(d—c)
19.85. 4 (Vb3 — Va? ) (— — — 19.86. ——~—~—
9.85. 4 (V3 \/a_)(\/g \/a) 9.86.
19.87. (Vb - va)(Vd - ve) O
2V abed
19.88. 2(a\/1+ a? + argsinha) 19.89. 2(d—¢)lg b
a
19.90. 2v2 — 1 — /3 = 0.0964 19.91. 3v3 — 2v2 — /5 = 0.132
19.92. 1+ % lg2 =1.924 19.93. Zarcsin% + 8 arcsin % +
V15 —2V3 — Ir=2107
19.94. 2 + 2 = 2.1366 19.95. 24 + 10 arcsin & — 97 = 4.9986
19.96. 10 19.97. 1
me+1) . .
19.98. e 0.625 19.99. 2(V2 — 1) 7 = 2.6026
19.100. + oo O
19.101. 1 (2 - 1g3) 19.102. § + 5V2 — § 1g(3 +2V?2)
19.103. 0 pro a < 2, 19.104. 1 pro a > 3,
2(a—3)
neexistuje pro a > 2 + 00 pro a <3
19.105. 2 19.106. 21g2
19.107. = 19.108. ir
19.109. L (4 - Vv?2) 19.110. 1 - ir+11g2 O
19.111. %wabc 19.112. %abc
19.113. 4 19.114. 16 (37 — 4) R®
19.115. 472 19.116. 7a’c
19.117. 1 rabc® 19.118. 2bd (2a + ¢)
19.119. 272 Rr? 19.120. 27
19.121. 32 74? 19.122. 7 (a + sinh a cosh a)
— 1\
19.123. % 7 19.124. (294 — 721/3 — 487) 7
n)..
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19.125.
19.127.
19.129.
19.131.
19.133.
19.135.
19.137.
19.139.

3227

2

16
3

Lrabc?

R3

2mR?, 4R, 47 (R — arctg R)
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20. Fourierovy rady

Umluva. V této kapitole bude ,funkce” znamenat konecnou redlnou funkci. O

Hlavnim problémem této kapitoly je otazka, za jakych podminek lze konecnou
2m-periodickou funkci f(x) rozvinout v (nekonecnou) fadu, jejimz k-tym clenem je
linedrni kombinace funkci cos kz, sinkz. 1)

Abychom ziskali pfedstavu, jak by koeficienty téchto kombinaci mély vypadat,
feSme cely problém od konce: Pfedpokladejme, Ze (pro jista éisla ag, by) je

(1) flz) = %ao—kZ(ak cos kz + by sin kx)
k=1

v celém R a Ze fada vpravo tam navic konverguje stejnomérné. Protoze
(2) soucet stejnomérné konvergentni fady spojitych funkci je spojita funkce,

miiZze tato situace nastat jen v pfipadé, ze funkce f je spojitd (v R).

V dalsim kroku budeme potfebovat toto uzite¢né tvrzeni (viz Dusledek véty
13.12):

(3) Konverguje-li fada ), fi stejnomérné v M a je-li g funkce omezend v M,
konverguje i fada ), frg stejnomérné v M.
Vynésobime-li identitu (1) po fadé funkcemi cosjz a sinjz, konverguje podle
tohoto tvrzeni fada vpravo opét stejnomérné (v R) a podle V.13.7 ji miizeme inte-

grovat ¢len po ¢lenu nap¥. pfes interval (0, 27). (Protoze pro kazdou 2w-periodickou
funkci h plati implikace

27 E+m
(4) EeR = / h = / h, méa-li jedna strana rovnosti smysl,
0 -7

dojdeme k témuz vysledku, integrujeme-li pies jakykoli interval délky 27.)
Uvézime-li, Ze pro vSechna celd nezdporna ¢isla j, k plati identity

2 2w pro k=0 2 CL
(5) /0 coskxdr = 0 pro k£0[ /0 smkx:/o sin jx cos kx dx =0,
2T 2m
(6) / cos? kx dr = / sin kzxde =7, jeli k>0,
0 0
2m 2m
(7) / cosjx coskx dxr = / sinjz sinkzdr =0, jeli j #k,
0 0
1) Fyzikalné feceno, periodicky pohyb chceme rozlozit na jednodussi periodické pohyby.
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dostaneme z identity (1) ndsobené funkcemi cos jz, sin jz integraci od 0 do 27 tyto
hodnoty koeficienti ay, by :

1 2w 1 2w
(8) a = — f(z)coskrdx, by=— f(z)sinkx dzx;

™ Jo ™ Jo

prvni rovnost plati pro vSechna k > 0, druh4 pro vSechna k > 0.2) Podle (4) vSak
pro kazdé £ € R plati i rovnosti

E+2m 1 E+2m
(8" ag = — / f(x)coskxdr, by=— / f(z)sinkz dz.
§ 3

s s

Résumé: Plati-li identita (1) v R a konverguje-li tam Ffada vpravo stejnomérné,
jsou koeficienty dany rovnostmi (8) (a také rovnostmi (8') pro kazdé £ ¢ R). O

Z toho samoziejmé neplyne, Ze kdyZ do (1) dosadime podle (8), bude fada kon-
vergovat v R stejnomérné a jeji soucet bude f(x). Piiklad (nepat¥ici k nejjednodus-
§im), Ze takové tvrzeni neplati ani pro spojité funkce f, najde ¢tendf napt. v [13],
str. 516 —517. V dalsim budeme proto Fesit problém, kdy, kde a jak fada (1) s koe-
ficienty (8) konverguje a jakd je pak souvislost jejiho souctu s funkci f. O

Oznaéeni. P(27) bude znamenat mnozinu vSech 2w-periodickych funkei f, pro
néz je f1(0,27) € L((0,27)). O

Pro funkce f € P(27) se ¢isla (8) a (8') nazyvaji Fourierovy koeficienty funkce
f atada (1) s témito koeficienty je jeji Fourierova fada. Tato fada nemusi konver-
govat, a i kdyZ v jistém bodé x konverguje, nemusi byt jeji soucet roven f(z).

Je-li fada na pravé strané (1) Fourierovou fadou funkce vlevo, piSeme

9) fz) =

N[=

ao + Z(ak coskx + by sinkz). O
k=1

ace funkce:
Definice. Variaci funkce f : (a,b) — R v intervalu (a,b) definujeme jako supre-
mum mnoziny ¢isel

p

(10) v(f;D) ==Y | f@x) = flae-)l,
k=1
kde D:a=x9 < 1 < ... < xp = b probihd mnozinu vSech déleni intervalu (a, b).
Pro kazdou funkci f : (a,b) = R je 0 < V(f;a,b) < +oo; je-li V(f;a,b) < 400,
fikdme, ze f je funkce s kone€nou variaci (v (a,b)).

2) Nyni je patrné, pro¢ jsme pravou stranu rovnosti (1) napsali v uvedeném tvaru: Maji-li byt
koeficienty aj urceny stejnym vzorcem pro vSechna k > 0, je pro k = 0 nutné napsat %ao; vyraz
by sin kxz pro k = 0 nepiSeme, protoze je identicky nulovy.
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Cviceni 20.01. Pfimo z definice dokaZte toto tvrzeni:
(11)  f je monoténni v intervalu (a,by = V(f;a,b) =|f(b) — f(a)| < +o0.

Rada: Je-li f monoténni funkce, je soufet (10) absolutnich hodnot jejich pii-
rustkd roven absolutni hodnoté souctu téchto prirustki. ¢

Cvi€eni 20.02. Dokazte, ze pro kazdé dvé funkce f : (a,b) = R, g : (a,b) = R
s kone¢nou variaci a pro kazda dvé ¢isla o € R, 8 € R plati nerovnost

(12) Viaf +B8g;a,b) < |a|V(f;a,0) + 5|V (g;a,b).

D dsledek: Linearni kombinace funkci s konecnou variaci ma konecnou
variaci.

Rada: Napiste soucet (10) pro funkci af 4+ B¢, uzijte trojuhelnikovou nerovnost
a prejdéte k supremtim nejdiive vpravo, pak vlevo. ¢

Cvi€eni 20.03. Dokazte, Ze pro kazdou funkci f : (a,b) — R a pro kazdy interval
(¢, d) C {(a,b) plati nerovnosti

(13) V(fie,d) <V (f;a,0), V([flia,b) <V(f;a,b).

D tsledek: Ma-li funkce f konecnou variaci v {a,b), maji koneénou variaci
i funkce f|{c,d) a | f].

Rada: Uvazte, ze pfidanim bodt a,b k libovolnému déleni D intervalu (c,d)
vznikne déleni D* intervalu (a,b), pro néz je v(f; D) < v(f; D*) < V(f;a,b). Dale
uvazte, ze nerovnost ||u| — |v|| < |u — v| plati pro kazda dvé ¢isla u,v z R. ¢

Cviceni 20.04. Dokazte, Ze
(14) kazd4 funkce s kone¢nou variaci v {a,b) je {(a,b) omezens.
Rada: Je-li z € (a,b) a je-li D déleni s délicimi body a,x,b, je

[f@)| <|fla)|+[f(z) = fla)| < |f(a)| +v(f; D) < [fla)[+V(f;a,b). ¢

Cviceni 20.05. Dokazte, Ze
(15) V(f;a,b) < 400, V(g;a,b) < 400 = V(fg;a,b) < +o0.

Rada: Podle (14) jsou obé funkce f, g omezené; pro vhodnou konstantu K € R4
je proto

|fen)g(@r) = flep-1)g(xr1)| < K(f(zx) = flze-1) [+ [g(zx) — g(zr-1)]). ©

Cviceni 20.06. Dokazte, Ze pro kazdou funkci f : (a,b) — R a pro kazdé cislo
¢ € (a,b) plati rovnost

(16) V(f;a,b) =V(fia,c)+V(f;cb).
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Dusledek: Jeli V(f;a,b) < 400, je funkce V; definovand podminkami

0 prox =a
fia,x) prox e (a7b>}

(17) Vit ={ 1

neklesajici v {a, b).

Rada: Ozna¢me PS a LS pravou a levou stranu rovnosti (16) a misto v(f, D)
piSme jen v(D). Jsou-li D; a Do déleni intervall (a,c) a (c¢,b) a je-li déleni D
intervalu (a,b) slozeno pravé ze vSech bodi déleni Dy a Ds, je v(D1) + v(D2) =
v(D) < LS; z toho plyne nerovnost PS < LS. Je-li D libovolné déleni intervalu
(a,b) a ozna¢ime-li D’ déleni, které z néj vznikne pfiddnim bodu ¢, bude podle
trojuhelnikové nerovnosti v(D) < v(D’). Oznaéime-li D; a Dy déleni intervala
(a,c) a (c,b) slozené pravé ze viech bodt déleni D’ lezicich v (a,c) a v {c,b), bude
v(D) <v(D’') =v(D;1) +v(D2) < PS; z toho plyne, ze LS < PS. ¢

Je-li V(f;a,b) < 400, plati pro kazdé dva body x1 < x2 z (a,b) relace

f(x2) = fz1) < | f(22) = f(z1)| S V(f;21,22) = Vi(x2) — Vi(21);

z toho je patrné, ze funkce Vy — f je neklesajici v (a,b). Funkce f =V — (Vy — f)
je tedy rozdilem dvou neklesajicich funkci. Z toho a ze Cv.20.2 plyne tato charak-
teristika funkci s konecnou variaci:

Véta 20.1. Funkce f méd konec¢nou variaci v {a,b), pravé kdyz je rozdilem dvou
funkci neklesajicich v (a,b).

Dusledek 1. Pro kazdou funkci f s konecnou variaci v {a,b) existuje koneéna
limita f(z—) pro kazdé x ¢ (a,b) a konecnd limita f(z+) pro kazdé x ¢ (a,b).

Dusledek 2. V(f;a,b) < +o00 = fe L((a,b)). O

Dodejme, Ze ze spojitosti funkce f (a z podminky V(f;a,b) < +00) plyne spo-

jitost funkce Vy (viz [13], véta 121). Spojitd funkce s kone¢nou variaci je tedy
rozdilem dvou spojitych neklesajicich funkci.

POZOR VSAK! Ze spojitosti funkce f, a dokonce ani z existence konecné deri-
vace f’ vsude v (a,b), neplyne koneénost jeji variace :

Priklad 20.1. Funkce f definovana v R predpisem

1
2
— 0
(18) ) = T"COS 3 PIO T #
0 pro z =0

m4 konecnou derivaci v§ude v R, ale V(f;0,1) = 4o0.
Kone¢nost funkce f' v R je jisté zfejmé. Oznaéime-li xp = /1/k7w pro kazdé
keNajeliD,:0<x, <xp_1<...<x1 <x0:=1prokazdé neN, je

n

" jcosknr cos(k—1)m 1 1 1
D, >Z’ _ ‘:_E:(_ _) kazdé n > 2,
o(f )_k:2 o + pro kazdé n >

(k=D TNk k-1
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protoze coskm = (—1)*¥ = —(—1)¥=! = —cos(k — 1)7. ProtoZe posledni soucet ma
pro n — oo limitu +oo, je V(f;a,b) > sup{v(f; Dn); n e N} = 4+00. O

V predchézejicim piikladu méla funkce f sice koneénou, ale (v kazdém okoli nuly)
neomezenou derivaci; nasledujici cviceni ukéze, ze jen proto mohla mit nekonec¢nou
variaci.

Cviceni 20.07. Dokazte toto tvrzeni:
(19) Je-li funkce f spojitd v (a,b) a je-li f' omezena v (a,b), je V(f;a,b) < +oc.

Rada: P¥irtstky f(xx) — f(zr—1) pFepiSte pomoci véty o piirtstku funkce. ¢

vvvvvv

Véta 20.2. (Dirichlet—Jordanovo kritérium.) Ma&-li funkce f ¢ P(2x) konec¢nou
variaci v jistém intervalu (a,b), plati tato tvrzeni:

1. Pro kazdé x ¢ (a,b) je soucet s(x) Fourierovy fady funkce f v bodé x roven
L(f(z+) + f(z—)); je-li f v bodé z spojité, je s(z) = f().

Specialné: Jelib—a > 2m, ma Fourierova fada funkce f uvedeny soucet
v kazdém bodé z € R.

2. Je-li f v intervalu (a,b) spojita, konverguje jeji Fourierova fada v (a,b) lokdlné
stejnomeérné.

Specialné: Jelib— a > 2w, konverguje Fourierova fada funkce f stejnomér-
né veelem R. 0O

Konec¢nost variace zarucuji napf. (dosti silné) pfedpoklady tvrzeni (19). Néasle-
dujici tvrzeni, podle néhoz lze variaci v nékterych ptipadech i vypocitat, nepfedpo-
klada (na rozdil od tvrzeni (19)) spojitost dané funkce.

Véta 20.3. M4-Ii funkce f : (a,b) — R (kone¢né nebo nekone¢né) limity f(a+)
a f(b_)) je
(20) V(e = [fa@) - fa) + lm V()4 |50 - f6-)].

b —b—

Dusledek. Je-li funkce V(f;a’,b’) omezenou funkci intervalu (a’,b') C (a,b)
a existuji-li kone¢né limity f(a+), f(b—), ma funkce f v {(a,b) kone¢nou variaci.

Specialné:Jeli f:{a,b) — R v intervalu (a,b) monotdnni, je
(20  V(f;a,0) =[f(a) = flat)| + [f(b=) = flat) |+ [f(b) = f(b-)]. O

P¥iklad 20.2. Je-li napi. f(z) := z v (—m,7) a f(xn) := 0, je V(f;—m,7) =
T+ 27+ 7 = A47.

3) Vysta¢ime s nim jak v piikladech vyfeSenych v textu, tak i v p¥ikladech, jejichz feSeni je
prenechano ¢tenaium jako cviceni.
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Jak vime, Ize ¢len po Clenu integrovat jen nékteré fady funkci; je proto jisté
pozoruhodné, Ze integrovat ¢len po ¢lenu lIze kazdou (tedy i divergentni!) Fourierovu
fadu. Vysvétleme, co se tim mini:

Véta 20.4. (O integraci Fourierovy fady €len po élenu.) Necht f ¢ P(27)
a necht

9) fz) ~

N[

o0

ap + Z(ak cos kz + by sin kx).
k=1

Pak ma funkce F, definovana pro vSechna x € R rovnosti

(21) F(z) := /Ozf — Lapw,

periodu 27, jeji Fourierova fada

. —by coskx + ay, sin kx . by
1 1 R
(22) 540 + kg_l 2 , kde 5A¢:= ,;_1 g

konverguje stejnomérné v celém R a m4 tam soucet F(x).

Poznamka 20.1. Aby integraci relace (9) vznikla 2m-periodicka funkce, je t¥eba
pred integraci prevést konstantu %ao na levou stranu; periodicita funkce F je pak
disledkem rovnosti

27
F(2m) — F(0) = ; f—mag =0,

ktera plyne z definice ¢isla ag. Integrujeme-li pak od 0 do x zbyly soucet na pravé
strané (9) ¢len po ¢lenu, dostaneme vyraz

i (ak sinkk:c b (% B cozka@))7

z néhoz je patrné, ze cislo %AO je dano vzorcem uvedenym v (22).
Prestoze se konvergence Tady v (9) nepfedpoklddd, vznikne prdvé popsangm po-
stupem fada (22) se soucétem F(x), konvergujici stejnomérné v celém R. O

Zminme se je$té o jednom velmi dtlezitém dtsledku V.20.4 : Ve vété 93 v [13] je
uvedeno, Ze pro kazdy interval (a,b) CR a

(23) pro kazdou funkci f € £((a,b)) md funkce F(z) := [ f, kde x € (a,b),
derivaci rovnou f(zx) pro skoro vSechna x € (a,b).

Jsou-li za situace a oznaceni z V.20.4 vSechny Fourierovy koeficienty funkce f
nulové, plati vzhledem k (22) toté# o Fourierovych koeficientech funkce F(z) = i f;
jeji Fourierova fada mé tedy soucet 0, ale podle V.20.4 i soudet F(z). Z toho
a z tvrzeni (23) vyplyva, ze f(x) = 0 skoro vSude v (0, 27), a v disledku periodicity
skoro vsude v R.
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Provedeme-li analogickou tivahu s funkci f — g, vidime, Ze plati tato véta o jed-
noznacnosti:

Véta 20.5. Jsou-li Fourierovy koeficienty funkce f e P(2w) identické s Fouriero-
vymi koeficienty funkce g € P(2r), je f(x) = g(x) skoro véude vR. O

Platnost (neplatnost) rovnosti f(x) = g(x) skoro vsude v R lze tedy zjistit pomoci
Fourierovych tad téchto funkcti, a to i v pripadé, Ze (nékde nebo vsude) diverguji.

Poznamka 20.2. Je-li funkce f € P(27) lichd (resp. suda), plati totéz o kazdé
z funkci f(z)coskx, zatimco vSechny funkce f(z)sinkz jsou sudé (resp. liché).
Uvézime-li, ze Fourierovy koeficienty lze ziskat i integraci pfes interval (—m, 7) (sr.
s (8')) a Ze pro sudé funkce je integral pfes tento interval dvojndsobkem integralu
od 0 do 7, zatimco pro liché funkce je nulovy, vidime, Ze plati tato dvé tvrzeni:

Je-li funkce f € P(2) lichd, je ar, = 0 pro vSechna k > 0, zatimco

2 ™
(24) b = — / f(z)sinkx dz pro kazdé k ¢ N.
T Jo

Je-li funkce f € P(2w) sud4, je naopak by, = 0 pro vSechna k € N, zatimco

2 ™
(25) ay = —/ f(z)coskxdx pro kazdé k>0. O
T Jo
Je-li
9" fz) ~ Z bisinkz (resp. f(z) =~ tao + Z ag cos kx),
k=1 k=1

tj. je-li ar, = 0 pro vSechna k > 0 (resp. by, = 0 pro vSechna k € N), mluvime o liché
neboli sinové (resp. o sudé neboli kosinové) Fourierové fadé funkce f.

Poznamka 20.3. Kazdou funkci f € £L((c,c + 27)), kde ¢ € R, lze 2m-periodicky
rozsifit na celé R; Fourierovu fadu takto rozsifené funkce nazyvame Fourierovou
fadou funkce f v intervalu (¢, c + 27). Koeficienty této fady jsou dény vzorci

c+2m c+2m
(26) ak:/ f(z)coskxdr pro k>0, b= (x)sinkx dx pro k > 0.

C

Podle V.20.2 plati: Je-li f: (¢,c+ 27) — R spojitd funkce s kone¢nou variaci,
konverguje jeji Fourierova Fada lokalné stejnomérné v (c,c + 2m) a jeji soucdet se
v (¢,c+2m) rovnd f(z), zatimco v bodech ¢ a ¢+ 2 je roven 1 (f(c) + f(c+ 2m)).

Podobné 1ze kazdou funkci f definovanou (skoro vSude) v intervalu (0, 7) (resp.
v intervalu (—,0)) rozsifit jak na lichou, tak i na sudou 27-periodickou funkci
definovanou v celém R. Je-li navic integral foﬂ f (resp. integral j;oﬂ f) koneé¢ny, na-

zyvame prislusnou Fourierovu fadu lichou resp. sudou Fourierovou fadou ptivodni
funkce f.
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Poznamka 20.4. Protoze za situace z V.20.2 miizeme soucet sy Fourierovy fady
funkce f napsat bez znalosti jejich koeficientti, budeme tak v konkrétnich piipadech
skutecné postupovat:

1. Ma-li f kone¢nou variaci v intervalu (c,c + 27), je (2m-periodicky) soucet
sy : R — R pfislusné Fourierovy fady definovan v intervalu (¢, ¢+ 27) podminkami

{ $(flz+) + flz—)) pro z € (¢, ¢+ 2m) }
e

(27) sp(x) = (flct)+ flc+2n=)) pro x=c a 2 = c+ 27

2. Suda Fourierova fada funkce f s koneénou variaci v (0, 7) mé (27-periodicky)
soudet sy, definovany v intervalu (—m, 7) podminkami

F(0+) pro z =0
’ ) s(fat) + f(z=)) pro x e (0,7)
@7) sple) = flm—) pro x =T
sp(—x) pro z € (—m,0)

(Podobné pro funkeci f: (—m,0) — R.)
3. Liché Fourierova fada funkce f s kone¢nou variaci v (0, 7) mé (27-periodicky)
soudet sy, definovany v intervalu (—m, 7) podminkami

0 pro =0 a z =47
(27") sp(x) = ¢ 3(f(z+) + f(z=)) pro € (0,7)
—sp(—x) pro z € (—m,0)

(Podobné pro funkci f : (—m,0) — R.)
* ok *

V nasledujicich ptikladech se kone¢nost variace zuc¢astnénych funkci snadno oveéri
podle (19) nebo podle V.20.3; pfenechdme to proto ¢tenédfi a soustiedime se na
aplikaci Dirichlet—Jordanova kritéria a na numerickou stranku prikladu.

Priklad 20.3. 1. Nejdfive najdeme Fourierovu fadu funkce f(x) = x v intervalu
(0,27). Funkce sy z Po.20.4 bude v intervalu (0, 27) definovdna podminkami

sp(x) =z pro viechna z € (0,27), s7(0) = s;(27) = 7;

bude souctem hledané Fourierovy fady, jejiz koeficienty jsou

1 27
aoz—/ rdr =27,
0

™

1 27 1 27 2
ay = / rcoskxdr =0, bk:—/ xsinkxd:v:E, je-li ke N.
0 0

™ m
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Podle V.20.2 je tedy

oo . k
(28) sp(x)y=m—2 Z smk < pro vSechna z € R,
k=1

z ¢ehoz ihned plyne, zZe

= k
(29) Z sin kx - . (0,27);

k=1

v bodech 0 a 27 je soucet fady vlevo roven 0.

Vzhledem k periodicité je konvergence fad v (28) a (29) lokdiné stejnomérnd
v intervalu (2nm,2(n + 1)7) pro kazdé n ¢ Z a nestejnomérnd v kazdém levém
i pravém okoli kazdého bodu 2n7, protoze funkce s je v téchto bodech nespojita.

21t

GRAFY FUNKCE x A PRVNICH 8 CASTECNYCH SOUCTU
JEJI FOURIEROVY RADY V (0, 27)

2. Nyni najdeme sudou a lichou Fourierovu fadu funkce f(x) = z, x € (0,).
Funkce sy(z) je v pfipadé sudého rozvoje rovna |z | v intervalu (—m, 7); protoze

m 2 s 2
/Oxdx:% a /Oxcos(Zk—i—l):Cd:v:—m pro vsechna k € N,
je
T 4 =cos(2k— 1)z
(30) |z| = 5—;2 k=12 v (—m, 7).

Rada vpravo konverguje pfitom stejnomérné v celém R a jeji soucet je tam roven
funkei sy (x), kterd je 2m-periodickym rozsifenim funkce |x| z (—=,7) na R.
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V piipadé lichého rozvoje je s;(z) =z v (—m,7) a sy(£w) = 0, pfiemz

3

E N

™

2 ™
b = —/ zsinkx de = (—1)F!
0
takze

- k:
(31) =2 Z et sin ke pro vSechna z € (—m, 7).
k=1

Rada vpravo konverguje v kazdém intervalu ((2n — 1)7, (2n + 1)7), kde n € Z,
lokalné stejnomérné, konvergence vsak neni stejnomérna v zadném levém ani pravém
prstencovém okoli zadného lichého nasobku é&isla 7; viude v R Fada soulet s(x).

3. Jestlize v (30) polozime 2 = 7, dostaneme po evidentni tipravé rovnost

2

> 1 s
(32) D (2k—12 8
k=1

Poznamka 20.5. U fad z (29) a (31) jsme byli dosud schopni vySetfit jen (neab-
solutni, lokalné stejnomérnou) konvergenci; nyni jsme nasli jejich sou¢ty a podafilo
se nam secist i ¢iselnou fadu (32). V dalsich ptikladech (feSenych i ponechanych
Ctenaii jako cviceni) secteme dalsi fady ¢isel a funkei; nezodpovézena véak bohuzel
zustane otdzka, kterou funkci mdme rozvinout, abychom ziskali soucet predem dané
¢iselné tady. Nezbyva asi nic jiného nez rozvinout co nejvice funkci a hledat mezi
vysledky fadu, jejiz soucet bychom radi znali.

Piiklad 20.4. Fourierova tada funkce f(x) = 22 v intervalu I := (0,27) m4, jak
zjistime standardnim vypoctem, tyto koeficienty:
8 4 4
aoz%, Wk = 73 bk:—% pro k e N;
27-periodicka funkce s¢(z) se piitom rovnd % v I a 3 (f(0)+ f(27)) = 27% v bodech
0 a 27. Podle V.20.2 je

k — sink
(33) sy(x) +4 Z O 4r Z smk ° pro viechna z € R;
k=1

prvni fada vpravo konverguje (podle srovnévaciho kritéria) stejnomérné v R, druha
lokalng stejnomérné v kazdém intervalu (2nm,2(n + 1)7), n € Z, a nestejnomérné
ve vSech levych i pravych prstencovych okolich bodd 2n.

Dosadime-li z = 0, bude vlevo s¢(0) = 27% a jednoduchou tpravou ziskame
rovnost

(34) Z%:”—.
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Odecteme-li od (32) rovnost (34) délenou ¢tyfmi, dostaneme rovnost

2

> (=1)k1 s
(35) e

k=1

Dosadime-li do (33) podle (29), dostaneme (po jednoduché tpravé) identitu

(36) = v intervalu (0,27)

k2 12

i coskx 322 — 67z + 272
k=1

a dosazenim se presvéd¢ime, zZe tato identita plati i v bodech 0 a 27. Integrujeme-li
obé strany od 0 do z € (0,27) podle V.20.4, ziskdme identitu

sinkz  z° — 3mz? + 27z

(37) T B pro vSechna z € (0,2m).
k=1
Integrujeme-li znovu a uvazime-li, ze foz sinkxdr = (1 — coskx)/k, dojdeme
k rovnosti
— 1 —cosk 4 — Ama® + 4n2a?
(38) Z ZZS =_Z WZS_F T pro vSechna z € (0,2m);

k=1

dosadime-li z = 7 a uvazime-li, Ze 1 — coskm = 1 — (—1)* je rovno 0 pro suda k a 2
pro licha k, dostaneme dalsi soucet:

(39) i 1 - it
(2k—1)* 96
k=1
Protoze
—~ 1 o« 1 < 51 &1
Zk4 Z(k)4+z(2k N Y 162k4 2k — )3’
k=1 k=1 k=1 k=1
je
— 1 16 1 m
40/ _— = — - =
(40) Z k1 Z (2k—-1)* 90’
k=1 k=1
takze
S Y L —— 1 =1 17t 7nt
40" ( — _ = - =__
(40%) Z k4 Z (2k —1)4 Z (2k)* 96 16 90 720
k=1 k=1 k=1
Dosadime-li (40) do (38), snadno zjistime, Ze je
k 814 — 60m%2? + 607> — 1524
(41) Al T e ° pro vSechna x ¢ (0,27).

4
£k 720
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Priklad 20.5. Rovnost

o0

k
(42) Z COZ - —1g|2sing‘ pro vSechna € R— {2nm; neZ}

dokazeme tim, ze funkci f(z) :=1g|2sin (3 z)| rozvedeme ve Fourierovu fadu.

Funkce f je zfejmé definovdna v mnoziné uvedené v (42), je sudd a mé periodu
27r. Kromé toho je f ¢ £((0,2m)), protoZze pro x — 0+ je f(z) < lgz e L((0,7))
a protoze vzhledem k identité¢ f(2m — z) = f(z) je f f = [, f. Funkce f mé
Fourierovu fadu (protoze patii do £((0,27))), ale vétu 20.2 nebude mozné uzit
v celém intervalu (0,27) (protoZze f neni v (0,27) omezend), ale jen v intervalech
(a,b) C (0,27) (protoze v nich mé koneénou variaci).

Koeficienty by jsou vSechny rovny 0, protoze f je suda funkce; zbyva proto najit
koeficienty aj. Za¢neme Vypoétem koeficientu

@ w=t [T=2([T+ [7)=2 [t

2 21
= 7T(/0 lg2dgc+/0 Ig (sin (3 )dgc) :21g2+?,
kde

T /2 /2
(44) I:= /Olg(sin(%:zz)) dx = 2/0 lg (sinw) du = 2/0 lg (2sin(§u) cos(3u)) du

/2 /2
:w1g2+2/ lg(sin(%u))du+2/ Ig (cos(§u)) du
0 0

= wlg2+2/ lg(sin(32))de =Tlg2+21;
0

druhy integral jsme ziskali z prvniho substituci z = 2u, ve druhém integralu ve
druhé fadce jsme provedli substituci u = m — 2. Porovname-li zac¢atek a konec (44),
vidime, ze I = —7lg2, tedy 21 /7 = —21g2; podle (43) je v disledku toho ag = 0.

Nez za¢neme pocitat koeficienty ar pro k € N, uvazme, ze
(45) 2cosasinf =sin(a+ 8) —sin(a — 8) pro vechna a e R, 8 e R,

takze pro kazdé n € N (a kazdé = € R) je

2sin (3 ( —I—Zcoskx)—sm% Z sin(k+ 3)z —sin(k — 1))
k=1

=sin(n+ 1)z.

Protoze prvni vyraz je roven poslednimu i pro n = 0 a protoze foﬂ coskx dx = 0 pro
viechna k € N, plyne z této identity délenim vyrazem 2 sin(3x) a integraci, ze

™ gin(n + 1
10 St 3) T 1r pro vechna celd disla n > 0.
1 2
o 2sin(5x)
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Integraci per partes a uzitim vzorce (46) ziskdme pro kazdé k € N tento vysledek:

1 2m 2 us
(47) ap = —/0 lg (2sin (3 2)) cos kx do = _/o Ig (2 sin (% x)) cos kx du

s s

2 sinkz1® 1 [7cos(ix)
— Z[1g(2sin(L } - in kzd
w[g( sin(37)) k- Jo kr/)y sin(z) S
1 wsin(k—i-%)x—i—sin(k—%)xd 1
T km ), 2 sin (3 z) TR

(Prvni integral v prvnim faddku jsme rozlozili na integral od 0 do m a od 7 do
27 a v druhém z takto ziskanych integralt jsme substituovali x = 27 — t. Druhy
z integralt v prvni fadce jsme integrovali per partes, v poslednim fadku jsme uzili
identitu (46).)

Résumé. Fourierovy koeficienty by, a ag funkce f jsou rovny 0, zatimco a, = —1/k
pro kazdé k € N. ProtoZe funkce f je spojitd v intervalu (0,27) a méd konecnou
variaci v kazdém intervalu (a,b) C (0,27), je podle V.20.2 soucet jeji Fourierovy
fady roven f(x) v kazdém bodé x ¢ (0,27) a fada konverguje lokdlné stejnomérné
v (0,27).4) Tvrzeni (42) odtud plyne v disledku 27-periodicity obou stran.

P¥iklad 20.6. Fourierova fada funkce f(x) := e~%/? v intervalu I := (,37) ma
koeficienty

(48) o — 4(—1)*sinh () b 8(—1)*k sinh (57)
we™(4k% + 1) me™(4k% 4+ 1)
a fada
4sinh(37) /1 = (=1)* .
(49) T (5 +; A2 1 (COSk:C—FQkSlIlk:Z?))

konverguje lokalné stejnomérné v kazdém intervalu ((2n — 1)m, (2n + 1)7), n € Z,
nestejnomérné v kazdém levém i pravém okoli kazdého lichého nasobku 7. Jeji soucet
je 2m-periodicka funkce sy (x) rovna f(z) v I a

%(67371'/2 +e ™) =T cosh(37) = 0.11
v krajnich bodech tohoto intervalu.

Dosadime-li tedy do (49) po fadé x = 7 a = 2m, dostaneme souéty s;(m) =
e " cosh(3m) a s7(2m) = e~™. Z toho snadno plyne, ze

(50) i 1 wcotgh(jm) 1 i (-nFt 1 7T ]
—4R?+1 4 27 £ 4k?+1 2 4sinh(3m)

priblizné numerické hodnoty téchto soucti jsou 0.3563 a 0.1587.

4) Kazdé xe(0,27) lezi uvniti n&jakého intervalu {a,b) C (0, 7).
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Priklad 20.7. Hledejme sudou a lichou Fourierovu fadu funkce

1 v intervalu (0,3m)
(51) f(x) :=sgn(sin2x) = . L )
—1 vintervalu (57, )
Oznacime-li sy s a syg; funkce (27') a (27”) z Po.20.4, bude
1, jeli xe(—3m 3m) 1, jeli ze(0,4m)
sps(r) =% —1, jeli we(3m, 3m) , spa(x) =< =1, jerli ze(—3m,0) p;
0, jeli we{£im 3r} 0, jeli xe{£3m 0}

prvni z téchto funkci je pritom 27-periodicka, druhé m-periodicka.

YA
"

X @A
Ve

GRAFY FUNKCE sgn (sin2z) A PRVNICH 4 CASTECNYCH SOUCTU

JEJI LICHE FOURIEROVY RADY

Koeficienty ay resp. by sudého resp. lichého rozvoje jsou

(52) ap=0, ak:% sin(1kr) pro ke N
resp.

(53) b, = 2(1+(—1)k;€—4c0s(%kﬂ) pro ke N,
takze "

4

4
—, b= —F—— Sechna ke N
=T 4k—2 GE—Dr pro vSechna k e N,

(54)  az-1=(-1)"

zatimco vSechny koeficienty asg, bax—3, bagx—1 a byx jsou nulové. Prislusné Fourierovy
fady jsou

4 & cos(2k — 1)z 4 X sin(4k — 2)x
55 SN (ppp T T 2N SR T AT
(55) N R ,
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prvni konverguje lokélné stejnomérné v intervalech I, := (1 (2n—1)m, 1 (2n+ 1)),
n € Z, a nestejnomérné v kazdém levém i pravém okoli krajnich bodd téchto inter-
vald, druh4 konverguje lokalng stejnomérné v intervalech J,, := (3 nm, 3 (n + 1)),
n € Z, a nestejnomeérné v kazdém levém i pravém okoli krajnich boda téchto inter-

vald.
Uvézime-li, zZe soucet prvni fady v bodé 0 je 1, ziskdAme pozoruhodnou rovnost

1
——+...=

+ i
11 e

oo k-1
(56) I +
k=1

Ut =
| =
NeN

1
3

poznamenejme vSak, Ze alternujici fada vlevo se k pribliznému vypoctu éisla 7 prilis
nehodi, protoze konverguje velmi pomalu. (Rozdil iw a jejiho pétistého castecného
souctu je priblizné 0.0005.)

Poznamka 20.7. Integraci ¢len po ¢lenu levé strany identity (42) bychom ziskali
fadu o €lenech sinkz/k? a dalsi integraci fadu o €lenech coskz/k3; pro x = 0
bychom tak ziskali fadu

(57) >

k=1

o0 jejiz secteni se marné usiluje celd staleti. Zde naznaceny postup samoziejmeé téz
selhévé, protoze funkce primitivni k pravé strané identity (42) nepatii mezi elemen-
tarni funkce, a pravé tak tam nepatii ani funkce k ni primitivni.

Zatimco soucty tad o clenech 1/k™ se sudym n € N lze vypocitat podle celkem
jednoduchého vzorce (viz napt. kap. XVI knihy [13] nebo str. 286 knihy [6]), nale-
zent vzorct pro soucty obdobnych tad s lichym n € N by nepochybné svého Tesitele
rdzem proslavilo.

Poznamka 20.8. Dosud jsme mluvili jen o rozvojich 2m-periodickych funkei;
v8echny vyloZzené postupy vSak lze (po evidentnich modifikacich) opakovat s obec-
néjsimi g-periodickymi funkcemi, kde g € R.

Ma-li g-periodickd funkce f konecny integral f(;l f, muzeme vytvorit obecnéjsi
Fourierovu fadu s periodou g a psat

+ by sin
q q

> 2kmx . 2kmx
(58) f(z) ~ tao + Z (ak cos ) ,
k=1

kde ¢isla ai, (k > 0) a by (k € N) jsou nyni ddna rovnostmi

9 [&ta 2%k 9 [&ta 2%k
(59) ay = —/ f(z)cos i dx, by = —/ f(z)sin " g
q.Je q qJe q

s libovolnym ¢ € R. Funkce cos(2kmz/q), sin(2kmz/q) maji periodu ¢ a spliiuji
podminky (5)— (7), nahradime-li na jejich pravych stranach ¢islo 7 ¢islem 3q.
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Priklad 20.8. Mame-li napt. funkci f(z) := x rozvést ve Fourierovu fadu v in-
tervalu (1, 3), bude mit soucet sy této Fady periodu ¢ = 2 a v intervalu (1,3) bude
definovan podminkami

(60)  sf(z) == pro e (1,3), sp(z)=2(f(1)+ f(3)) =2 pro z € {1,3}.

Snadno zjistime, ze

2
ap=4, ar =0, by = (—1)"""-— pro vsechna k c N,
61’ 4 0, b 1) 5 Sechna k e N
™
takze je
" 2 o~ (D8 .
(61") sp(x) =2+ — E - sin kmz pro vSechna z € R;
0
k=1

fada vpravo pfitom konverguje v kazdém intervalu (2k — 1,2k + 1), kde k € Z,
lokalné stejnomérné a konvergence je nestejnomérna v kazdém levém i v kazdém
pravém prstencovém okoli kazdého lichého ¢isla (sr. s (31)).

Cviéeni

Kromé konkrétni tlohy uvedené v kazdém z nasledujicich cviceni najdéte vzdy
a) funkci s¢(z), tj. soucet pfislusné Fourierovy fady v R, b) vSechny maximalni
oteviené intervaly, v nichZz dand fada konverguje lokalné stejnomérné, c) vSechny
body, v jejichz zaddném okoli neni konvergence stejnomérna. (Sr. s Po.20.4.)

20.08°. Najdéte Fourierovu fadu funkce f(r) := z v intervalu (o, + 27), kde
aeR.

20.09°. Dokaite, Ze

— sin(2k — 1
(62) ; % = lrsgnz vintervalu (—m,m),

a odvodte z toho, ze

— (=D
(63) 2 GhoT AT
k=1
20.10°. Najdéte Fourierovu fadu funkce f(z) := | sinz| v intervalu (=, 7) a po-
moci ni dokazte, ze
64 - -1 L) 1l 9).
(o) > b 3 B -t

uvazte, ze prvni z téchto fad 1ze snadno secist i bez uziti Fourierovych fad.
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20.11°. Najdéte lichy Fouriertiv rozvoj funkce f(z) := cosx, = € (0, 7).
20.129. Za piedpokladu, Ze o # 0, najdéte Fourierovu fadu funkce e®® v inter-
valu (0,27) a pomoci ni dokazte, ze

> 1 ma cotgh (ma) — 1
65 = .
(65) ; o? + k? 202

20.13°. Najdéte sudou i lichou Fourierovu fadu funkce f(z) := ™% v intervalu
(0,m).

20.14°. Ovéite, ze podle Pi.20.3 je
cos(2k — 1)z

it St A SR |
2k —1)2 8

NE

(66)

(n? — 27n|x|) vintervalu (—m, ),
k=1

a pak tuto identitu uzijte k dikazu rovnosti

o sin(2k — Dz

(67) Qh—1p = gmw(m —|x|) vintervalu (—m, 7).
k=1
Pak dokazte, ze
o0 )1 L
(68) Z 2k: —1)3 =37
k=1
20.15°. Najdéte Fourierovu fadu funkce f(z) := |z — 1| v intervalu (0,2) a se-

¢téte pak fadu Yoo, (1/(2k — 1)2).
20.16°. Najdéte Fourierovu fadu funkce f(z) := arcsin (sin 2z).
20.17°. Najdéte Fourierovu fadu funkce f(z) := arcsin(cos 7).
20.18°. Najdéte Fourierovu fadu funkce f(z) := sgn(cos 27z).

20.19°. Najdéte sudy i lichy Fourieriv rozvoj funkce f(z) rovné 2

57 v intervalu
(0,3m) am—x v intervalu (3, ).

20.20°. Najdéte Fouriertiv rozvoj funkce f (), ktera ma periodu 3 a v intervalech
(0,1), (1,2), (2,3) se po fadé rovna 1, —1,0.

20.21°. Najdéte sudou Fourierovu fadu funkce
z  pro z e (0,3m)
(69) fz) = 0 pro ze(3m 2m)
2r—x pro z e (2m,7)

20.22°. Najdéte Fourierovu fadu funkce f, uréené témito podminkami: Je licha,
mé periodu 8, v intervalu (0,1) je rovna 1 — x, v intervalu (1,4) nule.

20.23°. Najdéte Fourierovu fadu funkce, ktera periodu 4 a v intervalu (—2,2)
je definovana podminkami

(70) flx):=1—27% jeli || <1, f(x):=0, je-li 1< |z|<2.
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20.24°. Najdéte sudou i lichou Fourierovu fadu funkce cosz v intervalu (0, 2).

20.25°. Najdéte sudou i lichou Fourierovu fadu funkce

in2x pro x € (0, %w
(1) f@%—{s pro- < >}

0 pro ze (zmm)

v intervalu (0, 7).
Reseni
Pro kazdé n € Z oznac¢me

(72) I, = (nm,(n+ m), J,=2nm,2(n+1)7);

v prikladech, v nichz se dana funkce mé rozvinout jak v sudou, tak i lichou fadu,
piSme misto sy podrobnéji sy a sy ;.

20.08. sy je 2m-periodickd funkce, ktera se rovna z v intervalu (o, a+27) a a+7
v bodech o, a + 27. Vsude v R je

>, sin ka cos kz — cos kasin kz
73 = 2 .
(73) srlo) =am+23 . ,

v intervalech (a + 2nm,a+2(n+ 1)7), n € Z, je konvergence lokdlné stejnomérna,
v kazdém levém i pravém okoli kazdého bodu « + 2nm nestejnomeérna.

20.09. V kazdém intervalu I,, n € Z, je konvergence fady lokdlné stejnomérn4,
v kazdém levém i pravém okoli kazdého bodu n7m nestejnomérna; soucet uvedené
1

Ciselné fady ziskame dosazenim z = 5.

20.10. Funkee f je sudé, spojité, 2m-periodickd a ma v (—m, ) koneénou variaci;
jeji Fourierova fada

(74)

3w

4 i cos 2kx
T 4k2 -1
k=1

konverguje proto stejnomérné v celém R a ma tam soucet f(z). Prvni z fad (64)
Ize se¢ist elementarné, protoze 2/(4k? — 1) = 1/(2k — 1) — 1/(2k + 1); soucet druhé
z nich ziskdme dosazenim z = 37 do (70).

20.11. sy je 2m-periodicka funkce, 0 < |z| < m = sy(x) = sgnz cosz, zatimco
s(0) = sg(£m) = 0; rovnost

8 = ksin2kx
(75) sy(x) = p ; T2 1

plati v celém R, v intervalech I,,, n € Z, je konvergence lokalné stejnomérna, v kaz-
dém levém i pravém okoli kazdého bodu nm nestejnomérnaé.
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20.12. Je

1 i acoskr — ksinkx

(76) 55(z) = ezmi_l(—Jr ) v R
f n T 2a¢ o? + k2 v

k=1
piicemz sp(z) = e*® v (0,2m), sp(0) = sp(2m) = 3(e?™ + 1); v intervalech Jy,,
n € Z, je konvergence lokalné stejnomérna, v kazdém levém i pravém okoli kazdého
bodu 2n7 nestejnomérnd. Rovnost (65) ziskdme dosazenim xz = 0 do (76) a snadnou
dpravou.

20.13. Funkce s, je v intervalu (—,7) definovdna rovnosti s ¢(x) = e~1®l,
k, —m

1 21— (=1)ke
(77) Sf.,s('r) = ;(1 — e )+ ;; ]{27_’_1 coskr v R,

pricemz fada konverguje v R stejnomérné.
Funkce sy, je v intervalu (—,7) definovdna podminkami sy, (z) = e~!*lsgnz,
jeli 0 < |z| <, s7,(0) = sy (£m) =0, pFiéemz

200

™

(78) spi(z) = —(=1)*e ™) sinkz v R;

k=1
fada vpravo konverguje lokalné stejnomérné v kazdém intervalu I,,, n € Z, nestej-
nomeérné v kazdém levém i pravém okoli kazdého bodu nr.

20.14. Rady v (66) a (67) konverguji stejnomérné v celém R, (67) ziskame z (66)
integraci, (68) z (67) dosazenim x = 3.

20.15. Je sf(x) = f(z) v (0,27) a

4 & cos(2k — 1)7x
79 : — R
(79) ) =5+ g

(2k —1)2 ’

l\’)l)—\

pficemz fada vpravo konverguje v R stejnomérné. Dosazenim = = 1 ziskdme rovnost
Zk 1(2k—1) = 1 2.
20.16. Je sy = f v R, rovnost

4 o k 1
(80) = Z 2k —r S sin(2(2k — 1))
k:l

plati vSude v R, fada konverguje v R stejnomeérné.

20.17. Funkce sy = f je sudé, rovnost

4 K cos((2k — 1))
81 ==
(81) w; (2k — 1)

plati v celém R, fada konverguje v R stejnomeérné.
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20.18. Funkce s je sudé, ma periodu 1 a

1 proze(—3,1) - -
13 .
(82) sf(xz)=4q —1proxze(g,3) Z 2k—1 cos(2(2k — 1)mz);
0 pro ze {3, £3} k=1

>1|u>

rada konverguje v intervalech (§(2n—1), 1(2n+1)), kde n € Z, lokalné stejnomérns,
v kazdém levém i pravém okoli kazdého bodu 1(2n — 1) nestejnomérng.

20.19. 2m-periodickd funkce s; ¢ definovana v (—m, 7) podminkami
L, je-li |z| < inm
(53) ey = 27 =
x|, je-li g7 <|x| <7

je spojitd v R; v R plati rovnost

E

(84) sf,s(%)

oolo:
>\|l\’)

i % coskx,

pfi¢emz fada vpravo konverguje stejnomérné v R a
(84") o :=2(—1)"'sin® (k) pro viechna k e N,

takZe agp—3 = aup-1 =1, aup—2 = =2, aup = 0.
2m-periodicka funkce sy,; definovand v (—m, 7) podminkami

imsgnz, jelli 0< |z| <im
(85) spi(r) = (m—|z|) sgna, jeli g <|z| <7

0, je-li =0V ==+nm

je spojitd v bodé x € R, pravé kdyz je x £ 0 mod 27; vSude v R je

(86) spi(x) = Z (k + kﬂTk) sinkz, kde S8 :=2sin(kn) pro kazdé k e N,

takze Bor = 0 a Bor_1 = 2(—1)¥"1; fada konverguje lokalné stejnomérné v kazdém
Jn, n € Z, nestejnomérné v kazdém levém i pravém okoli kazdého bodu 2n.

20.20. Funkce s;(z) mé periodu 3 a rovnd se f(z) v kazdém z intervali (0, 1),
(1,2), (2,3); kroms toho je s(0) = sf(3) = %, sp(1) =0, sf(2) = —3. Rovnost

o0

1
(87) sp(x) = = (o cos (3 k) + By sin (3 k),
k=1
kde
(87" oy := 3sin(2km), By := 2sin®(2kn) pro viechna k e N,
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plati vsude v R, fada vpravo konverguje lokdlné stejnomérné v kazdém intervalu
tvaru (n,n+1), kde n € Z, nestejnomérné v kazdém levém i v kazdém pravém okoli
kazdého celého cisla.

Cisla oy a B, splituji (pro kazdé k € N a kazdé n € N) podminku az,x = oy,
Ban+k = Bk, prifemz

(88) a1 =32V3, 00=-3V3, a3 =0, B1=5 =32, B3=0.
20.21. Funkce sy(x) je rovna f(z) pro viechna z € (0,7) — {37}, f(37) = i7;

tyto podminky spolu se sudosti a 2m-periodicitou definuji s; v celém R. Koeficienty
ao a by, k € N, jsou rovny nule, pro vSechna k € N je

(89) a = % sgn (sin (L b)) — % (1 + (1)) sgn (sin® (2 k) ;

posloupnosti
{sgn(sin (547)) 1721 a {(1+ (=1)")sgn(sin® (5 k) 12,

maji periodu 6, pficemz 1,1,0,—1,—1,0 a 0,2,0,2,0,0 je prvnich 6 ¢lend prvni a
druhé posloupnosti. Prvnich 12 ¢lent posloupnosti {ax}2; je rovno

1 1 3 0 1 3 1 0
\/g 3 2\/3 27T 3 3 4\/§ 87T ) 5\/§ 3 )
1 1 3 1 3 1

—7—_—707_—_—7_—70
7V3 ' 8/3 327 10v/3 507 11v3

Fourierova fada funkce f konverguje pro kazdé n € Z lokalné stejnomérné v kaz-
dém intervalu tvaru ((2n — $)m, (2n+ 3)7) a tvaru ((2n+ 3), (2n+ 2)7), nestej-
nomérné v kazdém levém i v kazdém pravém okoli kazdého bodu tvaru (2n + 3)7.

20.22. Funkce sy s periodou 8 je v intervalu (—4,4) definovana podminkami

(1—|z|)sgnzx, je-li 0<|z| <1
(90) sp(x) = ST ;
0, je-li =0 nebo 1< |z| <4
v R je
(91) sp(x) = ibk sin(1krz), kde by := 28 sin (L&)
: — 4 ’ kr  k2m? 4

pro vSechna k € N, takze

24\/51224\/§12+4\/§1+224\/§1

T 72 ' r w2’ 3x 972 27 5; ' 2572 3w 9x2’ Tm | 4972 4Axm

je prvnich 8 ¢lent posloupnosti {bx}52 ;.
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Fourierova fada funkce f konverguje lokdlné stejnomérné v kazdém intervalu
tvaru (8n,8(n + 1)), kde n ¢ Z, a nestejnomérné v kazdém levém i v kazdém
pravém okoli kazdého bodu 8n.

20.23. Funkce sy je 4-periodickym rozsifenim funkce f, je sudé a spojita v R;
prislusna Fourierova fada konverguje v R stejnomérné a ma koeficienty

sin (3 k) —

8
15,3 122 cos(3km) pro ke N.

20.24. Funkce s; s vznikne 4-periodickym rozsifenim funkce cos|(—2,2) na
R a je v R spojitd; konvergence sudé Fourierovy fady je stejnomérnd v R a jeji
koeficienty jsou

4(-1)k |
ap = m sin 2 pro k Z 0.

Pro v8echna z € (—2,2) je syi(x) = cosxz sgnz a s¢;(£2) = s¢,;(0) = 0; funkce
sy, je licha, 4-periodickd, nespojita ve vSech sudych ¢islech, spojita ve vSech ostat-
nich bodech.

Licha Fourierova fada konverguje lokalné stejnomérné v kazdém intervalu tvaru
(2n,2(n + 1)), n € Z, nestejnomérné v kazdém PT(2n) a v kazdém P~ (2n); jeji
koeficienty jsou

2km

b = ————
P4 k2g2

((-=1)*cos2 —1), keN.

20.25. Funkce s s (resp. sy;) je 2m-periodickym sudym (resp. lichym) rozsite-
nim funkece f|(0,7) na R a je v R spojita. Koeficienty p¥islusnych Fourierovych fad
jsou

8
CLQ:O, ar = m COS2(%I€7T) pro kZO, k¢2,
a
1 4
172257 bk:msln(zkﬂ') pro kEN,k#2,

obé fady konverguji v R stejnomérné.
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Rejstiik

Cislice 1 a 2 pred &isly stranek odlisuji odkazy na Inteligentni kalkulus 1 a 2.

1SM 1.135 dimenze algebraicka 2.23

2SM 1.135 — eukleidovského prostoru 2.20
— konec¢nd, nekoneéna 2.23

Aditivita integralu 1.186,2.263,2.265 — linearniho prostoru 2.23

— miry 2.248 diskontinuum Cantorovo 2.250

aproximace Taylorovymi polynomy 1.72 divergence vektorové funkce 2.100

asymptota 1.95
Elipsa 2.116

Bilinearita 2.19 existence lokélni inverzni funkce 2.141,2.142
bod hrani¢ni mnoziny 2.35 exponenciala komplexni 1.228
— hromadny mnoziny 2.42 extrém 1.85,2.181
— — posloupnosti 1.33 — vazany 2.192
— inflexni 1.95
— izolovany mnoziny 2.42 Faktor integra¢ni 1.162
— singuldrni hladiny 2.151 forma linedrni dana matici 2.95
— — nadplochy 2.113 funkce beta 2.284
— stacionarni funkce 1.86,2.181 — cyklometrické 1.42
— vnéjsi, vnitfni mnoziny 2.35 — definovand implicitné 2.146
britva Occamova 1.68 — diferencovatelna 1.50,2.94
— Dirichletova 1.189
Cast kladna, zaporna 2.259 — Ei 2.220
¢islo e (Eulerovo) 1.32 — ekvivalentni 2.260
— gamma 2.283
Déleni Taylorovych polynoma 1.73 — harmonickd 2.104
delta Kroneckerovo 2.27 — holomorfni 2.71
derivace funkce 1 proménné 1.40,1.50 — charakteristickd mnoziny 2.255
— komplexni funkce 1.228 — inverzni lokalni 2.142
— mnoziny 2.42 — jednoducha 2.255
— parcidlni 2.92,2.102 — linearni lomena 2.39
— smérova 2.92 — méritelnd 2.252,2.261
— vektorové funkce 2.91 — n-té Bairovy tfidy 2.254
— zobrazeni z RP do R? 2.95 — periodickd 1.54
derivovani ¢len po ¢lenu 2.50 — primitivni 1.135
— integralu podle parametru 2.280 — primitivni zobecnéna 1.182
— mocninné fady 2.53 — racionalni 1.41,1.147
determinant Vandermonduv 1.22 — realna 1.37
— Wronského 2.210 — realné proménné 1.37
difeomorfismus 2.141 — s konecnou variaci 2.301
diference symetricka 2.260 — sinh a cosh 1.41
diferencial 2.94 — skalarni 2.87
diferencovani superpozice 1.50,2.96 — spojita 1.39,1.40,1.53
diferencovatelnost 1.50,2.94 — spojité diferencovatelna 2.95,2.102
— spojitda 2.95,2.102 — stejné omezené 2.61
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funkce stejného radu 1.190
— sud4, lichd 1.53

— tiidy Cp, 2.95,2.102
— vektorova 2.87

Geometricky vyznam integrialu 2.259
gradient 2.98
graf funkce 1.85,2.121

Hladina 2.149
hmotnost télesa 2.292
holomorfnost 2.71
homeomorfismus 2.39
hranice mnoziny 2.35
hrot grafu 1.85

Indukce (Uplnd, matematicka) 1.19
integrace 1.135,1.183

— ¢len po ¢lenu 2.51

— Fourierovy fady 2.305

— funkci riznych typtd 1.140—1.161
— mocninné fady 2.53

— per partes 1.135,1.186

— podle parametru 2.277

— fady clen po ¢lenu 2.264

integral dvojny, dvojnasobny 2.269
— Fresneluv 2.296

— jednoduché funkce 2.256

— Laplacetv 2.275

— Lebesguetv (definice) 2.256 —2.261
— — a Newtonuv 2.266

— — a Riemannuv 2.266

— neurcity 1.179,1.189

— Newtonav 1.183,1.187

— trojny, trojnasobny 2.271

— urdéity, neurcity 1.189

— z&visly na parametru 2.277 —2.280
interval v RP 2.244

intervaly nepfekryvajici se 2.245
izometrie 2.28

izomorfismus 2.28

Jacobiho matice 2.145
jakobian 2.145

Koeficient binomicky 1.56
koeficienty Fourierovy 2.301
— Lagrangeovy 2.193

— mocninné fady 2.52
konstanta Eulerova 2.220

konvergence absolutné stejnomérna 2.63
— absolutni Lebesgueova integralu 2.262
— — , neabsolutni integralu 1.189

— — , — fady 1.208

— bodova 2.21

— lokalné stejnomérna 2.50

— po slozkach (soufadnicich) 2.21,2.87
— posloupnosti 1.25,1.206,2.17

— fady 1.208

— — vektoru 2.18

— stejnomérnd 2.22

— zobecnéné fady 1.219

kosinus hyperbolicky 1.42

— komplexni 1.228

koule jednotkova 2.23

kritérium Abelovo pro integral 1.193

— Abelovo pro fadu 1.211

— — stejnomérné konvergence fady 2.60,2.61
— BC pro fadu 1.209

— — stejnomérné konvergence fady 2.59
— Cauchyho 1.210

— d’Alembertovo 1.210

— Dirichlet-Jordanovo 2.304

— Dirichletovo 1.193,1.211

— — stejnomeérné konvergence fady 2.60
— integralni 1.210

— — pro konvergenci fady funkci 2.265
— Leibnizovo 1.211

— srovnavaci pro integral 1.189,1.191

— — — fadu 1.210

— — stejnomeérné konvergence 2.59,2.60
kruh konvergence 2.53

kruznice 2.116

kiivka 2.112

— integralni 1.163

— Vivianiho 2.153

Lemma Abelovo 2.52

lemniskata 2.153

limes inferior, superior 1.33,2.254
— superior topologicky 1.33
limita dvojna, dvojnisobna 2.88
— funkce 1.37,1.228

— — vzhledem k mnoziné 2.42
— monoténni funkce 1.39

— — posloupnosti 1.31

— posloupnosti 1.25,1.206,2.17
— superpozice 1.38,1.40,2.43
limitni pfechod majorizovany 2.263
— — monoténni 2.255,2.263
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limitni pfechod v nerovnostech 1.26

— — za znamenim integralu 2.51,2.278
linearita integralu 1.186,2.263

linearni forma dand matici 2.95

list Mobiav 2.119

lokalni feSeni rovnic 2.145,2.146

Majoranta 2.60

— integrovatelnd 2.263
matice Jacobiho 2.145

— linedrni formy 2.95

— ortogonalni 2.41
metody substituéni I a II 1.135
metrika 2.16

— eukleidovskd 2.20

— generovana normou 2.18
— redukovani 2.30,2.31
metriky ekvivalentni 2.33
metrizace 2.16

mira (Lebesgueova) 2.248
— — vnéjsi 2.246
mnozina borelovskd 2.247
— hustd v mnoziné 2.44
— izolovand v R 1.140

— kompaktni 2.36

— linearné (ne)zavisla 2.22
— méfitelnd 2.247

— miry 0 2.249

— omezena 2.17

— oteviena 2.35

— — v mnoziné 2.46

— pod grafem 2.259

— R* 1.24

— Fidkd v mnoziné 2.44
— spocetna 1.218

— typu F,, Gs 2.249

— uzaviend 2.35

— — v mnoziné 2.46
mnoziny ekvivalentni 2.260
moment setrvacnosti 2.292
— staticky 2.292
monotonie integralu 1.186,2.265
— (vngjsi) miry 2.246

Nadplocha 2.112

— hladkd 2.112

— normélova nadplochy 2.114
— — variety 2.150

nadrovina tecna nadplochy 2.113
— — variety 2.150

327

nasobeni ¢islem po soufadnicich 2.20
nekone¢no (v Gaussové roving) 2.31
nerovnost Bernoulliho 1.20

— Schwarzova 2.19

— trojuhelnikova 2.16,2.18

norma 2.18

— eukleidovskd 2.20

— indukované skaldrnim soué¢inem 2.19
— integralni 2.24

— maximovd, supremova 2.23,2.24
normala 2.114

Objem (oteviené mnoziny) 2.245
— (p-rozmérného) intervalu 2.244
— rotacniho télesa 2.290

obraz geometricky nadplochy 2.112
— mnoziny 2.15

okoli bodu v m.p. 2.17

— — — R* 137

— kruhové, prstencové 2.42
operator Laplaceuv 2.104

— linearni diferencialni 2.208
ortogonalita vektoru 2.19

Paraboloid hyperbolicky 2.123
parametrizace mnoziny 2.112
perioda funkce 1.54

permutace soufadnic 2.273
plocha 2.112

— hladka 2.112

— neorientovatelnd 2.120
podminka BC konvergence fady ¢isel 1.209
— — stejnomeérné konvergence fady 2.59
podminky pocéatecni 1.163,2.209
podprostor 2.17

pokryti (specidlné: oteviené) 2.36
polomér konvergence 2.52

— okoli 2.17,2.42

polopfimka 2.115

polynom 1.41,1.147

— charakteristicky 2.213,2.228
— Tayloriav 1.70,2.69

— — souctu, souc¢inu 1.73
popis parametricky mnoziny 2.112
— — standardni grafu 2.121
posloupnost 1.24

— bodové konvergentni 2.21

— divergentni 1.25,2.17

— konvergentni 1.25,2.17

— monoténni 1.31



posloupnost omezena 1.25,1.206

— shora, zdola 1.25
ryze monoténni 1.31
stacionarni 1.31

posloupnost vybrand 1.33

pravidlo ’Hospitalovo 1.65
princip indukce 1.19

pro skoro vSechna 1.24,2.260
problém Cauchyho 2.209
projekce stereografickd 2.31
prostor aritmeticky 2.20

Bairav 2.30
C(a,b) 2.24
diskrétni 2.28
eukleidovsky 2.20
Hilbertiv 2.26
kompaktni 2.36
linedrni normovany 2.18
M(Z) 2.23
metricky 2.16
normalovy 2.114
teCny 2.113
unitarni 2.19
zakiiveny 2.112

prostory homeomorfni 2.39

izometrické 2.28,2.32
izometricky izomorfni 2.28
izomorfni 2.28

prubéh funkce 1.85,1.87
pramér mnoziny 2.17
prumét ortogonalni 2.267

prerovnani fady 1.216
pfimka 2.115

Relativizace 2.45
rotace vektorové funkce 2.100

rovina Gaussova 2.31

normalova 2.114
te¢nd 2.113

rovnice Besselova 2.230,2.231

diferencialni 1.7adu 1.162

— linearni 2.208

— — s konstantnimi koeficienty 2.213
Eulerova 2.156,2.222

charakteristickd 2.213

Laplaceova 2.159

normalové nadroviny 2.114,2.150
Poissonova 2.159

standardni grafu 2.121

te¢né nadroviny 2.114,2.150
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rozdil mnozin 2.15
rozklad kanonicky jednoduché funkce 2.256
— raciondlni funkce 1.140

Rada alternujici 1.211

— Ccisel 1.206

— divergentni 1.207,2.18

— Fourierova 2.301,2.306,2.314
— — lich4 (sinova) 2.306

— — sudé (kosinova) 2.306
— geometrickda 1.207

— harmonickad 1.209

— konvergentni 1.207,2.18

— majorantni 2.60

— mocninnad 2.52

— pseudopotencni 2.229

— Taylorova 2.69

— vznikla pferovnanim 1.216
— zobecnénad 1.209

— — nezapornych ¢isel 2.244
feSeni diferencidlni rovnice 1.162,2.208
— — — fadou 2.75,2.225
— rovnic lokalni 2.145,2.146
fez mnoziny 2.267

Séitani po soufadnicich 2.20

sféra 2.23,2.117

o-aditivita integralu 2.265

— miry 2.248

o-algebra 2.247

o-subaditivita vnéjsi miry 2.246

sinus hyperbolicky 1.42

— komplexni 1.228

sjednoceni, prinik systému mnozin 2.15

skoro vSechna, skoro vsude 1.24,2.260

soucet Castecny fady 1.206

— fady 1.206,2.18

— zobecnéné fady 1.219,2.244

sou¢in Cauchyho 1.220

— Cisel z R* 1.24,2.252

— skalarni 2.19

— vektorovy 2.115

— zobecnénych fad 1.220

soufadnice (slozka) bodu, vektoru 2.20

— cylindrické 2.172, 2.274

— kfivocaré 2.161

— polarni 2.158,2.273

— sférické 2.172, 2.274

spojitost integralu zavislého na
parametru 2.280



spojitost stejnomérna 2.38

— v bodé 1.39,2.17

— — — vzhledem k mnoziné 2.37
— — mnoziné 2.17,2.37

stfed mocninné fady 2.52

— okoli 2.17,2.42

subaditivita 2.246

systém fundamentalni 2.209

— mnozin 2.15

— — pokryvajici mnozinu 2.36

Sroubovice 2.123

TeCna 2.113

téleso Vivianiho 2.291

tézisté 2.292

t¥idy Bairovy 2.254

tvar specidlni pravé strany 2.215

Usecka 2.115,2.116
uzévér mnoziny 2.35
— — v mnoziné 2.46

Variace funkce 2.301

— konstant 2.214,2.215

varieta 2.150

vazba 2.192

vektor e, 2.27

— jednotkovy 2.23

— normalovy 2.113,2.150

— tecny 2.113,2.150

vektory linedrné (ne)zavislé 2.23

— ortogonalni (navzajem kolmé) 2.19

véta Abelova 2.69

— binomickd 1.19

— Bolzano-Weierstrassova 1.33

— Borelova 2.37

— Cantorova 2.36

— Diniho 2.52

— doplnkova 2.284

— Fubiniho 2.269

— o derivovani posloupnosti a fady
¢len po ¢lenu 2.50

— o diferencovani superpozice 1.50,2.96

véta o implicitnich funkcich 2.145
— — integraci posloupnosti a fady
élen po ¢lenu 2.51
— — limité monoténni funkce 1.39
— — — — posloupnosti 1.31
— — limité superpozice 1.38,1,40,2.43
— — lokalni existenci inverzni
funkce 2.141
— — lokdlnim FeSeni rovnic 2.145
— — substituci 1.186,2.272
— — zaméné limitnich pfechodu 2.49
— Weierstrassova 2.45
véty o funkcich spojitych v intervalu 1.86
vnitfek, vnéjSek mnoziny 2.35
vypocet limity dosazenim 1.39
vyraz neurcity 1.68
vysetieni stejnomérné konvergence 2.53
vzdéalenost bodu 2.16
vzor mnoziny 2.15
vzorce de Morganovy 2.15
vzorec Leibniziv 1.56
— Moivrav 1.21

Zakon asociativni pro fady 1.215,1.219
— komutativni pro fady 1.216
zameéna limitnich prechoda 2.49

— nezavislych proménnych 2.155,2.157
zaménnost parcidlnich derivaci 2.103
zavadéni novych proménnych 2.155,2.157
zavitnice 2.123

zbytek Taylorovy fady 2.69,2.70
zobrazeni difeomorfni 2.141

— homeomorfni 2.39

— inverzni 2.15

— izometrické 2.28,2.31

— izomorfni 2.28

— lokalné difeomorfni 2.142

— omezené 2.17

— oteviené 2.141

— prosté 2.15

— regularni 2.141

— spojité 2.17

— — vzhledem k mnoziné 2.37

— stejnomérné spojité 2.38



Obrazky pfidané do elektronického vydani

Inteligentniho kalkulu 2

Dulezité upozornéni:

Maji-li mit obrazky prijatelné rozméry, nemohou byt méfitka na osach vzdy stejna;

to ma za nasledek, zZe se hly na obrazku mohou liSit od skuteénych ahli.
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0.5
0.4
0.3
0.2

0.1

0.8

0.6

0.4

0.2

Obrazky ke kapitole 13

Priklad 13.9 na str.62

Stejnomérna konvergence dvou posloupnosti a pfislusnych fad

Prvni (resp. druhy) fadek vlevo: grafy funkei fi,..., fio (resp. g1,...,910),
vpravo grafy pfislusnych ¢asteénych souctt
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Cviceni 13.01 az 13.08 na str.76 a 77 — stejnomérna konvergence posloupnosti

13.01

13.05

0.5 1

>
a1
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13.02
0.4

13.04
0.6

0.4

0.2

-0.4
13.06
4
3
2
13.08
1
05 \\
1 2 3 4\5
-0.5




1.2

0.8
0.6
0.4
0.2

Cviceni 13.09 az 13.16 na str.77 — stejnomérna konvergence posloupnosti

13.09

| 1 2 3 4 5
13.11
2.5
2
15
0.5
-1 -05 05 1 15 2 25
13.13

2 4
0.5
-1
13.15
6
5
4
3
2
1 2 3 4 5

13.10

0.8

0.6

0.4

0.2

i
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Cviceni 13.17 az 13.24 na str.77 — stejnomérna konvergence posloupnosti

13.17 13.18
4
2
3 2 1 1 2 3
_2
2 3 4 5 -4
13.19 13.20
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N
w
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|
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Cviceni 13.25 az 13.32 na str.77 — stejnomérna konvergence posloupnosti

13.26

1 3 5
13.28
-3 -1 1 3
13.30
2
' %
1 2 3 4 5
-3
4
-5
13.31 13.32
1
0.8
0.6
0.4
0.2
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Cviceni 13.33 az 13.40 na str.77 — stejnomérna konvergence posloupnosti

13.33 13.34
1 1
08 08
0.6
0.6
0.4
0.4 0.2

13.37 13.38
4
2
2 4 8 10
-2
-1
13.39 13.40
1
0.5
- 0.5 1
-@.5
-1
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Cviceni 13.41 az 13.48 na str.77 — stejnomérna konvergence posloupnosti

13.41 13.42
05 0
- i
? A A
-7 T T P
=<0.5 2 2
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Cviceni 13.49 az 13.56 na str.77 a 78 — stejnomérna konvergence posloupnosti

13.49 13.50
3n
n/2

n/4

—7r2/ 2
13.53 13.54
4 /4
-5 - 1 3 5 1 3 5

—n/4 /4
13.55 13.56

/2

/4

-5 -3 -1 1 3 5 -5 -3 -1 1 3 5
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Cviceni 13.57 az 13.60 na str.78 — stejnomérna konvergence posloupnosti

13.57
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13.58
7°/16




Cviceni 13.61 az 13.64 na str.78 — stejnomérna konvergence rady

13.61a 13.61b
0.3 05
0.2
0.25
0.1
1 2 3 1 2 3
13.62a 13.62b
0.75
0.3
0.5
0.2
0.1 0.25
1 2 3 1 2 3
13.63a 13.63b
0.5
0.5
0.25
0.25
1 2 3 1 2 3
13.64a 13.64b
0.4 0.75
-3 3 -3
4.4 -0

Vlevo grafy ¢lenti posloupnosti (a), vpravo grafy pfislusnych ¢asteénych souctt (b)
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Cviceni 13.65 az 13.68 na str.78 — stejnomérna konvergence rady

13.65a 13.650
0.4

3 -3 3
13.66a 13.660
1
5
5
05
~10 -5 2 ~10 5 2
13.67a 13.67
0.12 1
0.08
05
0.04
1 2 3 4 5 I 1 2 3 4

13.68a 13.68b

0.12
0.15
0.08
0.1
0.04 0.05
1 2 3 4 5

Vlevo grafy ¢lenti posloupnosti (a), vpravo grafy pfislusnych ¢asteénych souctt (b)
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Cviceni 13.69 az 13.72 na str.78 — stejnomérna konvergence rady

13.6% 13.6%
1
0.4
0.5
0.2

2 4 = 2 4
~1
13.70a 13.70b
8
6
4

13.71b

Vlevo grafy ¢lenti posloupnosti (a), vpravo grafy pfislusnych ¢asteénych souctt (b)
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Cviceni 13.73 az 13.76 na str.78 — stejnomérna konvergence rady

13.73a 13.730
10
3
25 8
2 6
15 4
1
5 2
-4 -2 2 4 -4 -2 2 4
13.74a 13.74b
20
15
10
5
Fis 2r 3n 4rn
13.750
1
-5 5
13.76a 13.76b
.6
3
1
-5 5 -5 5

Vlevo grafy ¢lenti posloupnosti (a), vpravo grafy pfislusnych ¢asteénych souctt (b)
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Cviceni 13.77 az 13.80 na str.78 — stejnomérna konvergence rady

13.77a
0.4
-20 -10 10 20
13.78a
8
-5 -3 -1 1 3 5
13.7%
0.6
-5 -3 -1 1 3 5
13.80a
0.6
-5 -3 1 3
-2
-4

0.6

13.77b

-20 -10

10 20

13.780

13.7%

-10

Vlevo grafy ¢lenti posloupnosti (a), vpravo grafy pfislusnych ¢asteénych souctt (b)
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Cviceni 13.81 az 13.84 na str.78 — stejnomérna konvergence rady

13.81a
/2

13.82a
/2

13.83a

/3

13.84a
/2

13.81b

13.820
9

-5 -3 -1 1 3 5
13.830
9

-5 -3 -1 1 3 5
13.84b
9

-5 -3 -1 1 3 5

Vlevo grafy ¢lenti posloupnosti (a), vpravo grafy pfislusnych ¢asteénych souctt (b)
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Cviceni 13.85 a 13.86 na str.78 — stejnomérna konvergence fady

13.85a 13.8%0
0.25

0.5

13.86c 13.86d
2
25
|
| Vi %\‘Q%’&\‘ ‘ & ‘ §
A‘ ‘. *’: e b4 4 Mﬂ'
-1 -15

13.86e 13.86f

15

-15

Vlevo grafy ¢lenti posloupnosti (a,c,e), vpravo grafy piislusnych ¢asteénych souétii (b,d,f);
u ptikladu 13.86 odpovidaji dvojice (a,b), (c,d), (e,f) po fadé hodnotdm « = %, 1, %
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Cviceni 13.87 a 13.88 na str.78 — stejnomérna konvergence fady

13.87a

i Mt Rt
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I
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13.87c

13.87e

13.88a

13.87

13.87d

13.87

13.88b

Vlevo grafy ¢lenti posloupnosti (a,c,e), vpravo grafy piislusnych ¢asteénych souétii (b,d,f);
u ptikladu 13.87 odpovidaji dvojice (a,b), (c,d), (e,f) po fadé hodnotdm o = %, 1, %






Cviceni 13.93 a 13.94 na str.79 — stejnomérna konvergence fady
AN
\ l“ (1.“ ‘h‘\! .“u“,l "
‘ wl W‘ " | i
|

-
\" |
V

-1

Vlevo grafy ¢lenti posloupnosti (a,c,e), vpravo grafy piislusnych ¢asteénych souétii (b,d,f);
u ptikladu 13.94 odpovidaji dvojice (a,b), (c,d), (e,f) po fadé hodnotdm o = %, 1, %
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Cviceni 13.95 a 13.96 na str.79 — stejnomérna konvergence fady

13.95a 13.950

13.96b

ﬂt’.‘ﬁu‘?‘m}?'a}\ il ;;:::
LA idiidi

13.96c 13.96d
15
| ‘n’vZ'?/"@\‘;‘ﬁ'&"i}»A/}‘v"‘\Q/q‘ﬁﬁ'z
Wi v,{ (AN ‘ ) u W
-15

i (b,
u pitkladu 13.96 odpovidaji dvojice (a,b), (c,d), (e,f) po fadé hodnotém o = 3, 1,

Vlevo grafy ¢lenti posloupnosti (a,c,e), vpravo grafy pfislusnych ¢asteénych soucti

N oo CL
T
-
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Cviceni 13.106 na str.79 — polomér konvergence rady

13.106;s 1
Ve

13.106;s11
1600

-1600

13.106;s 21

3200

N

—

—-3200

13.106;s31
1200

-1200

Grafy castecnych soucti sy, ss,

N

ﬁ

13.106;s¢

120

<

-120

13.106;s 16
3200

N

-3200

13.106; s 26
2200

M

—

—-2200

13.106; f(2)
1200

.

-1200

A~

..., 831 Taylorovy fady funkce f(z) = exp z?sin z o stiedu 0;
vpravo dole graf funkce f
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Cviceni 13.107 na str.79 — polomér konvergence rady

13.107;sp 13.107;s4
Fig 2n
1 -100
-200
b 2n
13.107;sg 13.107;s12
200
600
100
300
b 2n kg 2n
13.107;s 16 13.107;s 90
ks 2n ks 2n
13.107;s94 13.107; f(2)
250 250 /
/
b 2n b 2n
Grafy ¢astednych souctt s, S4, .. ., S24 Taylorovy fady funkce f(z) = cosh z cos z o stfedu 0;

vpravo dole graf funkce f
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Cviceni 13.108 na str.79 — polomér konvergence rady

13.108;s4 13.108;s7
1.4 2.5
1.2 2
1
0.8 1.5
0.6 1
0.4
02 0.5
-1 -0.5 0.5 1 -1 -0.5 0.5 1
13.108;s 10 13.108;s13
4 5
3 4
3
2
2
! 1
-1 -0.5 0.5 1 -1 -0.5 0.5 1\
13.108;s 16 13.108;s19
6
5 6
4
4
3
2 2
) J
-1 -0.5 0.5 1 -1 -0.5 0.5 1\
13.108;s 5o 13.108; f(x)
8 10
8
6
6
4
4
2 J 2
-1 -0.5 0.5 1 -1 -0.5 0.5

Grafy castecnych souctii sq, s7,. .

vpravo dole graf funkce f
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Cviceni 13.109 na str.79 — polomér konvergence rady

13.109;s¢ 13.109;s4

/
I

13.109;sg 13.109;s 1)

/
I

13.109;s 16 13.109;s 90

[
i/

13.109;s24 13.109; f(x)

(]
|
[N
[l ol

/!

Grafy ¢astecnych soucttt sg, s4,. .., s24 Taylorovy fady funkce f(z) = arccotg? x o stiedu 0;
vpravo dole graf funkce f
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Cviceni 13.110 na str.79 — polomér konvergence rady

13.110;s1 13.110;s4
3 3
2 2
1 1
-1 1 -1 1
-1 -1
-2 -2
-3 -3
13.110;s7 13.110;s1p
3 3
2 2
1 1
-1 1 -1 1
-1 -1
-2 -2
-3 -3
13.110;s13 13.110;s 16
3 3
2 2
1 1
-1 1 -1 1
-1 -1
-2 -2
-3 -3
13.110;s 19 13.110; f(2)
3
2
1
0.5
-1 1 -1 1
-1 -1
_2 -2
-3 -3
Grafy ¢astecnych souct s1, S4,. .., s19 Taylorovy fady funkce f(z) = e *sinh z) o stfedu 0;

vpravo dole graf funkce f
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Cviceni 13.111 na str.79 — polomér konvergence rady

13.111;sy4 13.111;sg
1.322 1.322
1 1
0.5 0.5
-1 1 -1 1
13.111;s12 13.111;s1¢
1.322 1.322
1 1
0.5 0.5
-1 1 -1 1
13.111;s 9o 13.111;s94
1.322 1.322
1 1
0.5 0.5
-1 1 -1 1
13.111;s g 13.111; f(x)
1.322 1.322
1 1
0.5 0.5
-1 1 -1 1
Grafy ¢éstecnych souétl sy, ss, .. ., sos Taylorovy fady funkce f(x) = sinz arcsinzx o stfedu 0;

vpravo dole graf funkce f
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Cviceni 13.113 na str.79 — polomér konvergence rady

13.113;s1 13.113;s4
5 5
3 3
1 1
- -1 1 -1 -1 1
-3 -3
-5 -5
13.113;s7 13.113;s1p
5 5
3 3
1 1
-1 -1 1 -1 -1 1
-3 -3
-5 -5
13.113;s13 13.113;s 16
5 5
3 3
1 1
-1 -1 1 -1 -1 1
-3 -3
-5 -5
13.113;s 19 13.113; f(x)
5 5
3 3
1 1
-1 -1 1 -1 -1 1
-3 -3
-5 -5

Grafy ¢astednych souctl s1, S4,. .., $S19 Taylorovy fady funkce f(x) = arcsinz/+/1 — 22 o stiedu 0;
vpravo dole graf funkce f
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Cviceni 13.114 na str.79 — polomér konvergence rady

13.114;s1 13.114;s¢g
0.63 0.63
-0.5 0.5 -0.5 0.5
—-0.63 —-0.63
13.114;s11 13.114;s1¢
0.63 0.63
-0.5 0.5 -0.5 0.5
—-0.63 —-0.63
13.114;s9q 13.114;s 76
0.63 0.63
-0.5 0.5 -0.5 0.5
—-0.63 —-0.63
13.114;s37 13.114; f(x)
0.63 0.63
-0.5 0.5 -0.5 0.5
—-0.63 -0.63

Grafy ¢astecnych souctt sy, sg,. .., s31 Taylorovy fady funkce f(z) = arctg2z/(1 + x?) o stiedu 0;
vpravo dole graf funkce f
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Cviceni 13.115 na str.79 — polomér konvergence rady

13.115;sp

4
T

T g 37 27 57 3p

2 2 2 2 2
-1
13.115;sg
1
27 31 g\ _ " T 37 |27 57 3x
2 2 2 2 2
-1
13.115;s1¢
1
27 3m y T 1 31 Jp 57 37
2 2 2 2 2
<1
13.115;s94
1
27 3m y T T 37 4p 57 37
2 2 2 2 2
<1

Grafy castecnych soucti sg, s4, ..

13.115;s4
1
—2n 37 T T 27 57 31
2 2 \/2 2
-1
13.115;s12
1
27 3m _ 4 T 31 2x S5m 3g
2 2 2 2 2
=1
13.115;s9p
1
27 3m _ T 1 3n 2p 57 37
2 2 2 2 2
<1
13.115; f(2)
1
27 3m % T i 37 9dn 57 3x
2 2 2 2 2
1

vpravo dole graf funkce f
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., 524 Taylorovy fady funkce f(z) =sinz o stfedu 37;



Cviceni 13.116 na str.79 — polomér konvergence rady

13.116;sp
e3
eZ
-1 1 2 3
13.116;s4
e3
eZ
e
-1 1 2 3
13.116;sg
e3
ez
e
I
-1 1 2 3
13.116;s12
e3
ez
e
I
-1 1 2 3

Grafy castecnych soucti s, s2, ..

13.116;s>

)

-1 1 2 3
13.116; s ¢
&3
2
e
S
-1 1 2 3
13.116;s1p
&3
&2
e
o C
-1 1 2 3
13.116; f(2)
e3 =201
2274
e=27
T
-1 1 2 3

vpravo dole graf funkce f

., s12 Taylorovy fady funkce f(z) = e* o stfedu 1;



Cviceni 13.119 na str.79 — polomér konvergence rady

13.119;s9 13.119;s7
0.5 1 15 2
-0.2
-0.4
-0.6
-0.8
-1
13.119; S12 13.119; S17
0.5 1 15 2
-0.2
-0.4
-0.6
-0.8
-1
13.119;s 9o 13.119;s 97

13.119;s 37 13.119; f(x)

Grafy ¢astecnych souétlt sq, s7,. .., ss2 Taylorovy fady funkce f(x) = lga sinmz o stfedu 1;
vpravo dole graf funkce f
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Cviceni 13.120 na str.79 — polomér konvergence rady

13.120;s3 13.120;sg

1 1
-1 -0.5 0.5 1 e -0.5 0: 1

-1 -1
-2 -2
-3 -3
-4 -4
-5 -5

13.120; S$13 13.120; s18

o 1

-1 -0.5 0: 1 —/1 -0.5 0: 1
-1 -1
-2 -2
-3 -3
-4 -4
-5 -5

13.120;s 23 13.120;s 28

o :

-1 -0.5 0: 1 —/1 -0.5 0: 1
-1 -1
-2 -2
-3 -3
-4 -4
-5 -5

13.120;s33 13.120; f(x)

g 1 1

-1 -0.5 0: 1 -1 -05 0: 1
-1 -1
-2 -2
-3 -3
-4 -4
-5 -5

Grafy ¢astecnych soultii ss, s, ..., s33 Taylorovy fady funkce f(z) = 1g3(1 — z) o stfedu 0;
vpravo dole graf funkce f
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Obrazky ke kapitole 14

Priklad 14.1 na str. 88

V Piikladu 14.1 je f(x,y) = (2% + y?)sin(1/(xy)), je-li  # 0 # y, a f(x,y) = 0 jinak.
Graf funkce f(x,y) v intervalu (—1//7,1/y/7)? a jeho primik s osou 1. a 3. kvadrantu.

'0’9'»;" XX

o
A “’““‘M‘t“":’ R
AR s

:::."
<SS S v,~“.(‘ &\
5 SOAAL
STz WA\ /4N
A2
AN ZN\

-0.5

0.5

02 r

Il I

-04 |

363



Priklad 14.2 (1.a 3. ¢ast) na str. 89

Funkce f(z,y) = z/y z pfikladu 14.2, 1. ¢ast, neni v daném oboru omezena;
body (z,y, f(x,y)), kde | f(z,y)| > 5, byly proto na jejim grafu nahrazeny body (x,y, +5).*)
V piikladu 14.2, 3. ¢ast, je f(z,y) = sgn(x/(z* 4+ y?)) kromé pocatku, kde neni definovana.
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*) Je-li v dalsim textu podobné restrikce oboru hodnot dané funkce ziejma, zpravidla na ni
neupozornujeme.
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Priklad 14.3 na str.92 a 14.4 na str. 93
V prikladu 14.3 je f(z,y) = 2%y/(2* + y?) kromé pocatku, kde je funkce rovna 0.

7

V piikladu 14.4 je f(x,y) = ¥ pro vSechna z > 0 a y ¢ R.
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Cviceni 14.26 na str.95

Cylindricky graf f(z,y) = (2 4+ y?) sin(1/(z% + y?)) (rovné 0 v poc¢atku) vznikne rotaci grafu
funkce r? sin(1/r?) (viz dole) kolem svislé osy.

-0.25 y
0.25

-05

_Mwwmmnunuﬂvnvl\v/\vm\/A\/A\//\ -

-0.1

-0.2
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Cviceni 14.27 (funkce f) na str.97
Kartézsky a cylindricky graf funkce f(x,y) = 22y/(z* + 3?).

367
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Cviceni 14.27 (funkce g) na str. 97
Kartézsky a cylindricky graf funkce g(z,y) = x*y?/(2® + y*).

[T)
<
T

0.45



Cviceni 14.27 (funkce h) na str. 97
Kartézsky a cylindricky graf funkce h(z,y) = 2°y? /(28 + y*).

y ~0.45

y -0.45
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Priklad 14.7 na str. 97
Kartézsky a cylindricky graf funkce f(z,y) = +/|zy].
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Cviceni 14.03 a 14.04 na str. 90
Grafy (neomezenych) funkei (z +y)/(z —y) a (x —y +1)/(2? — y?).
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Cviceni 14.05 a 14.06 na str. 90

Ve Cviceni 14.05 (resp. 14.06) je f(x,y) = x'8¥ (resp. f(z,y) = arcsin (/22 — y2 — 2));
prvni z nich neni v Rﬁ_ omezenda. Graf prvni funkce je kartézsky, graf druhé cylindricky.

0.01
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Cviceni 14.16 na str. 91
Kartézsky a cylindricky graf funkce f(x,y) = zy/(z? + y?).
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Cviceni 14.17 na str. 91
Kartézsky a cylindricky graf funkce f(z,y) = zy?/(2? + y?).

0.05

L7
Z 52>
~0.05 | 4 2 TS
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Cviceni 14.18 na str. 91
Kartézsky a cylindricky graf funkce f(z,y) = (22 + y?)/(z* + y*).
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Cviceni 14.19 na str. 91
Kartézsky a cylindricky graf funkee f(z,y) = |zy|/(|zy| + |z — y|).
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Cviceni 14.20 a 14.21 na str. 91
Kartézské grafy funkci sinzy/(zy) a xylg(z? + y?).
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Cviceni 14.31 a 14.32 na str. 99
Kartézské grafy funkci \/zy a

|zy|.

/
)
A

S
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Cviceni 14.33 a 14.34 na str. 99
Kartézské grafy funkei arcsinz? a arccos(2(z +y)/((z + y)? + 1)).
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Cviceni 14.35 a 14.36 na str. 99
Kartézsky graf funkce (lgx)'8¥ a cylindricky graf funkee Ig ((22 + y?) — 1).
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Cviceni 14.67 a 14.68 na str. 101

Kartézské grafy funkei (22 — y2)/(2? + y?) a lg(z + y? — 4);
¢erny krouzek vyznacuje polohu bodu a.
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Cviceni 14.69 a 14.70 na str. 101
Kartézské grafy funkci sin(z + y) cos(z — y) a arcsin((x + y)/(z* + v?));

¢erny krouzek vyznacuje polohu bodu a.
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Priklad 14.8 na str.103

Kartézsky graf funkce rovné zy, je-li |z| > |y|, a 0 jinak.
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Obrazky ke kapitole 15

Cviéeni 15.01 na str. 125

Tecna a norméla v bodé 7 k elipse f(t) = (2cost, 3sint), ¢ € (0, 2m).

y
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Cviceni 15.02 na str. 125

Cast cykloidy f(t) = (t —sint, 1 — cost), t € (=37, 3r).

2™ 32
Dole graf restrikce f|(—3m, 47)

f(=im) = (%\/5 —im1- %\/i) = (—0.08,0.29).

a te¢na a normala v bodé —%w;

y
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Cviceni 15.03 a 15.04 na str. 125

Tecna a normala kardioidy f(t) = (2cost + cos2t,2sint + sin2t), t € (0,27), v bodé +7
a astroidy f(t) = (3cost + cos3t,3sint — sin3t), t € (0,27), v bodé 1.
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Cviceni 15.05 a 15.06 na str. 125
Tecna a norméla (¢4sti) logaritmické spirdly f(t) = (e! cost,elsint), t € (—m, ), v bodé im
a kiivky f(t) = (gt sint,lgt cost), t € (1/20,20), v bodé 1.
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Cviceni 15.07 a 15.08 na str. 125

Te¢na a norméla Descartesova listu f(t) = (¢/(t3 + 1),t2/(t3 + 1)), t € (—30,30), t # —1,
v bodé —2 a trojlistku f(t) = (cost + sin 2t,sint 4 cos 2t), ¢ € (0, 27), v bodé 0.

05 ¢

-15 15
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Cviceni 15.09 a 15.11 na str. 125

Tecna a norméla Dioklovy kissoidy f(t) = (cos®t/sint,cos?t), t € (—3m,—0.1) U (0.1, 37), v bodé %

a lemniskaty f(t) = v/cos2t (cost,sint), t € (—3m, $7) U (=37, 27), v bodé g.
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Cviceni 15.10 na str. 125
Tecna a norméla kiivky f(t) = (t,t — | sint|), t € (—2m,27), v bodé 7 a

jeji detail v blizkosti bodu dotyku f(a) = f(37) = (37, 7 — 1v/3) = (1.05,0.18).

2
b
-2r - b 2
-
-2
1 L
0.5 +
-05
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Cviceni 15.12 a 15.13 na str. 125

Tecna a normala strofoidy f(t) = (cos2t,cos2t tgt), t € (—1.3,1.3), v bodé 1 a
ctyilistku f(t) = (cost + sin3¢,sint + cos 3t), t € (0,27), v bodé 3.

1.9

-1.9 ;
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Cviceni 15.14 a 15.15 na str. 125
Tecna a norméla Archimedovy spirdly f(t) = (¢ cost,t sint), t € (—4m,4m), v pocatku
je totozna s osou x, resp. y;

tecna a norméla Pascalovy zavitnice f(t) = (2 cost 4 1)(cost,sint), ¢ € (0,2m), v bodé 3.

10
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Cviceni 15.16 a 15.17 na str. 125
Tecna eliptické zavitnice f(t) = (2 cost,3 sint, 3t), t € (—4m,47), v bodé %w a
kiivky f(t) = (cost,sint,sint cost), t € (0,2n), v bodé .
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Cviceni 15.18 a 15.19 na str. 126
Te¢na kiivky f(t) = (sint,sin’¢,sin®t), t € (0,27), v bodé 7 a
kiivky f(t) = (t2,¢3 — 1,#3 + 1), t € (0,27), v bodé 7.

-1

\ 0
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Cviceni 15.20 a 15.21 na str. 126
Tecna kiivky f(t) = (arcsint,arccost, t?), t € (—1,1), v bodé 3
kiivky f(t) = (sin?t, cos? t,sint cost), t € (0,27), v bodé %w.

a

3 y

396



Cviceni 15.22 a 15.23 na str. 126

Tecna kiivky f(t) = (arctgt,lg(1 + t2),arccotgt), t € (—10,10), v bodé 0 a
ktivky f(t) = (¢t —sint,1 — cost, sint), t € (0,27), v bodé& 7.

X
1
Z

\

NN

v

|
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Cviceni 15.24 a 15.25 na str. 126

Tecna kiivky f(t) = (2sint + sin2t,2 cost — cos2¢,sint), t € (0,27), v bodé 7 a
ktivky f(t) = (Igt cost, cos2nt, sin 27t), t € (0,27), v bods& 1.




Cviceni 15.31 a 15.32 na str. 126

Plocha f(u,v) = (u,u + v* u? —v), (u,v) € (=2,2)2, a = (0,1) a
flu,v) = (u+v,u—v,u®+03), (u,v) € (1,3) x (0,2), a = (2,1).
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Cviceni 15.33 a 15.34 na str. 126

(u? — wv,uv + v, uv + wv?), (u,v) € (0,2)% a

(u—l—v,uQ —|—v2,u3 +’03)7 (uav) € <072> X <_3a_1>7 (

Plocha f(u,v)

f(u,v)

Il
3
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Cviceni 15.35 a 15.36 na str. 126

401



Cviceni 15.37 a 15.38 na str. 126
Plocha f(u, v) = (v, u/v, Ig (wv), (u,v) € (3,
f(uav) = (lg(u + ’U),lg(u - v),lg(u2 - ’02))7 (uav) € <%7 g> X <%a g

1.7

l9(3)

0.75
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Cviceni 15.39 a 15.41 na str. 126

Plocha f(u,v) = (u?, uv,sin(ruv)), (u,v) € (0,2)% a=(1,1) a
f(u,v) = (sin(u — v), cos (u — v),u + v)), (u,v) € (0,7) x (3w, 37), a = (37, 7).
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Cviceni 15.40 na str.126

Plocha f(u,v) = (sinu,sinv,u —v), (u,v) € (=37, 27)2, a = (0,0).
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Cviceni 15.42 a 15.43 na str. 127

Plocha f(u,v) = ((1+ |u|) cosv, (1 + |ul) sinv, |ul), (u,v) € (0,7) x (0,27), a = (i, 37) a

f(u,v) = (sinusinv,sinu cosv, cosu cosv), (u,v) € (0,7)%, a = (47, ).
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Cviceni 15.44 a 15.45 na str. 127

Plocha f(u,v) = (e“T?,e* +ev, e* —ev), (u,v) € (—1,1)2, a = (0,0) a
flu,v) = (e™, e, "), (u,v) € (0,3) x (0,2), a = (1,1).

7
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Cviceni 15.46 a 15.47 na str. 127
Plocha f(u,v) = (ue’,uve" ", ve*), (u,v) € (0,2)%, a=(1,1) a
2

= (
flu,v) =(lg(l+u+v),1g(1 —u+v),lg(l+u—v)), (u,v) € (%, %} ,a=(1,1).

: =
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Cviceni 15.48 a 15.49 na str. 127

(arctgu,lg (uv), arctg v), (u,v) € (

Plocha f(u,v)
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Cviceni 15.50 a 15.51 na str. 127
(arccotg (uv), arccotg (u/v), arccotg (v/u), (u,v) € (3,2) x (=2,-1), a

(1,-1) a

Plocha f(u,v)

(coswv,sinv, u), (u,v) € (0,2) x (0,27), a = (1, %77).

vélec f(u,v)
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Cviceni 15.52 a 15.53 na str. 127
Kuzel f(u,v) = (u cosv,usinv,u), (u,v) € (0, %) x (0,27), a
paraboloid f(u,v) = (v sinu,v cosu,v?), (u,v) € (0,27) x (0,2), a = (0,1).
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Cviceni 15.54 a 15.55 na str. 127
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Cviceni 15.56 a 15.57 na str. 127
P1l hyperbolického valce f(u,v) = (coshv,sinhv,u), (u,v) € (=2,2)2, a = (0,

1
hyperbolického paraboloidu f(u,v) = (u coshv, u sinhv,u?), (u,v) € (=2,0) x (=3,3), a = (-1,
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Cviceni 15.58 a 15.59 na str. 127

Jednodilny hyperboloid f(u,v) = (cosu cosh v, sinu coshv, sinhv), (u,v) € (0,27) x (-2,2),

a = (37,1) a pill dvojdilného hyperboloidu
f(u,v) = (coshu coshv, sinhu coshv, sinhv), (u,v) € (—3,3)?, a = (-1,0).

sinh 1

cosh 1
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Cviceni 15.60 na str. 127

Anuloid f(u,v) = ((3 4 cosu) cosv, (3 + cosu) sinv,sinu), (u,v) € (0,27)%, a = (37, 7).

414



Cviéeni 15.76 na str. 128

Te¢na a normala kiivky y = arcsinz, = € (—1,1), v bodé 2/3.

y
Vs
2
N
~o
S
Vs ~o
3 RN
\\
‘
V3 1
2
1t
Vs
2

415



Cviceni 15.77 a 15.78 na str.128 a 129

2

Te¢na a normala kiivky y = arccos (1 — sin® z)?, z € (—m,7), v bodé 0 je identické s osou x a y;

tecna a normala kiivky z = /7, y € (0,2), v bodé 1.

NN
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Cviceni 15.79 a 15.80 na str. 129
Tecna a norméla kiivky = /1 — 42, y € (—=1,1), v bodé 1 a

tecna kiivky (y,z) = (/3,25/3), x € (=2,2), v bodé —1.
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Cviceni 15.81 a 15.82 na str. 129

Tecna kiivky (z,y) = (arcsinz, arccosz), z € (—1,1), v bodé —1 a

kiivky (z,y) = (arctg z, arccotg z), z € (—3,1), v bodé —1.
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Cvic€eni 15.83 a 15.84 na str. 129
m), v bodé im a

3
2
), v bodé 0.

Te¢na kiivky (z,z) = (cos?y,sin’y), y € (— 57
5
4

)
5
)4

kiivky (y, z) = (sinhz,coshz), z € (—

419



Cviceni 15.88 a 15.89 na str. 129

Cést 1-dilného hyperboloidu z = /1 + 22 — 2, (z,y) € (-1,1)2, a = (1,3) a
plochy y = (a2 + 22)/(a — 22), (1, ) € {1,3) x {~2,2), a = (2,0)
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Cviceni 15.90 a 15.91 na str. 129
Cast kuzelu y = V22 + 22, (z,2) € (=5,10)2, a = (3,4) a
plochy z = \/Zﬁa (y7 Z) € <074> X <67 10)7 a = (278)
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Cviceni 15.92 na str. 129
Plocha z = arccos(zy), (z,y) € (—0.2,0.9) x (~1.1,0), a = ($V3,-1).
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Cviceni 15.93 a 15.94 na str. 129

Plocha y = sin(z + 2)/sin(z — 2), (z,2) € (37, 37) x (37,2
z=lg(1+y®+2%) +arctg(y +2), (y.2) € (0,1)% a
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Obrazky ke kapitole 16

Priklad 16.3 na str. 146
F(z,y) =y?e” ' —a%e' 7Y, (a,b) = (1,1). Graf F|(1,2)%

Na dolnim obrazku shora dolii: ¢asti c-hladin s ¢ = 1,0, —1. )

12 ¢

0.8 r

0.6 |

0.6 0.8 1 1.2 14

*) Piipomenme, ze v geografické terminologii jsou hladiny vrstevnicemi zvinéného povrchu —
v nasem piipadé grafu funkce. Protoze jejich studiem ziskdvame podrobnéjsi informace o pribéhu
funkce, kreslime zpravidla nékolik hladin, coz vhodny program (napf¥. Mathematica firmy Wolfram)

umoziuje; jejich popis ve tvaru y = g(x) nebo z = h(y) vSak zpravidla neni k dispozici.
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Priklad 16.7 na str. 152
F(z,y) = (2 + y»)? 4+ y* — 22, (a,b) = (35, 3). Graf F|(—2,2)%. Jeji hladiny jsou Cassiniho kfivky.
Nulova hladina je lemniskata, uvnitf jejich smycek jsou c-hladiny s ¢ = —0.1 a ¢ = —0.2;
(—0.25)-hladina se sklada z bodii (:I:%\/i, 0), c-hladiny s ¢ = 1, 2, 3,4 obsahuji lemniskatu uvnit¥.
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Cviceni 16.31 na str. 163
F(z,y) = 23 — 2%y — 2y® + 93, (a,b) = (—1,1). Graf F|(-2,2)2.
Nulové hladina je sjednocenim piimek y = £z ; tsecka x = 1 protind (po¢itano shora dolit) po Fadé

c-hladiny s ¢ = 4,3,2,1,0,0, —1, —2, —3, —4. Tot¢z plati (pocitano zleva doprava) pro tsecku y = 3.
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Cviceni 16.32 na str. 163
F(z,y) = 2* — 32%y? + 2y%, (a,b) = (1,1). Graf F|(0,2)2.
Nulova hladina je sjednocenim piimek y = +z a y = :I::C/\/i ;
usecka y = 2 — z protind (poéitano shora dolt) po fadé c-hladiny s ¢ =6,5,4,3,2,1,0,0,1,2,3,4,5,6;

v thlu sevieném piimkami y = z a y = /v/2 le#i ¢ast (—1)-hladiny.
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Cvié€eni 16.33 na str. 164
F(z,y) = z(y* — y?) — 2% (v® — y), (a,b) = (2,0). Graf F|(—2.5,2.5)2.")

) Obor hodnot je restringovan na interval (—10,10). Ilustrace Cvi¢eni 16.33 pokracuje na
dalsi strance.
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Pokraéovani Cviceni 16.33 na str. 164

Nulové hladina funkce F' je sjednocenim soufadnicovych os, piimek y = +1 a kiivky y = 3.

Horni fadek vlevo: c-hladiny s c=0a ¢= 0.1, vpravos c=0 a ¢ = —0.1.

Dolni fadek: c-hladiny s ¢ =0 a ¢ = +0.1. (K¥izkem jsou oznadeny stacionarni body.)

VE 17
el
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Cviceni 16.34 na str.164

F(x,y) = (x +y)3 — 22 — 3y, (a,b) = (2,—1). Graf F|(-3,3)2
Usecka y = 2.5 protina (poéitano zleva doprava) po fadé c-hladiny s ¢ = —2, -2, 1,0, 1, 2.

S "‘. s
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Cviceni 16.35 na str.164

F(z,y) = (22 + y)? + 222 + 2y — =, (a,b) = (=1, -2). Graf F|(-2,2) x (=3,1).
Usecka s popisem y = %:z: — 3, x € (0,2) protind (pocitino zleva doprava) po fadé c-hladiny
sc=21,0,—1,-2,-2 -1,0,1,2.
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Cviceni 16.36 na str.164
F(z,y) =2y +a® —ay —y —y? + 45, (a,b) = (1, —1). Graf F|(-3,3)%

Usecka & = —2.6 protina (pocitano shora dolil) po fadé c-hladiny s ¢ rovnym —1,0, 1,
tsecka x = 0.4 hladiny 1,0,—1,-1,0,0, —1.

ZZ 7 7
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Cviceni 16.37 na str.164

F(z,y) =xe¥ +ye "+ +vy, (a,b) = (—=1,1). Graf F'[(—2,0) x (0,2).
Nulové hladina obsahuje pfimku y = —z, na niz lezi staciondrni bod = (—1.27846, 1.27846);

horni a dolni k¥ivka je ¢asti (—1)-hladiny, levd a prava kiivka ¢asti 1-hladiny.

15

0.5
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Cviéeni 16.38 na str. 164
F(z,y) = ™™ — e ¥ 4 ¢% —¢® ¥ (a,b) = (0,0). Graf F|(—1.5,1.5)2.

Usecka y = 0.8 protina (poéitano zleva doprava) po fadé c-hladiny s ¢ rovnym —2, —1,0,1,2;

tsecka y = —1.3 je protinad v opa¢ném potadi.
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Cviceni 16.39 na str. 164
F(z,y) = (y+1)e'*" + (z — 1)e¥ ™, (a,b) = (0,0). Graf F|(—1,1)2.

Kiivky (poéitano zleva doprava) jsou po fadé ¢éasti c-hladin s ¢ rovnym —3, -2, —1,0, 1.

0.5

-0.5
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Cviceni 16.40 na str.164

F(z,y) = arctg(z + 2y) + = + 2y, (a,b) = (2,-1). Graf F[(1,3) x (—2,0).
Kiivky (poéitdno shora dolti) jsou po fadé ¢asti c-hladin s ¢ rovaym 3,2,1,0, -1, —2, —3.

w
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Cviceni 16.41 na str.164

F(z,y) =1g(zy) + 2% — y2, (a,b) = (1,1). Graf F|{0.01,2.1)2
Kiivky (poéitdno zleva doprava) jsou po fadé ¢asti c-hladin s ¢ rovnym -3, -2,-1,0,1,2, 3.

15 ¢

05 1
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Cviceni 16.42 na str. 164
F(z,y) = arctg (z + y) + arctg(z — y) + vy — v2, (a,b) = (0,1). Graf F|{—1,1) x (0,2).

Kfivky (po diagonale shora doli) jsou po Fadé ¢ésti c-hladin s ¢ rovnym —2,—1,0, 1.

438



Cviceni 16.43 na str. 164
F(z,y) =sinz +siny — sin(z — y) +sin(z +y), (a,b) = (=47, 3n). Graf F|(—37, 7)) x (=37, 3n).
Zleva doprava: tsecky y = 4 a y = —1 protinaji po fadé c-hladiny s c=1,1,0,—-1,-2,—-2, —1,0,

na usecce y = %7‘(‘ jsou to po fadé c-hladiny s c=1,0,—-1,—-1,0,1,2,2.
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Cviceni 16.44 na str. 164
F(z,y) = sin(sin (7 (z 4+ y))) + sin (7 cos (7 (z — y))), (a,b) = (3, —1). Graf F|(0,1) x (—1,0).
Na tseéce y = —0.1 (pocitano zleva doprava) lezi po fadé body c-hladin s ¢ = 0,1, 1,0, 0, na Gsecce

y = —0.7 body c-hladin s ¢ = —1,—1,—1,0, 1; maly oblouk v pravém dolnim rohu je ¢asti 0-hladiny.
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Cviceni 16.45 na str.164

Fa,y) = (y — 1)e¥#® — 2 +1gy, (a,b)

(0,1). Graf F|(—1,1) x (0.01,2).

gasti c-hladin s ¢ = 2,1,0, 1, 2.

Shora dolt:

\
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Cviceni 16.81 na str. 167
F(Iay) = (‘T2 +y2 - 2$)2 - 4(I2 +y2)7 ¢ = (1 - \/Qa \/5 - 1) Gra’fF| <_gv %> X <_373>

Nulové hladina je kardioida. Teckovand tsecka protind (pii postupu zleva doprava) po fadé
c-hladiny s ¢ = 20, 10, 0, —10, —20, —25, —26, —25, —20, —10, 0, 10, 20; F(3,0) = min F = —27.
Vyznaleny jsou body odpovidajici singuldrnimu bodu (0, 0), bodu ¢ a minimu —27 = F(3,0).

300
200
100

=27
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Cviceni 16.82 na str. 167

F(z,y) = (z+1)y? + (z — 1)a?, c = (5, -1V/3). Graf F|(-2,2)2.
Normala (pfi postupu zleva doprava) protind po fadé c-hladiny s ¢ = —5,—-4,-3,-2,-1,0,0, 1,2, 3.

Vyznacen je singularni bod (0,0) a bod c.

-1 -05 O 0.5 1 15 2
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Cviceni 16.83 na str. 167

F(z,y) = e"siny — e¥sinz, ¢ = (47, g7). Graf F'[(—4,4)%.

Pfimka y =  je ¢asti 0-hladiny, kterd se rozvétvuje v singuldrnich bodech (—37,—37), (37, i7) a
5

(27, 57) (vyznadenych spolu s bodem c na obrézcich). Usecka y = 2 protina (zleva doprava) po fadé

c-hladiny s ¢ = —1,0,1,1,0,—1,—1,0, 1, isecka z = %ﬂ' (shora doli) ¢-hladiny s ¢ = —1,0,—1,-1,0, 1.
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Cviceni 16.84 na str. 167
F(z,y) =e* Y +2sin(z+y) — 1, c= (m, 7). Graf F|(3m, 37)2
Usecka y = 2.5 protina (poc¢itano zleva doprava) po fadé c-hladiny s ¢ = —2,-1,0,1,2,3,4;

oblouk vpravo nahoie je ¢asti 1-hladiny.
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Cviceni 16.85 na str. 167

(2,—1). Graf F'|(0,4) x (—3,1).
fadé c-hladiny s ¢ = —2,-1,0,1,2,2,1,0,—1, —2.

et 4+ 22 + 3y + 92, c =

F(z,y)

7

ind po

’

22 — 3 (zleva doprava) prot

Usecka y

.
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Cviceni 16.96 na str.168

F(.’L‘,y, Z) = (.'17/4)2 =+ (y/3)2 =+ (2/2)2 - 17 c= (\/67 %\/57 \/5) Graf F| <_474> X <_373> X <_272>
Nulovéa hladina je elipsoid s délkou poloos 4,3,2.
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Obrazky ke kapitole 17

Priklad 17.1 na str. 182
f(mvy) = 1'3 - 2$2y + 3y37 X = <_17 1>2

Na obrézku je vyznacen staciondrni bod funkce f v int(X)

a body z 90X, v nichZ f nabyva svych (absolutnich) extrémi.
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Priklad 17.2 na str. 182
flwy) = 4a® = 3z — 4y’ + 9y, X = {(z,); 2" +y* < 1.}

Funkce f nemd v int X zadné stacionarni body;

na obrézku je jednotkova kruznice C' a graf restrikce f|C spolu s pfislusnymi staciondrnimi body.

0.5 0.5

-0.5
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Priklad 17.5 na str. 187
[l y) =2 = 3zy +4°, X = RY.

Graf restrikce f(0,2)? s vyzna¢enym minimem.
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Priklad 17.6 na str.188

fly) =2 —ay+y? +1/(2* + 2y +¢?), X =R2.
Graf funkce f|(0,2.6)2, jejiz obor hodnot byl restringovan na interval (0,7);

vyznageno minimum a obrazy étvrtkruznic z2 + y? = %, 2?4+ y?=4,2>0,y>0.
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Cviceni 17.01 na str. 196
flzy) =2 —y— 2%y X =(0,1) x (~1,2).
Graf funkce f s vyznaéenymi extrémy.
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Cviceni 17.02 na str. 196

(—1,0) x (1,2).

flzy)=a® —ay+2y — 9y X

Graf funkce f s vyznaCenymi extrémy.
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Cviéeni 17.03 na str. 196

xt — 223 — 22%y? + ¢t X = (—1,1)%

Graf funkce f s vyznacenymi tfemi extrémy a jednim stacionarnim bodem v int X.

f(z,y)
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Cviceni 17.04 na str.196

flz,y) =2y (1 —2%y?), X = (-1,1)%.
Funkce f mé jeden staciondrni bod v int X ; svych extrémii nabyva na dvou hyperboléch.
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Cviceni 17.05 na str. 196

(0,2) x (0,3).

Graf funkce f s vyznacenymi extrémy.

ry? -2y — 322+ —y, X

f(z,y)
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Cviceni 17.06 na str.196

(—2,2)2.

Graf funkce f s vyznacenymi extrémy a dvéma staciondrnimi body v int X.

[z, y) =a® —3ay —2y°, X
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Cviceni 17.07 na str. 196
f(z,y) = 23 — 322 + 62y — 3z + 4y, X = (—1,0)2.

Graf funkce f s vyznacenymi extrémy a jednim stacionarnim bodem v int X.
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Cviceni 17.08 na str.196

fz,y) = 62° + 2zy + 32%y +y°, X = (0,1) x (~2,0).
Graf funkce f s vyznacenymi extrémy a dvéma staciondrnimi body v int X.
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Cviceni 17.09 na str. 196

flzy) =2 —day +y*, X = (-2,1)%
Graf funkce f s vyznacenymi extrémy a jednim stacionarnim bodem v int X.
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Cviceni 17.10 na str. 196

f(x7 Z/) = (x2 - y2 - 1)/(1)2 +y2 + 1)7 X = <_272>2‘
Graf funkce f s vyznacenymi extrémy (kterych nabyva ve dvou bodech a na jedné tsecce).
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Cviceni 17.11 na str. 196

flz,y) = (@® = bry +3°)/(a? +3° —4), X = (-1, 1)%
Graf funkce f s vyznacenymi extrémy a jednim stacionarnim bodem v int X.
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Cviceni 17.12 na str. 196

fley) =@+ +1)/@ +yt+1), X =(-1,1)%.
Graf funkce f s vyznacenymi extrémy a péti dalsimi staciondrnimi body v int X.

1.36 |
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Cviceni 17.13 na str. 196
f(x7y) =1 — XY x? +y27 X = <_171> X <_2a2>‘

Graf funkce f s vyznacenymi extrémy a jednim stacionarnim bodem v int X.
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Cviceni 17.14 na str. 196

fla,y) =e(Va? +42 =22 —y?), X = (1,2) x (=1, 1).
Graf funkce f s vyznacenymi extrémy (kterych nabyva ve dvou bodech a na jedné tsedce).
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Cviceni 17.15 na str. 196

f(z,y)

)2,

Graf funkce f s vyznaCenymi extrémy.

(0,3

r —y+sinxcosy, X
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Cviceni 17.16 na str. 196
f(x,y) = sinz siny sin(z + y), X = (0,7)2.

Graf funkce f s vyznaéenymi extrémy.
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Cviceni 17.17 na str. 196

f(z,y) =sinasiny sin(z —y), X = (-4, 37)2

Graf funkce f s vyznacenymi extrémy a jednim dal$im staciondrnim bodem v int X.
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Cviceni 17.18 na str. 196

f(z,y) = sinz cosy + cos x sin y, X = (0, 7).

Graf funkce f s vyznacenymi extrémy a dvéma stacionarnimi body v int X.
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Cviceni 17.19 na str. 196

1>2

f(x,y) = sinz + cosy + cos(z — y), X = (0, 37
Graf funkce f s vyznaéenymi extrémy.
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Cviceni 17.20 na str. 196

32 cosy +sinzsin®y, X = (—7,0)2

f(z,y) = cos
Graf funkce f s vyznaCenymi extrémy a tfemi staciondrnimi body v int X.
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Cviceni 17.21 na str. 196

f(z,y) =sin®z + cosz siny — cos?y, X = (—m,7)2.
Graf funkce f, kterd nabyva svého minima v 6 bodech, maxima ve 4 bodech;

vyznaceny jsou dalsi 4 staciondrni body v int X.
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Cviceni 17.22 na str. 196

f(x,y) = sin*(z — y) cos?(z +y), X = (0,7)2.
Graf funkce f, kterd nabyva maxima ve dvou bodech, minima na tfech tseckéch.
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Cviceni 17.23 na str. 197
arctgzy — lg (1 + 2%y?), X = (1,5) x (—2,2).

Graf funkce f s vyznacenym minimem; svého maxima nabyva na hyperbole xy

f(z,y)

1
3
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Cviceni 17.24 na str. 197

f(xay) = lg(l + 1132y) - lg(l + .'L‘y2), X = <07 2>2'
Graf funkce f s vyznadenym minimem a maximem.
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Cviceni 17.25 na str. 197

f(.'L‘, Z/) =% - y2 =+ lg(l + z? + yz)a X = <_1a 1>2'
Graf funkce f s vyznafenymi minimy a maximy a jednim staciondrnim bodem v int X.
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Cviceni 17.26 na str. 197
flz,y) =1 —22y?)e ™, X = (-1,1)%

Graf funkce f s vyznadenymi 4 minimy a jednim staciondrnim bodem v int X ;

maxima nabyva na dvou hyperbolach.
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Cviceni 17.27 na str. 197
f(x,y) = (‘,1:2 - y)e_£y27 X = <_172> X <_17 1>

Graf funkce f s vyznacenymi extrémy a jednim stacionarnim bodem v int X.
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Cviceni 17.28 na str. 197
f(.'L‘, y) = 113y2 et X = <072> X <073>

Graf funkce f s vyznafenym maximem; minima nabyva na dvou tseckach lezicich v 9.X.
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Cviceni 17.29 na str. 197
f(z,y) = e® sinhy — e¥ coshx, X = (—1,1)2.

Graf funkce f s vyznacenymi minimy; maxima nabyva na diagonale defini¢niho oboru.
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Cviceni 17.30 na str. 197

(—m, )2

Graf funkce f s vyznacenymi minimy a maximy a dvéma stacionarnimi body v int X.

f(x,y) = e siny — e¥ sinz, X
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Cviceni 17.31 na str. 197

f(z,y) = arcsin (3zy/(1 + 22 + 4?)), X = (—1,1)%
Graf funkce f s vyznacenymi minimy a maximy a jednim staciondrnim bodem v int X.
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Cviceni 17.32 na str. 197

arccotg (zy — 22 — y?), X = (—1,1)2.

fz,y)
Graf funkce f s vyznafenymi maximy a minimem.
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Neomezenou mnozinu X redukujeme ve Cvicenich 17.63 az 17.90 vzdy
na kruh nebo interval X obsahujici vSechny extrémy dané funkce.

Cviéeni 17.63 na str. 198
flay) = (@2 +y?) e @+ X = {(2,y); 2% +y> < 16}

Cylindricky graf funkce f, ktera svého maxima nabyva na kruznici 22 + y? = 1

a minima v bodé (0,0) (které na obrazku neni vidét).

0.37
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Cviceni 17.64 na str.198

Fla,y) = @ —y?) e @, X = {(2,y); 22 +¢* <9}
Cylindricky graf funkce f, kterd svého maxima nabyva ve dvou bodech,

minima také ve dvou bodech; jedno minimum neni vidét.
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Cvicéeni 17.65 na str. 199
flz,y) = (@ —y)e @+ X = (—2,2)2,

Graf funkce f s vyznadenym maximem a minimem.

0.61

-0.61
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Cviéeni 17.66 na str. 199
fla,y) = (@* +yH e~ @+ X = (—2.5,2.5)2,

Graf funkce f s vyznacenymi 4 maximy, minimem a dal§imi 4 staciondrnimi body v int X.
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Cviéeni 17.67 na str. 199
fla,y) = @2 +yH e~ @) X = (=2.5,2.5)2,

Graf funkce f s vyznacenymi 2 maximy, minimem a dal§imi 6 staciondrnimi body v int X.
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Cviceni 17.68 na str.199
f(xay) = (.’172 - yQ)e—(w4+y4), X = <_272>2‘

Graf funkce f s vyznafenymi 2 maximy, 2 (na obrazku neviditelnymi) minimy

a stacionarnim bodem (0, 0) € int X.
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Cviceni 17.69 na str.199
fla,y) = (@ —ay +y?) e FW) X =(0,3)%

Graf funkce f s vyznadenym maximem, minimem a dal$im staciondrnim bodem v int X.
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Cviceni 17.70 na str. 199
flz,y) = (z — 4oy + by) e~ @Y, X =(0,3)2

Graf funkce f s vyznacenym maximem a minimem.
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Cviceni 17.71 na str. 199
flz,y) = (4a? +y?) e~ F=+v) | X = (0,3)2.

Graf funkce f s vyznacenymi 2 maximy, minimem a dalsim staciondrnim bodem v int X.
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Cviceni 17.72 na str. 199

flz,y) =z exp(x(y? +1)%), X = (=2,0) x (-2,2).
Graf funkce f, ktera svého minima nabyva v jednom bodé, svého maxima na tsecce z = 0.
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Cviceni 17.73 na str. 199

flzy) =22y (6 — 2 —y), X = (0,4)%.
Graf funkce f, jejiz obor hodnot byl restringovan na interval (—110,110).

Zdola neomezend funkce f nabyva v Rﬁ_ svého maxima v jediném bodé.

108
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Cviceni 17.74 na str. 199

flzy) =2t —day +y!, X = (-2,2)%
Graf funkce f, jejiz obor hodnot byl restringovén na interval (—2,8).

Vyznacena 2 minima (z nichZ jedno neni vidét) a dalsi 2 stacionarni body v int X.
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Cviceni 17.75 na str. 199
f(z,y) = 2* — 24ay + 9%, X = (0,2.5) x (0,1.5).

Graf funkce f s vyznacenym minimem.
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Cviceni 17.76 na str.199

fla,y) =2 —zy+y? - 20 +y, X =(-2,2)%
Graf funkce f s vyznacenym minimem.
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Cviceni 17.77 na str. 199
f(xay) = 1‘4 - x2y2 + 4y4a X = <_17 1>2‘

Graf funkce f s vyznacenym minimem.
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Cviceni 17.78 na str. 199

fla,y) =2 +ay+y* —4lgz — 101gy, X = (3,4)°.
Graf funkce f s vyznacenym minimem.

499



Cviceni 17.79 na str. 199

fle,y) =1/ +20/y + 4y, X = (3,2)*.
Graf funkce f s vyznacenym minimem.
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Cviceni 17.80 na str.199
flr,y) =6/ +2/(2y) +y/3, X =(1,7) x (1,4).

Graf funkce f s vyznacenym minimem.
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Cvicéeni 17.81 na str. 199
[z, y) =2y +50/x+20/y, X = (1,7) x (1,4).

Graf funkce f s vyznacenym minimem.

502



Cviceni 17.82 na str. 199

(3. 1)%

Graf funkce f s vyznacenym minimem.

fla,y) =1/z+2/y + 32zy, X
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Cviceni 17.83 na str. 199

Graf funkce f s vyznacenym minimem.

f(z,y)
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Cviceni 17.84 na str. 199

flay) =1+ 1/y—Toy +2(x +y)*, X = (3,2)°.
Graf funkce f s vyznacenym minimem.
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Cviceni 17.85 na str.199

fla,y) =3/(zy) + 2y Bz +y), X = (3,2) x (1,3).
Graf funkce f s vyznacenym minimem.
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Cviceni 17.86 na str.199

fly) = 2% + 92 +1/(ay (2 + 7)), X = (3,2)%.
Graf funkce f s vyznacenym minimem.
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Cviceni 17.87 na str.199

flx,y) = zy? — 2 sinzy, X = (0,v27)2.
Graf funkce f, kterd nemd v (0, 4+00)? ani minimum, ani maximum.

2.5
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Cvicéeni 17.88 na str. 199
fz,y) = 2y — 2arctgay?, X = (—2,2)%

Graf funkce f, kterd nema v R? ani minimum, ani maximum.

509



Cviceni 17.89 na str. 199

flay) =@ =D -1/ +y' +1), X = (-3,3)%.
Graf funkce f s vyznadenym maximem, 4 minimy a 4 dal$imi staciondrnimi body v int X ;

jedno minimum a jeden stacionarni bod neni na obrazku vidét.
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Cviceni 17.90 na str.199

flay) =@ = D2 —4)/(@® + 52 +4)%, X = (-4,4)%
Graf funkce f s vyznacenym maximem, 2 minimy a 6 dalS$imi stacionarnimi body v int X.

0.25

-0.2
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Obrazky ke kapitole 19

Priklad 19.1 na str. 245.

Vypliiovani kruhu G := U((0,0), 2) intervaly I,,.; x; jejich pocet je pron =0,...,6 po fadé
roven 4,16,36,76,152,276,536, celkem jich je tedy 1096.
Soucet jejich obsahii je 50920/4096 = 12.432, zatimco obsah kruhu G je v2(G) = 12.566.*)

rF;

|

25
P>

H P,
e

T e
as
PR

I
I
e

LTI LTT
I
I

tH
AT

K

*) Z toho je patrné, Zze metoda vypliiovani kruhu ¢étverecky se pro presnéjsi vypodet ¢isla 7
prili§ nehodi.

512



Jesté k prikladu 19.1 na str. 245.
I pfi nejvétsim zvétseni jsou (pii zachovani rozmért stranky) nejmensi intervaly a nepokryta mista
v obrazku na str. 512 Spatné rozeznatelnd; obrazky na této a na dalsi strance ukazuji,

jak se postupné vypliuje prunik kruhu G s uzavienym prvnim kvadrantem.

2 2

15 15

1 1

0.5 0.5
0.5 1 15 2 0.5 1 15 2

n

[ [
H Phs,
15 | }h\ 15 Bhs,

0.5 0.5

1T T

0.5 1 15 2 0.5 1 15 2
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Jesté k prikladu 19.1 na str. 245.
Mnozina G; := U((0,0),2) N (0, +00)? se ¢tverci I,,;; ; C G1, n=0,1,...,6.

H

HF T

1.5 B

g

I_#_I%

_|_IJ

05

0.5 1 15
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Obrazky ke kapitole 20

Na dalsich strankach jsou spolu s grafem funkce f nakresleny grafy n-tych ¢astecnych soucti sy.

Fourierovy fady sy (pfipadné ¢asteénych souctld sy s.pn, Sr,1:n Fad sy, Spi) pron=1,2,...,8.

Cviéeni 20.08 na str. 315

_ ~ _1
f(x) =z v intervalu (o, a + 27) pro a = 3.

NI

IR
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Jesté ke Cviceni 20.08 na str. 315

f(z) = z v intervalu (o, & + 27) pro a = —2.
-2+2nm |
-2+ ¢
247 -2+2n
_2 L
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Cviceni 20.09 a 20.10 na str. 315

Nahote: Fourierova fada funkce f(z) = $7sgna v intervalu (—, 7).

Dole: Fourierova fada funkce f(z) = | sinz| v intervalu (—m, 7). *)

R X
///'A\‘A‘/A%A\’A’i’(‘\")&@{‘/i’(&‘%&"\"l&\\\\
\\1’01'8"0‘;@"‘"\\7//\"“""\"“(€'&‘3‘1’I

AN

BEDSRISIKSZSENRONENY
WA= X

*) V ptipadé, ze Fourierova fada funkce f konverguje stejnomérné v celém R, jsou grafy funkce
f a caste¢nych souctit sy,, piislusné fady s; casto i pro mald n tak blizko sebe, Ze detaily graft
nejsou prilis patrné. ,,Na pohled zajimavé“ jsou proto jen Fourierovy fady s nespojitostmi.
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Cviceni 20.11 a 20.12 na str. 316
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Cviceni 20.13 na str. 316

Nahote sudy, dole lichy Fouriertiv rozvoj funkce f(z) =e™*, z € (0, 7).
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Cviéeni 20.14 na str. 316

1
8

Dole: Fouriertiv rozvoj funkce f(z) = 2z (7% — n|z|), z € (—m, ).

Nahoie: Fouriertiv rozvoj funkce f(x) = % (7% — 27|z|), z € (—m, 7).

520



Cviéeni 20.15 a 20.16 na str. 316

Nahofte: Fourierova fada funkce f(z) = |z — 1| v intervalu (0, 2).

Dole: Fourierova fada funkce f(x) = arcsin(sin2z), z € R.

NN

NN
NN

NN
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Cviéeni 20.17 a 20.18 na str. 316

Nahote: Fourierova fada funkce f(z) = arcsin(cos wz).

Dole: Fourierova fada funkce f(x) = sgn(cos2nz).

-05 +t+

-15

// A\‘\‘/A\&Ii‘

SSORS

' ' o v,,
\‘V/‘ IRRZZLRE o= Q'/i"t S A'A"\’ ";A\\\
P ‘

4Asé\‘"v"‘ ‘\"I

(7RSSR

WS

a0 A\
'

il

‘\‘

/'

g

S

-12
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Cviéeni 20.19 na str. 316
1

Nahote sudy, dole lichy Fourieriv rozvoj funkce f(z) rovné 37 v (0,37) am —z v (3w, ).

N
NN

15 F

r-1.5
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Cviceni 20.20 a 20.21 na str. 316

Nahote: Fourieriv rozvoj 3-periodické funkce f(x) rovné 1, —1, 0 po fadé v (0,

Dole: Suda Fourierova fada funkce f(x) rovné z, 0, 27 — x po fadé v (0, 37), (
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Cviceni 20.22 a 20.23 na str. 316

Nahote: Fourierova fada liché, 8-periodické funkce f(z) rovné 1 —x v (0,1) a 0 v (1,4).
Dole: Fourierova fada 4-periodické funkce f(z) rovné 1 — 2?2, je-li |[z| <1, a0, je-li 1 < |z| < 2.
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Cviéeni 20.24 na str. 317

Nahofe sud4, dole licha Fourierova fada funkce f(x) = cosz v (0,2).
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Cviéeni 20.25 na str. 317

1

Nahore sud4, dole licha Fourierova fada funkce f(z) rovné sin2z v (0,37) a 0 v (37, 7).

N a
NN
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