8. Slovni alohy na extrémy

V této kapitole naznac¢ime, jak FeSit nékteré ,praktické“ (vétSinou geometrické)
ulohy souvisejici s extrémy funkci jedné proménné. Novym prvkem bude nutnost
slovné zadanou tlohu nejdfive matematicky modelovat, tedy prevést do ,matema-
tické fec¢i“. Teprve pak lze problém FesSit bud metodami vyloZenymi v kapitole 7,
nebo metodami zcela elementarnimi, které nejsou zaloZeny na poznatcich diferen-
cialnim poctu. Jako vzdy bychom méli dat pfednost jednodussimu Teseni.

Pfipomenme dvé jednoduché, ale velmi uzite¢na tvrzeni diferencialniho poctu:

Véta 8.1. Necht funkce f definovana v intervalu I s krajnimi body a < b m4
v bodé ¢ € (a,b) extrém?). Pak je bud f'(c) = 0, nebo tato derivace neexistuje.

Véta 8.2. Necht funkce f spojita v intervalu (a,b) spliiuje tyto podminky:
L f(at) = f(6-);
2. existuje bod ¢ € (a,b) tak, ze f' # 0 vsude v (a,c) U (¢, b).?)

Pak nastane pravé jedna z téchto situaci:
A. f(e) > f(a+), f roste v (a,c), klesd v (¢,b), a v bodé ¢ md maximum;
B. f(e¢) < f(a+), f klesd v (a,c), roste v (¢,b), a v bodé ¢ ma minimum.

Priklad 8.1. Existuje-1i mezi obdélniky o obvodu 4¢ € R obdélnik s maximalnim
obsahem ?), najdéte délky jeho stran.?)

Reseni: Jsouli z, y délky stran obdélnika, je jeho obvod 2 (x + y); protoze
toto ¢islo mé byt rovno 4c, musi byt y = 2¢c — x. Mame tedy roziesit problém, zdali
mé funkce f(x) := 2 (2¢ — ) maximum; z povahy problému ovSem plyne, Ze nejde
o maximum v celém R, ale v intervalu I := (0,2¢) — jinde totiz neni bud z, nebo
y kladné cislo. V.7.3 nelze uzit, protoze I neni kompaktni interval; hodi se vsak
V.8.2: Protoze f(0+) = f(2¢—) = 0, protoze f'(x) = 2(c — x) # 0 pro vSechna
x e I riizna od ¢ a protoze f(c) = ¢ > 0, je tato hodnota mazimdini hodnotou
funkce f v I.

Problém ma tedy pravé jedno feseni: Obdélnik s danym obvodem 4c a s maxi-
madlnim obsahem je ctverec o strané c. Dodejme, ze obdélnik s danym obvodem
a minimalnim obsahem zfejmé neexistuje.

Priklad 8.2. Z 1 m? betonu mame — pokud je to mozné — odlit co nejvyssi téleso
bud ve tvaru krychle, nebo koule, nebo koule postavené na krychli.

1) tj. maximum nebo minimum

2) Vsimnéme si, Ze se nepfedpoklada koneénost zadného z &isel a, b, f(a+), f(b—). Je-li viak
a € R (resp. b € R) a je-li f spojitd v bodé a zprava (resp. v bodé b zleva), lze limitu f(a+) (resp.
f(b—)) nahradit hodnotou f(a) (resp. f(b)). Existence derivace f’(c) se nepredpoklada.

3) Bylo by hrubou logickou chybou ignorovat v podobnych ptipadech problém existence.

4) Mezi obdélniky pocitame oviem i étverce, jinak by tloha neméla Feseni.
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R e § e n i: Predpoklddejme, Ze se téleso sklada z krychle o délce hrany x
a z koule o poloméru r. Pfipustime-li x = 0 a r = 0, budou zahrnuty i pfipady,
Ze jedno z téchto téles chybi, a je zfejmé, Ze se pak méame zabyvat ¢isly x € (0,1).
Krychle o hrané 2 mé objem 23, takZe pro kouli zbyvé objem 1—2* = 3773, Odtud
plyne, Ze polomér r a celkova vyska f(z) télesa jsou dany rovnostmi

3 6
r={/— (1—a3) resp. f(:v)::v+2r:x+vj\3/l—x3.
T

47

Derivace
6 —z2
/ €Tr) = 1 + %7
e T

se v (0,1) anuluje, pravé kdyz /(1 — x3)2 = 22 3/6/7, tj. pravé kdyz Y1T—28 =
x {/6/m. Jak snadno zjistime, je &islo

T = VT 0.7488
V6 + T

jedinym Fesenim této rovnice; prumeér prislusné koule je roven

org e V8 1.0348,

v/ (V6 + /)

coz vede k thrnné vysce xg + 2rg = 1.7836 m télesa.
1.8¢
1.6}
1.4¢

1.2¢

0.2 0.4 0.6 0.8 1
OBRAZEK K PRIKLADU 8.2

Protoze je toto ¢islo vétsi nez f(0) = ¥/6/7 = 1.24 a také nez f(1) = 1, je
feSenim naseho problému: Na krychli o hrané x¢ je tfeba postavit kouli o poloméru

ro. Zaroven je patrné, ze kdyby nam slo o ttvar s minimalni vyskou, odlili bychom
krychli o vysce 1.
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Priklad 8.3. DokaZme, Ze na kazdé pfimce v trojrozmérném eukleidovském pro-
storu R? lezi pravé jeden bod nejblizsi pocatku (0,0, 0).

R e eni: Pfedpokladejme, Ze piimka L je uréena bodem (4, B, C) a (nenulo-
vym) vektorem (u, v, w); to znamend, ze piimku L tvoii pravé vSechny body tvaru
X(t) = (A+tu, B+1tv,C +tw), kde t ¢ R. Mame rozfesit problém existence pravé
jednoho t, pro néz je vzdalenost bodt X (¢) a (0,0, 0) minimalni. ProtoZze vzdalenosti
jsou nezapornd ¢isla, je to totéz jako roziesit analogicky problém pro ¢tverec této
vzdéalenosti, tj. pro funkci

f@t) = (A+tu)® + (B +tv)* + (C + tw)?.
Nabyva-li f v nékterém bodé to € R svého minima, je podle V.8.1
f'(to) = 2(u(A + tou) + v (B + tev) + w(C + tow)) = 0.
Tato podminka je splnéna, pravé kdyz je

Au+ Bv+ Cw
u? 4+ v2 + w?

to =

Aplikujme nyni V.8.2 : Obé limity f(+ocoF) jsourovny +ocoat # tg = f'(t) #0;
v dtsledku toho ma funkce f v bodé ty opravdu minimum. Mezi vSemi body X (¢)
ma tedy jediné bod

Au + Bv + Cw

Klio) = (4. 5,0) = = a u?

(u, v, w)

nejmensi vzdalenost od pocatku; snadno ovérime, ze jeji ¢tverec je roven

(Au + Bv + Cw)?

2 2 2 2 2 2
(A+tou)” + (B +tov)” + (Ot tow)” = (A7 + BT+ C7) = — 55— 5

Poznamenejme jesté, ze skalarni souéin vektora X (t9) a (u, v, w) je roven 0. Je-li
(0,0,0) € L, je cely nas problém trividlni; je-li (0,0,0) ¢ L, je pfimka prochézejici
pocatkem a bodem X (tg) kolmé k L (coZ je dobfe zndmo z elementirni geometrie).

Priklad 8.4. Rozséhly les je z jihu ohranicen pfimou cestou vedouci od zapadu
k vychodu. Z vychoziho mista na této cesté se mame dostat na misto, které je od
nas vzdaleno 5 km vychodné a 2 km severné. Jistou dobu pijdeme po cesté rychlosti
5km za hodinu, pak ($ikmo) lesem rychlosti 3km za hodinu. Jak dlouho mame jit
po cesté, abychom se do cile dostali co nejdiive? Kolik pfi tom ujdeme kilometra
a jak dlouho nam cesta bude trvat?

Reseni: K tomu, abychom po cesté usli = (e (0,5)) km, potfebujeme %:1:
hodin; dalsi cesta lesem bude pak méfit y := /22 + (5 — z)2 = V22 — 10z + 29 km

a ujdeme ji za %y hodin. Celkem tedy bude cesta trvat

f(z) =tz + 3V — 10z + 29
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hodin. Jak snadno zjistime, je jedinym kofenem derivace

r—>5

vVaz —10x + 29

dislo 2. Protoze f(I) = 22 =1.5333..., zatimco f(0) = 2v/29 = 1.795, f(5) = 3 =

1.666. .., je zfejmé, Ze f nabyva v bodé % svého minima. Hodnota tohoto minima

je % hodin, neboli 1 hodina a 32 minut. Po cesté pijdeme 3.5km (a 42 minut),

lesem 2.5km (a 50 minut); celkem tedy ujdeme 6 km.

fl@) =5+

Wl

Priklad 8.5. Dokazme, 7e mezi obdélniky, jejichz strany jsou rovnobézné se sou-
fadnicovymi osami a které jsou vepsany do elipsy

&

kde a € R4, b € Ry, existuje pravé jeden s maximalnim obsahem.

-a 0 a

OBRAZEK K PRIKLADU 8.5
Reseni: Elipsa je geometrickym obrazem kiivky °)
o(t) := (a cost, bsint), kde tc (—m,m),

a vrcholy vepsaného obdélnika jsou body ¢(+a), ¢(£(m — @)), kde a € (0, 37) je
uhel, ktery svira pruvodi¢ pravého horniho vrcholu s kladnym smérem osy x. Obsah

f(t) :==2acosa-2bsina = 2absin 2«

takového obdélnika je zfejmé (sr. s V.8.2) maximalni pfi a = %w a rovna se 2ab.

Obdobny obdélnik s minimalnim obsahem samoziejmé neexistuje.

5) Kvivkou se zde rozumi (jakékoli) spojité zobrazeni w (jakéhokoli) kompaktniho intervalu
I C R do roviny R2. Jeji geometricky obraz je mnozina w(I).
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Cviceni

Reste nasledujici slovni tlohy; u nékterych z nich vystacite s elementarnimi me-
todami, nevyzadujicimi znalost diferencidlniho poctu.

8.01. Z obdélnikového plechu o velikosti 80 cm x 50 cm se mé po odstfiZeni stejné
velkych ¢tvercti v rozich plechu vyrobit krabice bez vika. Jak velké ¢tverce je tieba

odstiihnout, aby vznikla krabice méla maximalni objem, a jak velky bude tento
objem?

50 cm

80 cm

OBRAZEK KE CVICEN{ 8.01

8.02. Ukolem je vyrobit plechové konzervy ve tvaru valce s objemem V (e R,)
tak, aby byly co nejleh¢i. Najdéte ptislusny pomeér vysky h vélce a poloméru r jeho
podstavy, a to nejdiive pro obecny objem V, pak pro V = 1000 cm?>.

8.03. Valcové nadoby s objemem 20 litrti se budou vyrédbét z dvojiho plechu: na
obé podstavy vélce se uzije materidl dvakrat drazsi nez na jeho plast. Jak se ma
zvolit pomér vysky h valce a poloméru r jeho podstav, aby cena celé naddoby byla co
nejmensi? Stoji-li 1 m? materialu uzitého na plast 360 K¢, kolik bude stat material
na celou nddobu?

voda

OBRAZEK KE CVICENT 8.04

8.04. Pfimy vodni kanal je 150m Siroky. Mista A a B leZici na jednom z bfeht
maji vzdalenost 1km, misto C' je na druhém bfehu pfesné naproti mistu B. Z A
se ma do C' vést potrubi, jehoZ prvni (pfimy) tsek povede z A do jistého mista D
na spojnici AB a jehoz druhy (také pfimy) usek spoji D s C. Polozeni 1 m potrubi
na biehu stoji 800 K¢, pres kanél je cena dvojnasobnd. Jak daleko méa byt D od A,
aby cena celého potrubi byla co nejmensi? Jaka bude jeho délka zaokrouhlena na
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decimetry a cena zaokrouhlend na celé koruny ? Jaky thel budou svirat tsecky DB
a DC?

8.05. Hodlame koupit obdélnikovou parcelu o rozloze 200 m?, jejiz jedna strana
bude ohranicena jiz hotovou zdi, zatimco ze zbyvajicich tii stran bude nutné parcelu
oplotit. Dokazte, Ze obdélnik lze zvolit tak, aby plot mél minimalni délku, a najdéte
délky prislusnych stran.

200 m?

plot

OBRAZEK KE CVICENT 8.05

8.06. Dokazte, ze do trojuhelnika, jehoz nejdelsi stranou je strana c, lze vepsat
obdélnik se zakladnou obsazenou v ¢ a s maximalnim obsahem; najdéte vztah mezi
obsahem trojuhelnika a vepsaného obdélnika.

OBRAZEK KE CVICEN] 8.06

8.07. Existuje mezi trojihelniky vepsanymi do kruhu o daném poloméru r € R,
jejichz jednou stranou je priamér kruhu, trojihelnik s maximalnim obsahem resp.
obvodem? Pokud ano, jaky bude tento obsah resp. obvod?

2r

OBRAZEK KE CVICEN{ 8.07
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8.08. Dokazte, Ze mezi vSemi (pravothlymi) trojihelniky 7' s vrcholem v pocatku,
jejichz odvésny jsou ¢asti souradnicovych os a jejichz prepona je ¢asti tecny oblouku
paraboly y = 22 — 42+ 3,0 < x < 1, existuje prave jeden trojtihelnik s minimalnim
resp. maximalnim obsahem. Zjistéte, ve kterych bodech se pfislusné tecny dotykaji
paraboly a najdéte oba extrémni obsahy.

R
bola 2
para hyperbola
2
1
1 T T
0 0.5 1 0 1 2

OBRAZKY KE CVICENIM 8.08 A 8.09

8.09. Mezi vSemi (pravothlymi) trojthelniky 7', které jsou ohraniceny osami
soufadnicovymi a teénou oblouku hyperboly y = 2/ — 1, 1 < x < 2, najdéte
trojuhelniky s extrémnimi obsahy a pfislusné obsahy vypoctéte.

8.10. Mezi obdélniky, jejichz dva vrcholy leZi na ose x a dalsi dva na parabole
y = 8 — 222, najdéte obdélnik s maximéalnim obsahem. Urdete tento obsah.

(2.4)

-2 0 2

OBRAZKY KE CVICENIM 8.10 A 8.11

8.11. Najdéte kladna éisla a, b tak, aby body A := (a,0), B :=(0,b), C := (2,4)
lezely na jedné primce a aby vzdalenost bodd A a B byla minimalni. Vypoctéte
tuto vzdalenost.

8.12. Obdélnikové parcela o rozmérech 5a X b se méa oplotit a pak jesté ploty
kolmymi na prvni stranu rozdélit na 5 (shodngch) parcel o rozmérech a x b. Dokazte,
ze pii dané celkové délce c ploti 1ze a a b zvolit tak, ze rozloha P = 5ab parcely
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OBRAZEK KE CVICENT 8.12

je maximalni. Cisla a, b a piislusné P najdéte nejdiive pro obecné ¢ € R, pak pro
c = 600m.

8.13. Drat délky D se rozdéli na dvé ¢asti o délkach Dy, Ds; prvni ¢ast se ohne
tak, aby vytvorila kruznici, druha tak, aby vytvotila obvod ¢tverce. Lze to provést
tak, aby soudet S obsahti vzniklého kruhu a étverce byl minimalni (maximdlni)?
Pokud ano, jakému poméru D; : Dy to bude odpovidat obecné a ¢emu se budou
¢isla Dy, D3, S rovnat pro D =2m?

8.14. Je néktery bod paraboly, kterd lezi v soufadnicové roviné xy trojrozmérného
prostoru R? a je popséna rovnicemi y = 22, z = 0, nejblize bodu A = (1,2,2) e R3?
Pokud ano, jak velkd je prislusna vzdélenost?

8.15. Body A, B se pohybuji v roviné R? tak, Ze v ¢ase t € R maji polohy a + tu,
b+ tu, kde a = (6,4), u = (2,4), b = (5,2), v = (—2,1). Dokazte, Ze existuje pravé
jedno t € R, pro néz je vzdalenost bodii A, B minimélni; najdéte je a vypoctéte
prislusnou vzdalenost.

8.16. Vyfeste obdobny problém v prostoru R? za predpokladu, Ze
a= (17_17_3)7 U = (_17152)7 b= (_25372)5 v = (27_27_]‘)

8.17. Dokazte, Ze pro kazdy bod (a,b), kde a? > b, existuji pravé dvé tecny
paraboly ¥ = x2, od nichZ m4 tento bod minimalni vzdalenost ; najdéte jejich rovnice
a pfislusnou vzdalenost, a to nejdiive obecné, pak pro (a,b) = (2, 3).

8.18. Existuji na parabole y = 22 — 62+ 5 body s minimalni vzdalenosti od bodu
B = (3,4)? Pokud ano, které to jsou a v jaké vzdéalenosti lezi?

A B C

OBRAZEK KE CVICEN{ 8.20

131



8.19. Body A, B se pohybuji po elipsach tak, Ze jejich poloha v ¢ase t € R je
(2 + 2 cos 8t,sin 8t) resp. (4 cos2t, 2 sin 2t). Najdéte vSechna ¢isla t € R, pro néz je
vzdalenost bodi A, B minimalni resp. maximé&lni.

8.20. Na pfimé silnici S odstartuje v ¢ase t = 0 z mista A chodec B a cyklista C
oba se budou pohybovat od bodu A tymz smérem, a to rychlostmi 5km a 15km za
hodinu. Na kolmici k pfimce S vedené bodem A stoji ve vzdalenosti 300 m od bodu
A pozorovatel D a méfi zorny thel U tsecky BC'. Dokazte, Ze v jistém (jednoznaéné
uréeném) okamziku tg > 0 bude tthel U maximalni, a popiSte vlastnosti trojihelnika
BCD v tomto okamziku.

Reseni

8.01. 10cm.

8.02. h:r = 2; pii V = 1000cm? je r = 53/4/7 = 5.42cm, h = 20/\3/2_ =
10.84 cm.

8.03. h : r = 4; materiél na celou nddobu bude stat 185 K¢.

8.04. Vzdalenost AD: (1000 —50+/3 ) m = 913.4m; délka celého potrubi: 1000 +
50v/3m = 1086.6 m; vylohy: 1007 846 K¢; tihel: 60 stupiti.

8.05.°) 20m strana priléhajici ke zdi, 10 m strana k ni kolma.

8.06.5) Obsah obdélnika je roven poloviné obsahu trojthelnika.

8.07. V obou piipadech je fesenim rovnoramenny trojihelnik; mé obsah r2,
obvod 2(v/2 4 1) 7.

8.08. Jsou to teény v bodech 1 a a := (4 — v/T) = 0.45142; piislusné obsahy
jsou 1 a o (7v/7 — 10) = 1.26226.

8.09. Obsah je klesajici funkei proménné x € (1, 2), takZe FeSenim jsou te¢ny v bo-

dech 2 (minimum rovné 1) a 1 (maximum rovné 2).

8.10. Zékladna délky 4/v/3 = 2.3094, vyska 2, obsah 64/(3v/3) = 12.3168.
8.11.a=2(1+ ¥4) =5.174802, b = 2(2 + {/2) = 6.519842, vzdalenost

2/ 5+ 62 + 34 = 8.323876.

8.12.%) V obecném piipadé je fesenim dvojice &sel a = ¢/20, b = ¢/12, takze
P = ¢?/48. Hodnoté ¢ = 600 m odpovida a = 30m, b = 50 m, P = 7500 m?.

8.13. Minimum existuje a odpovid4d poméru D;/Dy = 7/4; pfi D = 2m bude
proto D1 = 27/(4 4+ m)m = 87.98cm, Dy = 8/(4 + m)m = 112.02cm a S =
1/(4 + m) m? = 1400.25 cm?.

Maximum neexistuje, musi-li se drat skutecné rozstiihnout; kdyby bylo dovoleno
udélat z celého dratu bud kruznici, nebo ¢tverec (coz by odpovidalo volbé Dy = 0
resp. D1 = 0 a o poméru bychom nemluvili), bylo by S maximalni pfi Dy = 0.

6) Problém lze fesit elementarng, bez uziti diferencidlniho poctu.
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Piislugny kruh by pak mél obsah D? /47 obecné, tedy 1/7m? = 3183 cm? pti D = 2.
Pii D; = 0 by bylo S = D?/16, tedy S = 2500 cm? pro D = 2m, coZ v zadném
pripadé neni extrémni hodnota.

8.14. Nejblizsi bod je (o, 23, 0), kde g := £(1 + v/3) = 1.366025 (takZe a3 =
1+ 1v/3 =1.866025)); pifslusna vzdalenost je rovna (f(zo))*/?, kde

f@):=(x -1+ (@*-2)* +4=2a* 32> — 22 +9,

takze (f(x0))/2 = 1(3(9 — 2v/3))"/? = 2.037627.

8.15.%) t = -2,

8.16.5) ¢t = %, minimalni vzdalenost je v/2.

8.17. P¥imky o rovnicichy = (a+¢)(2x —a—c)ay=(a—c) (22 —a+¢), kde
¢ := (a® — b)Y/, jsou jediné dvé tecny, které prochdzeji bodem (a,b), a maji tedy
od n&j vzdalenost 0. P¥i (a,b) = (2,3) jsou to pfimky y =6z —9ay =2z — 1.

minimalni vzdélenost je 1.

20 B
4
15
2
10
0 2 4 6
5
-2
A
2 4 4

OBRAZKY K RESENIM CVICEN] 8.17 A 8.18

8.18. Na parabole lezi pravé dva body, které maji minimalni vzdalenost od bodu
B = (3,4). Jejich prvni soufadnice jsou (6 — v/30) = 0.261387 a (6 + v/30) =
5.738613, jejich druhé soutadnice se rovnaji % Hledana vzdélenost je d := % 31 =
2.783882.7)

8.19.%) Pri reseni tohoto prikladu meni vhodné hledat staciondrni body vzddle-
nosti d(t) bodi A, B, protoze je jich i v intervalu (0,7) znacné mnozstvi (10) a aZ
na dva nemaji s extrémy funkce d(t) nic spoleéného.

Trajektorie bodit A, B jsou elipsy majici jediny spoleény bod a := (4,0); mezi
vSemi body druhé elipsy ma zfejmé nejvétsi vzdalenost od bodu a bod b := (—4,0).

7) KruZnice o stfedu (3,4) a poloméru d je do paraboly vepsana; jeji st¥ed je prusec¢ikem normal
paraboly v uvedenych bodech.
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Staci tedy rozfesit rovnice
(cos8t =1) A(cos2t =1) resp. (cos8t =1)A (cos2t=—1).

Reseni: Vzdélenost je minimélni, rovna 0, pravé kdyz ¢ = 0 mod 7, a maximalni,

rovné 8, praveé kdyz t = %w mod 7.

OBRAZEK K RESEN{ cVICEN{ 8.19

8.20. o = /3/50 = 0.034641 hodiny, tj. cca 2 minuty a 4.7 sekundy. BCD je
rovnoramenny trojuhelnik o zdkladné C'D délky 600 m a ramenech BC a BD délky

200v/3m; thly u vrcholi B, C, D jsou po fadé rovny %w, %w,%w, takze U = %w.
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