BANACHOVY PROSTORY

ZAKLADY

Z algebry znéte tzv. diskrétni struktury, jako grupy, linedrni prostoty, apod.

V analyze se probiraly tzv. spojité struktury, kde byla definovana konvergence nebo okoli bodi a mohla se
definovat spojitost zobrazeni (redlnd primka, komplexni rovina, obecnéji euklidovské prostory, nebo jesté obecnéji
metrické prostory).

Souvislost téchto dvou piistupil byla vidét uz v prvni kapitole o redlnych ¢islech, kde se dokazalo, Ze s¢itani,
nasobenf a déleni redlnych Cisel jsou spojitd zobrazeni. To mélo pozdéjsi disledky, napf. moznost zimény poradi
limity a souctu (resp. soucinu nebo podilu) posloupnosti nebo funkci, zimény potadi derivace a souctu, nebo
integralu a souctu.

U poslednich dvou piikladd neni uveden soucin a podil, 1ze uvést jen zaménu poradi derivace a integrace s
ndsobenim konstantou. Jiné algebraické operace nejsou v analyze obecné vhodné.
Algebraické struktury, které maji za operace soucet svych prvki a nasobeni prvku ¢islem, jsou linedrni prostory.

Pokud je na téchto prostorech jesté definovana napf. metrika, da se ocekdvat, Ze se dostane vhodna struktura
pro analyzu. Metrika a linedrni struktura ale musi byt vhodné skloubeny.

Vzhledem k rizné terminologii a definicim bude vhodné zopakovat z algebry nékteré pojmy.

Zékladnim pojmem bude linedrni prostor nad redlnymi isly. VétSina ddle uvadénych tvrzeni plati i pro linedrni
prostory nad komplexnimi Cisly.

DEFINICE. Linedrni prostor je neprazdna mnoZina X, na které je definovano s¢itani x + y prvki X a nasobeni
ra prvkd z € X redlnymi Cisly 7. Tyto operace spliuji ndsledujici podminky:

1. Operace scitani je komutativn{ a asociativni, existuje nulovy prvek 0 € X ainverzni prvky —z (tj. z+0 =z
ax+ (—z) =0prokazdé x € X); "~

2. Operace nasobeni redlnymi ¢isly je distributivni v obou proménnych vzhledem ke scitan{ a v prvni proménné
vzhledemexistence k nasobeni, plati 1z = x pro kazdé x € X.

Je-li X linedrni prostor, pak Y C X se nazyva linedrni podprostor X, jestlize s operacemi ziZenymi z X na
Y tvori Y linedrni prostor (tj. soucet prvkli z Y a ndsobek prvku z Y redlnym Cislem opét nalezeji do V).

Nejmensi linearni podprostor v X mnoZiny A C X se nazyva linedrni obal A.
Podmnozina A linearniho prostoru X se nazyva symetrickd, jestlize x € A implikuje —z € A.
Nazyva se pohlcujici, jestlize pro kazdé x € X existuje s > 0 tak, Ze ra € A pro kazdé r € [0, s).

Mnozina A je konvexni, jestlize s dvéma svymi body x, y obsahuje i dsec¢ku mezi z, y, tj. mnozinu {ra + (+ —
r)y;r € [0, 1]}
Zobrazeni vhodna pro linedrni prostory musi zachovdvat obé operace (linearita):

DEFINICE. Zobrazeni f : X — Y mezi linedrnimi prostory se nazyva linedrni zobrazeni, jestlize spliiuje
nésledujici dvé podminky:

1. f(z1 + x2) = f(z1) + f(z2) pro vSechna 1, z2 € X;

2. f(raz) =rf(x)proviechnar € R,z € X.



Linearni zobrazeni X — R se nazyva linedrni funkcional.

Dva linedrni prostory se nazyvaji isomorfni, pokud mezi existuje prosté linedrni zobrazeni jednoho z nich na
druhy (toto zobrazeni se pak nazyva isomorfismus.

Nekteré dalsi dilezité operace s linedrnimi prostory:

Je-li X neprazdna mnoZina, je mnoZzina RX viech zobrazeni X — R linedrni prostor pfi bodové definovanych
operacich, §. (f + g)(a) = f(a) + g(a), (rf)(a) = rf(a).

Je-1i X linedrni prostor, pak podmnoZina X # < RX viech linedrnich funkciondli na X je linedrni podprostor
R, ktery se nazyvi it algebraicky dudl (nebo algebraicky dudlni prostor k) prostoru X.

Zobrazeni ex z X do druhého dudlu (X#)# definované jako ex (z)(f) = f(z), proz € X, f € X# je
prosté linearni zobrazeni.

Pozndmky 1 Piklady 1 Otazky 1 1

NORMOVANE PROSTORY

AN

Jak bylo naznaceno v uvodu, ,,spojité" linedrni prostory jsou linedrni prostory spolu s néjakou spojitou struk-
turou (napf. metrikou) takovou, Ze ob¢ algebraické operace jsou spojité, V metrickych prostorech existuje i jiny
pristup, ktery je specidlnéjsi a pfinasi vhodnéjsi teorii.

Na ptimce a v roviné (i v libovolném euklidovském prostoru) je obvykld metrika invariantni vii¢i posunuti, tj.
d(x 4+ a,y + a) = d(x,y). Zadn4 dalsi vyznamnd souvislost mezi s¢itdnim a metrikou neni.

Vezme-li se a = —y, dostane se d(z — y,0) = d(z, y).

Naopak, jsou-li dany vzdalenosti od 0, 1ze je rozsifit stejnou rovnosti na vzdalenosti mezi libovolnymi prvky,
a tyto vzdalenosti jsou invariantni vici posunuti.

Staci tedy definovat vzdalenosti k 0 s vlastnostmi, které po vySe uvedeném rozsifeni na vzdalenosti mezi
libovolnymi body dévaji metriku:

DEFINICE. Linedrni prostor X se nazyva normovany prostor, jestlize je na X dana realna funkce p s vlastnostmi
(pro libovolnd r € R, 2,y € X)

L p(z+y) < plz) +p(y):

2. p(rz) = [r|p(x);

3. p(x) # 0 pro x # 0;

Norma prvku z se vétsinou znadf ||z||.

Snadno se ukdze, Ze p(0) = 0, p(x) > 0 (ukaZte to).
Nyni je nutné uvést souvislost se spojitosti algebraickych operaci, uvedenou v dvodu.

VETA. V normovaném prostoru X jsou operace s¢itdni + : X x X — X andsobeni ¢islem - : R x X — X
Spojité.

Opak neplati. V Prikladech je uveden metricky linedrni prostor se spojitymi operacemi, ktery neni normovany.

Zajimava je souvislost normy s jednotkovou kouli B; = {x € X;||z|| < 1}. Ta totiZ uruje jednoznacné
normu.

VETA. Necht B je uzaviend, konvexni, pohlcujici a symetrickd mnoZina v linedrnim prostoru X, kterd neobsa-
huje Zadnou piimku {rzg;r € R} pro xg # 0. Pak existuje jedind norma na X, kterd mé za jednotkovou kouli
mnoZinu B.



Uvédomte si, Ze jednotkova koule v normovaném prostoru ma uvedené vlastnosti mnoZiny B.

Spojita linearni zobrazeni jsou velice specificka.

Nejdiive vsak jedno oznaceni.
DEFINICE. Necht' f je linedarni zobrazeni normovaného prostoru X do normovaného prostoru Y. Pak se definuje

1711 = inf{r > 0; | f(@)]] < rlla]| pro kazdé = € X} = sup{ LM gy = qupIZ@IL gy

||| |||

Je-li &islo || f|| kone¢né, nazyvé se norma zobrazeni f.

VETA. N asledujici podminky jsou pro linearni zobrazeni f : X — Y normovanych prostorti X, Y ekvivalentni:
1. f je spojité;

2. f je spojité v jednom bodé;

3. || f]] je koneéné &islo.

V kapitole o metrickych prostorech byla uvedena Tietzova véta o rozsiteni spojitych redlnych funkci z uzavre-
ného podprostoru Y metrického prostoru X na cely prostor X se zachovdnim suprema a infima funkce.

V pripadé, Ze X je normovany prostor, Y linedrni podprostor a f je linedrni, je moZné pozadovat, aby rozsireni
bylo také linearni (navic se zachovanim normy)?

VETA. (Hahnova-Banachova véta) Necht' Y je linedrni podprostor normovaného prostoru X a f je spojity
linedrni funkciondl na Y. Pak existuje spojity linedrni funkciondl F' na X, ktery je roz§ifenim f a takovy, Ze

EI] = [ £]]-

Hahnova-Banachova véta ma hodné dilezitych disledki, napf.

DUSLEDEK. Necht L je uzavieny linedrni podprostor normovaného prostoru X a a € X \ Y. Pak existuje
spojity linedrni funkciondl s normou 1 na X, ktery se anuluje na L a jeho hodnota v a se rovnd vzdélenosti a od L.

Specidlné pro Y = {0} je f(a) = ||a||

KaZdy netrividlni normovany prostor tedy ma nenulové spojité linedrni funkciondly a mnoZina té€chto funkci
rozliSuje body prostoru.
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BANACHOVY PROSTORY

Tak jako tvofi Gplné prostory dileZitou tfidu metrickych prostort, tak tvoii iplné normované prostory snad
jesté dilezitéjsi tiidu normovanych (i obecnéji, topologickych linearnich) prostord. Tak dilezitou, Ze tyto pro-
story dostaly jméno po vyznacném polském matematikovi S.Banachovi, ktery je ve 20.-30.letech 20.stoleti nejvice

prozkoumal.

DEFINICE. Uplny normovany prostor se nazyva Banachiiv prostor.

Metrické netplné prostory lze ziplnit.

tdzkou je, zda lze ziplnit normovany nedplny prostor na Banachuv prostor a zda lze pfi tomto procesu pouZit
metrické ziplnéni nebo je nutné zkonstruovat nové.



Plati prvni pripad.
VETA. Uplny obal normovaného prostoru (chiapaného jako metricky prostor) je Banachiv prostor.

Spojenim tplnosti a linearity se dostane velmi silny pojem. V Banachovych prostorech plati mnoho dilezitych
tvrzeni, kterd bez tplnosti nebo bez linearity neplati. Uvedeme tfi takové dileZité véty.

Spojité zobrazeni obecné nezachovava oteviené nebo uzaviené mnoZiny.

Ttida té€ch zobrazeni, ktera zachovavaji oteviené mnoziny byva dulezita (tfeba proto, Ze pokud je takové zob-
razeni prosté, ma spojitou inverzi).

Jsou to napf. projekce z kartézského soucinu metrickych prostord na soufadnicové prostory nebo podsoudiny,
setkali jste se s regularnimi zobrazenimi a v tomto semestru i s holomorfnimi funkcemi.

ProtoZe zachovavani otevienych mnoZin miZe mit vice vyznamu, nejdfive pfesna definice:

DEFINICE. Zobrazeni f : X — Y mezi metrickymi prostory se nazyva oteviené, jestlize pro kazdou otevienou
mnozinu G v X je f(G) oteviend mnozina v f(X).

Nasledujici tvrzeni neplati bez pfedpokladu tplnosti:
VETA. (Véta o otevieném zobrazeni) Spojité linearni zobrazeni Banachova prostoru na Banachtv prostor je
oteviené.

Véta o otevieném zobrazeni ma zajimavé disledky:
DUSLEDEK.

1. Kazdé spojité linedrni zobrazeni mezi Banachovymi prostory, které je prosté a na, je homeomorfismus.

2. Dva Banachovy prostory se srovnatelnymi topologiemi jsou totozné.

Uplnost obou prostort ve vété o otevienim zobrazeni je nutna.

Plati také nasledujici tvrzeni, které 1ze do jisté miry chdpat jako ¢astecné obraceni véty o otevieném zobrazeni.
VETA. Necht f : X — Y je spojité linearni a oteviené zobrazeni Banachova prostoru na normovany prostor.
Pak Y je Banachuv prostor.

JestliZe se predchozi véta dd dohromady s vétou o otevieném zobrazeni, ziskd se nasledujici dusledek:

DUSLEDEK. Necht f je spojité linedarni zobrazeni Banachova prostoru X do normovaného prostoru Y. Pak
nastane pravé jedna z ndsledujicich moznosti:

1. f(X) je Banachuv prostor;

2. f(X) je 1.kategorie v sobé&.

Prvni pfipad nastane, je-1i f oteviené, druhy pokud f neni oteviené zobrazeni.

Spojité zobrazeni f : X — Y mezi metrickymi prostory ma vZdy uzavieny graf v X x Y.
Zobrazeni s uzavienym grafem vSak nemusi byt spojité ani v piipadé€, Ze X, Y jsou normované prostory a f je
linedrni (viz Otdzky.

VETA. (Véta o uzavieném grafu) Necht f : X — Y je linedrni zobrazeni mezi Banachovymi prostory, které
ma uzavieny graf. Pak je f spojité.

Posledni tvrzeni v této Cdsti se bude tykat vztahu bodové a stejnomérné omezenosti funkciondld na Banachové
prostoru.



VETA. (Véta o stejnomérné omezenosti) Necht' f,, : X — Y je posloupnost spojitych linedrnich zobrazeni z
Banachova prostoru X do normovaného prostoru Y, kterd je bodové omezend (tj. { f, () }r, je omezend pro kazdé
x € X). Pak je i posloupnost norem {|| f,,||} omezena.

DUSLEDEK. Necht fn + X — Y je posloupnost spojitych linedrnich zobrazeni z Banachova prostoru X do
normovaného prostoru Y.

1. Jestlize pro kazdé x € X existuje lim f,, (), oznalte ji f(x), je zobrazeni f spojité a linedrni.

2. Je-li Y Banachiv a pro kazdé = € X je posloupnost { fy,(z)} cauchyovskd, pak f, konverguje bodové ke
spojité linedarni funkci X — Y.
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DUALNI PROSTORY

Pro kazdé spojité linedrni zobrazeni f mezi normovanymi prostory X — Y byla zavedena norma || f|| a snadno
se ukéze, Ze linedrni prostor B(X,Y") vSech spojitych linedrnich zobrazeni z X do Y (jako podprostor Y X) spolu
s || f]| je normovany (viz téZ Pfiklady).

N

V dal§i &asti se viak omezime jen na pfipad Y = R, tj. na linedrni podprostor algebraického dudlu X #.

DEFINICE. Pro normovany prostor X se normovany prostor B(X,R) zna¢f X’ a nazyva dudlni prostor prostoru
X.

Uvédomte si, Ze dlisledkem Hahnovy-Banachovy véty je X’ # 0 pro X # 0.
Nésledujici tvrzeni plyne pfimo z obecnéjsiho tvrzeni pro tplny obor hodnot (viz Pfiklady).

VETA. Dudlni prostor je uplny.

s Xz

V prvni ¢asti této kapitoly byl linedrn{ prostor vnofen do svého druhého algebraického dudlu pomoci zobrazeni
ex definovaného rovnosti (ex (2))(f) = f(z).
Otézkou je, zda pro normovany prostor X je kazdé e x () spojité na X', tj. zda leZ{ v druhém dudlu (X')’.

Pro jednoduchost se zna&i druhy dudl (X')’ jako X"

VETA. Je-li X normovany prostor, je e x prosté spojité linedrni zobrazeni, které zachovava normu (4j. ||ex (z)|| =

(e

Zobrazeni e y se nazyva prirozené vioZeni X do X".
V dal3{ ¢4sti bude Casto X ztotoZiiovén se svym obrazem ex (X ) v X" a tedy chapén jako podprostor X"
Piipady, kdy e x je zobrazeni na cely prostor X" jsou velmi dileZité (pak X je isomorfni X").

Protoze dudlni prostory jsou vZdy tiplné, miiZe tato situace nastat jen pro Banachovy prostory X:

DEFINICE. Banachilv prostor X se nazyv4 reflexivni, jestliZe pfirozené vloZeni ey : X — X" je zobrazeni na.

Reflexivita znamend, Ze pro kazdy spojity linedrni funkcional F' na X' existuje x € X tak, ze F(f) = f(x)
pro kazdé f € X'.

Nyni bude uvedeno nékolik vét z mnoha tvrzeni o dudlnich a reflexivnich prostorech, které pomahaji pfi zjis-
t ovani reflexivity.

VETA. Jestlize X neni separabilni, nenf ani X’ separabilni.

VETA. Banachiv prostor X je reflexivni pravé kdyz X' je reflexivni.



VETA. Je-li X je reflexivni, je i kazdy jeho uzavieny linearni podprostor reflexivni.
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HILBERTOVY PROSTORY

V euklidovskych prostorech je ze viech uvedenych norem nejpfirozengjsi norma v l3(n), kterd odpovidd bézné
uzivané geometrické vzdalenosti.

Tato norma |[{z;}|| = /3"~ ; 27 je vlastné odmocnina ze skaldrntho soucinu vektoru z se sebou.

Podobné 1ze nahliZet na normu v l9 a v Lo (viz dale).

Skaldrni sou¢in umoZiiuje definovat i kolmost vektord, coZ byla dileZité vlastnost souboru funkci sin(kx), cos(kx)
v kapitole o Fourierovych fad4ch.

Tato kapitola bude vénovédna obecnému pohledu na prostory se skaldrnim souc¢inem a na obecné Fourierovy
fady.

DEFINICE. Komutativni bilinedrni funkce (x,y) : X x X — R se nazyva vnitini soucin na X, jestlize pro kazdé
x # 0je(z,z) > 0.

Vnitin{ soucin uruje normu zptisobem naznacenym v tvodu této Casti:

VETA. Funkece ||z|| = \/(x, z) je norma na X.

Prostor s vnitinim souc¢inem bude chdpan jako normovany prostor s pravé definovanou normou. Pokud se fekne
0 normovaném prostoru, Ze ma vnitini soucin, znamend to, Ze jeho norma je uréena timto soucinem.

Podobné jako tomu je u normovanych prostort, jsou Gplné prostory s vnitinim soucinem velmi dileZité a maji
svij nazev.

DEFINICE. Uplny prostor s vnitinim sou¢inem se nazyva Hilbertv prostor.

Ziejmé je kazdy Hilbertiv prostor Banachovym prostorem. Vnitini soucin, ktery ma HilbertGv prostor navic,
je velmi silnd podminka (napft. implikuje, Ze kazdy Hilbertiv prostor je reflexivni — viz déle).

Z vnittniho soucinu plyne (stejné jako u skaldarniho soucinu vektor) pojem kolmosti prvki:

DEFINICE. Necht' X je prostor s vnitinim souc¢inem. Dva prvky x,y € X se nazyvaji kolmé (nebo ortogonalni),
jestlize (z,y) = 0.

Podmnozina A C X se nazyva ortogonalni, jestlize kazdé dva jeji prvky jsou na sebe kolmé. Ortogonalni
mnoZzina se nazyva ortonormalni, jestlize ma kazdy jeji prvek normu rovnou 1.

Dvé podmnoziny A, B prostoru X se nazyvaji navzdjem ortogondlni, jestlize kazdy prvek z A je kolmy na
kazdy prvek z B.

Snadno se dokdZi ndsledujici tvrzeni:
POZOROVANI. Necht' X je prostor s vnitinim souginem.
1. V X existuje maximdlni ortonormdlni mnoZina.
2. Je-li X separabilni, je kazd4 ortogondlni podmnoZina nejvyse spocetn4.
3. Je-li a kolmy na mnoZinu B C X, je kolmy i na uzavieny linedrni obal mnoZiny B.

4. Mnozina vsech prvkli X kolmych na danou mnozinu B C X, je uzavieny linearni podprostor v X.



Nésledujici tvrzeni je jednoduché a odpovidd geometrické predstavé, Ze vzdalenost bodu od roviny je vzdale-
nost bodu od paty kolmice z bodu na rovinu. Dikaz je také pomoci Pythagorovy véty (viz Otdzky).

LEMMA. Necht A = {uy,...,up} je ortonormdlni mnozina v X a pro x € X se oznali x4 = »_,(z, u;)u;.
Pak ||z]|? > ||z4]? = 3 ;(w,u;)? a funkce ||z — y|| proménné y € A nabyvd minima pravé v bodé = 4. Toto
minimum je vzddlenost = od linedrniho obalu mnoZziny A.

Predchozi tvrzeni 1ze zobecnit na nekonecné mnoziny A. Je mozné celou nasledujici teorii vyloZit pro obecné
Hilbertovy mnoZiny, ale vyklad bude podén jen pro separabilni prostory, protoZe pak jsou ortonormdlni mnoZiny
nejvyse spocetné a scitaji se tedy nejvyse spocetné fady: soucet nekonecné fady prvki v normovaném prostoru je,
jako v R, limita posloupnosti ¢dste¢nych soucta.

Nerovnost ||z]|2 > 37, (2, uy)? v nédsledujicim tvizeni se nazyva Bessellova nerovnost.

LEMMA. Necht A = {uy, }y je ortonormdlni mnozina v Hilbertové prostoru X a pro € X se oznali x4 =
> (@, up )up. Pak [|2]|? > ||z 4|2 = 3, (2, un)? a funkce ||z — y|| proménné y € A nabyvd minima pravé v
bodé x 4. Toto minimum je vzddlenost « od linedrniho obalu mnozZiny A.

Predchozi lemma je zakladnim tvrzenim pro dikaz nasledujiciho dilezitého tvrzeni o Fourierovych fadach.

VETA. Necht X je separabilni Hilbertdv prostor a A = {uy}n je ortonormdlni mnoZina v X. Nésledujici
podminky jsou ekvivalentni:

. Prokazdé x € X jex = > 0% | (@, up)un.

—

. Prokazdé z € X je ||z]|2 = 100, (x, un)?.

n=

. Neexistuje nenulovy prvek z X kolmy na A.

~

. Linedrni obal mnoZiny A je husty v X.

Z dikazu bude vidét, Ze pro ortonormélni posloupnost {u, } fada Y 2 ; (x, u, )up v Hilbertové prostoru vzdy
konverguje. Nazyva se Fourierova fada bodu z.

Rovnost v podmince 2 se nazyva Parsevalova rovnost.
Ortonormdlni mnoZina, pro kterou plati podminka 3, se nazyva tiplna.

Predchozi tvrzeni fik4, Ze Fourierova fada libovolného prvku x € X konverguje k = pravé kdyz je mnoZina A
uplnd. Neni-li A dplnd, neplati Parsevalova rovnost, ale vzdy plati Bessellova nerovnost.

Ma kazdy Hilbertiv prostor tplnou ortonormalni mnoZinu?
VETA. Necht X je Hilbertiv prostor. Pak plati:

1. X ma dplnou ortonormdlni mnoZinu.
2. Je-1i X separabilni a nekone¢né dimensiondlni, ma spocetnou tplnou ortonormdlni mnoZinu.
3. Je-li X separabilni a nekone¢né dimensiondlni, je isometricky isomorfni s /5.

Posledni vlastnost fikd, Ze i prostor Lo je isometricky isomorfni prostoru lo. Vlastné libovolné dva separabilni
nekonecné dimensiondlni Hilbertovy prostory jsou isometricky isomorfni.

Jednim z disledkt piedchoziho isomorfismu mezi X a lo je fakt, Ze dudlni prostor X’ je isomorfni s X a
spojité linedrni funkciondly jsou dané vnitfnim soucinem:

VETA. Pro spojity linedrni funkciondl f na separabilnim Hilbertové prostoru existuje uy € X tak, Ze f(z) =
(w,uy). Naopak, kazdy funkciondl uvedeného tvaru je spojity a linedrni. Navic platf || f|| = ||u ||, takZe zobrazeni
J — uy je isometricky isomorfismus X na X'

DUSLEDEK. Hilbertovy prostory jsou reflexivni.
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