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SINGULARITY A REZIDUA

Zatim to vypadalo, ze jsme
si definovali Sileny kom-
plexni integrdl a nakonec
jsme se jej naucili pocitat.
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SINGULARITY A REZIDUA

Zatim to vypadalo, ze jsme
si definovali Sileny kom-
plexni integrdl a nakonec
jsme se jej naucili pocitat.

UkéaZeme, ze pomoci kiiv-
kového integralu velmi ele-
gantné spocitdme nékteré
redlné integraly.
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IZOLOVANE SINGULARITY




I1ZOLOVANE SINGULARITY
'

Kvili jednodussimu vyjadirovani se bude v této kapitole predpokladat, Ze mezikruZzi je
vZdy oteviené a neprazdné, tj. ve vyjadieni 0 < |z — w| < Rje vzdy R > 0.
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I1ZOLOVANE SINGULARITY
'

Kvili jednodussimu vyjadirovani se bude v této kapitole predpokladat, Ze mezikruZzi je
vZdy oteviené a neprazdné, tj. ve vyjadieni 0 < |z — w| < Rje vzdy R > 0.

\

DEFINICE. Bod uzivéru definicniho oboru holomorfni funkce f se nazyva singularni,
jestlize bud’ f neni v tomto bod¢€ definovana nebo v tomto bodé neni holomorfni.
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Definice singularity je velmi obecnd, a proto se v dalSim textu budou vySetfovat jen
specialné;si singuldrni body, k jejichz vysSetrovani pomohou Laurentovy fady.
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Definice singularity je velmi obecnd, a proto se v dalSim textu budou vySetfovat jen
specialné;si singuldrni body, k jejichz vysSetrovani pomohou Laurentovy fady.
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Definice singularity je velmi obecnd, a proto se v dalSim textu budou vySetfovat jen
specialné;si singuldrni body, k jejichz vysSetrovani pomohou Laurentovy fady.
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DEFINICE. Singuldrni bod w € C funkce f se nazyva izolovany singularni bod (struc-
né€ji izolovand singularita), jestlize existuje okoli U bodu w tak, Ze f je holomorfni na
mnoziné U \ {w}.
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Definice singularity je velmi obecnd, a proto se v dalSim textu budou vySetfovat jen
specialné;si singuldrni body, k jejichz vysSetrovani pomohou Laurentovy fady.
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DEFINICE. Singuldrni bod w € C funkce f se nazyva izolovany singularni bod (struc-
né€ji izolovand singularita), jestlize existuje okoli U bodu w tak, Ze f je holomorfni na
mnoziné U \ {w}.
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Je-1i w 1zolovany singuldrni bod funkce f, je f je holomorfni v néjakém mezikruzi
0 < |z —w| < R ada se tam rozvinout v Laurentovu fadu. Pomoci tohoto rozvoje 1ze
singularni bod klasifikovat.
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Je-1i w 1zolovany singuldrni bod funkce f, je f je holomorfni v néjakém mezikruzi
0 < |z —w| < R ada se tam rozvinout v Laurentovu fadu. Pomoci tohoto rozvoje 1ze
singularni bod klasifikovat.
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+00
DEFINICE. Necht’ w je izolovand singularita funkce fa >  a,(z—w)" je Laurentova
fada funkce f. Singularita ve w se nazyva -

e odstranitelna, jestlize a,, = 0 pro vSechna ziporna n;
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Je-1i w 1zolovany singuldrni bod funkce f, je f je holomorfni v néjakém mezikruzi
0 < |z —w| < R ada se tam rozvinout v Laurentovu fadu. Pomoci tohoto rozvoje 1ze
singularni bod klasifikovat.

\

+00
DEFINICE. Necht’ w je izolovand singularita funkce fa >  a,(z—w)" je Laurentova
fada funkce f. Singularita ve w se nazyva -

e odstranitelna, jestlize a,, = 0 pro vSechna ziporna n;
e pol radu k (k € N), jestlize a_j, # 0 a a, = 0 pro vSechnan < —k;
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Je-1i w 1zolovany singuldrni bod funkce f, je f je holomorfni v néjakém mezikruzi
0 < |z —w| < R ada se tam rozvinout v Laurentovu fadu. Pomoci tohoto rozvoje 1ze
singularni bod klasifikovat.
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+00
DEFINICE. Necht’ w je izolovand singularita funkce fa >  a,(z—w)" je Laurentova
fada funkce f. Singularita ve w se nazyva -

e odstranitelna, jestlize a,, = 0 pro vSechna ziporna n;
e pol radu k (k € N), jestlize a_j, # 0 a a, = 0 pro vSechnan < —k;
e podstatna, jestlize a,, # 0 pro nekone¢né mnoho zapornych n;
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Je-1i w 1zolovany singuldrni bod funkce f, je f je holomorfni v néjakém mezikruzi
0 < |z —w| < R ada se tam rozvinout v Laurentovu fadu. Pomoci tohoto rozvoje 1ze
singularni bod klasifikovat.
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+00
DEFINICE. Necht’ w je izolovand singularita funkce fa >  a,(z—w)" je Laurentova
fada funkce f. Singularita ve w se nazyva -

e odstranitelna, jestlize a,, = 0 pro vSechna ziporna n;
e pol radu k (k € N), jestlize a_j, # 0 a a, = 0 pro vSechnan < —k;
e podstatna, jestlize a,, # 0 pro nekone¢né mnoho zapornych n;
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Jak se pozna charakter izo-
lované singularity bez nut-
nosti pocCitat hlavni Cast
Laurentovy fady?
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Jak se poznd charakter izo-
lované singularity bez nut-
nosti pocitat hlavni cast
Laurentovy fady?

\

VETA. Necht w je izolovany singuldrni bod funkce f.
1. V bodé w je odstranitelna singularita pravé kdyz lim f(z) € C.

Z—rW

2. V bodé w je pol pravé kdyz lim f(z) = oc.
Z—rW

3. V bodé w je podstatna singularita pravé kdyz lim f(z) neexistuje.
Z—w




Dukaz.

1. Ma-li f ve w odstranitelnou singularity, pak v Laurentové rozvoji f v okoli w chybi
hlavni ¢ast a Laurentova fada ) a,(z — w)" se redukuje na reguldrni Cést, takze

lim f(2) = ag.

Z—rw




Dukaz.

1. Ma-li f ve w odstranitelnou singularity, pak v Laurentové rozvoji f v okoli w chybi
hlavni ¢ast a Laurentova fada ) a,(z — w)" se redukuje na reguldrni Cést, takze

lim f(z) = ap.
Z—rw
Je-li lim f(z) = a € C, je f omezena na néjakém okoli bodu w, napft. ¢islem M.

Pak pro n < 0 je |a,| < Mr~" pro libovolné mala r > 0, takZe mus{ byt a,, = 0.
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Dukaz.

1. Ma-li f ve w odstranitelnou singularity, pak v Laurentové rozvoji f v okoli w chybi

hlavni ¢ast a Laurentova fada ) a,(z — w)" se redukuje na regularni ¢ést, takze
lim f(z) = ap.

Z—rw

Je-li lim f(z) = a € C, je f omezena na néjakém okoli bodu w, napft. ¢islem M.

Z—W

Pak pro n < 0 je |a,| < Mr~" pro libovolné mala r > 0, takZe mus{ byt a,, = 0.

\

2. Mé-li f ve w pdl ¥adu k, pak f(z) = g(z)/(z — w)*, kde g je funkce holomorfni ve
w. Odtud plyne lim f(z) = co.
Z—w
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Dukaz.

1. Ma-li f ve w odstranitelnou singularity, pak v Laurentové rozvoji f v okoli w chybi

hlavni ¢ast a Laurentova fada ) a,(z — w)" se redukuje na regularni ¢ést, takze
lim f(z) = ap.

Z—rw

Je-li lim f(z) = a € C, je f omezena na néjakém okoli bodu w, napft. ¢islem M.

Z—W

Pak pro n < 0 je |a,| < Mr~" pro libovolné mala r > 0, takZe mus{ byt a,, = 0.

\

2. M4-li f ve w pél ¥adu k, pak f(2) = g(z)/(z — w)*, kde ¢ je funkce holomorfni ve
w. Odtud plyne lim f(z) = co.
Z—w
Je-li lim f(z) = oo, je g = 1/ f holomorfni ve w po dodefinovani g(w) = 0. Tedy je
Z—W
g(z) = (z — w)*h(z), kde k > 1 a h je holomorfni ve w a h(w) # 0. TudiZ je
1 1

kde posledni zlomek je holomorfni funkce ve w.
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Diikaz.
1. Ma-li f ve w odstranitelnou singularity, pak v Laurentové rozvoji f v okoli w chybi

hlavni ¢ast a Laurentova fada ) a,(z — w)" se redukuje na regularni ¢ést, takze
lim f(z) = ap.

Z—rw

Je-li lim f(z) = a € C, je f omezena na néjakém okoli bodu w, napft. ¢islem M.

Z—W

Pak pron < 0je |a,| < Mr="

\

. Ma-li f ve w p6l fadu k, pak f(z)
w. Odtud plyne lim f(z) = co.
Z—w

Je-li lim f(2) =

pro libovolné mala » > 0, takze musi byt a,, = 0.

= g(2)/(z — w)*

, kde g je funkce holomorfni ve

00, je g = 1/ f holomorfni ve w po dodefinovani g(w) = 0. Tedy je

Z—w
g(z) = (z — w)*h(z), kde k > 1 a h je holomorfni ve w a h(w) # 0. TudiZ je
1 1

kde posledni zlomek je holomorfni funkce ve w.

\

. Popis podstatné singularity nyni vyplyva z pfedchozich dvou poplsu protoZe pod-
statna singularita nastane v izolovaném singularnim bodé¢ pravé kdyZz v tomto bode
neni ani pol ani odstranitelna singularita.
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Tak jsme si jednotlivé singu-
larity oklasifikovali, charak-
terizovali a porad se to¢ime
v kruhu (teda v mezikruzi).
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Chovani funkce v okoli podstatné singularity w funkce f je sloZité. Existuji aspon dvé
posloupnosti konvergujici k w, jejichZ funkéni hodnoty konverguji k riznym c¢islam.
Neni prili§ obtiZzné ukazat, Ze takovéto limity funkénich hodnot pokryji C (viz Otdzky).
Podstatné t€zsi je dokdzat nasledujici tvrzent:

\/
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Chovani funkce v okoli podstatné singularity w funkce f je sloZité. Existuji aspon dvé
posloupnosti konvergujici k w, jejichZ funkéni hodnoty konverguji k riznym c¢islam.
Neni prili§ obtizné ukézat, Ze takovéto limity funkcnich hodnot pokryji C (viz Otdzky).
Podstatné t€zsi je dokdzat nasledujici tvrzent:

\/

VETA. (Pickard) Je-li w podstatnd singularita funkce f, pak na kazdém okoli bodu w
nabyva f vSech hodnot z C kromé nejvyse jedné.

\
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Chovani funkce v okoli podstatné singularity w funkce f je sloZité. Existuji aspon dvé
posloupnosti konvergujici k w, jejichZ funkéni hodnoty konverguji k riznym c¢islam.
Neni prili§ obtizné ukézat, Ze takovéto limity funkcnich hodnot pokryji C (viz Otdzky).
Podstatné t€zsi je dokdzat nasledujici tvrzent:

\/

VETA. (Pickard) Je-li w podstatnd singularita funkce f, pak na kazdém okoli bodu w
nabyva f vSech hodnot z C kromé nejvyse jedné.

\

A tohle je vrchol. U pod-
statné singularity nastane to-
talni blazinec.
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Podstatna singularita je u
exponencidly v nekonecnu.
A ta jedind hodnota, kte-
rou tam exponenciala nena-
byva je nula. Alespon nek-
teré pravdy z realné analyzy
plati i v komplexnim svéteé.
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Podstatna singularita je u
exponencidly v nekonecnu.
A ta jedind hodnota, kte-
rou tam exponenciala nena-
byva je nula. Alespon nek-
teré pravdy z realné analyzy
plati i v komplexnim svéteé.

To je teda adrenalin. Jen si
to zkuste predstavit. Defor-
mace roviny je opravdu di-
vokd. A neustéle se obrazy
prohanéji okolo nuly. Minou
j1 vZdy jenom o fous.
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Poznamky 1 Priklady 1 Otazky 1 Cviceni 1




REZIDUA




REZIDUA
\

Necht’ funkce f je holomorfni v mezikruzi M = {z;0 < |z — w| < R}, ma tam
400

Laurentiv rozvoj > a,(z — w)" a C je jednoduchd uzaviena kiivka lezici v M a

n=——0oo

obsahujici w ve svém vnitiku, pak

+00
jif(z) dz = n;m e jé(z —w)" dz = 2mia_; .
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REZIDUA
\

Necht’ funkce f je holomorfni v mezikruzi M = {z;0 < |z — w| < R}, ma tam

+00

Laurentiv rozvoj > a,(z — w)" a C je jednoduchd uzaviena kiivka lezici v M a

n=——0oo

obsahujici w ve svém vnitiku, pak

+00
%Jf(z) dz = n;w e jé(z —w)" dz = 2mia_; .

\

Odtud je vidét, ze koeficient s indexem —1 v Laurentoveé rozvoji hraje velkou roli pfi
integraci a proto ma svij nazev.
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REZIDUA
\

Necht’ funkce f je holomorfni v mezikruzi M = {z;0 < |z — w| < R}, ma tam
+00

Laurentiv rozvoj > a,(z — w)" a C je jednoduchd uzaviena kiivka lezici v M a
n=—o00

obsahujici w ve svém vnitiku, pak

+00
7{)]((2) dz = H;OO e jé(z —w)" dz = 2mia_; .

\

Odtud je vidét, ze koeficient s indexem —1 v Laurentove rozvoji hraje velkou roli pii  gkcg3skrz
integraci a proto ma svij nazev. singuldrn bod

izolovana
singularita

DEFINICE. Necht' f je holomorfni v néjakém mezikruzi 0 < |z —w| < R. Koeficient = odsuanitelnd singu-

N o .. LA . larita
s indexem —1 v Laurentové rozvoji funkce f okolo w se nazyva reziduum funkce f v W
v v, odstatna

bodé w a znali seres , f . P singularita
jednoduchy po6l
Pickardova véta
reziduum
reziduova véta
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A najednou je to jasné
jako slunicko. Integrovani
se stava fraskou a dovede to
1 malé dit€. Jenom musi najit
reziduum.
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A najednou je to jasné
jako slunicko. Integrovani
se stava fraskou a dovede to
1 malé dit€. Jenom musi najit
reziduum.

Reziduum nemusi byt nepa-
trné. Napriklad funkce 1/z
ma v pocatku reziduum 1.
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A najednou je to jasné
jako slunicko. Integrovani
se stava fraskou a dovede to
1 malé dit€. Jenom musi najit
reziduum.

Reziduum nemusi byt nepa-
trné. Napriklad funkce 1/z
ma v pocatku reziduum 1.

Ale reziduum v ldhvi od
rumu je zpravidla nevypi-

telné.
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Je zfejmé, Ze pokud je f holomorfni ve w nebo tam ma odstranitelnou singularitu, je
res . f = 0.

\




Je zifejmé, Ze pokud je f holomorfni ve w nebo tam mé odstranitelnou singularitu, je
res ,f = 0.

\

To jsem si myslel. To jedno-
duché se ani nebude pocitat.
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Z obecné Cauchyovy véty se z predchozi integrace Laurentovy fady dostava nasledu-
jici dulezité tvrzent:

\




Z obecné Cauchyovy véty se z predchozi integrace Laurentovy fady dostava nasledu-
jici dulezité tvrzent:

\

VETA. (Reziduovi véta) Necht' f je holomorfni na a uvnitf jednoduché uzaviené krivky
C kromé kone¢né mnoha bodt wy, ..., wy leZicich uvnitt C. Pak plati

k
% f(z) dz = ZWineswif.
¢ i=1




Z obecné Cauchyovy véty se z predchozi integrace Laurentovy fady dostava nasledu-
jici dulezité tvrzent:

\

VETA. (Reziduov4 véta) Necht' f je holomorfni na a uvnitf jednoduché uzaviené kiivky
C kromé kone¢né mnoha bodua wn, ..., wy leZicich uvnitt C'. Pak plati

Kazdé reziduum odpovida
vlastné funkci 1/z, a ta se
pti integraci proméni v lo-
garitmus. A ten kiivkovy in-
tegral znamenad, Ze se pohy-
bujeme po "logaritmickém
schodisti"a vystoupame o
jedno patro (271, pripadné
vynédsobeno reziduem). A to
jde opakovat s jednotlivymi
pOly uvniti kiivky.
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Napfed jsem tomu nevéril,
tak jsem tam radSi zaSel.
Fakt je to tak.
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Pro vypocty integralli pomoci reziduové véty je tedy potfeba umét rezidua vypocitat.
Z konstrukce rozvoje f v Laurentovu fadu je zndm vzorec

res ,f = ﬁ]é f(z) dz,

kde C je vhodna kruznice okolo w. Toto je také jedna z mala moZnosti, jak vypocitat
reziduum v podstatné singularité (dal$i moZnosti je Laurentiiv rozvoj ziskany vhodnym
postupem z jiné Laurentovy nebo Taylorovy fady).

=)
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Pro pdly je vhodné;jsi postup pomoci limit. Je-li w jednoduchy pol funkce f, je funkce
(z — w) f(2) holomorfni ve w a tedy

res, f = lim (2 —w)f(2).

Z—WwW




Pro pdly je vhodné;jsi postup pomoci limit. Je-li w jednoduchy pél funkce f, je funkce
(z — w) f(z) holomorfni ve w a tedy

res, f = lim (2 —w)f(2).

Z—rW

\/

Je-li w pdl 2.¥4du, bude ve w holomorfni funkce (z —w)? f(2), ale jeji limita ve w neni
reziduum, ale koeficient a_- jejiho Laurentova rozvoje. Pokud ale tuto funkci zderivujete
a pak provedete limitu, dostane se reziduum.

\
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Pro pdly je vhodné;jsi postup pomoci limit. Je-li w jednoduchy pél funkce f, je funkce
(z — w) f(z) holomorfni ve w a tedy

res, f = lim (2 —w)f(2).

Z—rW

\/

Je-li w pdl 2.¥4du, bude ve w holomorfni funkce (z —w)? f(2), ale jeji limita ve w neni
reziduum, ale koeficient a_- jejiho Laurentova rozvoje. Pokud ale tuto funkci zderivujete
a pak provedete limitu, dostane se reziduum.

\

Obecné dostaneme nasledujici:
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VETA. (Pravidlo 1) Necht f m4 v bod& w pél fadu k. Pak

(F —1 1)! ;}ﬂlﬂ ((= = w)’ff(z))(k—n |

res , f =




VETA. (Pravidlo 1) Necht f ma v bod¢ w pdl fadu k. Pak

(F —1 1)! ;}EISU ((= = w)’ff(z))(k—n |

res, f =

\
VETA. (Pravidlo 2) Necht' f, g jsou holomorfni v bod& w a f(w) # 0. Je-li g(w) =
0,9'(w) # 0, pak
reswi = f/(w) :
g 9w




VETA. (Pravidlo 1) Necht f ma v bod¢ w pdl fadu k. Pak

1 .
res ., f = k=1 :}% ((z — w)’ff(z))(k iy
\
VETA. (Pravidlo 2) Necht' f, g jsou holomorfni v bod& w a f(w) # 0. Je-li g(w) =
0, g'(w) # 0, pak
reswi = f/(w) :
g 9w

\

VETA. (Pravidlo 3) Je-li h holomorfni ve w a ¢ ma jednoduchy pél ve w, pak res,,(gh) =
h(w)res,g.

=)




Nékteré dalsi metody vypoctu rezidui v pdlech jsou uvedeny v Otdzkdch.

\




Nékteré dalsi metody vypoctu rezidui v pdlech jsou uvedeny v Otdzkdch.

\

Ja rezidua miluju.
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Nékteré dalsi metody vypoctu rezidui v pdlech jsou uvedeny v Otdzkdch.

\

Ja rezidua miluju.
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U nekoneCna se formadlné
zavede reziduum trikem.




U nekonecna se formalné
zavede reziduum trikem.

\

DEFINICE. Necht’ f je holomorfni v néjakém okoli nekone¢na. Definujeme

—1 1
reso f=r1eso | — - f | =
< <z
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U nekonecna se formalné
zavede reziduum trikem.

\
DEFINICE. Necht’ f je holomorfni v néjakém okoli nekone¢na. Definujeme

reSs [ = resy (;—21 - f (%))

Pak je naptiklad pro funkci
f(z) = 1/z soucet vSech
rezidui v komplexni rovine
nula. To nakonec plati pro
kazdou raciondlni funkci.
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VYPOCET INTEGRALU REALNYCH FUNKCI




VYPOCET INTEGRALU REALNYCH FUNKCI
'

Nékteré integraly redlnych funkci realné proménné 1ze pocitat pomoci reziduové véty.

\
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VYPOCET INTEGRALU REALNYCH FUNKCI
'

Nékteré integraly redlnych funkci realné proménné 1ze pocitat pomoci reziduové véty.

\

Interval, po kterém se integruje, se rozsiri na jednoduchou uzavienou kiivku v roviné
a dand redlna funkce se vhodné€ rozsiti na komplexni funkci komplexni proménné.

\
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VYPOCET INTEGRALU REALNYCH FUNKCI
'

Nékteré integraly redlnych funkci realné proménné 1ze pocitat pomoci reziduové véty.

\

Interval, po kterém se integruje, se rozsiri na jednoduchou uzavienou kiivku v roviné
a dand redlna funkce se vhodné€ rozsiti na komplexni funkci komplexni proménné.

\

Postup bude ukdzan na integraci pres celé R a pres interval [0, 27|.
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( TYP L. Integral z raciondlni funkce. )

\




( TYP L. Integral z raciondlni funkce. )

\

Necht’ h je redlnd funkce redlné proménné. Integrél [ j;o h(z) dx se nékdy da spocitat
nésledujicim zpiisobem.

\




( TYP L. Integrdl z racionalni funkce. )

\

Necht’ h je redlnd funkce redlné proménné. Integrél [ _JF;O h(x) dx se nékdy da spocitat
nasledujicim zptisobem.

\

Vezme se R > 0 a jednoduché uzaviend kiivka Cp, kterd lezi v jedné z polorovin
x > 0 nebo x < 0 (necht’ je to napt, prvni pfipad) a na ose x je totoZna s useckou
|—R, R] (Dp bude cast Cg, lezici v oteviené horni poloroviné). Miize se pozadovat, aby
min{|z|; 2 € Dr} s rostoucim R konvergovalo k oo (napf. se za Dy bere polokruznice
se sttedem v 0 a polomérem R).

\
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( TYP L. Integrdl z racionalni funkce. )

\

Necht’ h je redlnd funkce redlné proménné. Integrél [ _JF;O h(x) dx se nékdy da spocitat
nasledujicim zptisobem.

\

Vezme se R > 0 a jednoduché uzaviend kiivka Cp, kterd lezi v jedné z polorovin
x > 0 nebo x < 0 (necht’ je to napt, prvni pfipad) a na ose x je totoZna s useckou
|—R, R] (Dp bude cast Cg, lezici v oteviené horni poloroviné). Miize se pozadovat, aby
min{|z|; 2 € Dr} s rostoucim R konvergovalo k oo (napf. se za Dy bere polokruznice
se sttedem v 0 a polomérem R).

\
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Pokud A je ztizenim holomorfni funkce f na horni poloroviné, kterd tam ma jen ko-
necn¢é¢ mnoho singularit wy, .., w,, pak pro dostatecné velka R je

R k
/ h(z)dx =2mi Y resy f— [ fl(z)dz.
i=1 Dp

—R




Pokud h je zizenim holomorfni funkce f na horni poloroving, kterd tam m4 jen ko-
neCné mnoho singularit wy, .., w,, pak pro dostatecné velka R je

R k
/ h(z)dx = 2mi Z res ., [ — f(z) dz.
i=1

~R Dp

\
Odtud vyplyva, zZe

69 R—oo

+00 k
/ h(z)dx = 27i Zres wf — lim f(z) dz.
- i=1 Dp
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Pokud h je zizenim holomorfni funkce f na horni poloroving, kterd tam m4 jen ko-
neCné mnoho singularit wy, .., w,, pak pro dostatecné velka R je

R k
/ h(z)dx = 2mi Z res ., [ — f(z) dz.
i=1

~R D

\
Odtud vyplyva, zZe

69 R—oo

+00 k
/ h(z)dx = 2mi Zres wf — lim f(z) dz.
- i=1 Dp

Mam radost.
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Neni nutné brat vSechna R > 0, staci neomezenou rostouci posloupnost R,,, pro kterou
je snadné spocitat lim,, [, f(z) dz.

\




Neni nutné brat vSechna R > 0, staci neomezenou rostouci posloupnost R,,, pro kterou
je snadné spocitat lim,, [ p, f(2) dz.

\

To vypada zajimavé, zkusim
to.
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NejlepSim ptipadem je ten, kdy posledni limita je rovna 0. To nastane napf. pro nékteré
racionalni funkce.

\




NejlepSim ptipadem je ten, kdy posledni limita je rovna 0. To nastane napf. pro nékteré
racionalni funkce.

\

VETA. ( TYP I Integrél z raciondlni funkce. ) Necht P, ) jsou polynomy stupiia k, n
resp., pficemz n — k > 1 a () nema redlné koreny. Potom pro raciondlni funkci f =

plati

Ol

+00

f( X—27rlzreswf




Diikaz. Za Dy se vezme plilkruZnice z = Re'',t € [0, 7].

\




Diikaz. Za Dy se vezme plilkruZnice z = Re'',t € [0, 7].

\
Pro ditkaz limp o [5,, f(2) dz = 0 se odhadne

T it T Pk k
R/ P(Re‘t) dth/ RF|ag + ... + ag/ R"| "
o 1Q(Re") o R'by — ... —bo/R"|

1 /” ax, + ... + ag/ R¥| "
R Jo 1oy — . — by /R

f(z) dz
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Diikaz. Za Dy se vezme plilkruZnice z = Re'',t € [0, 7].

\
Pro ditkaz limp o [5,, f(2) dz = 0 se odhadne

T it T Pk k
R/ P(Re‘t) dth/ RF|ag + ... + ag/ R"| "
o 1Q(Re") o R'by — ... —bo/R"|

1 /” ax, + ... + ag/ R¥| "
R Jo 1oy — . — by /R

f(z) dz

\/

Jsou splnény podminky pro prechod k limit¢ R — +oo za integralem. Vysledkem
celé limity je O. &
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Predchozi postup lze pouzit i na pripad, kdy je raciondlni funkce vyndsobend omeze-
nou funkci, napt. €'*, nebo sice neomezenou funkci, ale takovou, ze limita v oo této
funkce lomené linearni funkcf je 0, napt. \/|z|.

\
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Predchozi postup lze pouzit i na pripad, kdy je raciondlni funkce vyndsobend omeze-
nou funkci, napt. €'*, nebo sice neomezenou funkci, ale takovou, ze limita v oo této

funkce lomené linearni funkcf je 0, napt. \/|z|.

\

U goniometrickych funkci, napt. cos z, byva vhodné je rozsifit na C nikoli na cos z,
ale na slozku mocniny €. Vysledkem je pak prislusna slozka komplexniho vysledku.

\
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Predchozi postup lze pouzit i na pripad, kdy je raciondlni funkce vyndsobend omeze-
nou funkci, napt. €'*, nebo sice neomezenou funkci, ale takovou, ze limita v oo této

funkce lomené linearni funkcf je 0, napt. \/|z|.

\

U goniometrickych funkci, napt. cos z, byva vhodné je rozsifit na C nikoli na cos z,
ale na slozku mocniny €. Vysledkem je pak prislusna slozka komplexniho vysledku.

\

Za tim ucelem si ukdZzeme
jedno Sikovné lemma.
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VETA. ( Jordanovo lemma. ) Necht p > 0, [, 3] C [0, 7] a funkce f je spojitd na
{ze€C:argz € |a,f],|z| > p} takova, ze

lim z)=0.
z—00, arg z€|a, ] f( )

Pak pro r > p, b > 0 akiivku p,.(t) = re’, t € [a, 8] je

lim f(z) e dz=0.
Pr

r—+00




VETA. ( Jordanovo lemma. ) Necht p > 0, |
{z e C:argz € |a,f],|z| > p} takova, Ze

a, B

f(z)=0.

lim
z—00, arg z€[a, ]

Pak pror > p, b > 0 akfivku o,.(t) =re’, t € [, 8] je

lim

/ f(z ) dz=0.
r—r—+00

0, 7] a funkce f je spojitd na

nice nemusi bejt cela.

Prosté pres nafukovanou po-
lokruznici jdou integrély z
f(2) e k nule, pokud to f
jde k nule. No a ta polokruz-
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Diikaz. Piejdeme k integraci pies ¢ a odhadujeme I = | [ f(re) e riet dt| <

r max<y, | f] faﬂ e trsint (¢,

\




Diikaz. Piejdeme k integraci pies ¢ a odhadujeme I = | [ f(re) e riet dt| <

r max<y, | f] faﬂ e trsint (¢,

\

Funkce sin je na [0, 7/2] konkavni, takZe tam je sin(t) > ct, kde ¢ = 2/.

\




Dukaz. Piejdeme k integraci pres ¢ a odhadujeme I := | | f Flret)erd rieit d¢| <
r max<y, | f] ff e trsint (¢,

\

Funkce sin je na [0, 7 /2| konkdvni, takZe tam je sin(t) > ct, kde ¢ = 2 /7.

\
Mémeff e—brsint dtéfoﬂ —brsint dt_2f77/2 —brsint dt<2fﬁ/2 —brct dt<2f+oo —brct dt
2

:brc'

\/
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Dukaz. Piejdeme k integraci pres ¢ a odhadujeme I := | | f Flret)erd rieit d¢| <
r max<y, | f] ff e trsint (¢,

\

Funkce sin je na [0, 7 /2| konkdvni, takZe tam je sin(t) > ct, kde ¢ = 2 /7.

\
Mémeff e—brsint dtéfoﬂ —brsint dt_2f77/2 —brsint dt<2fﬁ/2 —brct dt<2f+oo —brct dt
2

~ bree

\
Odtud I < 2 max., - |f| = 0. &
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VETA. ( TYPIL Integrél z raciondlni funkce vyndsobené cos nebo sin ) Necht' @) je
raciondlni funkce takovd, Ze nemd v R pél a pro z — oo je Q(z) = O(z7") (t.j. stupeii
jmenovatele alespoti o 1 v&tsi neZ stupeti Citatele). Pro b > 0 ozname f(z) = Q(2) €.
Pak
400

Q(z)cos(bxr) dz =R | 27i - Z res f

aeCT, Q(a)=00

- Q(x)sin(bz) do = | 27i - Z rgsf

- aeCt, Q(a)=00




Diikaz. Volime stejnou integracni cestu ¢, jako v diikazu u typu I, integrujeme ale funkci
f (nikoli funkci Q(z) cos bz nebo Q(z) sin bz).

Néco se musi prosté védét.
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Diikaz. Volime stejnou integracni cestu ¢, jako v diikazu u typu I, integrujeme ale funkci
f (nikoli funkci Q(z) cos bz nebo Q(z) sin bz).

Néco se musi prosté védét.

\
Podle reziduové véty je [ f + Jo £=2m0 37 et O(ay=o0 TS0 f -

\
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Diikaz. Volime stejnou integracni cestu ¢, jako v diikazu u typu I, integrujeme ale funkci
f (nikoli funkci Q(z) cos bz nebo Q(z) sin bz).

Néco se musi prosté védét.

\
Podle reziduové véty je [ f + Jo £=2m0 37 et O(ay=o0 TS0 f -
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Integruje-li se funkce na intervalu (0, +00), da se prejit k sudé funkci na intervalu
(—00, +00) a pouzit predchozi postup.

\




Integruje-li se funkce na intervalu (0, +00), da se prejit k sudé funkci na intervalu
(—00, +00) a pouzit predchozi postup.

\

Nékdy je nutné se vyhnout bodu 0, napt. u funkce sin x/z — viz Priklady.




Rikd "nékdy", "miZeme",
"lze pouzit", ...




Rikd "nékdy", "milZeme",
"lze pouzit", ...

...ale mysli néco jiného, ja
vim.
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( TYP III. Integral z racionalni v sinu a kosinu. )

\




( TYP III. Integral z raciondlni v sinu a kosinu. )

\

Prechodem ke kiivkovému integralu se daji spocitat 1 nékteré integraly goniometric-
kych funkci pfes omezené intervaly. Jako priklad 1ze vzit

/2” dx
0 3+sinx
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( TYP III. Integral z raciondlni v sinu a kosinu. )

\

Prechodem ke kiivkovému integralu se daji spocitat 1 nékteré integraly goniometric-

kych funkci pfes omezené intervaly. Jako priklad 1ze vzit
/27T dx
0 3+sinx
\

Staci zvolit z = €', ¢imZ se z uvedeného integralu stane integral

/ 2 dz
le 22 I 6IZ —1 7

ktery se jiz spocCte pomoci reziduové veéty.

\/
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( TYP III. Integral z raciondlni v sinu a kosinu. )

\

Prechodem ke kiivkovému integralu se daji spocitat 1 nékteré integraly goniometric-
kych funkci pres omezené intervaly. Jako priklad Ize vzit

/27T dx
0 3+sinx
\

Staci zvolit z = €', ¢imZ se z uvedeného integralu stane integral

2 dz
]z|:1 22 I 612 —1 7
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VETA. ( TYP III Integrdl z racionélni funkce v sinech a kosinech. Necht Q(a,b) je
raciondlni funkce dvou (komplexnich) proménnych takovd, Ze pro a,b € R, a®> + b* =1
v ni nedélime nulou. Pak funkce

z24+1/z z—1/z\ ,,.
T(z) =
@=L ) 6
jedné komplexni proménné z je racionalni, nemé pdly na jednotkové kruznici a plati

2m
Q(cost,sint) dt = 2mi - Z rSsT.

L la|<1,T(a)=00




VETA. ( TYP III Integrdl z racionélni funkce v sinech a kosinech. Necht Q(a,b) je
raciondlni funkce dvou (komplexnich) proménnych takovd, Ze pro a,b € R, a®> + b* =1
v ni nedélime nulou. Pak funkce

z24+1/z z—1/z\ ,,.
T(z) =
@=L ) 6
jedné komplexni proménné z je racionalni, nemé pdly na jednotkové kruznici a plati

2w
Q(cost,sint) dt = 2mi - Z rSsT.

L la|<1,T(a)=00

V

Diikaz. Pro o(t) = ", t € [0, 2] uvazujeme kiivkovy integrdl [ T'(z) d.

\




VETA. ( TYP III Integrdl z racionélni funkce v sinech a kosinech. Necht Q(a,b) je
raciondlni funkce dvou (komplexnich) proménnych takov4, Ze pro a,b € R, a® + b* = 1
v ni nedélime nulou. Pak funkce

z24+1/z z—1/z

1) = Q( 55 2 )

jedné komplexni proménné z je racionalni, nemé pdly na jednotkové kruznici a plati

2w
Q(cost,sint) dt = 2mi - Z rssT.

L la|<1,T(a)=00
v .
Diikaz. Pro o(t) = e, t € [0, 2] uvaZujeme kfivkovy integrdl [ T'(z) dz.

\

Pouziti reziduové véty ndm d4 pravou stranu rovnosti, zatimco integrace pres redlny
parametr ¢ (podle definice kfivkového integralu) da levou stranu. <&

=
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POZNAMKY




Poznamky 1 :

Meromorfni funkce. Nékteré vlastnosti holomorfnich funkci na jednoduse souvis-
lych oblastech 1ze dokézat 1 za slabSich podminek pro tzv. meromorfni funkce:
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Poznamky 1 :

Meromorfni funkce. Nékteré vlastnosti holomorfnich funkci na jednoduse souvis-
lych oblastech 1ze dokézat 1 za slabSich podminek pro tzv. meromorfni funkce:
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Necht’ G je oteviend mnoZina a P je uzaviend diskrétni podmnoZina G. Funkce holo-
morfni v G \ P, kterd ma v bodech z P pdly, se nazyva meromorfni v G.
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Poznamky 1 :

Meromorfni funkce. Nékteré vlastnosti holomorfnich funkci na jednoduse souvis-
lych oblastech 1ze dokézat 1 za slabSich podminek pro tzv. meromorfni funkce:

\

Necht’ G je oteviend mnoZina a P je uzaviend diskrétni podmnoZina G. Funkce holo-
morfni v G \ P, kterd ma v bodech z P pdly, se nazyva meromorfni v G.

\

Podminka na P znamen4, Ze kazdy bod P ma okoli neobsahujici Zadné dalsi body P
a ze body z P nemaji hromadny bod, kromé nekonecna. Je-li P omezend mnoZina, musi
byt P koneCna.
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Meromorfni funkce. Nékteré vlastnosti holomorfnich funkci na jednoduse souvis-
lych oblastech 1ze dokézat 1 za slabSich podminek pro tzv. meromorfni funkce:
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Necht’ G je oteviend mnoZina a P je uzaviend diskrétni podmnoZina G. Funkce holo-
morfni v G \ P, kterd ma v bodech z P pdly, se nazyva meromorfni v G.
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Podminka na P znamen4, Ze kazdy bod P ma okoli neobsahujici Zadné dalsi body P
a ze body z P nemaji hromadny bod, kromé nekonecna. Je-li P omezend mnoZina, musi
byt P koneCna.

\

Zieymé soucin a linearni kombinace meromorfnich funkci je meromorfni funkce (vSe
na (G). O néco slozitéjsi je dokazat, Ze i jisté podily a sloZzeni meromorfnich funkci jsou
meromorfni.
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Poznamky 1 :

Meromorfni funkce. Nékteré vlastnosti holomorfnich funkci na jednodusSe souvis-
Iych oblastech 1ze dokazat 1 za slabSich podminek pro tzv. meromorfni funkce:

\

Necht’ G je oteviend mnoZina a P je uzaviend diskrétni podmnoZina G. Funkce holo-
morfni v G \ P, kterd ma v bodech z P pdly, se nazyva meromorfni v G.

\

Podminka na P znamen4, ze kazdy bod P ma okoli neobsahujici Zadné dalsi body P
a ze body z P nemaji hromadny bod, kromé¢ nekonecCna. Je-1i P omezena mnozina, musi
byt P konecCna.

\

Zieymé soucin a linearni kombinace meromorfnich funkci je meromorfni funkce (vSe
na (G). O néco slozitéjsi je dokazat, Ze i jisté podily a sloZzeni meromorfnich funkci jsou
meromorfni.

\

Zkuste ukdzat, Ze pro meromorfni funkce plati véta o jednoznacnosti a také obdoba Li-
ouvillovy véty: Necht’ f je meromorfni v C, kterd md konecné mnoho politalim, . f(2)
existuje. Pak f je raciondlni funkce. V dlikazu se pouziva fakt, Ze ma-li f pol ve w a h
je hlavni ¢ast Laurentova rozvoje f okolo w, ma f — h odstranitelnou singularitu ve
w. Odectenim vSech takovych hlavnich Cisti (i pfipadn€ v bodé oo) vznikne omezena
holomorfni, a tedy konstantni, funkce v C.
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Konec pozndmek 1.




Poznamky 3 :

V uvedeném pouZziti na vypocet redlnych integralt se predpoklddalo, Ze ve zkoumané
poloroving lezelo jen konecné mnoho singuldrnich bodi. Staci, aby uvnitf kiivek C’r
leZelo jen konecné singuldrnich bod, i kdyz v celé poloroviné je jich nekone¢né mnoho.
Postup je stejny, jen se ve vysledku dostane soucet nekonecné rady rezidui.

\




Poznamky 3 :

V uvedeném pouZziti na vypocet redlnych integralt se predpoklddalo, Ze ve zkoumané
poloroving lezelo jen konecné mnoho singuldrnich bodi. Staci, aby uvnitf kiivek C’r
leZelo jen konecné singuldrnich bod, i kdyz v celé poloroviné je jich nekone¢né mnoho.
Postup je stejny, jen se ve vysledku dostane soucet nekonecné rady rezidui.

\

Pomoci tohoto postupu 1ze nékdy vhodné spocitat souCet nekonecné rady, pokud zndme
hodnotu integralu.

=




RozSireni Gama funkce na komplexni ¢isla.

\




RozSireni Gama funkce na komplexni ¢isla.
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Podle definice je I'(z) = [, t""'e™" d¢ pro z > 0. Dejte nyni za = komplexni &islo z,
pouzijte pro obecnou mocninu jeji hlavni vétev a zjistite, ze fooo t*~te~! dt konverguje,
jakmile R(z) > 0. V této poloroving je holomorfni (derivace za integralem).
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RozSireni Gama funkce na komplexni ¢isla.

\

Podle definice je I'(z) = fooo t*“te~! dt pro > 0. Dejte nyni za  komplexni &islo 2,
pouzijte pro obecnou mocninu jeji hlavni vétev a zjistite, ze fooo t*~te~! dt konverguje,
jakmile R(z) > 0. V této poloroving je holomorfni (derivace za integralem).

\

Podle vztahu I'(z) = I'(z+1)/ z se rozsifi definice Gama funkce na celou rovinu kromé
bodii 0, —1, —2, —3, .... Tato rozsitena funkce je holomorfni, v bodech 0, —1, —2, —3, ...

jsou jednoduché pély ares_,['(z) = % (ovérte).
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RozSireni Gama funkce na komplexni ¢isla.

\

Podle definice je I'(z) = fooo t*“te~! dt pro > 0. Dejte nyni za  komplexni &islo 2,
pouzijte pro obecnou mocninu jeji hlavni vétev a zjistite, ze fooo t*~te~! dt konverguje,
jakmile R(z) > 0. V této poloroving je holomorfni (derivace za integralem).

\

Podle vztahu I'(z) = I'(z+1)/ z se rozsifi definice Gama funkce na celou rovinu kromé
bodii 0, —1, —2, —3, .... Tato rozsitena funkce je holomorfni, v bodech 0, —1, —2, —3, ...

jsou jednoduché pély ares_,['(z) = % (ovérte).

\

Rovnost I'(2)['(1 — z) = —— plati v§ude kromé¢ z € Z.

sin(mz)




¢ funkce.
\




¢ funkce.
\

V predchozi kapitole v PFikladech 1 bylo ukdzano, Ze fada >~ n~* konverguje ab-
solutné a lokalné€ stejnomérné pro Kz > 1 a diverguje pro Kz < 0. Pro £z > 1 je tedy
funkce ((z) = Y7, n~* holomorfni.

\
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V predchozi kapitole v PFikladech 1 bylo ukdzano, Ze fada >~ n~* konverguje ab-
solutné a lokalné€ stejnomérné pro Kz > 1 a diverguje pro Kz < 0. Pro £z > 1 je tedy
funkce ((z) = Y7, n~* holomorfni.

\

Pouzijte rovnosti (ovérte)

a dostanete po uprave vzorec




¢ funkce.
\

V predchozi kapitole v PFikladech 1 bylo ukdzano, Ze fada >~ n~* konverguje ab-
solutné a lokalné€ stejnomérné pro Kz > 1 a diverguje pro Kz < 0. Pro £z > 1 je tedy
funkce ((z) = Y7, n~* holomorfni.

\

Pouzijte rovnosti (ovérte)

a dostanete po uprave vzorec

\

Odtud plyne rovnost

1 z—1 00 z—1
r<z)g<z)=/0 u du+/1 LA

e — 1

kde posledni integral je celistvou funkci.
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¢ funkce.
\

V predchozi kapitole v PFikladech 1 bylo ukdzano, Ze fada >~ n~* konverguje ab-
solutné a lokalné€ stejnomérné pro Kz > 1 a diverguje pro Kz < 0. Pro £z > 1 je tedy

funkce ((z) = Y7, n~* holomorfni.
\

Pouzijte rovnosti (ovérte)

a dostanete po uprave vzorec

\

Odtud plyne rovnost

1 z—1 00 z—1
r<z)g<z)=/0 u du+/1 LA

e — 1

kde posledni integral je celistvou funkci.

\

Zbyvajici integral konverguje vSude v C kromé bodu 1,0, —1, —3, —5,

..., kde jsou




jednoduché pély (diikaz Ize provést rozloZenim funkce 5 v fadu 1 —u/2+ S0 apu’t,

=]
jejim vyndsobenim u*~2 a integrovanim).

\




jednoduché pély (diikaz Ize provést rozloZenim funkce 5 v fadu 1 —u/2+ S0 apu’t,
jejim vyndsobenim u*~2 a integrovanim).

\

Odtud vyplyva, Ze ( lze rozsitit na holomorfni funkci vSude kromé bodu 1, kde ma
jednoduchy pol s reziduem 1, v bodech —2, —4, —6, ... jsou jednoduché nulové hodnoty.
Déle ma ¢ nekonecné mnoho nulovych hodnot v pasu 0 < R(z) < 1 (Riemannova
hypotéze tvrdi, Ze tyto nulové hodnoty vSechny leZi na piimce R(z) = 1/2).
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jednoduché pély (diikaz Ize provést rozloZenim funkce 5 v fadu 1 —u/2+ S0 apu?r,
jejim vyndsobenim u*~2 a integrovanim).

\

Odtud vyplyva, Ze ( lze rozsitit na holomorfni funkci vSude kromé bodu 1, kde ma
jednoduchy pol s reziduem 1, v bodech —2, —4, —6, ... jsou jednoduché nulové hodnoty.
Déle ma ¢ nekonecné mnoho nulovych hodnot v pasu 0 < R(z) < 1 (Riemannova
hypotéze tvrdi, Ze tyto nulové hodnoty vSechny leZi na piimce R(z) = 1/2).

\
Existuje zajimava souvislost  funkce s prvocisly:
1
=17, —.
C<Z> n—ll - pT_LZ )

kde p,, je n-té prvocislo. Rovnost plati pro ®(z) > 1. Dikaz nenfi obtiZny; zlomek v sou-
cinu je soucet geometrické rady a rozndsobenim kone¢né mnoha téchto tad (tj. CasteCny
soucin) se overi, ze se ziskaji zlomky 1/n”.

\




jednoduché pély (diikaz lze provést rozloZenim funkce -~ v fadu 1 —u/2+ Y% apu”,
jejim vyndsobenim u*~2 a integrovanim).

\

Odtud vyplyva, Ze ( lze rozsitit na holomorfni funkci vSude kromé bodu 1, kde ma
jednoduchy pdl s reziduem 1, v bodech —2, —4, —6, ... jsou jednoduché nulové hodnoty.
Dale ma ¢ nekonecné mnoho nulovych hodnot v pasu 0 < #(z) < 1 (Riemannova
hypotéze tvrdi, Ze tyto nulové hodnoty vSechny leZi na piimce f(z) = 1/2).

\

Existuje zajimava souvislost ¢ funkce s prvocisly:

1

¢(z) = =

kde p,, je n-té prvocislo. Rovnost plati pro 3(z) > 1. Dikaz neni obtiZzny; zlomek v sou- R
cinu je soucet geometrické rady a rozndsobenim konecné mnoha téchto rad (tj. CasteCny izolovand
sigu arita
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larita

pol
‘ podstatnd

singularita
jednoduchy p6l
Pickardova véta
reziduum
reziduova véta
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Pozna
L. 123456789
Pravé jsme se za pochodu Pifklady
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Konec pozndmek 3.




PRIKLADY




Priklady 1 :

1. UkaZte pomoci Laurentovy fady i pomoci limity, Ze sin z/z ma v 0 odstranitelnou
singularitu.

-=p




2. Ukazte pomoci Laurentovy fady i pomocf limity, Ze e'/*

laritu.

ma v 0 podstatnou singu-

_—




3. Ukazte pomoci Laurentovy fady i pomoc{ limity, Ze 1/2% md v 0 pdl fddu 3.




4. Ukaite, Ze '/ md v libovolném mezikruzi 0 < |2 —w| < R za obor hodnot C\ {0}.

—p




5. Najdéte vSechny singularity nasledujicich funkci a urcete jejich charakter:

j— 1 =z e’
2 COS — .
9

. 2z cosz 22+ m2

Z




6. Ukazte, ze funkce sin(7/z) ma v 0 neizolovanou singularitu.




7. Jaké jsou singuldrni body funkce Log?

Konec priklada 1.




Priklady 2 :

1. V Prikladeé 5 predchozi Casti jste urCili charakter singularnich bodi nésledujicich
funkci:
1 —e? 1 =z e’

2 COS — .
47 2z cosz 22+ 72

Z




Priklady 2 :

1. V Prikladeé 5 predchozi Casti jste urCili charakter singularnich bodi nésledujicich
funkci:
1 —e? 1 =z e’

2 COS — .
47 2z cosz 22+ 72

Z

\

Najdéte prislusna rezidua.




2. Najdgte rezidua funkef ¢(1/?), 1/*") v bod& 0, ktery je jejich podstatnou singularitou.

—p




3. Pomoci reziduové véty spoctéte nasledujici integraly:
32° + 2 d
/ - +2 dz,/ , - ,/ zel/? .
i—2l=2 (2 = 1)(22 +9) 72 8inh(22) * J .12

Konec piikladi 2.




Priklady 3 :

1. Spoctéte integraly

=2 > xsin(3z) > sinx
d ——=d d
/_oox6+1 X’/_OO xt+4 w’/_ooa:2+4x—|—5 =




2. Prechodem k sudé funkci spoététe

/ 75 il 75 q
X
a;2 + 1 ’ o (@2+1)(22+4)




3. Spoctéte integral fooo e dx. [Navod: Misto polokruZznice vezméte obdélnik nad
intervalem [— R, R| vySky 27.]

\




3. Spoctéte integral fooo e dx. [Navod: Misto polokruZznice vezméte obdélnik nad
intervalem [— R, R| vySky 27.]

\

Kam na to ty lidi chodji ...




3. Spoctéte integral fooo e dx. [Navod: Misto polokruznice vezméte obdélnik nad
intervalem [— R, R| vysky 27.]

\

Kam na to ty lidi chodi ...
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4. Spoctéte integral

m .
S1N U
dx.
0 aL

Pouzijte kiivku C' sloZenou z intervali [— R, —1/R)], [1/R, R] a pilkruZnic z = Re",t €
[0,7)az=¢"/R,t € [0, 7) — tato posledni piilkruZnice opa¢né orientovand.

\




4. Spoctéte integral

w .
S1N U
dx.
0 aL

Pouzijte kiivku C' sloZenou z intervali [— R, —1/R)], [1/R, R] a pilkruZnic z = Re",t €
[0,7)az=¢"/R,t € [0, 7) — tato posledni piilkruZnice opa¢né orientovand.

\




4. Spoctéte integral

m .
SN
dx.
0 b

Pouzijte kiivku Cp sloZenou z intervali [~ R, —1/R), [1/R, R] a pilkruZnic z = Re",t €
0,7)az=¢"/R,t € [0, 7) - tato posledni ptilkruZnice opa¢né orientovand.

\/

R -1/R 1/R R
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5. Dopoctéte integral fo% ?)Jr‘:ﬁ metodou uvedenou v textu a podobnym zptisobem

spoctéte
27 dx
/0 1 —2asinz + a?

pro0 <a < 1.




6. Vypoctete

00 elm:
/ - dx
o €'+ 1

pro k € (0, 1). Pouzijte stejny obdélnik jako v prikladu 3.
\




6. Vypoctete

o0 ekm
/ - dx
o €'+ 1

pro k € (0, 1). Pouzijte stejny obdélnik jako v prikladu 3.

\

Oba integraly pies dlouhé strany obdélniku dejte dohromady, zbylé dva konverguji k

0. Vysledek je @
\




6. Vypoctete

o0 ekm
/ - dx
o €'+ 1

pro k € (0, 1). Pouzijte stejny obdélnik jako v prikladu 3.

\

Oba integraly pres dlouhé strany obdélniku dejte dohromady, zbylé dva konverguji k
0. Vysledek je

\

Substituci e* = t tak ziskate fo

1n(7m:)

; +1 " dt znamy z teorie Gama funkce.

Konec piikladi 3.




OTAZKY




Otazky 1 :

1. UkaZzte, Ze f ma ve w odstranitelnou singularitu pravé kdyz je f omezend na néja-
kém mezikruzi 0 < |z — w| < R,

=)




2. Ukazte, ze f ma ve w pol fadu n praveé kdyz existuje mezikruzi 0 < |z — w| < R a
konstanty K, L takové, Ze pro vSechna z z uvedeného mezikruzi je

K|n§|f<>| e

|2 = |z —wl*




3. Ukazte, ze f ma ve w pol fadu n praveé kdyz 1/ f ma ve w nulovy bod fadu (ndsob-
nosti) n.

—p




4. Ukazte, Ze f ma ve w podstatnou singularitu pravé kdyZz na kazdém mezikruzi
0 < |z — w| < R nabyva f hodnot tvorici hustou mnozinu v C. [Navod: kdyby funkce
f nenabyvala zddné hodnoty z néjakého okoli bodu ¢ € C, pak 1/(f — q) ma v ¢
odstranitelnou singularitu. |

_—




5. Necht’ f je holomorfni v bodé w. Pak funkce f(z)/(z — w) ma ve w jednoduchy
pol pokud f(w) # 0 a md ve w odstranitelnou singularitu, pokud f(w) = 0.

=)




6. Raciondlni funkce ma pouze konecny pocet singuldrnich bodi, a to jen pdly (a je
tedy meromorfni funkci).

-




7. Ukazte, Ze je-li f holomorfni v mezikruzi 0 < |z — w| < R a ve w ma nulovy bod
nebo pol, pak logaritmicka derivace f’/f ma ve w jednoduchy pdl.

=)




8. Dokazte zobecnéni véty o logaritmické derivaci:Necht’ f je holomorfni uvniti a na
jednoduché uzavrené krivce C' az na konecny pocet polit p+, ..., p, rddu ki, ..., k,, uvnitr
C. Je-li f nenulovd na C' a md-li f konecny pocet nulovych bodu q, ..., q,, ndsobnosti

li, ..., L, potom
f 2)
kj .
Z Z

Konec otdzek 1.




Otazky 2 :

1. Dokazte tvrzeni o vypoctu rezidua v pélech pomoci limity pfislu$né derivace:

VETA. (Pravidlo 1) Necht' f md v bod& w pol fadu k. Pak

1 .

(k—1)! zh_% (<Z - w)’ff<z>)(k D

res , f =




2. DokaZte nésledujici tvrzeni pouzivana pro vypocet rezidua v jednoduchém polu:

\




2. DokaZte nésledujici tvrzeni pouzivana pro vypocet rezidua v jednoduchém polu:

\
VETA. (Pravidlo 2) Necht' f, g jsou holomorfni v bod& w a f(w) # 0. Je-li g(w) =
0,9'(w) # 0, pak
f_ fw)

Ires,,— = .
Y9 g(w)




2. DokaZte nésledujici tvrzeni pouzivana pro vypocet rezidua v jednoduchém polu:

\ /
VETA. (Pravidlo 2) Necht' f, g jsou holomorfni v bod& w a f(w) # 0. Je-li g(w) =
0, ¢'(w) # 0, pak
f_ fw)

Ires,,— = .
Y9 g(w)

\

VETA. (Pravidlo 3) Je-li & holomorfni ve w a g m4 jednoduchy pél ve w, pak res,,(gh) =
h(w)res,g.

—p




3. Obdoba predchozich tvrzeni pro pdl 2.fddu je komplikovanéjsi: Pokud f, g jsou
holomorfni v bodé w a f(w) # 0, g(w) = ¢'(w) = 0, ¢"(w) # 0, pak

f_ ) j2f(w)g"(w)

w_:2
ey g"(w)/ 3 g?*(w)




4. Necht' f ma vlastnost f(Z) = f(z) na svém definicnim oboru. Je-li w pdl fadu k
funkce f, pak i w je pol fddu k funkce f a plati reszf = res,, f.

=)




S. Ukazte, ze reswa’ = +k, kde £ je ndsobnost nulového bodu w (a pak plati znaménko
+) nebo fad polu w (a pak plati znaménko -).+

=)




6. UkaZte, ze plati tvrzeni

VETA. Necht f md jednoduchy pél v zy, necht’ ¢, (t) = 2y + re' pro t € [to, to + al.
Pak

11_% SOrf(z) dz=a-i-1es,f.




6. Ukazte, zZe plati tvrzeni

VETA. Necht f m4 jednoduchy pél v z, necht’ ¢,(t) = 2o + re' pro t € [ty, ty + al.

Pak

r—0

hm/ f(z) dz=a-i-res,f.
Pr

Prosté jednoduché poly jde

obchézet libovolne blizko a
dostaneme prislusny kousek

rezidua.
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6. Ukazte, ze plati tvrzeni

VETA. Necht f ma jednoduchy pol v zp, necht’ ¢, (t) = 2o + re prot € [tg,ty + al.
Pak

r—0

hm/ f(z) dz=a-i-res,f.
Pr

Prosté jednoduché poly jde

obchazet libovolne blizko a
dostaneme prislusny kousek
rezidua.

4

Dukaz. NapiSeme si Laurentovu fadu a integrujeme prvni ¢len vypoctem, zbyvajici
Cleny déavaji holomorfni funkci, ktera je spojita a integraly z ni jdou k nule. &

Konec otazek 2.
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CVICENI




Cviceni 1 :

Priklad. Spocitejte rezidua pro nésledujici funkci:

f(z) = (z—D(z+1)2




Cviceni 1 :

Priklad. Spocitejte rezidua pro nésledujici funkci:

f(z) = (z—D(z+1)2

{

Reseni. Z predpisu funkce je vidét, Ze f m4 singularity v bodech 1 a -1. A sice v bodé&
1 je p6l fadu 1 a v bodé -1 je pol fadu 2.

\




Cviceni 1 :

Priklad. Spocitejte rezidua pro nésledujici funkci:

f(z) = (z—D(z+1)2

{

Reseni. Z predpisu funkce je vidét, Ze f m4 singularity v bodech 1 a -1. A sice v bodé&
1 je p6l fadu 1 a v bodé -1 je pol fadu 2.

\

Hodnotu rezidua v bod¢ 1 spocitime podle vzorce
res, f = llgi(z — 1) f(2),




Cviceni 1 :

Priklad. Spocitejte rezidua pro nésledujici funkci:

f(z) = (z—D(z+1)2

{

Reseni. Z predpisu funkce je vidét, Ze f m4 singularity v bodech 1 a -1. A sice v bodé&
1 je p6l fadu 1 a v bodé -1 je pol fadu 2.

\

Hodnotu rezidua v bod¢ 1 spocitime podle vzorce
res, f = llgi(z — 1) f(2),

\

coZ je po dosazeni

: z 1
tes1f = ll—%(z . 1)(z —D(z+12 4




Cviceni 1 :

Priklad. Spocitejte rezidua pro nésledujici funkci:

f(z) = (z—D(z+1)2

{

Reseni. Z predpisu funkce je vidét, Ze f m4 singularity v bodech 1 a -1. A sice v bodé&
1 je p6l fadu 1 a v bodé -1 je pol fadu 2.

\

Hodnotu rezidua v bod¢ 1 spocitime podle vzorce
res, f = llgi(z — 1) f(2),

\

coZ je po dosazeni

: z 1
tes1f = ll—%(z . 1)(z —D(z+12 4




Hodnotu rezidua v bodé -1 spocitame podle vzorce

1 d! ;
p— 1 (
res 1 f zli>rr_11 i ((z + 1) f z)) :




Hodnotu rezidua v bodé -1 spocitame podle vzorce

1 d! ;
p— 1 (
res 1 f ZIEE1 i ((z + 1) f z)) :

Tedy,

1 d

res 1 f = zl_i>1r£11 T ds ((z +1)?

1

(z—DZ+lV>_ 4




Konec cvicCeni 1.




Cviceni 2 :

Priklad. Spocitejte hodnoty rezidui nasledujici funkce

1

fle)=et.




Cviceni 2 :

Priklad. Spocitejte hodnoty rezidui nasledujici funkce

1

fz)=et.
'

Reseni. Funkce f ma jedinou singularitu, a to v nule, nebot’ tam neni definovana.
Jelikoz neexistuje limita funkce f v nule, je tato singularita podstatna.

\




Cviceni 2 :

Priklad. Spocitejte hodnoty rezidui nasledujici funkce

1

fz)=et.
'

Reseni. Funkce f ma jedinou singularitu, a to v nule, nebot’ tam neni definovana.
Jelikoz neexistuje limita funkce f v nule, je tato singularita podstatna.

\

Reziduum funkce f v 0 ur¢ime z Laurentovy fady.

\




Cviceni 2 :

Priklad. Spocitejte hodnoty rezidui nasledujici funkce
1

fz)=et.
'

Reseni. Funkce f ma jedinou singularitu, a to v nule, nebot’ tam neni definovana.
Jelikoz neexistuje limita funkce f v nule, je tato singularita podstatna.

\

Reziduum funkce f v 0 ur¢ime z Laurentovy fady.

\

Rozvoj exponenciely je

00
=y
n!
n=0




Cviceni 2 :

Priklad. Spocitejte hodnoty rezidui nasledujici funkce
1

fz)=et.
'

Reseni. Funkce f ma jedinou singularitu, a to v nule, nebot’ tam neni definovana.
Jelikoz neexistuje limita funkce f v nule, je tato singularita podstatna.

\

Reziduum funkce f v 0 ur¢ime z Laurentovy fady.

\

Rozvoj exponenciely je
Y5
n=0 n!
\

Odtud dostaneme rozvoj pro f :

1 1 1
+ 222 313




Cviceni 2 :

Priklad. Spocitejte hodnoty rezidui nasledujici funkce
1

fz)=et.
'

Reseni. Funkce f ma jedinou singularitu, a to v nule, nebot’ tam neni definovana.
Jelikoz neexistuje limita funkce f v nule, je tato singularita podstatna.

\

Reziduum funkce f v 0 ur¢ime z Laurentovy fady.

\

Rozvoj exponenciely je
Y5
n=0 n!
\

Odtud dostaneme rozvoj pro f :

1 1 1
+ 222 313




Hodnota rezidua je koeficient u %, cozje -1.
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CviCeni 3 :

Priklad. Vypocitejte integral

/ dz
g01+z4’

kde ¢ je zaporné orientovand kruznice {z € C: |z — 1| = 1}.

\




CviCeni 3 :

Priklad. Vypocitejte integral
/ dz
o 1+ 24
kde ¢ je zaporné orientovand kruznice {z € C: |z — 1| = 1}.

{

Reseni. K vypoctu integrdlu pouzijeme reziduovou vétu. Funkce

f(2) = — :

e (z—21)(2 — 29)(2 — 23)(2 — 24)

ma singularity v bodech

7T+, . T

Z1 — COS — 7 S111 —

1 4 47
37T+, 3

29 = €OS— +1sin—,

’ A A
57r+, Y

Z3 = €OS— +1sin —,

’ 4 4
77T+_ Gy

Zy = €OS— +1sin—,

! A A

coZ jsou poly prvniho fadu.

\




CviCeni 3 :

Priklad. Vypocitejte integral
/ dz
o 1+ 24
kde ¢ je zaporné orientovand kruznice {z € C: |z — 1| = 1}.

{

Reseni. K vypoctu integrdlu pouzijeme reziduovou vétu. Funkce

f(2) = — :

e (z—21)(2 — 29)(2 — 23)(2 — 24)

ma singularity v bodech

7T+, . T

Z1 — COS — 7 S111 —

1 4 47
37T+, 3

29 = €OS— +1sin—,

’ A A
57r+, Y

Z3 = €OS— +1sin —,

’ 4 4
77T+_ Gy

Zy = €OS— +1sin—,

! A A

coZ jsou poly prvniho fadu.

\




Zajimaji nds ale pouze body z1, 24, protoze pouze ty lezi ve vnitrku ¢. Rezidua v té€chto
polech maji hodnoty

f 1 —1—1
I’GSZ — — ,
: (21 — 22)(21 — 23)(21 — 24) 44/2

1 —1+:

e o TE TR T Reliy> B




Zajimaji nds ale pouze body z1, 24, protoze pouze ty lezi ve vnitrku ¢. Rezidua v té€chto
polech maji hodnoty

f 1 —1—1
I’GSZ — — ,
: (21 — 22)(21 — 23)(21 — 24) 44/2

1 —1+:

s = (21— 22) (24— 23)(2s — 21) 42

\

Podle reziduové véty je proto integral roven

dz —2 (g
= —2mi (res,, f +res,, f) = —2mi = —.
L 1+ 24 ! ! 4V2 V2




Zajimaji nas ale pouze body 21, 24, protozZe pouze ty lezi ve vnitrku ¢. Rezidua v téchto
polech maji hodnoty

f 1 —1—2
I”GSZ — f— .
1 (21 — 22)(21 — 23)(21 — 24) 44/2

1 — L
C o) = — :

(24 — 22) (24 — 23)(24 — 21) 44/2
\

Podle reziduové véty je proto integral roven

= —2mi (res ,, f +res,, f) = —2mi

/ dz -2  m
o 1+ 2 4/2 2

Vsimnéte si znaménka mi-
nus pii pouziti reziduové
véty. To je kviili zdporné ori-
entaci kiivky .
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Zajimaji nas ale pouze body 21, 24, protozZe pouze ty lezi ve vnitrku ¢. Rezidua v téchto
polech maji hodnoty

f 1 —1—2
I”GSZ — f— .
1 (21 — 22)(21 — 23)(21 — 24) 44/2

1 — L
C o) = — :

(24 — 22) (24 — 23)(24 — 21) 44/2
\

Podle reziduové véty je proto integral roven

= —2mi (res ,, f +res,, f) = —2mi

/ dz -2  m
o 1+ 2 4/2 2

Vsimnéte si znaménka mi-
nus pii pouziti reziduové
véty. To je kviili zdporné ori-
entaci kiivky .
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To jsem vedél!




Konec cviceni 3.




Cviceni 4 :

Priklad. Spocitejte integral

/OO dx
0 $6+].




Cviceni 4 :

Priklad. Spocitejte integral

/OO dx
0 $6+].

Reseni. Misto zadaného redlného integralu budeme poéitat integral komplexni funkce
komlexni proménné:
dz
C Z6 -+ 17

kde C' je kiivka sestavajici z useCky [— R, R| na realné ose a obvodu I" horniho polokruhu
{z € C: |z]| < R, Imz > 0}, ktera je orientovana kladn¢.

\




Cviceni 4 :

Priklad. Spocitejte integral

/OO dx
0 $6+].
 {

Reseni. Misto zadaného redlného integralu budeme poéitat integral komplexni funkce
komlexni proménné:
dz
C Z6 -+ 17

kde C' je kiivka sestavajici z useCky [— R, R| na realné ose a obvodu I" horniho polokruhu
{z € C: |z]| < R, Imz > 0}, ktera je orientovana kladn¢.

\

Funkce |

T 641

3me 5w T 9 1172

f(z)
ma Sest jednoduchych singularit v bodech: es, e, e, eb,eb,e0.

\




Cviceni 4 :

Priklad. Spocitejte integral

/OO dx
0 $6+].
 {

Reseni. Misto zadaného redlného integralu budeme poéitat integral komplexni funkce
komlexni proménné:
dz
C Z6 -+ 17

kde C' je kiivka sestavajici z useCky [— R, R| na realné ose a obvodu I" horniho polokruhu
{z € C: |z]| < R, Imz > 0}, ktera je orientovana kladn¢.

\

Funkce |

T 641

3me 5w T 9 1172

f(z)
ma Sest jednoduchych singularit v bodech: es, e, e, eb,eb,e0.

\ {
3

7T_i QG @ v, .V Ve
Ale pouze body 21 = €6, 29 =e 6, 23 =e 6 lezi uvnitf kiivky C.

\




Cviceni 4 :

Priklad. Spocitejte integral

/ > dx

0 .’]36 + ].

\

Reseni. Misto zadaného redlného integralu budeme pocitat integral komplexni funkce

komlexni proménné:
dz
C Z6 -+ 17

kde C' je kiivka sestavajici z useCky [— R, R| na realné ose a obvodu I" horniho polokruhu
{z € C: |z]| < R, Imz > 0}, ktera je orientovana kladn¢.

\

Funkce |

T 641

3me 5w T 9 1172

f(z)
ma Sest jednoduchych singularit v bodech: es, e, e, eb,eb,e0.

\ {
3

7T_i QG @ v, .V Ve
Ale pouze body 21 = €6, 29 =e 6, 23 =e 6 lezi uvnitf kiivky C.

\

Nyni spocitame rezidua pro tyto poly, abychom mohli pouzit reziduovou vétu.







1 1 1 —s5m

— 1 — = i —~ s = = 6
105,/ »}521<Z Zl)xG + 1 z1£21 65 6
1 1 1 —sm
— 1 = = hi e 2
S e e
1 1 1 —o5mi
— 1 — = I —e = = 6
105 zh—?zl?,@ Z?’)zG + 1 zh—gg 65 6




. 1 . 1 [
eaf = ey = s =
. 1 _ 1 [
el = IR T e T
_ 1 , 1 1 —o5m
esnf = ImE-am) g s ines=ge

\

Pti vypoctu jsme pouZzili komplexni I’Hospitalovo pravidlo.

\




. 1 , 1 [
eaf = ey = s =
. 1 _ 1 [
el = IR T e T
_ 1 , 1 1 —o5m
esnf = ImE-am) g s ines=ge

\

Pti vypoctu jsme pouZzili komplexni I’Hospitalovo pravidlo.

\

Z reziduové véty dostavame hodnotu integralu:

dz B [ e 2
=2m|-e 6 +-e2 +—-¢ 6 = —TT.
C 26 -+ 1




. 1 , 1 [
= — — _— = — 6
oaf = e agmy - g e
f r < ) 1 I 1 1 ~gmi
res,,f = lim(z— =z = lim —=-e"2,
. Z—29 ’ 2641 252625 6
: 1 , 1 1 —o5mi
esnf = ImE-am) g s ines=ge
\
Pti vypoctu jsme pouZzili komplexni I’Hospitalovo pravidlo.
\

Z reziduové véty dostavame hodnotu integralu:

dz B [ e 2
=2m|-e 6 +-e2 +—-¢ 6 = —TT.
C 26 -+ 1

\
Z toho plyne

/R dzx +/ dz )
= .
paS4+1 JpS4+1 3




. 1 , 1 [
= — — _— = — 6
oaf = e agmy - g e
f r < ) 1 I 1 1 ~gmi
res,,f = lim(z— =z = lim —=-e"2,
. Z—29 ’ 2641 252625 6
: 1 , 1 1 —o5mi
esnf = ImE-am) g s ines=ge
\
Pti vypoctu jsme pouZzili komplexni I’Hospitalovo pravidlo.
\

Z reziduové véty dostavame hodnotu integralu:

dz B [ e 2
=2m|-e 6 +-e2 +—-¢ 6 = —TT.
C 26 -+ 1

\
Z toho plyne

/R dzx +/ dz )
= .
paS4+1 JpS4+1 3




Provedeme-li limitni pfechod R — oo, bude druhy integral na levé stran€ nulovy a

proto
, /R dx /OO dx 2
lim : = = —ir.
Ruoo f_pab+1 J_ 241 3




Provedeme-li limitni pfechod R — oo, bude druhy integral na levé stran€ nulovy a
proto
| /R dz /OO dr 2
lim = = —T.
Ruoo f_pab+1 J_ 241 3
\

Ze sudosti funkce f mame celkovy vysledek

/OO dv «
0 $6+1_3




Konec cviceni 4.




CviCeni 5 :

Priklad. Spocitejte integral

27
cos 30
do.
/0 b —4cosf




CviCeni 5 :

Priklad. Spocitejte integral

27
/ cos 360 0.
o o—4cosf

Reseni. Provedeme substituci z = €', po niZ bude

e 25+ 273
cos 3 = ———,
2 2

cosf = dz =12 d6.




CviCeni 5 :

Priklad. Spocitejte integral

27
cos 30
do.
/0 b —4cosf

\
Reseni. Provedeme substituci z = ¢, po niZ bude
~1 3=
% = % 2°+ =z _
cosf = 7 cos 360 = —5 dz =iz df.

\

Dostaneme tak

/27T cos 30 d@—/ Z?U;—Z_g dz i/ 25 +1 &
o D—4dcos® 05_4%2_17;2_ 20 Jo 2312z —1)(z—2)

kde C je kladn€ orientovand jednotkovéa kruZnice se stftedem v pocatku.

\




CviCeni 5 :

Priklad. Spocitejte integral

27
cos 30
do.
/0 b —4cosf

\
Reseni. Provedeme substituci z = ¢, po niZ bude
~1 3=
% = % 2°+ =z _
cosf = 7 cos 360 = —5 dz =iz df.

\

Dostaneme tak

/ T cos 30 0 / Z?)J;—Z_g dz 1 / 25 +1 d
— — z
0o D —4cosf 05_4%2_1 iz 20 Jo 2312z —1)(z—2)

kde C je kladn€ orientovand jednotkovéa kruZnice se stftedem v pocatku.

\

Integrand méa ve vnitrku té€to kruznice dvé€ singularity: pdl 3. fddu v 0 a jednoduchy
pol v 1/2.

\




CviCeni 5 :

Priklad. Spocitejte integral

27
cos 30
do.
/0 b —4cosf

\
Reseni. Provedeme substituci z = ¢, po niZ bude
~1 3=
% = % 2°+ =z _
cosf = 7 cos 360 = —5 dz =iz df.

\

Dostaneme tak

/ T cos 30 0 / Z?)J;—Z_g dz 1 / 25 +1 d
— — z
0o D —4cosf 05_4%2_1 iz 20 Jo 2312z —1)(z—2)

kde C je kladn€ orientovand jednotkovéa kruZnice se stftedem v pocatku.

\

Integrand méa ve vnitrku té€to kruznice dvé€ singularity: pdl 3. fddu v 0 a jednoduchy
pol v 1/2.

\




Rezidua v té€chto bodech maji hodnoty

PR 1 &  2BRC+1) 21
resgf = lim — =
! =02 dz223(22 —1)(2 —2) 8’

. (2—1/2)(2% +1) 65
— ] Y
syl = i e —1)(e—2) 2




Rezidua v té€chto bodech maji hodnoty

PR 1 &  2BRC+1) 21
resgf = lim — =
! =02 dz223(22 —1)(2 —2) 8’

. (2—1/2)(2% +1) 65
— ] Y
syl = i e —1)(e—2) 2

\
A hledany integral je:
1 20+ 1 d 12 (21 65 s
—— 20— — 2@ — =
2t Jo 23(22 — 1)(z — 2) 21 8 24 12




Konec cviceni 5.




CviCeni 6 :

Priklad. Spocitejte integral
/ dz
C < 10 + ].7
kde C je kladné orientovand kruZnice se sttedem v nule a polomérem 2.

\




CviCeni 6 :

Priklad. Spocitejte integral

/ dz
C < 10 + 17
kde C je kladné orientovand kruZnice se sttedem v nule a polomérem 2.

\

Reseni. Integrand ma deset singularit na obvodu jednotkové kruznice, které samo-
zfejmé leZi ve vnittku kruZnice C'. Kdybychom chtéli integral pocitat jako v predchozich
prikladech pomoci reziduové véty, museli bychom spocitat hodnoty rezidui ve vSech
téchto bodech, coz by bylo ponékud pracné.

\




CviCeni 6 :

Priklad. Spocitejte integral

/ dz
C < 10 + 17
kde C je kladné orientovand kruZnice se sttedem v nule a polomérem 2.

\

Reseni. Integrand ma deset singularit na obvodu jednotkové kruznice, které samo-
zfejmé leZi ve vnittku kruZnice C'. Kdybychom chtéli integral pocitat jako v predchozich
prikladech pomoci reziduové véty, museli bychom spocitat hodnoty rezidui ve vSech
téchto bodech, coz by bylo ponékud pracné.

\

Uvédomime si ale, Ze nepotiebujeme znat jednotliva rezidua, nybrz jejich soucet, ktery
je (az na znaménko) roven hodnoté rezidua v nekonecnu.

\




CviCeni 6 :

Priklad. Spocitejte integral

/ dz
C < 10 + 17
kde C je kladné orientovand kruZnice se sttedem v nule a polomérem 2.

\

Reseni. Integrand ma deset singularit na obvodu jednotkové kruznice, které samo-
zfejmé leZi ve vnittku kruZnice C'. Kdybychom chtéli integral pocitat jako v predchozich
prikladech pomoci reziduové véty, museli bychom spocitat hodnoty rezidui ve vSech
téchto bodech, coz by bylo ponékud pracné.

\

Uvédomime si ale, Ze nepotiebujeme znat jednotliva rezidua, nybrz jejich soucet, ktery
je (az na znaménko) roven hodnoté rezidua v nekonecnu.

\

Pro |z| > 1je
1 1 Z n —10n - i(_l)n—l —10n
2041 107 4 =10 — 10 S

n=1




CviCeni 6 :

Priklad. Spocitejte integral

dz
C < 10 == 17
kde C je kladné orientovand kruZnice se sttedem v nule a polomérem 2.

\

Reseni. Integrand ma deset singularit na obvodu jednotkové kruznice, které samo-
zfejmé leZi ve vnittku kruZnice C'. Kdybychom chtéli integral pocitat jako v predchozich
prikladech pomoci reziduové véty, museli bychom spocitat hodnoty rezidui ve vSech
téchto bodech, coz by bylo ponékud pracné.

\

Uvédomime si ale, Ze nepotfebujeme znat jednotliva rezidua, nybrz jejich soucet, ktery
je (az na znaménko) roven hodnoté rezidua v nekonecnu.

\

Pro |z| > 1je
1 1 Z n —10n - i(_l)n—l —10n
2041 107 4 =10 — 10 N S

n=1

\

Takze reziduum integrandu v nekonecnu je 0, a tedy 1 hledany integral m4 hodnotu 0.







Prost¢ kdyz se u pocitani
premysli, tak se nemusi to-
lik pocitat!
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Konec cviceni 6.







‘ STANDARDY z kapitoly \

SINGULARITY A REZIDUA

LEKCE36-KRZ
singularni bod
izolovand
singularita

odstranitelnd singu-

larita
pol
podstatna
singularita
jednoduchy po6l
Pickardova véta
reziduum
reziduova véta
STANDARDY
Poznamky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789
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SINGULARITY A REZIDUA
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IZOLOVANE SINGULARITY




I1ZOLOVANE SINGULARITY
'

DEFINICE. Bod uzdvéru definicniho oboru holomorfni funkce f se nazyva singularni,
jestlize bud’ f neni v tomto bod¢ definovand nebo v tomto bod¢ neni holomorfni.

\/
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I1ZOLOVANE SINGULARITY
'

DEFINICE. Bod uzavéru definicniho oboru holomorfni funkce f se nazyva singularni,
jestlize bud’ f neni v tomto bod¢ definovand nebo v tomto bod¢ neni holomorfni.

\

DEFINICE. Singuldrni bod w € C funkce f se nazyva izolovany singularni bod (struc-
néji izolovand singularita), jestlize existuje okoli U bodu w tak, Ze f je holomorfni na
mnoziné U \ {w}.

\/

LEKCE36-KRZ
singularni bod
izolovand
singularita
odstranitelnd singu-
larita
pol
podstatna
singularita
jednoduchy po6l
Pickardova véta
reziduum
reziduova véta
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



I1ZOLOVANE SINGULARITY
'

DEFINICE. Bod uzavéru definicniho oboru holomorfni funkce f se nazyva singularni,
jestlize bud’ f neni v tomto bod¢ definovand nebo v tomto bod¢ neni holomorfni.

\

DEFINICE. Singuldrni bod w € C funkce f se nazyva izolovany singularni bod (struc-
néji izolovand singularita), jestlize existuje okoli U bodu w tak, Ze f je holomorfni na
mnoziné U \ {w}.

\/

+00
DEFINICE. Necht’ w je izolovand singularita funkce fa >  a,(z—w)" je Laurentova

fada funkce f. Singularita ve w se nazyva

e odstranitelna, jestlize a,, = 0 pro vSechna zaporna n;
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I1ZOLOVANE SINGULARITY
'

DEFINICE. Bod uzavéru definicniho oboru holomorfni funkce f se nazyva singularni,
jestlize bud’ f neni v tomto bod¢ definovand nebo v tomto bod¢ neni holomorfni.

\

DEFINICE. Singuldrni bod w € C funkce f se nazyva izolovany singularni bod (struc-
néji izolovand singularita), jestlize existuje okoli U bodu w tak, Ze f je holomorfni na
mnoziné U \ {w}.

\
400
DEFINICE. Necht’ w je izolovand singularita funkce fa >  a,(z—w)" je Laurentova

fada funkce f. Singularita ve w se nazyva
e odstranitelna, jestlize a,, = 0 pro vSechna zaporna n;
e pol fadu £k (k € N), jestlize a_ # 0 a a,, = 0 pro vSechna n < —k;
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I1ZOLOVANE SINGULARITY
'

DEFINICE. Bod uzavéru definicniho oboru holomorfni funkce f se nazyva singularni,
jestlize bud’ f neni v tomto bod¢ definovand nebo v tomto bod¢ neni holomorfni.

\

DEFINICE. Singuldrni bod w € C funkce f se nazyva izolovany singularni bod (struc-
néji izolovand singularita), jestlize existuje okoli U bodu w tak, Ze f je holomorfni na
mnoziné U \ {w}.

‘ LEKCE36-KRZ
singularni bod
izolovand
100 singularita

DEFINICE. Necht’ w je izolovand singularita funkce fa »_ a,(z—w)" je Laurentova = odsuanitelnd singu-

larita
A . . / / n:_m pél A
fada funkce f. Singularita ve w se nazyva podstatnd.
singularita
. P 0 v s , jednoduchy pol
e odstraniteln4, jestlize a,, = 0 pro vSechna zdpornd n; el
reziduum
A1 ¥4 1 177 = N — | reziduovd véta
e pol fadu £k (k € N), jestlize a_ # 0 a a,, = 0 pro vSechna n < —k; o Aduova v
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I1ZOLOVANE SINGULARITY
'

DEFINICE. Bod uzavéru definicniho oboru holomorfni funkce f se nazyva singularni,
jestlize bud’ f neni v tomto bod¢ definovand nebo v tomto bod¢ neni holomorfni.

\

DEFINICE. Singuldrni bod w € C funkce f se nazyva izolovany singularni bod (struc-
néji izolovand singularita), jestlize existuje okoli U bodu w tak, Ze f je holomorfni na
mnoziné U \ {w}.

‘ LEKCE36-KRZ
singularni bod
izolovand
100 singularita

DEFINICE. Necht’ w je izolovand singularita funkce fa »_ a,(z—w)" je Laurentova = odsuanitelnd singu-

larita
v . . ., n=—00 pol
fada funkce f. Singularita ve w se nazyva podstatnd.
singularita
. L . o7 v P s jednoduchy pol
e odstranitelna, jestlize a,, = 0 pro v§echna zaporna n; D atdoveit
reziduum
e pol fadu £k (k € N), jestlize a_ # 0 a a,, = 0 pro vSechna n < —k; o pcaduova veta
/ . v v v / 7/ P /II]_k
e podstatnd, jestlize a,, # 0 pro nekonecné mnoho zapornych n; 5L e T8
Priklad
1 2 3 3115 6789
Misto ,,pdl fadu 1" se Fika Castéji jednoduchy pal. ourky
Cviceni
123456789
Uceni
123456789






VETA. Necht w je izolovany singuldrni bod funkce f.
1. V bodé€ w je odstranitelna singularita pravé kdyz lim f(z) € C.

Z—W

2. V bodé€ w je pol prave kdyz lim f(z) = oo.

Z—W

3. V bodé w je podstatna singularita pravé kdyz lim f(z) neexistuje.
Z—rw

\




VETA. Necht w je izolovany singuldrni bod funkce f.
1. V bodé€ w je odstranitelna singularita pravé kdyz lim f(z) € C.

Z—W

2. V bodé€ w je pol prave kdyz lim f(z) = oo.

Z—W

3. V bodé w je podstatna singularita pravé kdyz lim f(z) neexistuje.
Z—rw

\

VETA. (Pickard) Je-li w podstatnd singularita funkce f, pak na kazdém okoli bodu w
nabyva f vSech hodnot z C kromé nejvyse jedné.

=




REZIDUA




REZIDUA
\

Necht’ funkce f je holomorfni v mezikruzi M = {z;0 < |z — w| < R}, ma tam
400

Laurentiv rozvoj > a,(z — w)" a C je jednoduchd uzaviena kiivka lezici v M a

n=——0oo

obsahujici w ve svém vnitiku, pak

+00
jif(z) dz = n;m y, jé(z —w)" dz = 27ia_; .
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REZIDUA
\

Necht’ funkce f je holomorfni v mezikruzi M = {z;0 < |z — w| < R}, ma tam
+00

Laurentiv rozvoj > a,(z — w)" a C je jednoduchd uzaviena kiivka lezici v M a
n=——o00

obsahujici w ve svém vnitiku, pak

+00
%Jf(z) dz = n;w y, jé(z —w)" dz = 27ia_; .

\

DEFINICE. Necht' f je holomorfni v néjakém mezikruzi 0 < |z — w| < R. Koeficient
s indexem —1 v Laurentové rozvoji funkce f okolo w se nazyvéa reziduum funkce f v
bod¢ w a znadi se res ,, f.

-=p
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VETA. (Reziduovi véta) Necht' f je holomorfni na a uvnitt jednoduché uzaviené kiivky
C kromé kone¢né mnoha bodt wy, ..., wy leZicich uvnitt C. Pak plati

k
7{ f(z) dz = QWineswif.
e i=1




Z konstrukce rozvoje f v Laurentovu fadu je zndm vzorec

res , f = ZLm]{; f(z) dz,

kde C, je vhodn4 kruZnice okolo w.




VETA. (Pravidlo 1) Necht f m4 v bod& w pél fadu k. Pak

(F —1 1)! ;}ﬂlﬂ ((= = w)’ff(z))(k—n |

res , f =




VETA. (Pravidlo 1) Necht f ma v bod¢ w pdl fadu k. Pak

(F —1 1)! ;}EISU ((= = w)’ff(z))(k—n |

res, f =

\
VETA. (Pravidlo 2) Necht' f, g jsou holomorfni v bod& w a f(w) # 0. Je-li g(w) =
0,9'(w) # 0, pak
reswi = f/(w) :
g 9w




VETA. (Pravidlo 1) Necht f ma v bod¢ w pdl fadu k. Pak

1 .
res ., f = k=1 :}% ((z — w)’ff(z))(k iy
\
VETA. (Pravidlo 2) Necht' f, g jsou holomorfni v bod& w a f(w) # 0. Je-li g(w) =
0, g'(w) # 0, pak
reswi = f/(w) :
g 9w

\

VETA. (Pravidlo 3) Je-li h holomorfni ve w a ¢ ma jednoduchy pél ve w, pak res,,(gh) =
h(w)res,g.

=)




DEFINICE. Necht’ f je holomorfni v né¢jakém okoli nekone¢na. Definujeme

res,, [ = resy (;—21 (%)) .




DEFINICE. Necht f je holomorfni v néjakém okoli nekone¢na. Definujeme

_1.f 1

reSs [ = resy —
z z

Pak je napfiklad pro funkci
f(z) = 1/z soucet vSech
rezidui v komplexni roviné
nula. To nakonec plati pro
kazdou raciondlni funkci.
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VYPOCET INTEGRALU REALNYCH FUNKCI




VYPOCET INTEGRALU REALNYCH FUNKCI
'

( TYP L. Integral z raciondlni funkce. )

\




VYPOCET INTEGRALU REALNYCH FUNKCI
'

( TYP L. Integral z racionalni funkce. )

\

Necht’ h je redlnd funkce redlné proménné. Integral | j;o h(z) dx se nékdy da spocitat
nasledujicim zpiisobem.

\/
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VYPOCET INTEGRALU REALNYCH FUNKCI
'

( TYP L. Integral z racionalni funkce. )

\

Necht’ h je redlnd funkce redlné proménné. Integral | jozo h(z) dx se nékdy da spocitat
nasledujicim zpiisobem.

\/

Vezme se R > 0 a jednoduché uzaviend kiivka Cp, kterd lezi v jedné z polorovin
x > 0 nebo z < 0 (necht’ je to napr, prvni pfipad) a na ose x je totozna s useCkou
[— R, R] (Dpg bude cast Cg, lezici v oteviené horni poloroving). Mize se pozadovat, aby
min{|z|; 2 € Dr} s rostoucim R konvergovalo k oo (napf. se za Dy bere polokruznice
se sttedem v 0 a polomérem R).

\
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VYPOCET INTEGRALU REALNYCH FUNKCI
'

( TYP L. Integral z racionalni funkce. )

\

Necht’ h je redlnd funkce redlné proménné. Integral | jozo h(z) dx se nékdy da spocitat
nasledujicim zpiisobem.

\/

Vezme se R > 0 a jednoduché uzaviend kiivka Cp, kterd lezi v jedné z polorovin
x > 0 nebo z < 0 (necht’ je to napr, prvni pfipad) a na ose x je totozna s useCkou
[— R, R] (Dpg bude cast Cg, lezici v oteviené horni poloroving). Mize se pozadovat, aby
min{|z|; z € Dg} s rostoucim R konvergovalo k oo (napf. se za Dy bere polokruznice | pxcpis.crz
se sttedem v 0 a polomérem R). singuldrnf bod
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Pokud A je zizenim holomorfni funkce f na horni poloroviné, kterd tam ma jen ko-
necné mnoho singularit wy, .., w,, pak pro dostateCné velka R je

R k
/ h(z)dx =2mi Y resyf— [ fl(z)dz.
i=1 Dp

—R




Pokud h je zizenim holomorfni funkce f na horni poloroving, kterd tam m4 jen ko-
neCné mnoho singularit wy, .., w,, pak pro dostatecné velka R je

R k
/ h(z)dx = 2mi Z res ., [ — f(z) dz.
i=1

~R Dp

\
Odtud vyplyva, zZe

59 R—oo

+00 k
/ h(x) dx = 27i Zres w f — lim f(z) dz.
- i=1 Dp
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Pokud h je zizenim holomorfni funkce f na horni poloroving, kterd tam m4 jen ko-
necné mnoho singularit wy, .., w,, pak pro dostateCné velka R je

R k
/ h(z)dx = 2mi Z res ., [ — f(z) dz.
i=1

~R Dp

\
Odtud vyplyva, zZe

59 R—oo

+00 k
/ h(x) dx = 27i Zres w f — lim f(z) dz.
- i=1 Dp

‘ LEKCE36-KRZ
Neni nutné brat vSechna R > 0, staci neomezenou rostouci posloupnost R,,, pro kterou  singuldmi bod

izolovana
o », v s . singularita
je snadné spocitat lim,, [ by f(2) dz. odstonitelnd singu-
larita
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Pokud h je zizenim holomorfni funkce f na horni poloroving, kterd tam m4 jen ko-
neCné mnoho singularit wy, .., w,, pak pro dostatecné velka R je

R k
/ h(z)dx = 2mi Z res ., [ — f(z) dz.
i=1

~R Dp

\
Odtud vyplyva, zZe

+00 k
/ h(z)dx = 2mi Zres w f — lim f(z) dz.
- i=1 Dp

59 R—oo

‘ LEKCE36-KRZ
Neni nutné brat vSechna R > 0, staci neomezenou rostouci posloupnost R,,, pro kterou  singuldmi bod

izolovand
5 - v, . singularita
je snadné spocitat lim,, [ D, f(z) dz. odstonitelnd singu-
larita
pol
‘ podstatnd

. .. - . L . . o o . singularita
NejlepSim ptipadem je ten, kdy posledni limita je rovna 0. To nastane napf. pro nékteré jednoduchy pS]
o 7 s 1ckardova veta
racionalni funkce. reziduum
reziduova véta
STANDARDY
# Pozndmky
123456789
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VETA. (TYPL Integral z raciondlni funkce. ) Necht' P, () jsou polynomy stupiiti k£, n
resp., pficemz n — k > 1 a () nema redlné koreny. Potom pro raciondlni funkci f =

Ol

plati

+00

f( X—2W1Zreswf




Diikaz. Za Dy se vezme plilkruZnice z = Re'',t € [0, 7].

\




Diikaz. Za Dy se vezme plilkruZnice z = Re'',t € [0, 7].

\
Pro ditkaz limp o [5,, f(2) dz = 0 se odhadne

T it T Pk k
R/ P(Re‘t) dth/ RF|ag + ... + ag/ R"| "
o 1Q(Re") o R'by — ... —bo/R"|

1 /” ax, + ... + ag/ R¥| "
R Jo 1oy — . — by /R

f(z) dz
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Diikaz. Za Dy se vezme plilkruZnice z = Re'',t € [0, 7].

\
Pro ditkaz limp o [5,, f(2) dz = 0 se odhadne

T it T Pk k
R/ P(Re‘t) dth/ RF|ag + ... + ag/ R"| "
o 1Q(Re") o R'by — ... —bo/R"|

1 /” ax, + ... + ag/ R¥| "
R Jo 1oy — . — by /R

f(z) dz

\/

Jsou splnény podminky pro prechod k limit¢ R — +oo za integralem. Vysledkem
celé limity je O. &
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VETA. ( Jordanovo lemma. ) Necht p > 0, [, 3] C [0, 7] a funkce f je spojitd na
{ze€C:argz € |a,f],|z| > p} takova, ze

lim z)=0.
z—00, arg z€|a, ] f( )

Pak pro r > p, b > 0 akiivku p,.(t) = re’, t € [a, 8] je

lim f(z) e dz=0.
Pr

r—+00




VETA. ( Jordanovo lemma. ) Necht p > 0, |
{z e C:argz € |a,f],|z| > p} takova, Ze

a, B

f(z)=0.

lim
z—00, arg z€[a, ]

Pak pror > p, b > 0 akfivku o,.(t) =re’, t € [, 8] je

lim

/ f(z ) dz=0.
r—r—+00

0, 7] a funkce f je spojitd na

nice nemusi bejt cela.

Prosté pres nafukovanou po-
lokruznici jdou integrély z
f(2) e k nule, pokud to f
jde k nule. No a ta polokruz-
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Diikaz. Piejdeme k integraci pies ¢ a odhadujeme I = | [ f(re) e riet dt| <

r max<y, | f] faﬂ e trsint (¢,

\




Diikaz. Piejdeme k integraci pies ¢ a odhadujeme I = | [ f(re) e riet dt| <

r max<y, | f] faﬂ e trsint (¢,

\

Funkce sin je na [0, 7/2] konkavni, takZe tam je sin(t) > ct, kde ¢ = 2/.

\




Dukaz. Piejdeme k integraci pres ¢ a odhadujeme I := | | f Flret)erd rieit d¢| <
r max<y, | f] ff e trsint (¢,

\

Funkce sin je na [0, 7 /2| konkdvni, takZe tam je sin(t) > ct, kde ¢ = 2 /7.

\
Mémeff e—brsint dtéfoﬂ —brsint dt_2f77/2 —brsint dt<2fﬁ/2 —brct dt<2f+oo —brct dt
2

:brc'

\/
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Dukaz. Piejdeme k integraci pres ¢ a odhadujeme I := | | f Flret)erd rieit d¢| <
r max<y, | f] ff e trsint (¢,

\

Funkce sin je na [0, 7 /2| konkdvni, takZe tam je sin(t) > ct, kde ¢ = 2 /7.

\
Mémeff e—brsint dtéfoﬂ —brsint dt_2f77/2 —brsint dt<2fﬁ/2 —brct dt<2f+oo —brct dt
2

~ bree

\
Odtud I < 2 max., - |f| = 0. &
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VETA. ( TYPIL Integrél z raciondlni funkce vyndsobené cos nebo sin ) Necht' @) je
raciondlni funkce takovd, Ze nemd v R pél a pro z — oo je Q(z) = O(z7") (t.j. stupeii
jmenovatele alespoti o 1 v&tsi neZ stupeti Citatele). Pro b > 0 ozname f(z) = Q(2) €.
Pak
400

Q(z)cos(bxr) dz =R | 27i - Z res f

aeCT, Q(a)=00

- Q(x)sin(bz) do = | 27i - Z rgsf

- aeCt, Q(a)=00




Diikaz. Volime stejnou integracni cestu ¢, jako v diikazu u typu I, integrujeme ale funkci
f (nikoli funkci Q(z) cos bz nebo Q(z) sin bz).

Néco se musi prosté védét.

LEKCE36-KRZ
singularni bod
izolovana
singularita
odstranitelna singu-
larita
pol
podstatna
singularita
jednoduchy po6l
Pickardova véta
reziduum
reziduova véta
STANDARDY
Poznd
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Diikaz. Volime stejnou integracni cestu ¢, jako v diikazu u typu I, integrujeme ale funkci
f (nikoli funkci Q(z) cos bz nebo Q(z) sin bz).

Néco se musi prosté védét.

\
Podle reziduové véty je [ f + Jo £=2m0 37 et O(ay=o0 TS0 f -

\
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Diikaz. Volime stejnou integracni cestu ¢, jako v diikazu u typu I, integrujeme ale funkci
f (nikoli funkci Q(z) cos bz nebo Q(z) sin bz).

Néco se musi prosté védét.

\
Podle reziduové véty je [ f + Jo £=2m0 37 et O(ay=o0 TS0 f -

‘ LEKCE36-KRZ
Pro » — +o00 je limita druhého integralu rovna nule (Jordanovo lemma), limita pry-  singuldmi bod

izolovana
. 2 . +00 .. singularita
niho integralu je [ o Q(x)(cosbr +isinbr) dx. O | odstianitelnd singu-
larita
pol
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singularita
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Integruje-li se funkce na intervalu (0, +00), da se prejit k sudé funkci na intervalu
(—00, +00) a pouzit predchozi postup.

\




Integruje-li se funkce na intervalu (0, +00), da se prejit k sudé funkci na intervalu
(—00, +00) a pouzit predchozi postup.

\

Nékdy je nutné se vyhnout bodu 0, napt. u funkce sin x/z — viz Priklady.




( TYP III. Integral z racionalni v sinu a kosinu. )

\




( TYP III. Integral z raciondlni v sinu a kosinu. )

\

Prechodem ke kiivkovému integralu se daji spocitat 1 nékteré integraly goniometric-
kych funkci pfes omezené intervaly. Jako priklad 1ze vzit

/2” dx
0 3+sinx
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( TYP III. Integral z raciondlni v sinu a kosinu. )

\

Prechodem ke kiivkovému integralu se daji spocitat 1 nékteré integraly goniometric-

kych funkci pfes omezené intervaly. Jako priklad 1ze vzit
/27T dx
0 3+sinx
\

Staci zvolit z = €', ¢imZ se z uvedeného integralu stane integral

/ 2 dz
le 22 I 6IZ —1 7

ktery se jiz spocCte pomoci reziduové veéty.
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VETA. ( TYP III Integrdl z racionélni funkce v sinech a kosinech. Necht Q(a,b) je
raciondlni funkce dvou (komplexnich) proménnych takovd, Ze pro a,b € R, a®> + b* =1
v ni nedélime nulou. Pak funkce

z24+1/z z—1/z\ ,,.
T(z) =
@=L ) 6
jedné komplexni proménné z je racionalni, nemé pdly na jednotkové kruznici a plati

2m
Q(cost,sint) dt = 2mi - Z rSsT.

L la|<1,T(a)=00




VETA. ( TYP III Integrdl z racionélni funkce v sinech a kosinech. Necht Q(a,b) je
raciondlni funkce dvou (komplexnich) proménnych takovd, Ze pro a,b € R, a®> + b* =1
v ni nedélime nulou. Pak funkce

z24+1/z z—1/z\ ,,.
T(z) =
@=L ) 6
jedné komplexni proménné z je racionalni, nemé pdly na jednotkové kruznici a plati

2w
Q(cost,sint) dt = 2mi - Z rSsT.

L la|<1,T(a)=00

V

Diikaz. Pro o(t) = ", t € [0, 2] uvazujeme kiivkovy integrdl [ T'(z) d.

\




VETA. ( TYP III Integrdl z racionélni funkce v sinech a kosinech. Necht Q(a,b) je
raciondlni funkce dvou (komplexnich) proménnych takov4, Ze pro a,b € R, a® + b* = 1
v ni nedélime nulou. Pak funkce

z24+1/z z—1/z

1) = Q( 55 2 )

jedné komplexni proménné z je racionalni, nemé pdly na jednotkové kruznici a plati

2w
Q(cost,sint) dt = 2mi - Z rssT.

L la|<1,T(a)=00

V

Diikaz. Pro o(t) = ", t € [0, 2] uvazujeme kiivkovy integrdl [ T'(z) d.

\

Pouziti reziduové véty ndm d4 pravou stranu rovnosti, zatimco integrace pres redlny
parametr ¢ (podle definice kfivkového integralu) da levou stranu. <&




POZNAMKY




POZNAMKY

\

VETA. Necht f md jednoduchy pél v zy, necht’ ¢, (t) = zy + re' pro t € [ty, to + al.
Pak

lim | f(2) dz=a i res,f.




POZNAMKY
'

VETA. Necht f mi jednoduchy pél v zy, necht’ or(t) = 29+ re’’ pro t € [ty, to + a.

Pak
lim/ f(z) dz=a-i-res,f.
r—0 or '

Prosté jednoduché poly jde

obchézet libovolne blizko a
dostaneme prislusSny kousek

rezidua.
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POZNAMKY
'

VETA. Necht f ma jednoduchy pél v zy, necht’ ¢, (t) = 2o + re' prot € [ty,ty + al.
Pak

r—0

lim/ f(2) dz=a-i-res,f.
Pr

LEKCE36-KRZ
v e Ve s . 1 larni bod
Prosté jednoduché pdly jde S

obchézet libovolne blizko a singularita
dostaneme prlslusny kousek odstranitelnd singu-

4 larita
rezidua. pol
podstatna
singularita
jednoduchy po6l
Pickardova véta
‘ reziduum

o ,V . v . . P . v . e, reziduova véta

Dukaz. NapiSeme si Laurentovu fadu a integrujeme prvni Clen vypoctem, zbyvajici stanpARDY

Cleny déavaji holomorfni funkci, ktera je spojita a integraly z ni jdou k nule. & Pomamky
Ptiklady
123456789
Otéazky

mp 123456789

Cviceni
123456789
Uceni
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Rozsireni Gama funkce na komplexni cisla.

\




RozSireni Gama funkce na komplexni ¢isla.

\

Podle definice je I'(x) = [~ t" 'e™" d¢ pro z > 0. Dejte nyni za « komplexni &islo z,
pouzijte pro obecnou mocninu jeji hlavni vétev a zjistite, ze fooo t*~le~! dt konverguje,
jakmile %(z) > 0. V této poloroving je holomorfni (derivace za integralem).

\
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RozSireni Gama funkce na komplexni ¢isla.

\

Podle definice je I'(x) = [~ t" 'e™" d¢ pro z > 0. Dejte nyni za « komplexni &islo z,
pouzijte pro obecnou mocninu jeji hlavni vétev a zjistite, ze fOOO t*~le~! dt konverguje,
jakmile %(z) > 0. V této poloroving je holomorfni (derivace za integralem).

\

Podle vztahu I'(z) = I'(z+1)/ z se rozsifi definice Gama funkce na celou rovinu kromé

bodii 0, —1, —2, —3, .... Tato rozsitend funkce je holomorfni, v bodech 0, —1, —2, —3, ...
jsou jednoduché pély ares_,['(z) = % (ovérte).
-
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¢ funkce.
\




¢ funkce.
\

V predchozi kapitole v PFikladech 1 bylo ukazano, Ze fada >~ n~* konverguje ab-
solutné a lokalné stejnomérné pro £z > 1 a diverguje pro Rz < 0. Pro Kz > 1 je tedy
funkce ((z) = > -, n~* holomorfni.

\/
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¢ funkce.
\

V predchozi kapitole v PFikladech 1 bylo ukazano, Ze fada >~ n~* konverguje ab-
solutné a lokalné stejnomérné pro £z > 1 a diverguje pro Rz < 0. Pro Kz > 1 je tedy
funkce ((z) = > -, n~* holomorfni.

\/

¢ 1ze rozsitit na holomorfni funkci vSude kromé bodu 1, kde ma jednoduchy pdl s
reziduem 1, v bodech —2, —4, —6, ... jsou jednoduché nulové hodnoty. Ddle mé ¢ neko-
nec¢né mnoho nulovych hodnot v pasu 0 < R(z) < 1 (Riemannova hypotéze tvrdi, Ze
tyto nulové hodnoty vSechny lezi na piimce R(z) = 1/2).

\
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¢ funkce.
\

V predchozi kapitole v PFikladech 1 bylo ukazano, Ze fada >~ n~* konverguje ab-
solutné a lokalné stejnomérné pro £z > 1 a diverguje pro Rz < 0. Pro Kz > 1 je tedy
funkce ((z) = > -, n~* holomorfni.

\/

¢ 1ze rozsitit na holomorfni funkci vSude kromé bodu 1, kde ma jednoduchy pdl s
reziduem 1, v bodech —2, —4, —6, ... jsou jednoduché nulové hodnoty. Ddle mé ¢ neko-
nec¢né mnoho nulovych hodnot v pasu 0 < R(z) < 1 (Riemannova hypotéze tvrdi, Ze
tyto nulové hodnoty vSechny lezi na piimce R(z) = 1/2).

\

Existuje zajimava souvislost ¢ funkce s prvocisly:
LEKCE36-KRZ
1 singularni bod
L o0 izolovana
C(Z) — tin=17 ‘> singularita
1 — i < odstranitelnd singu-
larita
. / v 7/ / 61
kde p,, je n-té prvocislo. Rovnost plati pro f(z) > 1. D cstaimd
singularita
jednoduchy po6l

Pickardova véta
* reziduum

reziduova véta
STANDARDY
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PRIKLADY

m .
S1N
dx.
0 2

Pouzijte kivku C sloZenou z intervali [— R, —1/R), [1/R, R] apilkruznic z = Re", t €
0,7)az=¢"/R,t € [0, 7) - tato posledni plilkruZnice opa¢né orientovand.

\

\

Priklad. Spoctéte integral
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U nuly se dostane minus ptl
rezidua. To se u jednodu-
chého polu smi, jinde ne!!!
Zkusil jsem.
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Priklad. Spoctéte

/27? dx
o 1—2asinz + a?

pro0 <a < 1.




Priklad. Spocitejte rezidua pro nasledujici funkci:

f(z) = z-DE+ 12




Priklad. Spocitejte rezidua pro nésledujici funkci:

f(z) = z-DE+ 12

V

Reseni. Z predpisu funkce je vidét, Ze f md singularity v bodech 1 a -1. A sice v bodg
1 je pél fadu 1 a v bod€ -1 je pdl fadu 2.

\




Priklad. Spocitejte rezidua pro nasledujici funkci:

f(z) =

(z=1)(z+1)*

\

Z predpisu funkce je vidét, Ze f ma singularity v bodech 1 a-1. A sice v bodé

I je pol fadu 1 a v bod€ -1 je pol fadu 2.
\

Hodnotu rezidua v bod¢ 1 spocitame podle vzorce
res, f = ll_}l’l}(z — 1) f(2),
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Priklad. Spocitejte rezidua pro nasledujici funkci:

f(z) =

z—D(z+ 12

\

Z predpisu funkce je vidét, Ze f ma singularity v bodech 1 a-1. A sice v bodé
I je pol fadu 1 a v bod€ -1 je pol fadu 2.

\

Hodnotu rezidua v bod¢ 1 spocitame podle vzorce
res, f = ll_}l’l}(z — 1) f(2),

‘ LEKCE36-KRZ
G P singularni bod
COoZ jJ€ po dosazeni izolovand
singularita
> odstranitelnd singu-

. 1 larita
res1f = lim(z — 1) =-. pol
— 2 )
=1 le=tleElE podan,
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Priklad. Spocitejte rezidua pro nasledujici funkci:

\

f(z) =

Z

I je pol fadu 1 a v bod€ -1 je pol fadu 2.

\

z—D(z+ 12

Z predpisu funkce je vidét, Ze f ma singularity v bodech 1 a-1. A sice v bodé

Hodnotu rezidua v bod¢ 1 spocitame podle vzorce
res, f = ll_}l’l}(z — 1) f(2),

\

coZz je po dosazeni

\

res1f = lim(z — 1)
z—1

Z

=1

(

1
z+1)2 4

Hodnotu rezidua v bodé -1 spocitame podle vzorce

res _1f = lim

z——1

1 dk’—l

(k —1)! dz+1

((z + 1)kf(z)) :
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Priklad. Spocitejte rezidua pro nasledujici funkci:

\

f(z) =

Z

I je pol fadu 1 a v bod€ -1 je pol fadu 2.

\

z—D(z+ 12

Z predpisu funkce je vidét, Ze f ma singularity v bodech 1 a-1. A sice v bodé

Hodnotu rezidua v bod¢ 1 spocitame podle vzorce
res, f = ll_}l’l}(z — 1) f(2),

\

coZz je po dosazeni

\

res1f = lim(z — 1)
z—1

Z

=1

(

1
z+1)2 4

Hodnotu rezidua v bodé -1 spocitame podle vzorce

res _1f = lim

z——1

1 dk—l

(k—1)! dz+1

((z + 1)kf(z)) :
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Tedy,

res _1f =

o1
AT ds

((z +1)?

(z — 1)?2 4 1)2)




Priklad. Vypocitejte integral

/ dz
g01+z4’

kde ¢ je zaporné orientovand kruznice {z € C: |z — 1| = 1}.

\




Priklad. Vypocitejte integrél
/ dz
o1+ 24
kde ¢ je zaporné orientovand kruznice {z € C: |z — 1| = 1}.

\

K vypoctu integralu pouzijeme reziduovou vétu. Funkce

f(2) = — :

R (2 — 21)(2 — 29)(2 — 23)(2 — 24)

ma singularity v bodech

7T+, . T

Z = COS — ZSIH—,

! A A
37T+, 3w

29 = €coS— +¢sin —,

2 4 4
57T+, Y

Z2 = COS — 7 S11 —

3 4 47
77T+, Gy

Z, = COS — ZSIH—,

! 4 4

coZ jsou poly prvniho radu.

\
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Priklad. Vypocitejte integrél
/ dz
o1+ 24
kde ¢ je zaporné orientovand kruznice {z € C: |z — 1| = 1}.

\

K vypoctu integralu pouzijeme reziduovou vétu. Funkce

f(2) = — :

R (2 — 21)(2 — 29)(2 — 23)(2 — 24)

ma singularity v bodech

7T+, . T
Z = COS — ZSIH—,
! A A
37T+, 3w
29 = €coS— +¢sin —,
2 4 4
57T+, Y
Z2 = COS — 7 S11 —
3 4 47
77T+, Gy
Z4y = €coS— +¢sin —,
! 4 4

coZ jsou poly prvniho radu.

\

Zajimaji nés ale pouze body z1, 24, protoZe pouze ty leZi ve vnititku ¢. Rezidua v téchto

LEKCE36-KRZ
singularni bod
izolovand
singularita

odstranitelnd singu-

larita
pol
podstatna
singularita
jednoduchy po6l
Pickardova véta
reziduum
reziduova véta
STANDARDY
Poznamky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



polech maji hodnoty

. | 1
B PR T T E R NIV

;- 1 =144
T ) m—m)a—a) 48




polech maji hodnoty

. | 1
B PR T T E R NIV

s f — 1 =1+
Sl T i) (- —a) 42

\

Podle reziduové véty je proto integral roven

= —2mi (res ., f +res,, f) = —2mi

/ dz —2_7m’
o 1+ 24 4/2 V2




polech maji hodnoty

\

Podle reziduové véty je proto integral roven

dz
1+ 24

/

res ,, f

res ,, f

B 1 =l =u
B (Zl—Z2>(21;Z3)(Z1—Z4) B 4\/5 ’

—1 -+

(24 — 22)(24 — 23)(24 — 21)

= —2mi (res,, f +res,, f) = —2m

—2 B e
442 V2

entaci kiivky .

VSimnéte si znaménka mi-
nus pii pouZiti reziduové
véty. To je kviili zdporné ori-
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Priklad. Spocitejte integral

27
/ cos 360 0.
o o—4cosb




Priklad. Spocitejte integral

27
/ cos 36 0.
o o—4cosb
 /

Reseni. Provedeme substituci z = €, po niZz bude

e e
cosd) = ——,
2 2

cos = dz =12 d6.




Priklad. Spocitejte integral

2T cos 36
dé.
/0 5 —4cosf

Provedeme substituci z = ¢, po niZ bude

z+ 271 234 273
— cos 30 =

: - — dz =iz db.
2 2

cos ) =

\

Dostaneme tak

2T cos 30 232—23 dz 1 294 1l
d@ = -1 - — NS 3 dZ?
o H—4cosd o5 — 42— iz 2t Jo 2322 — 1)(2 — 2)

kde C' je kladné€ orientovand jednotkova kruZnice se stfedem v pocatku.

\/
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Priklad. Spocitejte integral

2T cos 36
dé.
/0 5 —4cosf

Provedeme substituci z = ¢, po niZ bude

z+ 271 234 273
— cos 30 =

: _ dz =1z df.
2 2

cos ) =

\

Dostaneme tak

2T cos 30 232—23 dz 1 294 1l
d9 = -1 - — NS 3 dZ?
o H—4cosd o5 — 42— iz 2t Jo 2322 — 1)(2 — 2)

kde C' je kladné€ orientovand jednotkova kruZnice se stfedem v pocatku.

\/

Integrand ma ve vnitiku této kruznice dvé singularity: pdl 3. fadu v 0 a jednoduchy
pol v 1/2.

\/
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Priklad. Spocitejte integral
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Dostaneme tak

2T cos 30 232—23 dz 1 294 1l
d9 = -1 - — NS 3 dZ?
o H—4cosd o5 — 42— iz 2t Jo 2322 — 1)(2 — 2)

kde C' je kladné€ orientovand jednotkova kruZnice se stfedem v pocatku.

\/

Integrand ma ve vnitiku této kruznice dvé singularity: pdl 3. fadu v 0 a jednoduchy
pol v 1/2.

\/
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Rezidua v téchto bodech maji hodnoty

PR 1 & 2BRC+1) 21
res = l11m — = —
0 =021 dz223(22 — 1)(z —2) 8’

(2 —=1/2)(25+1) 65
— _ 2
syl = A e —1)(e—2) 2




Rezidua v téchto bodech maji hodnoty

PR 1 & 2BRC+1) 21
res = l11m — = —
0 =021 dz223(22 — 1)(z —2) 8’

(2 —=1/2)(25+1) 65
— _ 2
syl = A e —1)(e—2) 2

\
A hledany integral je:
1 20+ 1 d 12 (21 65 s
—— 20— — 2@ — = —
2t Jo 23(22 — 1)(z — 2) 21 8 24 12




Priklad. Spocitejte integral

/ dz
C R 10 + ].7
kde C je kladné orientovand kruZnice se stredem v nule a polomérem 2.

\




Priklad. Spocitejte integral

dz
C Zlo ain 17
kde C' je kladné orientovand kruZnice se stfedem v nule a polomérem 2.

\

Integrand ma deset singularit na obvodu jednotkové kruznice, které samo-
zfejmé leZi ve vnittku kruZnice C'. Kdybychom chtéli integral pocitat jako v predchozich
prikladech pomoci reziduové véty, museli bychom spocitat hodnoty rezidui ve vSech
téchto bodech, coz by bylo ponékud pracné.

\
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Priklad. Spocitejte integral

dz
C 210 ain 17
kde C' je kladné orientovand kruZnice se stfedem v nule a polomérem 2.

\

Integrand ma deset singularit na obvodu jednotkové kruznice, které samo-
zfejmé leZi ve vnittku kruZnice C'. Kdybychom chtéli integral pocitat jako v predchozich
prikladech pomoci reziduové véty, museli bychom spocitat hodnoty rezidui ve vSech
téchto bodech, coz by bylo ponékud pracné.

\

Uvédomime si ale, Ze nepotiebujeme znat jednotliva rezidua, nybrz jejich soucet, ktery
je (az na znaménko) roven hodnoté rezidua v nekonecnu.
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Priklad. Spocitejte integral

dz
C 210 ain 17
kde C' je kladné orientovand kruZnice se stfedem v nule a polomérem 2.
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Integrand ma deset singularit na obvodu jednotkové kruznice, které samo-
zfejmé leZi ve vnittku kruZnice C'. Kdybychom chtéli integral pocitat jako v predchozich
prikladech pomoci reziduové véty, museli bychom spocitat hodnoty rezidui ve vSech
téchto bodech, coz by bylo ponékud pracné.
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Uvédomime si ale, Ze nepotiebujeme znat jednotliva rezidua, nybrz jejich soucet, ktery
je (az na znaménko) roven hodnoté rezidua v nekonecnu.
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Priklad. Spocitejte integral

dz
C 210 —F 17
kde C' je kladné orientovand kruZnice se stfedem v nule a polomérem 2.

\

Integrand ma deset singularit na obvodu jednotkové kruznice, které samo-
zfejmé leZi ve vnittku kruZnice C'. Kdybychom chtéli integral pocitat jako v predchozich
prikladech pomoci reziduové véty, museli bychom spocitat hodnoty rezidui ve vSech
téchto bodech, coz by bylo ponékud pracné.

\

Uvédomime si ale, Ze nepotiebujeme znat jednotliva rezidua, nybrz jejich soucet, ktery
je (az na znaménko) roven hodnoté rezidua v nekonecnu.
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