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INTEGRACE KOMPLEXNI FUNKCE

Komplexni integrace je do
urCité miry vrchol klasické
analyzy.
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INTEGRACE KOMPLEXNI FUNKCE

Komplexni integrace je do
urCité miry vrchol klasické
analyzy.

Jadrem komplexni integrace
je Cauchyova véta, coz je
komplexni forma zikonu
zachovani, v podstaté jde o
zékladni véty analyzy.
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KRIVKOVY INTEGRAL




KRIVKOVY INTEGRAL
'

Na konci kapitoly o derivaci je uvedena souvislost existence derivace s potencialnim
polem. Existuje dal$i charakterizace potencidlného pole, kterd nebyla v kapitole o deri-
vaci vyuZita, a to je souvislost s kfivkovym integralem — jeho nezavislost na ceste.
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KRIVKOVY INTEGRAL
'

Na konci kapitoly o derivaci je uvedena souvislost existence derivace s potencialnim
polem. Existuje dal$i charakterizace potencidlného pole, kterd nebyla v kapitole o deri-
vaci vyuZita, a to je souvislost s kfivkovym integralem — jeho nezavislost na ceste.

\/

Co da prevedeni této cha-
rakterizace do komplexnich
funkci komplexniho oboru?
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Pokud nebude uvedeno jinak, uzaviena krivka je orientovana kladné.

\




Pokud nebude uvedeno jinak, uzaviena kiivka je orientovana kladné.

\

Nejdrive je nutné vysvétlit, jak bude vypadat odpovidajici kiivkovy integral.

\/
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Pokud nebude uvedeno jinak, uzaviena kiivka je orientovana kladné.

\

Nejdrive je nutné vysvétlit, jak bude vypadat odpovidajici kiivkovy integral.

\

Necht' f je funkce na oteviené mnoziné (. Pole ji odpovidajici je komplexni pole
(f,if). Potiebuje se vyjadfit kiivkovy integral 2.druhu tohoto pole po kiivce C' v G
vyjadfené parametricky funkci ¢ = (p, ) : |a, b] — G:

=)
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(f1<33,’y) + 1f2<$7y)) dz + (lfl(xvy)

(f1le(t), (1) (t)
(falp(®), (1) () + frleo(t), ()9 (1)) dt
(fl( (t),%(@)) +if2(p(t), (1)) (t) dt +

— fale(®), v (@)Y (2)) dt +

(f1< (£), (1)) +ifalet), ¥(t))ie/(t) d

+ig(t dt/f

T f2($, y)) dy

J.
fjfl(x,y) de — fo(x,y) dy+i/0f2(gg,y) dz + fi(z,y) dy
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DEFINICE. Integraly v predchozi rovnosti se znaci

/C £(2) da

a nazyvaji se integrél funkce f po ktivce C' nebo, pokud kiivka neni podstatnd, kiivkovy
integrél funkce f.

\




DEFINICE. Integrély v pfedchozi rovnosti se znaci

/O f(2) dz

a nazyvaji se integrdl funkce f po kfivce C' nebo, pokud kfivka neni podstatnd, kiivkovy
integral funkce f.

\
Tedy

[ 16 e = [ ree)e .
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DEFINICE. Integrély v pfedchozi rovnosti se znaci

/C f(2) dz

a nazyvaji se integrdl funkce f po kfivce C' nebo, pokud kfivka neni podstatnd, kiivkovy

integral funkce f.

\
Tedy

lLﬂdwzlf@wﬁﬁMt
'

Pripomerite si, Ze kfivkovy integral prvniho druhu funkce f po téze kiivce je roven

b b
/f@:/fwww@ww%wwwwazff@wmwww.
C a a
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Samotny vypocet kiivkového integralu je podle vzorecku typu kucharka

b
/C f(2) dz = / F(@E)P (1) di

snadny.




Samotny vypocet kiivkového integrdlu je podle vzorecCku typu kucharka

16 = [ reme o
snadny.

\

Klasicka zaleZitost bude nazavislost tohoto integrdlu na zvolené parametrizaci dané
kfivky.

\

LEKCE34-KIN
integral po kiivce
vlastnosti integralu
primitivni funkce
Cauchyova véta
obecna Cauchyova
véta
Cauchyuv vzorec
Liouvillova véta
zakladni véta alge-
bry
STANDARDY
Poznamky

Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



Samotny vypocet kiivkového integrdlu je podle vzorecCku typu kucharka

/C f(2) dz = / F(O)P (1) di
snadny.

\

Klasicka zaleZitost bude nazavislost tohoto integrdlu na zvolené parametrizaci dané
kfivky.

\

Po cCase zjistime, Ze Casto
(pro uzaviené krivky na jed-

noduse souvisle oblasti, kde O

je f holomorfni) dostaneme inegril po kiivee
- vlastnosti integrdlu

VYSIGdek O primitivn{ funkceg
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Jinymi slovy, naSli jsme jiné
jméno pro 0.




Jinymi slovy, naSli jsme jiné
jméno pro 0

Ale to jméno je krasné.

LEKCE34-KIN
integral po kiivce
vlastnosti integralu
primitivni funkce
Cauchyova véta
obecnd Cauchyova
véta
Cauchyiv vzorec
Liouvillova véta
zakladni véta alge-
bry
STANDARDY
Poznd
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Protoze definice [, f(z) dz je vlastn& znamy kiivkovy integrdl 2.druhu, je snadné
prepsat pro tento specidlni pripad jeho vlastnosti:

\

LEKCE34-KIN
integral po kiivce
vlastnosti integralu
primitivni funkce
Cauchyova véta
obecnd Cauchyova
véta
Cauchyiv vzorec
Liouvillova véta
zakladni véta alge-
bry
STANDARDY
Poznamky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Protoze definice [ f o f(2) dz je vlastn€ zndmy kiivkovy integrdl 2.druhu, je snadné
prepsat pro tento specnalm prlpad jeho vlastnosti:

\

VETA. Necht f, g jsou funkce definované na prisluSnych orientovanych kfivkach C', C1,

Nésledujici 3 rovnosti plati, jakmile maji smysl pravé strany. Ctvrta vlastnost plati,
jakmile ma smysl leva strana.

1. fo(ozf( + Bg(z)) dz = O‘fc dz+ﬁfo dz;
2. f01+02 ) dz = fc dz+fc ) dz;

3. [ of(z) dz = — [, £(
4.1 Jo f(z) dz) < [ 1f(2 | ds < L(C) max.cc | f(2)], kde L(C') je délka kiivky C.

=)




Dukaz. Posledni vlastnost l1ze ukdzat ndsledovné. Necht f C )dz = re'®. Potom
r = |/, f(z) dz| a souCasné r = f() —ia f(2) dz. Posledni Vyraz je tedy nezaporné

redlné c1slo takze integral z imaginarni slozky funkce e'“f(z) je roven 0. Proto je
r= [, R(ef(z)) dz a pro redlné funkce lze uplatnit odhad

r < / RS d < [l s dz = [ IFE)] de < HOmaxl /).
&

-
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PRIMITIVNI FUNKCE




PRIMITIVNI FUNKCE
'

Bude potieba z teorie pole prevést jesté jeden pojem, a to pojem potencidlni funkce.

\




PRIMITIVNI FUNKCE
'

Bude potieba z teorie pole prevést jesté jeden pojem, a to pojem potencidlni funkce.

\

Dostane se pojem primitivni funkce, ktery je sice dostateCné jasny, ale je 1€pe ho
definovat i1 pro komplexni obor.

\
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PRIMITIVNI FUNKCE
'

Bude potieba z teorie pole prevést jesté jeden pojem, a to pojem potencidlni funkce.

\

Dostane se pojem primitivni funkce, ktery je sice dostateCné jasny, ale je 1€pe ho
definovat i1 pro komplexni obor.

\

DEFINICE. Funkce F'se nazyva primitivni k funkci f na oteviené mnoZiné G, jestliZze
pro kazdé z € G plati F'(z) = f(2).

—p
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VETA. Necht na oblasti U m4 funkce f derivaci f’. Pak plati

/ F(2) dz= £(8) - f(a)

pro libovolnou kiivku ¢ jdouci z bodu o do bodu S.

\




VETA. Necht na oblasti U m4 funkce f derivaci f’. Pak plati

/ F(2) dz= £(8) - f(a)

pro libovolnou kfivku ¢ jdouci z bodu a do bodu £.

Dukaz.

b b
[ 16 @ = [ rewwo ¢= [ S uen) -

\




VETA. Necht na oblasti U m4 funkce f derivaci f’. Pak plati

/ F(z) dz = £(8) — f(a)

pro libovolnou kfivku ¢ jdouci z bodu oo do bodu £.

¥
Dukaz.

f'(z) dz =

(V2) a

b b
o)) dt / 4 o) dt=

To je komplexni verze za-
kladni véty analyzy.
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Nyni je jiZ mozné uvést druhou Cast charakterizace vektorového pole. Protoze vnitrky
uzavienych ktivek leZicich v G musi také patfit do G, je nutné predpokladat, ze G je
jednoduse souvisla.

\




Nyni je jiZ mozné uvést druhou Cast charakterizace vektorového pole. Protoze vnitrky
uzavienych ktivek leZicich v G musi také patfit do G, je nutné predpokladat, ze G je
jednoduse souvisla.

\

VETA. Nisledujici podminky jsou ekvivalentni pro funkci f majici spojité parcidlni
derivace 1.fddu svych sloZek na jednoduse souvislé oblasti G

1. f je holomorfni na G}

2. integrdly z f po kfivkach lezicich v G nezdvisi na cesté (tj. z4visi jen na pocateCnim
a koncovém bodé krivky);

3. kazdy integrdl z f po jednoduché uzaviené kiivce v GG je nulovy;
4. f ma na G primitivni funkci F'.




Diikaz. Ekvivalence prvnich tfi podminek plyne z charakterizace holomorfnich funkci
pomoci potencidlniho vektorového pole (f,if) a z charakterizace potencidlniho vek-
torového pole pomoci kiivkového integrdlu (vzhledem k predchozi definici integralu
funkce).

\




Diikaz. Ekvivalence prvnich tii podminek plyne z charakterizace holomorfnich funkci

pomoci potencidlniho vektorového pole (f,if) a z charakterizace potencialniho vek-

torového pole pomoci kfivkového integrdlu (vzhledem k predchozi definici integralu
funkce).

\
Necht’ nyni mé f na GG primitivni funkci F'. Z rovnosti

OF 1 oF 2 OF 2 OF 1
ox oy ox Jy

se derivovanim snadno zjisti, Ze f spliiuje Cauchyovy—Riemannovy podminky; protoze
ma spojité parcidlni derivace, je holomorfni.

\
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Diikaz. Ekvivalence prvnich tii podminek plyne z charakterizace holomorfnich funkci

pomoci potencidlniho vektorového pole (f,if) a z charakterizace potencialniho vek-

torového pole pomoci kfivkového integrdlu (vzhledem k predchozi definici integralu
funkce).

\/

Necht’ nyni mé f na GG primitivni funkci F'. Z rovnosti
OF 1 oF 2 OF 2 OF 1
Ox oy Ox dy

se derivovanim snadno zjisti, Ze f spliiuje Cauchyovy—Riemannovy podminky; protoze
ma spojité parcidlni derivace, je holomorfni.

\

Tim je dokazana implikace 4 — 1 a zbyva dokazat opaCnou implikaci.

\/
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Diikaz. Ekvivalence prvnich tif podminek plyne z charakterizace holomorfnich funkeci
pomoci potencidlniho vektorového pole (f,if) a z charakterizace potencialniho vek-

torového pole pomoci kfivkového integrdlu (vzhledem k predchozi definici integralu
funkce).

\

Necht’ nyni mé f na GG primitivni funkci F'. Z rovnosti
OF 1 oF 2 OF 2 OF 1
ox oy ox Jy

se derivovanim snadno zjisti, Ze f spliiuje Cauchyovy—Riemannovy podminky; protoze
ma spojité parcidlni derivace, je holomorfni.

\

Tim je dokazana implikace 4 — 1 a zbyva dokazat opaCnou implikaci.

‘ LEKCE34-KIN
integral po kiivce

Necht’ tedy jsou splnény prvni tfi podminky. Podle charakterizace potencialniho pole = Viastnosti integrdlu

primitivni funkce

ma (f,if) gradient F', tj. F' ma spojité parcialni derivace a plati %—f = f, %—5 = fi. KdyZ |Cauchyovavéta

obecnd Cauchyova

se rozepisi tyto rovnosti po slozkach, dostane se veta
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Predchozi tvrzeni obsahuje

neskuteCné mnoho uzitec-
nych informaci. Napriklad
holomorfni funkce dostala
primitivni funkci a poci-
tani kiivkového integralu
pomoci primitivni funkce to
celé korunovalo. O.K.?
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Predchozi tvrzeni obsahuje

neskuteCné mnoho uZzitec-
nych informaci. Napfiklad
holomorfni funkce dostala
primitivni funkci a poci-
tani kiivkového integralu
pomoci primitivni funkce to
celé korunovalo. O.K.?

Je to tak. Coz nejsnaze zjis-
time tak, jak jsme to pravé
zjistili.
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Predchozi tvrzeni obsahuje

neskuteCné mnoho uZzitec-
nych informaci. Napfiklad
holomorfni funkce dostala
primitivni funkci a poci-
tani kiivkového integralu
pomoci primitivni funkce to
celé korunovalo. O.K.?

Je to tak. Coz nejsnaze zjis-
time tak, jak jsme to pravé
zjistili.
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Ani sam nevim, kde lezi ja-
dro pudla, a ani co jadro
pudla znamena.
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Ted” tomu jeSté dame nc-
jaké priléhavé jméno a bude
to. Navrhuji nazyvat to Cau-
chyova véta.
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CAUCHYOVA VETA




CAUCHYOVA VETA
'

Predchozi vétu preformulujeme. Je to velmi diilezité tvrzeni a proto bude zformulo-
vano znovu za obecnych predpokladi:

\




CAUCHYOVA VETA
'

Predchozi vétu preformulujeme. Je to velmi diilezité tvrzeni a proto bude zformulo-
vano znovu za obecnych predpokladi:

\

VETA. (Cauchy) Necht' f je holomorfni na jednoduché uzaviené kiivce C' a na jejim
vnitiku. Potom je [, f(z) dz = 0.

\




CAUCHYOVA VETA
'

Predchozi vétu preformulujeme. Je to velmi diilezité tvrzeni a proto bude zformulo-

vano znovu za obecnych predpokladii:

\/

VETA. (Cauchy) Necht' f je holomorfni na jednoduché uzaviené kiivce C' a na jejim

vnitiku. Potom je [ f(z) dz = 0.

\/

KdyZ jsem jeSté nemél kou-
zelnickou hilku, pouzival
jsem misto ni uspésné tuto
Cauchyovu vétu.
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integral po kiivce
vlastnosti integrdlu
primitivni funkce
Cauchyova véta
obecnd Cauchyova
véta
Cauchyiv vzorec
Liouvillova véta
zakladni véta alge-
bry
STANDARDY
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Poznamenejme (jak jiz bylo zminéno v Pozndmkdch 2), je mozné dokéazat Greenovu
vétu bez predpokladu spojitosti pouzitych parcidlnich derivaci, nebo je mozné dokazat
pfimo, ze v implikaci (1) — (3) nen{ tato spojitost potieba.

\/
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Poznamenejme (jak jiz bylo zminéno v Pozndmkdch 2), je mozné dokéazat Greenovu
vétu bez predpokladu spojitosti pouzitych parcidlnich derivaci, nebo je mozné dokazat
pfimo, ze v implikaci (1) — (3) nen{ tato spojitost potieba.

\/

PouZije-li se obecna Greenova véta 1 pro vicendsobné souvislé oblasti, dostane se na-
sledujici tvrzent:

\/
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Poznamenejme (jak jiz bylo zminéno v Pozndmkdch 2), je mozné dokéazat Greenovu
vétu bez predpokladu spojitosti pouzitych parcidlnich derivaci, nebo je mozné dokazat
pfimo, Ze v implikaci (1) — (3) nenf tato spojitost potieba.

\/

Pouzije-li se obecna Greenova véta 1 pro vicendsobné souvislé oblasti, dostane se na-
sledujici tvrzent:

\/

VETA. (Cauchy) Necht C a Cf, ..., C), jsou jednoduché uzaviené kladné orientované
ktivky, pficemz C4, ..., C, lezi uvniti C' a vnitiky kfivek C71, ..., C, jsou navzdjem dis-
junktni. Necht' f je holomorfni na jednoduché uzaviené kiivce C a na jejim vnitrku
kromé vnitrku kiivek C4, ..., C),. Potom je

f(z) dz = Z f(z) dz.
C = J©
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Cauchyova véta se dostane pro n = 0. Tvrzeni pro n = 1 je velmi dileZité, a je vhodné
ho zformulovat jako dusledek.

\




Cauchyova véta se dostane pro n = 0. Tvrzeni pro n = 1 je velmi dileZité, a je vhodné
ho zformulovat jako disledek.

\

DUSLEDEK. Jestlize jednoduchd uzaviend krivka C' obsahuje ve svém vnitrku jedno—
duchou uzavienou kiivku D a ob& jsou kladné orientované, pak [o f(2) dz = [}, f(z) dz
pro kazdou funkci f holomorfni na obou kfivkach a mezi nimi.
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Cauchyova véta se dostane pro n = 0. Tvrzeni pro n = 1 je velmi dileZité, a je vhodné
ho zformulovat jako disledek.

\

DUSLEDEK. Jestlize jednoduchd uzaviena kiivka C' obsahuje ve svém vnitiku jedno-
duchou uzavienou kfivku D a obé jsou kladné orientované, pak | f(z) dz = [, f(2) dz
pro kazdou funkci f holomorfni na obou kfivkach a mezi nimi.
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integral po kiivce
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obecnd Cauchyova
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Cauchyiv vzorec
‘ Liouvillova véta
o v, o P 3 Ly e . o e zakladni véta alge-
Tohoto dilisledku se pouziva pro nahrazeni komplikované kiivky C' jednodussi kiivkou .
D, napft. kruznici. Posimky
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Nasledujici dtleZité tvrzeni takovéto nahrady v ditkazu vyuZziva.

\




/

Nasledujici dtleZzité tvrzeni takovéto nahrady v dikazu vyuZziva.

\/

Je to tzv. Cauchyuv vzorec, z kterého vyplyvéa, Ze hodnoty holomorfni funkce uvnitf
kfivky jsou urCeny hodnotami na kfivce.

\
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Nasledujici dtleZité tvrzeni takovéto nahrady v ditkazu vyuZziva.

\

Je to tzv. Cauchyuv vzorec, z kterého vyplyva, Ze hodnoty holomorfni funkce uvnitf
kiivky jsou ur¢eny hodnotami na kiivce.

\

VETA. (Cauchytv vzorec) Necht' C je jednoduchd uzaviend kfivka a f je holomorfni
uvnitf a na C'. Potom pro kazdy bod w lezici ve vnittku C' plati

! /) dz = f(w) .

21 Jo 2 —w




Diikaz. Necht’ w je bod z vnitfku C'. Podle pfedchozi véty lze [ f(z) dz nahradit inte-
grilem |, ¢, f(2) dz, kde C; je kruZnice o stfedu w a poloméru r, leZic ve vnitiku kiivky

C.
\




Diikaz. Necht w je bod z vnitiku C'. Podle pfedchozi véty Ize [, f ¢ f(2) dz nahradit inte-
gralem [, f c, ) dz, kde C; je kruznice o stiedu w a poloméru r, 162101 ve vnitiku kiivky

C.
\

Integral se rozepiSe jako soucet

Crz—w z — zZ—w
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Diikaz. Necht’ w je bod z vnitfku C'. Podle pfedchozi véty lze [ f(z) dz nahradit inte-
gralem | ¢ f(z) dz, kde C; je kruZnice o stfedu w a poloméru r, leZici ve vnitfku kfivky

C.
\

Integral se rozepiSe jako soucet

ﬁdz—f(w)/C;dZ—F (Z)_f(w)d

c.Z— W Z—w c. Z—wW

Z .

\

Prvni integral na pravé strané se rovna 271 (viz Otdzky).

\
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Diikaz. Necht' w je bod z vnitiku C'. Podle pfedchozi véty Ize [ f(z) dz nahradit inte-
gralem | ¢ f(z) dz, kde C; je kruZnice o stfedu w a poloméru r, leZici ve vnitfku kfivky

C.
\

Integral se rozepiSe jako soucet

ﬁdz—f(w)/cidz—k (Z)_f(w)d

c.Z— W Z—w c. Z—wW

Z .

\

Prvni integral na pravé strané se rovna 271 (viz Otdzky).

\

Druhy integral je roven 0. Opravdu, pro libovolné € > 0 se najde tak malé r, ze
| f(2) — f(w)| < € pro kazdé =z € C,; potom LEKCE34-KIN

integral po kiivce

vlastnosti integralu
f 2| — f w dz primitivn{ funkce
| / ( ) ( ) dz‘ S 6/ — = 2711e.. Cauchyova véta
C, Z — W C,

r obecnd Cauchyova
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zakladni véta alge-
bry
STANDARDY
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Vzorecek . /
z
Y R Py T
2m Joz —w
pocCitd hodnotu funkce ve vnitfnim bod¢€ integraci pres obvod mnoziny.

\




VzorecCek

1 f(2)

: dz = f(w
2m Jo 2 —w f(w)
pocitd hodnotu funkce ve vnitfnim bod¢€ integraci pres obvod mnoziny.

\/

Z pohledu diferencidlnich rovnic (zde Cauchyovy—Riemannovy podminky) je to v
poradku. Reseni existuje a je jednoznacné.

\
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VzorecCek

1 f(2)

: dz = f(w
2m Jo 2 —w f(w)
pocCitd hodnotu funkce ve vnitfnim bod¢€ integraci pres obvod mnoziny.

\/

Z pohledu diferencidlnich rovnic (zde Cauchyovy—Riemannovy podminky) je to v
poradku. Reseni existuje a je jednoznacné.

\

Pokud bude funkce na hra-
nici nulovd, tak je nulova L EKCE34.KIN

vSude. Jsem rozeny detektiv. integral po kfivee
vlastnosti integrdlu

primitivni funkce
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DUSLEDKY CAUCHYOVA VZORCE




DUSLEDKY CAUCHYOVA VZORCE
'

Cauchytiv vzorec md mnoho disledkt. Nejdiive je vhodné si uvédomit, Ze 1ze po-
uzivat vétu z kapitoly o integrdlech s parametrem, ktera uvadi podminky pro zdménu
derivace a integralu:
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DUSLEDKY CAUCHYOVA VZORCE
'

Cauchytiv vzorec md mnoho disledkt. Nejdiive je vhodné si uvédomit, Ze 1ze po-
uzivat vétu z kapitoly o integrdlech s parametrem, ktera uvadi podminky pro zdménu
derivace a integralu:

LEMMA. Necht f(w, z) je komplexm’ funkce dvou komplexm’ch proménnych, ktera
je je SpOJlta ve druhé promenne na Jednoduche uzaviené kiivce C, holomorfni v prvni
proménné v oblasti G ama v G spojité parcidlni derivace podle slozek prvni promeénné.

Potom funkce F(w) = [, f(w, z) dz je holomorfni v G a plati F'(w) = [, 2L (w, 2) dz.

-p
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J4 jsem tam ten parametr vi-
dél!




Ja jsem tam ten parametr vi-
del!

To se musi oslavit.
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Dukaz. Dikaz vyplyne z pfisluSné véty o derivovani integralu redlné funkce podle
parametru.

\




Diikaz. Dikaz vyplyne z prislusné véty o derivovani integralu redlné funkce podle
parametru.

\/

StaCi rozepsat fc f(w, z) dz podle slozek funkce f a podle parametrického zadani
kfivky C' na redlnou slozku a imaginarni sloZku.

\
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Diikaz. Dikaz vyplyne z prislusné véty o derivovani integralu redlné funkce podle
parametru.

\/

StaCi rozepsat fc f(w, z) dz podle slozek funkce f a podle parametrického zadani
kfivky C' na redlnou slozku a imaginarni sloZku.

\

Poté se pouzije pravé citované tvrzeni pro parcidlni derivace funkce F' podle slozek
w a oveéii se platnost Cauchyovych-Riemannovych podminek pro tyto derivace (tyto
podminky plati pro f proménné w).

\/
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Diikaz. Dikaz vyplyne z prislusné véty o derivovani integralu redlné funkce podle
parametru.

\/

StaCi rozepsat fc f(w, z) dz podle slozek funkce f a podle parametrického zadani
kfivky C' na redlnou slozku a imaginarni sloZku.

\

Poté se pouzije pravé citované tvrzeni pro parcidlni derivace funkce F' podle slozek
w a oveéii se platnost Cauchyovych-Riemannovych podminek pro tyto derivace (tyto
podminky plati pro f proménné w).

\/

ProtoZe vSechny pouzité funkce za integrdlem jsou spojit€ na kompaktni mnoZiné,
jsou omezené a tim jsou dany potiebné integrovatelné majoranty. &
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Nyni slibené dlisledky Cauchyova vzorce.

\




Nyni slibené dlisledky Cauchyova vzorce.

\

DUSLEDEK.
1. Holomorfni funkce v oblasti G ma v GG derivace vSech tadi, pro které plati vzorec

~omi Jo (2 — w)rtl

dz,

kde C' je libovolna jednoducha uzaviena kfivka lezici i s vnitrtkem v G a bod w leZi
ve vnitiku C.




Nyni slibené dlisledky Cauchyova vzorce.

\

DUSLEDEK.
1. Holomorfni funkce v oblasti G ma v GG derivace vSech tadi, pro které plati vzorec

~omi Jo (2 — w)rtl

dz,

kde C' je libovolna jednoducha uzaviena kfivka lezici i s vnitrtkem v G a bod w leZi
ve vnitiku C.

2. Je-li f holomorfni v kruhu |z — w| < r, pak

n!
7)< ™ max{F(2): 2~ wl = r}.




Nyni slibené dlisledky Cauchyova vzorce.
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DUSLEDEK.
1. Holomorfni funkce v oblasti G ma v GG derivace vSech tadi, pro které plati vzorec

~omi Jo (2 — w)rtl

dz,

kde C' je libovolna jednoducha uzaviena kfivka lezici i s vnitrtkem v G a bod w leZi
ve vnitiku C.

2. Je-li f holomorfni v kruhu |z — w| < r, pak

n!
7)< ™ max{F(2): 2~ wl = r}.

3. (Liouville) Kazda omezena celistva funkce je konstantni.




Nyni slibené dlisledky Cauchyova vzorce.

\

DUSLEDEK.
1. Holomorfni funkce v oblasti G ma v GG derivace vSech tadi, pro které plati vzorec

~omi Jo (2 — w)rtl

dz,

kde C' je libovolna jednoducha uzaviena kfivka lezici i s vnitrtkem v G a bod w leZi
ve vnitiku C.

2. Je-li f holomorfni v kruhu |z — w| < r, pak

n!
7)< ™ max{F(2): 2~ wl = r}.

3. (Liouville) Kazda omezena celistva funkce je konstantni.

4. Je-1i nekonstantni funkce f holomorfni na a uvnitf jednoduché uzaviené kiivky C,
pak pro kazdy bod w z vnitiku C' je | f(w)| < max{|f(2)|; 2 € C}.




Dukaz. Prvni tvrzeni plyne indukci z pfedchoziho tvrzeni o derivaci za integralem.

\




Dukaz. Prvni tvrzeni plyne indukci z pfedchoziho tvrzeni o derivaci za integralem.

\

Druhé tvrzeni je diisledkem prvniho a odhadu absolutni hodnoty integrélu.

\




Diikaz. Prvni tvrzeni plyne indukci z pfedchoziho tvrzeni o derivaci za integralem.

\/

Druhé tvrzeni je diisledkem prvniho a odhadu absolutni hodnoty integralu.

\

Tteti tvrzeni plyne z druhého pro volbu n = 1 a r jsouci k co; vyjde f' = 0.
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Posledni tvrzeni se dokaze nasledujicim zptisobem. Funkce |f| dosahuje svého ma-
xima m na kfivce C nebo v jejim vnitiku.

\




Posledni tvrzeni se dokaze nasledujicim zptisobem. Funkce |f| dosahuje svého ma-
xima m na kiivce C nebo v jejim vnitrku.

\

Necht’ nastane druhy pfipad, takZe mnozina A = {z;z € C,|f(z)| = m} je ne-
prazdna.

\/
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Posledni tvrzeni se dokaze nasledujicim zptisobem. Funkce |f| dosahuje svého ma-
xima m na kiivce C nebo v jejim vnitrku.

\

Necht' nastane druhy piipad, takZze mnozina A = {z;z € (C,|f(z)| = m} je ne-
prazdna.

\/

ProtoZe f je nekonstantni, existuje w z vnittku C' leZici na hranici A.

\/
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Posledni tvrzeni se dokaze nasledujicim zptisobem. Funkce |f| dosahuje svého ma-
xima m na kiivce C nebo v jejim vnitrku.

\

Necht' nastane druhy piipad, takZze mnozina A = {z;z € (C,|f(z)| = m} je ne-
prazdna.

\/

ProtoZe f je nekonstantni, existuje w z vnittku C' leZici na hranici A.

\/

Vezme se kruznice K o poloméru r okolo w lezici uvnitt C' a na ni bod ¢ ¢ A. Pak
1f(q)] < |f(w)] = ma|f(z)] < m — € pro néjaké kladné ¢ a z nalezici néjakému
oblouku O C K délky d.

\/
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Posledni tvrzeni se dokaze nasledujicim zptisobem. Funkce |f| dosahuje svého ma-
xima m na kiivce C nebo v jejim vnitrku.

\

Necht' nastane druhy piipad, takZze mnozina A = {z;z € (C,|f(z)| = m} je ne-
prazdna.

\/

ProtoZe f je nekonstantni, existuje w z vnittku C' leZici na hranici A.

\/

Vezme se kruznice K o poloméru r okolo w lezici uvnitt C' a na ni bod ¢ ¢ A. Pak
1f(q)] < |f(w)] = ma|f(z)] < m — € pro néjaké kladné ¢ a z nalezici néjakému
oblouku O C K délky d.

\/

Podle Cauchyova vzorce plati LEKCE34-KIN

integral po kiivce
vlastnosti integralu
1 f (Z ) 1 f (Z ) f (Z ) primitivn{ funkce
f(?U) — . dz = =~ . dz + ——dz). Cauchyova véta
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Posledni tvrzeni se dokaze nasledujicim zptisobem. Funkce |f| dosahuje svého ma-
xima m na kiivce C nebo v jejim vnitrku.

\

Necht' nastane druhy piipad, takZze mnozina A = {z;z € (C,|f(z)| = m} je ne-
prazdna.

\/

ProtoZe f je nekonstantni, existuje w z vnittku C' leZici na hranici A.

\/

Vezme se kruznice K o poloméru r okolo w lezici uvnitt C' a na ni bod ¢ ¢ A. Pak
1f(q)] < |f(w)] = ma|f(z)] < m — € pro néjaké kladné ¢ a z nalezici néjakému
oblouku O C K délky d.

\/

Podle Cauchyova vzorce plati LEKCE34-KIN

integral po kiivce
vlastnosti integralu
1 / (Z ) 1 f (Z ) f (Z ) primitivn{ funkce
f(w> — . dz = P dz + —dz). Cauchyova véta
271 K< — W 271 K\O Z — W obevctné Cauchyova
véta
Cauchyiv vzorec
Liouvillova véta
! zékladni véta alge-
bry

Pro absolutni hodnoty nyni plati BUANDARDY

1234567809
1 ed Piiklady
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Disledkem ptedchoziho prvniho tvrzeni je jednak fakt, Ze holomorfni funkce ma spo-
jité parcidlni derivace svych slozek (vSech tadi), Ze harmonické funkce maji derivace
vSech 1adt, a ze funkce majici primitivni funkci je holomorfni.

\
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Disledkem ptedchoziho prvniho tvrzeni je jednak fakt, Ze holomorfni funkce ma spo-
jité parcidlni derivace svych slozek (vSech radil), Ze harmonické funkce maji derivace
vSech 1adt, a ze funkce majici primitivni funkci je holomorfni.

\

Tato posledni vlastnost dava jiz drive slibovanou Morerovu vétu (bez predpokladu
spojitosti parcidlnich derivaci):

\/
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Disledkem ptedchoziho prvniho tvrzeni je jednak fakt, Ze holomorfni funkce ma spo-
jité parcidlni derivace svych slozek (vSech tadi), Ze harmonické funkce maji derivace
vSech 1adt, a ze funkce majici primitivni funkci je holomorfni.

\

Tato posledni vlastnost dava jiz drive slibovanou Morerovu vétu (bez predpokladu
spojitosti parcidlnich derivaci):

\/

VETA. (Morera) Necht [ f(z) dz = 0 pro kaZdou jednoduchou uzavienou kiivku
leZici i s vnittkem v oteviené mnoziné GG. Pak je f holomorfni.

—
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Liouvillova véta ma jako jednoduchy disledek zakladni vétu algebry:

\




Liouvillova véta ma jako jednoduchy disledek zakladni vétu algebry:
\
VETA. Kazdy polynom P stupné aspoii 1 ma nulovy bod, tj. existuje z tak, ze P(z) = 0.

\




Liouvillova véta ma jako jednoduchy disledek zakladni vétu algebry:
\
VETA. Kazdy polynom P stupné aspoii 1 md nulovy bod, tj. existuje = tak, Zze P (2)

0.

¥

Dukaz. Necht' P(z) # 0 pro vSechna z € C. pak 1/P(z) je celistva funkce. Podobné
jako v realném oboru se ukdze, Ze |P(z)| ma v oo limitu oo, takze 1/P(z) je omezend

funkce. Podle Liouvillovy véty je tato funkce konstantni a tedy P ma stupen 0.

=)
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Na zacatku byla jedna nula,
a na konci je zdkladn{
veta algebry. Neuvéritelné
krasné.
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Na zacatku byla jedna nula,
a na konci je zakladni
veta algebry. Neuvéritelné
krasné.

Vsimli jste si, jak na jafe
pekné sviti slunicko? MoZna
Ze 1 to je dlsledek Cauchy-
ova vzorce.
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V kazdém pripad€ se poly-
nomem zdeformovana kom-
plexni rovina nevyhne nule
diky zdkladni vété algebry,
a ta plati diky Cauchy-
ovu vzorci, ktery plati diky
zédkonu zachovani, kteryzto
je dusledkem zdkladni véty
analyzy.
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V kazdém pripad€ se poly-
nomem zdeformovana kom-
plexni rovina nevyhne nule
diky zdkladni vété algebry,
a ta plati diky Cauchy-
ovu vzorci, ktery plati diky
zédkonu zachovani, kteryzto
je dusledkem zdkladni véty
analyzy.

Dlouho, predlouho jsem se
pokousSel té nule vyhnout,
ale nakonec jsem to (proza-
tim) vzdal.
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V kazdém pripad€ se poly-
nomem zdeformovana kom-
plexni rovina nevyhne nule
diky zdkladni vété algebry,
a ta plati diky Cauchy-
ovu vzorci, ktery plati diky
zédkonu zachovani, kteryzto
je dusledkem zdkladni véty
analyzy.

Dlouho, predlouho jsem se
pokousSel té nule vyhnout,
ale nakonec jsem to (proza-
tim) vzdal.
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Ja jsem se Nule nikdy nevy-
hybal, vzdyt je tak dilezita




Sumasumarum, kdyz si udé-
late zidlicku ve tvaru |P(z)],
kde P je komplexni poly-
nom, tak jeho noZi¢ky bu-
dou stat vSechny na zemi

a nebude se vam zidlicka
viklat . ..
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(

Sumasumarum, kdyz si udé-
late zidlicku ve tvaru |P(z)],
kde P je komplexni poly-
nom, tak jeho noZi¢ky bu-
dou stat vSechny na zemi

a nebude se vam zidlicka
viklat . ..

...pokud si neud¢late zid-
licku od polynomu, kdery
ma méné nez tfi rizné ko-
feny. To jsem vyzkousel.

LEKCE34-KIN
integral po kiivce
vlastnosti integrdlu
primitivni funkce
Cauchyova véta
obecnd Cauchyova
véta
Cauchyiv vzorec
Liouvillova véta
zakladni véta alge-
bry
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Pozndmky 4 Priklady 4 Otazky4 Cvieni4 CviCeni5 Cviceni 6




POZNAMKY




Poznamky 1 :

V uvedeném popisu se jednalo o hladkou kiivku (tj, obé funkce ¢, maji spojitou
derivaci na |[a, b]).

\




Poznamky 1 :

V uvedeném popisu se jednalo o hladkou kiivku (tj, obé funkce ¢, maji spojitou
derivaci na |[a, b]).

\

Je zfteymé, Ze pokud je kfivka po Castech hladkd, dostane se integral pres kiivku jako
soucet integralt pres jednotlivé hladké Casti. Jiné kiivky nebudou pouZivany.

\




Poznamky 1 :

V uvedeném popisu se jednalo o hladkou kiivku (tj, obé funkce ¢, 1) maji spojitou
derivaci na |[a, b]).

\

Je zfteymé, Ze pokud je kfivka po Castech hladkd, dostane se integral pres kiivku jako
soucet integralt pres jednotlivé hladké Casti. Jiné kiivky nebudou pouZivany.

\

Neni tézké ukdzat (pomoci stejnoméerné spojitosti), Ze integral spojité€ funkce na krivce
C'1ze libovolné presné aproximovat integralem stejné funkce po lomené ¢afe zacinajici a
koncici ve stejnych bodech jako C'. Lze navic poZadovat, aby body, ve kterych se lomena
Cara lomi, leZely na C.

—p




Uvédomte si rozdil v popisu integralt 1. a 2.druhu pomoci parametru .

Konec pozndmek 1.




Poznamky 2 :

Uvédomte si, ze obé podminky v charakterizaci holomorfni funkce pomoci integralu
jsou potieba.

\




Poznamky 2 :

Uvédomte si, ze obé podminky v charakterizaci holomorfni funkce pomoci integralu
jsou potieba.

\

I kdyby se predpokladalo, ze je zndmo, Ze holomorfni funkce ma spojité parcialni de-
rivace svych slozek, podmmky (2)-(3) nelmphkujl existenci téchto derivaci. Podminka
(4) j1 implikuje, ale aZ na zakladé¢ Cauchyovy véty dokazované pozdéji.

\




Poznamky 2 :

Uvédomte si, ze obé podminky v charakterizaci holomorfni funkce pomoci integralu
jsou potieba.

\

I kdyby se predpokladalo, ze je zndmo, Ze holomorfni funkce ma spojité parcialni de-

rivace svych slozek, podmmky (2)-(3) nelmphkujl existenci téchto derivaci. Podminka
(4) j1 implikuje, ale aZ na zakladé¢ Cauchyovy véty dokazované pozdéji.

\

Uvedena véta se da rozdélit na nékolik ¢asti. Podminky (2) a (3) jsou ekvivalentni pro
spojité funkce f.

\




Poznamky 2 :

Uvédomte si, ze obé podminky v charakterizaci holomorfni funkce pomoci integralu
jsou potieba.

\

I kdyby se predpokladalo, ze je zndmo, Ze holomorfni funkce ma spojité parcialni de-
rivace svych slozek, podmmky (2)—-(3) nelmphkujl existenci téchto derivaci. Podminka
(4) j1 implikuje, ale aZ na zakladé¢ Cauchyovy véty dokazované pozdéji.

\

Uvedena véta se da rozdélit na nékolik ¢asti. Podminky (2) a (3) jsou ekvivalentni pro
spojité funkce f.

\

Podminku (3) lze napsat obecnéji za slabsiho predpokladu jen otevienosti G: kazdy
integrdl 7 f po jednoduché uzavrené krivce leZici i s vnitikem v G je nulovy.

\




Poznamky 2 :

Uvédomte si, ze obé podminky v charakterizaci holomorfni funkce pomoci integralu
jsou potieba.

\

I kdyby se predpokladalo, Ze je znamo, ze holomorfni funkce ma spojité parcialni de-
rivace svych slozek, podminky (2)—(3) neimplikuji existenci téchto derivaci. Podminka
(4) j1 implikuje, ale az na zdkladé Cauchyovy véty dokazované pozdéji.

\

Uvedena véta se da rozdélit na nékolik ¢asti. Podminky (2) a (3) jsou ekvivalentni pro
spojité funkce f.

\

Podminku (3) 1ze napsat obecnéji za slabsitho predpokladu jen otevienosti G: kaZdy
integrdl 7 [ po jednoduché uzaviené krivce leZici i s vnitrkem v G je nulovy.

\

Podminka (3) vyplyva z (1) pomoci Greenovy Vety, kde ovSem byl predpoklad spo-
jitosti parcialnich derivaci 1.radu (je ovS8em mozn¢ dokazat Greenovu vétu bez tohoto
predpokladu, jen s existenci parcidlnich derivaci 1.fadu, dokonce jesté trochu méné).

\
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Poznamky 2 :

Uvédomte si, ze obé podminky v charakterizaci holomorfni funkce pomoci integralu
jsou potieba.

\

I kdyby se predpokladalo, Ze je znamo, ze holomorfni funkce ma spojité parcialni de-
rivace svych slozek, podminky (2)—(3) neimplikuji existenci téchto derivaci. Podminka
(4) j1 implikuje, ale az na zdkladé Cauchyovy véty dokazované pozdéji.

\

Uvedena véta se da rozdélit na nékolik ¢asti. Podminky (2) a (3) jsou ekvivalentni pro
spojité funkce f.

\

Podminku (3) 1ze napsat obecnéji za slabsitho predpokladu jen otevienosti G: kaZdy
integrdl 7 [ po jednoduché uzaviené krivce leZici i s vnitrkem v G je nulovy.

\

Podminka (3) vyplyva z (1) pomoci Greenovy Vety, kde ovSem byl predpoklad spo-
jitosti parcialnich derivaci 1.radu (je ovS8em mozn¢ dokazat Greenovu vétu bez tohoto
predpokladu, jen s existenci parcidlnich derivaci 1.fadu, dokonce jesté trochu méné).

\

Potom (1) implikuje (3) bez jakéhokoli dalSiho predpokladu na f, coz je tzv. Cauchy-
ova véta.

=)
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Podobné je to s opacnou implikaci (3) — (1). TakZe neni nutné predpokladat spojitost
parcidlnich derivaci. Tato implikace se pak nazyva Morerova véta.

=P




Co se tykd posledni podminky, existence primitivni funkce, implikace (4) — (1)
plyne bez predpoklady existence parcialnich derivaci, pokud je jiZ zndmo, Ze holomorfni
funkce ma derivace vSech rada.

\




Co se tykad posledni podminky, existence primitivni funkce, implikace (4) — (1)
plyne bez predpoklady existence parcidlnich derivaci, pokud je jizZ znamo, Ze holomorfni
funkce ma derivace vSech rada.

\

Staci predpokladat, Ze G je oteviend. Pro opacnou implikaci je vSak nutné predpokla-
dat, Ze G je jednoduse souvisld (obecnéji: komponenty G jsou jednodusSe souvislé) — viz
Otdzky.

\




Co se tykad posledni podminky, existence primitivni funkce, implikace (4) — (1)
plyne bez predpoklady existence parcidlnich derivaci, pokud je jizZ znamo, Ze holomorfni
funkce ma derivace vSech rada.

\

Staci predpokladat, Ze G je oteviend. Pro opacnou implikaci je vSak nutné predpokla-
dat, Ze G je jednoduse souvisld (obecnéji: komponenty G jsou jednodusSe souvislé) — viz
Otdzky.

\

Uvédomte si, Ze primitivni funkce je holomorfni. Protoze se pozdéji ukéaze, ze holo-
morfni funkce ma derivace vSech fadua, funkce majici primitivni funkci musi byt holo-
morfni.

Konec poznamek 2.




Poznamky 3 :

Diikaz Cauchyovy véty bez pouZiti spojitosti parcidlnich derivaci sestrojil Goursat v
2.poloviné 19.stoleti (proto se Cauchyova véta nékdy nazyva Cauchyova-Goursatova
véta).

\




Poznamky 3 :

Diikaz Cauchyovy véty bez pouZiti spojitosti parcidlnich derivaci sestrojil Goursat v
2.poloviné 19.stoleti (proto se Cauchyova véta nékdy nazyva Cauchyova-Goursatova
véta).

\

Uvédomil si, Ze vnitfek kfivky C' 1ze pokryt kone¢né mnoha neptekryvajicimi se kom-
paktnimi hezkymi oblastmi s hranicemi C; (napf. Ctverci a ,,kfivymi" Ctverci), na kterych
je [(f(z) — f(w;))/(z —w;) — f'(w;)] < e pro dané kladné ¢ a jisté w; z téchto malych
oblasti.

\




Poznamky 3 :

Diikaz Cauchyovy véty bez pouZiti spojitosti parcidlnich derivaci sestrojil Goursat v
2.poloviné 19.stoleti (proto se Cauchyova véta nékdy nazyva Cauchyova-Goursatova
véta).

\

Uvédomil si, Ze vnitfek kfivky C' 1ze pokryt kone¢né mnoha neptekryvajicimi se kom-
paktnimi hezkymi oblastmi s hranicemi C; (napf. Ctverci a ,,kfivymi" Ctverci), na kterych
je [(f(z) — f(w;))/(z —w;) — f'(w;)] < e pro dané kladné ¢ a jisté w; z téchto malych
oblasti.

\

Pak integral f pres C je roven soultu integrali pres C; a tam je roven integralu z
(z — w;)g;, kde g; je predchozi vyraz v absolutni hodnoté.

\




Poznamky 3 :

Diikaz Cauchyovy véty bez pouZiti spojitosti parcidlnich derivaci sestrojil Goursat v
2.poloviné 19.stoleti (proto se Cauchyova véta nékdy nazyva Cauchyova-Goursatova
véta).

\

Uvédomil si, Ze vnitfek kfivky C' 1ze pokryt kone¢né mnoha neptekryvajicimi se kom-
paktnimi hezkymi oblastmi s hranicemi C; (napf. Ctverci a ,,kfivymi" ¢tverci), na kterych
je [(f(z) — f(w;))/(z —w;) — f'(w;)] < e pro dané kladné ¢ a jisté w; z téchto malych
oblasti.

\

Pak integral f pres C je roven soultu integrali pres C; a tam je roven integralu z
(z — w;)g;, kde g; je predchozi vyraz v absolutni hodnoté.

\

Tyto posledni integraly nejsou v absolutni hodnoté vétsi nez e K’ A;, kde K je konstanta
nezavisld na ¢ a A; je plocha malé oblasti. Odtud jizZ vyplyne dokazovany vysledek.

=




Diikaz obecné Cauchyovy véty je stejny jako u dikazu obecné Greenovy véty; v di-
kazu se nepouZziva spojitosti parcidlnich derivaci.

\




Diikaz obecné Cauchyovy véty je stejny jako u dikazu obecné Greenovy véty; v di-
kazu se nepouZziva spojitosti parcidlnich derivaci.

\

Morerova véta se dokdze az pomoci disledku Cauchyovy véty (dokdzané bez téchto
spojitosti) o existenci vSech derivaci holomorfni funkce (odkud vyplyva, Ze holomorfni
funkce ma spojité parcialni derivace svych slozek).

\




Diikaz obecné Cauchyovy véty je stejny jako u dikazu obecné Greenovy véty; v di-
kazu se nepouZziva spojitosti parcidlnich derivaci.

\

Morerova véta se dokdze az pomoci disledku Cauchyovy véty (dokdzané bez téchto
spojitosti) o existenci vSech derivaci holomorfni funkce (odkud vyplyva, Ze holomorfni
funkce ma spojité parcialni derivace svych slozek).

\

Pokud j jsou integrély f pres uzaviené krlvky v okoli bodu z nulové, ma v tomto okoli
f primitivni funkci, ta je holomorfni a m4 proto i dalsi derivace, a tedy jei f holomorfni.

=




K tradi¢nimu vykladu Cauchyovy véty patii diikaz Cauchyovy véty pro trojihelnik:

\




K tradi¢nimu vykladu Cauchyovy véty patii diikaz Cauchyovy véty pro trojihelnik:
\

VETA. Necht je funkce f holomorfni na oteviené mnoziné U a kifivka ¢ popisuje
obvod trojuhelnika 7" C U. Pak
/ f(z) dz=0.
p




Dukaz. Necht’
/f(z) dz| =K >0.
@

Odvodime spor. Oznacme L obvod trojihelniku 7. Rozdélime trojuhelnik 7" stfednimi
priCkami na Ctyfi trojuhelniky. Alespon pres obvod jednoho je analogicky integrédl roven
alespon K /4.

\
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Dukaz. Necht’
/f(z) dz| =K >0.
@

Odvodime spor. Oznacme L obvod trojihelniku 7. Rozdélime trojuhelnik 7" stfednimi
priCkami na Ctyfi trojuhelniky. Alespon pres obvod jednoho je analogicky integrédl roven

alespon K /4.
\
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Dukaz. Necht’
/f(z) dz| =K >0.
@

Odvodime spor. Oznacme L obvod trojihelniku 7. Rozdélime trojuhelnik 7" stfednimi
priCkami na Ctyfi trojuhelniky. Alespon pres obvod jednoho je analogicky integrédl roven

alespon K /4.
\

Integraci pies obvod trojihelniku nahradime integraci pres obvody mensSich trojihel-
nikd. Useky, které jdeme sem i tam se rusi.

\/
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Dukaz. Necht’
/f(z) dz| =K >0.
@

Odvodime spor. Oznacme L obvod trojihelniku 7. Rozdélime trojuhelnik 7" stfednimi
priCkami na Ctyfi trojuhelniky. Alespon pres obvod jednoho je analogicky integrédl roven
alespon K /4.

\

LEKCE34-KIN

integral po kiivce
vlastnosti integralu

primitivni funkce

‘ Cauchyova véta
obevcné Cauchyova
Integraci pres obvod trojuhelniku nahradime integraci pres obvody mensich trojihel- C;f;g;yﬁv vaorec
nikd. Useky, které jdeme sem i tam se rusi. Zaviadnt s alzo-
bry
‘ STANDARDY
Poznamky
. . yd yd v_ _cs s v [¢] 4 [e] 12345()789
_Tak postupujeme indukei a sestavime zmenSujici se posloupnost trojuhelniku. Jeji pru-  prady
nik je jeden bod, oznaCime jej 2. oty S

123456789

Cviceni

ﬁ} 123456789
Uceni
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V bodé 2, pouZijeme existenci derivace a vyjadiime funkci f ve tvaru

f(2) = f(20) + (2 — 20) f'(20) + (2 — 20)e(2) .




V bod¢ z, pouZijeme existenci derivace a vyjadiime funkci f ve tvaru

f(2) = f(z0) + (2 — 20) f'(20) + (z — 20)e(2) .
 {

Prvni dva sCitanci na pravé stran€ jsou funkce majici primitivni funkci, tedy se inte-
grace z funkce f(z) pfes uzavienou kiivku redukuje na integraci funkce (z — zg)e(z).

=)
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V n-tém kroku pfi integraci pres obvod ¢, trojuhelniku 7;, vybraného v n-tém kroku
odhadujeme

L2
< —-sup [e(2)]

4 z€Ty,

f(z) dz

<

/ (2 — 20)e(2) d

n




V n-tém kroku pfi integraci pres obvod ¢,, trojuhelniku 7;, vybraného v n-tém kroku
odhadujeme

s < f(z)dz| < / (2 — 20)e(z) dz| < fj—n sup |e(z)]

z€Ty,

\

Po nésobeni 4" plyne diky derivaci v bod¢ zj z

K < L*sup |e(z)] = 0, n — o0
z€Ty,

SpOr. &
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Pokud oslabime ptedpoklady tak, Ze je funkce f spojitd v U a holomorfni v U \ {wy},
plati tvrzeni véty stejné.

\




Pokud oslabime ptedpoklady tak, Ze je funkce f spojita v U a holomorfni v U \ {w},
plati tvrzeni véty stejne.

\/

Okolo bodu wy udélame malinky trojahelnicek 7, s nepatrnym integralem a zbytek
rozdélime opét na trojuhelniky s nulovym integralem .. ..

=)
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Konec pozndmek 3.




Poznadmky 4 :

Uvedené lemma o derivaci integralu podle parametru musi mit v predpokladech pod-
minku o spojitych parcidlnich derivacich, protoze tato spojitost vyplyne az z aplikace
tohoto lemmatu.

\




Poznadmky 4 :

Uvedené lemma o derivaci integralu podle parametru musi mit v predpokladech pod-
minku o spojitych parcidlnich derivacich, protoze tato spojitost vyplyne az z aplikace
tohoto lemmatu.

\

Pouzije se na parcidlni derivace zlomku f(z)/(z — w) podle slozek bodi w, které
opravdu spojité jsou (o f staci predpokladat spojitost).

\




Poznamky 4 :

Uvedené lemma o derivaci integralu podle parametru musi mit v predpokladech pod-
minku o spojitych parcidlnich derivacich, protoze tato spojitost vyplyne az z aplikace
tohoto lemmatu.

\

Pouzije se na parcidlni derivace zlomku f(z)/(z — w) podle slozek bodi w, které
opravdu spojité jsou (o f staci predpokladat spojitost).

\

Pouziti lemmatu na integrél g(w) = [ f(z)/(z — w) dz ddvé obecn&jsi vysledek, nez
je uveden: Je-li f spojitd na jednoduché uzavrené krivce C, je g holomorfni uvnitr C.

\




Poznamky 4 :

Uvedené lemma o derivaci integralu podle parametru musi mit v predpokladech pod-
minku o spojitych parcidlnich derivacich, protoze tato spojitost vyplyne az z aplikace
tohoto lemmatu.

\

Pouzije se na parcidlni derivace zlomku f(z)/(z — w) podle slozek bodi w, které
opravdu spojité jsou (o f staci predpokladat spojitost).

\

Pouziti lemmatu na integrél g(w) = [ f(z)/(z — w) dz ddvé obecn&jsi vysledek, nez
je uveden: Je-li f spojitd na jednoduché uzavrené krivce C, je g holomorfni uvnitr C.

{

Ctvrta vlastnost holomorfnich funkci o nabyvani maxima absolutni hodnoty holo-
morfni funkce se nazyva princip maxima modulu; slovo ,,modul" se Casto pouZziva pro
absolutni hodnotu.

\




Poznamky 4 :

Uvedené lemma o derivaci integralu podle parametru musi mit v predpokladech pod-
minku o spojitych parcidlnich derivacich, protoze tato spojitost vyplyne az z aplikace
tohoto lemmatu.

\

Pouzije se na parcidlni derivace zlomku f(z)/(z — w) podle slozek bodi w, které
opravdu spojité jsou (o f staci predpokladat spojitost).

\

Pouziti lemmatu na integral g(w f f(z — w) dz dava obecnéjsi vysledek, nez
je uveden: Je-li f spojitd na ]ednoduche uzavrene kfivce C, je g holomorfni uvnitr C.

{

Ctvrtd vlastnost holomorfnich funkci o nabyvéani maxima absolutni hodnoty holo-
morfni funkce se nazyva princip maxima modulu; slovo ,,modul" se Casto pouZziva pro
absolutni hodnotu.

4

Jak je ukazano v Otdzce 4, plati tento princip i1 pro redlné harmonické funkce. D4 se
ukdzat, Ze plati i pto tzv. subharmonické funkce (Laplacetiv operator na téchto funk-
cich mé nezapornou hodnotu). Absolutni hodnota holomorfni funkce je subharmonicka
funkce.

=
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Existuje jeden pekny trikovy dikaz principu maxima modulu:

\




Existuje jeden pekny trikovy dikaz principu maxima modulu:

4

Diikaz. PouZijeme integradlni vyjadifeni holomorfni funkce f” (zde se jedna o n-tou moc-
ninu funkce f) a odhadneme

1 f(w) R
7(z) ZWiLw—z Yl = R—2z'
tedy
kde M je odhad | f| na jednotkové kruZnici. &
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Pri vypoctu integralu

NI*—‘

L
muze

pro kfivku ¢ neprochazejici pocatkem m
notkové kruznice diky predchozi vété.

\

eme kiivku ¢ lokalné nahrazovat ¢astmi jed-




Prii vypoctu integralu

1
/—dz
0 2

pro kfivku ¢ neprochézejici poc¢atkem miizeme kfivku ¢ lokdlné nahrazovat ¢4stmi jed-
notkové kruznice diky predchozi véte.

\

Celkem mtiZzeme pretvorit kiivku ¢ na cestu prochédzejici pouze jednotkovou kruznici.
Takto integraci prevedeme na znamy integral pres jednotkovou kruznici, ktery je roven
2.

\/
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Prii vypoctu integralu

1
/—dz
0 2

pro kfivku ¢ neprochézejici poc¢atkem miizeme kfivku ¢ lokdlné nahrazovat ¢4stmi jed-
notkové kruznice diky predchozi véte.

\

Celkem mtiZzeme pretvorit kiivku ¢ na cestu prochédzejici pouze jednotkovou kruznici.
Takto integraci prevedeme na znamy integral pres jednotkovou kruznici, ktery je roven
2.

\/

Tedy vidime, Ze vysledek bude roven n-krét 277, kde n udava pocet ,,obéhti** kiivky
¢ okolo pocatku (proti sméru hodinovych rucicek).
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Obecné pocitame tento pocet obehti kiivky (cesty, cyklu) ¢ okolo daného bodu zj jako

integral
1 1
. / dz
2 J, 2 — 20

a tomuto ¢islu fikdme index bodu 2, ke kfivce ¢, zna¢ime ind(zg, ¢).

\




Obecné pocitdme tento pocet ob&hti kiivky (cesty, cyklu) ¢ okolo daného bodu zj jako

integral
1 1
_ / dz
2wt J, 2 — 2o

a tomuto ¢islu fikdme index bodu 2z ke kiivce ¢, znac¢ime ind(zy, ¢).

\/

Index je spojitd, celoCiselnd a uziteCnd funkce. Index vzroste o jednicku, pokud pre-
skoCime pres kiivku ,,zprava doleva*.

\/
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Obecné pocitdme tento pocet ob&hti kiivky (cesty, cyklu) ¢ okolo daného bodu zj jako

integral
1 1
. / dz
2wt J, 2 — 2o

a tomuto ¢islu fikdme index bodu 2z ke kiivce ¢, znac¢ime ind(zy, ¢).

\/

Index je spojitd, celoCiselnd a uziteCnd funkce. Index vzroste o jednicku, pokud pre-
skoCime pres kiivku ,,zprava doleva*.

\/

‘ 0 LEKCE34-KIN
integral po kiivce

vlastnosti integralu
primitivni funkce
Cauchyova véta
obecnd Cauchyova
véta
2 Cauchyiv vzorec
Konec poznamek 4. Liouvillova véta
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PRIKLADY




Priklady 1 :

1. Spoctéte [z dz, kde C je bud’ usecka z pocatku do bodu (1, 1) nebo oblouk kruz-
nice se stredem (0, 1) spojujici pocatek s bodem (1, 1) v 1.kvadrantu. [1,1 +i/2(7 — 2)]

=)




2. Bez jeho spocitani odhadnéte integrél | o z~* dz, kde C je tsecka spojujici i s bo-
dem 1. [4v/2]

—p




3. Spoctéte | o me™ dz, kde C je hranice ¢tverce (kladné orientovand) s vrcholy 0, 1, 1+
i,i. [4(e™ —1)]

=P




4. Odhadnéte integral [, (e* — %) dz, kde C' je obvod trojihelnika s vrcholy 0, —4, 3i
[60]

=)




5. Spottéte [(z —w)" dz pron € Z, kde C je kruZnice se stiedem v bod& w. [Popis
kruznice je w + relt, t € [0, 27, vysledek je 0 pron # —1,2mi pron = —1.]

Konec prikladu 1.




Priklady 3 :

1. Spoctéte pomoci obecné Cauchyovy véty integral

/ dz
o 2(22+16)

kde C' se sklddd ze dvou kruznic: |z| = 1 orientované kladné a |z| = 3 orientované
zaporné. [0]

—p




2. Pomoci Otdzky 1 se daji snadno spocitat nékteré integraly, napf. |, C(z2 —1)tdz
ptes kruznici C o stfedu 0 a poloméru 2.

\




2. Pomoci Otdzky 1 se daji snadno spocitat nékteré integraly, napf. |, C(z2 — 1)1 dz
ptes kruznici C o stfedu 0 a poloméru 2.

\

Zlomek (z* — 1)~! se rozlozi:

L1 ( 1 1 )
2-1 2\z—-1 z+1
a podle obecné Cauchyovy véty nyni staci spocCitat integraly zlomkt 1/(z—1)a1/(z+1)
pies kruznice [z — 1| =1 a

z+ 1| =1
(vyjde 271) a odecCist je.




3. Spoctéte zptisobem z predchoziho prikladu

/ dz
cZ2+2z+2

[7]




4. Podobné spocitejte

/ dez
CZ2+17

kde C je kruZnice z? + y° + 4y = 0.

Konec prikladi 3.




Priklady 4 :

1. Pomoci derivace Cauchyova vzorce vypoctéte integrialy (C' jsou jednoduché uza-
viené krivky obsahujici 0 ve svém vnitiku):

cosh z cosz
— dz, 5 —2 dz
c < c < c <




2. Necht' C' je jednoduchd uzaviend kiivka. Ukazte, Ze

23+ 22 4y — { 6miw, pro w uvniti C;
o (z—w) 70, pro w vné C.




3. Najdéte maxima a minima absolutni hodnoty funkce (2 + 1)? na trojdhelniku s
vrcholy 0, 2, 1.

Konec prikladi 4.




OTAZKY




Otazky 1 :

1. Dokazte uvedené prvni 3 vlastnosti kiivkového integrélu.




2. Ukaite, 7e kfivkovy integrdl 1.druhu funkce f pies kiivku C'lze psit jako [, f(z)| dz|

Konec otazek 1.




Otazky 2 :

1. Funkce 1/z je holomorfni na C \ {0}. Ukazte, Ze nema na svém defini¢nim oboru
primitivni funkci. Pro¢?

-=p




2. Funkce 1/2% je holomorfni na C \ {0}. UkaZte, ¢ md na svém defini¢nim oboru
primitivni funkci. Jaky je rozdil oproti predchozimu pripadu?

—p




3. Plati, Ze derivace funkce f v oblasti GG je nulova praveé kdyZ je f konstantni. Do-
kazte to jednak vyjadrenim derivace pomoci parcidlnich derivaci a jednak pomoci vztahu
existence primitivni funkce a integralu po uzaviené kiivce.

=




4. Ukazte, Ze dvé primitivni funkce k f na oblasti GG se lisi o konstantu.




5. Doka’te, 7e f je polynom nejvyse n-tého fadu na oblasti G pravé kdyz £ = 0.
Pouzijte indukeci a Priklad 3.

Konec otazek 2.




Otazky 3 :

1. Ukazte, Ze je-li C' libovolna jednoduché uzaviena kiivka (kladné orientovand) a w

lezi uvnitt C', pak
/ dz ,
= 271.
cR—Ww




2. UkaZte, ze neplati obdoba Cauchyovy véty, kde se misto vnitiku kiivky bere jeji
vnéjek (4. f holomorfni na C' a na jejim vnéjsku, pak |, of=0).

—p




3. Pomoci transformace w = 1/z preved’te piipad pfedchozi otdzky na situaci v Cau-
chyové vété a najdéte dodateCny predpoklad, aby obdoba Cauchyovy véty pro vnéjsek
platila.

—p




4. Necht w lezi uvnitf 1. kvadrantu, kfivka C' spojuje w s bodem 1 a neprochdzi
pocatkem. Pak

d
- Log z + 2km1,

c <
kde ¢islo k& uvadi pocet obtoceni C' okolo pocatku (pocitano kladné pifi obtoceni proti
sméru hodinovych ruci¢ek a zdporné pfi opacném obtoceni). Pfesny dikaz je obtiZny,
ale zkuste vzorec ukazat pro nékteré specidlni pripady.

Konec otazek 3.




Otazky 4 :

1. Proved’te podrobnosti v naznaceném dikazu derivace integralu podle parametru.

=)




2. Vlastnost o nabyvani maxima absolutni hodnoty holomorfni funkce f na hranici je
mozné pouZzit i na nabyvani minima — staci vzit 1/ f.

\




2. Vlastnost o nabyvani maxima absolutni hodnoty holomorfni funkce f na hranici je
mozné pouZzit i na nabyvani minima — staci vzit 1/ f.

\

Dokazte, ze je-li nekonstantni funkce f holomorfni na a uvnitr jednoduché uzavrené
krivky C' a nenabyvd tam nikde hodnoty 0, pak pro kazdy bod w z vnitiku C je | f(w)| >
min{|f(z)|;z € C}.

\




2. Vlastnost o nabyvani maxima absolutni hodnoty holomorfni funkce f na hranici je
mozné pouZzit i na nabyvani minima — staci vzit 1/ f.

\

Dokazte, ze je-li nekonstantni funkce f holomorfni na a uvnitr jednoduché uzavrené
krivky C' a nenabyvd tam nikde hodnoty 0, pak pro kazdy bod w z vnitiku C je | f(w)| >
min{|f(z)|;z € C}.

\

Najdéte priklad, Ze tvrzeni neplati, pokud f nabyva hodnoty O.




3. Ukazte, ze dikaz uvedené ctvrté vlastnosti plati pro trochu obecnéjsi situaci, a to
pro funkci f holomorfni uvnitf kiivky C' a spojité na C'.

=)




4. Dokazte, Ze kazda nekonstantni harmonické funkce na omezené oblasti GG, kterd je
spojitd na hranici GG, nabyva maxima a minima pouze na hranici G. [Navod: harmonick4

funkce ¢ je redlnou slozkou holomorfni funkce f; funkce e/ je holomorfni a plati pro ni
princip maxima modulu, ale |e/| = ¢ a redln4 exponencidlni funkce je ryze monoténni. ]

=)




5. Necht’ g, h jsou dvé harmonické funkce v oblasti GG spojité a totoZné na hranici G.
Ukazte, Ze pak g = h na G.

=)




6. Je-1i nekonstantni f holomorfni v bodé w, pak existuje g tak, ze |f(w)| < |f(q)].
Pokud je f(w) # 0, existuje bod p tak, ze | f(w)| > |f(p)]|.

=)




7. Je-li f celistva funkce, pak g(r) = max{|f(z)|;|z| = r} je rostouci funkce.

Konec otazek 4.




CVICENI




CvicCeni 1 :
Priklad. Spocitejte kiivkovy integral

1
/—dZ,
o ?

kde ¢ je kladné orientovany obvod jednotkového kruhu
{ze€C:|z| <1}




CvicCeni 1 :
Priklad. Spocitejte kiivkovy integral

1
/—dZ,
o ?

kde ¢ je kladné orientovany obvod jednotkového kruhu
{ze€C:|z| <1}

'

Reseni. Budeme integrovat po kiivce ¢(t) = e’ pro t € [0, 27].

\




CvicCeni 1 :
Priklad. Spocitejte kiivkovy integral

1
/—dZ,
o #

kde ¢ je kladné orientovany obvod jednotkového kruhu
{ze€C:|z| <1}

'

Reseni. Budeme integrovat po kiivce ¢(t) = e’ pro t € [0, 27].

\
1 27r1 ' 2m
/—dzz/ —,tie’tdt=/ i dt = 2mi .
o Z o € 0




Priklad. Spocitejte kiivkovy integral

/]z|z dz,
2

kde ¢ je zdporné orientovany obvod horniho jednotkového polokruhu
{z€C:|z| <1, Imz>0}.




Priklad. Spocitejte kiivkovy integral

/]z|z dz,
2

kde ¢ je zdporné orientovany obvod horniho jednotkového polokruhu
{z€C:|z| <1, Imz>0}.

ResSeni. Pro jednodussi pocitani budeme integrovat po kfivce ¢ = —¢, tedy zménili
jsme orientaci kiivky, coz v zavéru napravime tim, Ze u vysledku otoime znaménko.

\




Priklad. Spocitejte kiivkovy integral

/]2\2 dz,
-

kde ¢ je zaporné€ orientovany obvod horniho jednotkového polokruhu

{z€C:|z| <1, Imz>0}.

\

Reseni. Pro jednodussi poéitini budeme integrovat po kfivee ) = —¢, tedy zménili

jsme orientaci krivky, coz v zavéru napravime tim, Ze u vysledku otoCime znaménko.

\
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Priklad. Spocitejte kiivkovy integral

/]2\2 dz,
-

kde ¢ je zaporné€ orientovany obvod horniho jednotkového polokruhu

{z€C:|z| <1, Imz>0}.

\

Reseni. Pro jednodussi poéitini budeme integrovat po kfivee ) = —¢, tedy zménili

jsme orientaci krivky, coz v zavéru napravime tim, Ze u vysledku otoCime znaménko.

\
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Chodit pozpatku je jedno-
dussi? To chci vidét.




Chodit pozpatku je jedno-
dussi? To chci vidét.

\
Kfivka ¢ je sloZena ze dvou Césti: tseCky 1(t) = t, |t| < 1 a z polokruZnice 1),(t) =
e, 0 < t < m, orientovanych ve sméru vzrlistu parametru ¢.

\




Chodit pozpatku je jedno-
dussi? To chci vidét.

\
Kfivka ¢ je sloZena ze dvou Césti: tseCky 1(t) = t, |t| < 1 a z polokruZnice 1),(t) =
e, 0 < t < m, orientovanych ve sméru vzrlistu parametru ¢.
\
Integral pak bude

1 T
/]z|zdz = / \z]zdz—k/ \z]zdz:/ ]t\tdt+/ le|"e e dt
¥ Y1 P2 —1 0

1
= / t*signt dt 4 im = 0 + i7.
-1




\

Kfivka 1) je sloZena ze dvou Casti: tsecky ¢ (t) = t, |t| < 1 a z polokruzZnice v(t) =

Chodit pozpitku je jedno-
dussi? To chcei vidét.

et 0<t<m, orientovanych ve sméru vzristu parametru t.

\
Integral pak bude

/ 1z|z2dz =
(4

\
Integral podél ¢ je

1
/\z\zder/ \z\deZ/ 7 dt +
(a1 P2 -1

/

1

1

t*signt dt + im = 0 + i7.

/ ‘6’zte—zt€zt dt
0
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I pi. To je docela dobra mys-
lenka.




I pi. To je docela dobra mys-
lenka.

Nebo tam je jeSté to mi-
nus???
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Konec cviceni 1.




Cviceni 2 :

Priklad. Vypocitejte integral

/ ze® dz,
Y

podél kiivky ¢(t) = t + it3, 0 < t < 1, orientované ve sméru vzrlistu parametru ¢.

\




Cviceni 2 :

Priklad. Vypocitejte integral

/ ze® dz,
Y

podél kiivky ¢(t) = t + it3, 0 < t < 1, orientované ve sméru vzrlistu parametru ¢.

{

Reseni. MiliZeme sice postupovat jako drive, tj. dosazenim parametrizace do inte-
grandu, ale jednodussi bude pouZzit vétu o integraci primitivni funkce.

\




Cviceni 2 :

Priklad. Vypocitejte integral

/ ze® dz,
Y

podél kiivky ¢(t) = t + it3, 0 < t < 1, orientované ve sméru vzrlistu parametru ¢.

{

Reseni. MiliZeme sice postupovat jako drive, tj. dosazenim parametrizace do inte-
grandu, ale jednodussi bude pouZzit vétu o integraci primitivni funkce.

\

Funkce ze* je holomorfni na C, takze k ni existuje primitivni funkce F. Tu navic
snadno spocitame per-partes.

\




Cviceni 2 :

Priklad. Vypocitejte integral

/ ze® dz,
Y

podél kiivky ¢(t) = t + it3, 0 < t < 1, orientované ve sméru vzrlistu parametru ¢.

{

Reseni. MiliZeme sice postupovat jako drive, tj. dosazenim parametrizace do inte-
grandu, ale jednodussi bude pouZzit vétu o integraci primitivni funkce.

\

Funkce ze* je holomorfni na C, takze k ni existuje primitivni funkce F. Tu navic
snadno spocitame per-partes.

\

Tedy
F(z)=(z—1)e?,




Cviceni 2 :

Priklad. Vypocitejte integral

/ ze® dz,
Y

podél kiivky ¥(t) =t +it3, 0 < t < 1, orientované ve sméru vzristu parametru .

{

Reseni. MiliZeme sice postupovat jako drive, tj. dosazenim parametrizace do inte-
grandu, ale jednodussi bude pouZzit vétu o integraci primitivni funkce.

\

Funkce ze* je holomorfni na C, takze k ni existuje primitivni funkce F. Tu navic
snadno spocitame per-partes.

\
Tedy

\

a hledany integral je roven

/¢ 26 dz = F@(1)) — F@(0)) = F(1 +4) — F(0)

= —1+ie™t=—esinl — 1+ iecosl.







Je to proste tak.




Je to prosté tak.

To si prosteé promyslete jeste
jednou.
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Konec cviceni 2.




CviCeni 3 :

Priklad. Spocitejte integral

22 — 1 —1
/¢ (z— 1Dz —9) dz;

kde v je kladné orientovand kruZnice

v={2€C: |z| =2}




CviCeni 3 :

Priklad. Spocitejte integral

22 — 1 —1
/¢ (z— 1Dz —9) dz;

kde v je kladné orientovand kruZnice

v={2€C: |z| =2}

'

Reseni. Ozna¢me integrand f. Mame tedy integrovat funkci f po uzaviené jednoduché
kiivce. Ale f neni holomorfni v bodech 1 a 7, coZ jsou body vnittku ).

\




CviCeni 3 :

Priklad. Spocitejte integral

22 — 1 —1
/¢ (z— 1Dz —9) dz;

kde v je kladné orientovand kruZnice

v={2€C: |z| =2}

'

Reseni. Ozna¢me integrand f. Mame tedy integrovat funkci f po uzaviené jednoduché
kiivce. Ale f neni holomorfni v bodech 1 a 7, coZ jsou body vnittku ).

\

Budeme se snazit nahradit integral podél ¢/ integralem po jiné kfivce, jak nim to umoz-
nuje disledek Cauchyovy véty.

\




CviCeni 3 :

Priklad. Spocitejte integral

/ 22 —1—1
—dz,
Y (Z_1><Z_Z>

kde 1) je kladné orientovana kruznice
v={ze€C: |z| =2}

\

Reseni. Ozname integrand f. Mdme tedy integrovat funkci f po uzaviené jednoduché
kiivce. Ale f neni holomorfni v bodech 1 a ¢, coZ jsou body vnitrku ).

\

Budeme se snazit nahradit integral podél ) integralem po jiné kiivce, jak nam to umoz-
nuje disledek Cauchyovy véty.

\

Ktery diisledek? Cauchyova
véta jich ma spousty! A
Cauchyovych vét je spousta.
To tedy mame . ..
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\

Ozname v, kruznici se stftedem 7 a polomérem 1/10 a 1), kruznici se stredem 1 a
polomérem 1/10. Uvazujme oblast

G =int ¢ \ (int ¢y Uint o).




\

Ozname v, kruznici se stftedem 7 a polomérem 1/10 a 1), kruznici se stredem 1 a
polomérem 1/10. Uvazujme oblast

G =int ¢ \ (int ¢y Uint o).

\

Funkce f je holomorfni na G, a proto

Jr= o]







Tedy

Vg — | — 0
/ - Z,dz:/<1,+1>dz
v (2 —1)(z — 1) p\E =0 z—1
1 1 1 1
z/( - + )dz+/( -+ )dz
gy \Z — 1 z—1 dy \Z — 1 z—1




Tedy




Tedy

Narovinu, myslite si, Ze to
vySlo hodné nebo mélo?
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Konec cviceni 3.




Cviceni 4 :

Priklad. Spocitejte integral

62,2
/C(z—l— 7y 9%
kde C' ={z € C: |z| =3}

\




Cviceni 4 :

Priklad. Spocitejte integral

62,2
/C(z—l— 7y 9%
kde C' ={z € C: |z| =3}

V

Reseni. Oznalme f (z) = €*, pak podle Cauchyova integrdlniho vzorce mame

pren- L [ L0,

Comi Jo (z+ 1) T




Cviceni 4 :

Priklad. Spocitejte integral

€2Z
/C(z—l— 7y 9%
kde C' ={z € C: |z| =3}

V

Reseni. Oznalme f (z) = €*, pak podle Cauchyova integrdlniho vzorce mame

pren- L [ L0,

Comi Jo (z+ 1) T

\

Pron =3 je
f”’(z) _ 8622, f///(_l) _ 86—2




Cviceni 4 :

Priklad. Spocitejte integral

€2Z
/C(z—l— 7y 9%
kde C' ={z € C: |z| =3}

V

Reseni. Oznalme f (z) = €*, pak podle Cauchyova integrdlniho vzorce mame

pren- L [ L0,

Comi Jo (z+ 1) T
¥
Pron =3 je
f”’(z) _ 8622, f///(_l) _ 86—2
\

a podle uvedeného vzorce dostaneme vztah

3| 2z
8e 2 = , / ‘ T dz.
2mi Jo (z+ 1)




Cviceni 4 :

Priklad. Spocitejte integral

€2Z
/C(z—l— 7y 9%
kde C' ={z € C: |z| =3}

V

Reseni. Oznalme f (z) = €*, pak podle Cauchyova integrdlniho vzorce mame

pren- L [ L0,

Comi Jo (z+ 1) T
¥
Pron =3 je
f”’(z) _ 8622, f///(_l) _ 86—2
\

a podle uvedeného vzorce dostaneme vztah

3| 2z
8e 2 = , / ‘ T dz.
2mi Jo (z+ 1)




Odtud jizZ snadno zjistime, Ze zadany integral ma hodnotu

e )
dz = i—me ™.
e




Odtud jiz snadno zjistime, Ze zadany integral ma hodnotu

2z )
/ _c dz = i—me 2.

Strizlivy k tomu nemohu mit
zadny smysluplny komen-
tar.
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Konec cvicCeni 4.




CviCeni 5 :

Priklad. Spocitejte integral

sin w22 + cos w22
dz,
C

-1k -2)
kdeC'={z € C: |z| =3}.

\




CviCeni 5 :

Priklad. Spocitejte integral

sin w22 + cos w22
dz,
C

(z—1)(z—2)
kdeC'={z € C: |z| =3}.
\
Reseni. Budeme postupovat podobné jako minule. Oznaéme f(z) = sin 2> + cos w2

\




CviCeni 5 :

Priklad. Spocitejte integral

sin w22 + cos w22
dz,
C

(z—1)(z—2)
kdeC'={z € C: |z| =3}.
\
Reseni. Budeme postupovat podobné jako minule. Oznaéme f(z) = sin 2> + cos w2

\

Rozkladem na parcidlni zlomky prevedeme integrdl na soucet dvou integrall, a ty
spocitime pomoci Cauchyova integralniho vzorce.

\




CvicCeni 5 :

Priklad. Spocitejte integral

sin w22 + cos w22
dz,
C

C-1)(z-2)
kde C ={z € C: |z| =3}.
\
Reseni. Budeme postupovat podobné jako minule. Ozname f(z) = sin w22 + cos w22

\

Rozkladem na parcidlni zlomky prevedeme integrdl na soucet dvou integrali, a ty
spocitime pomoci Cauchyova integralniho vzorce.

‘ LEKCE34-KIN
integral po kiivce
vlastnosti integralu
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Cauchyova véta
obecnd Cauchyova

V Cestiné plati komuta- véia

Cauchyiv vzorec

tivni Zékon, pOdle vzZoru Liouvillova véta

"také Cernd krava bilé mlého 2 e
dava". Zkuste si komutati- STANDARDY

5 T 7 0zna
vitu u vySe uvedeného textu. Pozndmky
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BTW, vSimli jste si, Ze jste
ztratili smysl pro realitu?




BTW, vsSimli jste si, Ze jste
ztratili smysl pro realitu?

Ano 1 ne. To 1 byla kom-
plexni jednotka.
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dz.

sin 22 + cos w22 sin w22 + cos w22 sin w22 + cos w22
z = dz —
C C C

(z—1)(z —2) z—2 z—1




dz.

sin 22 + cos w22 sin 2% + cos w22 sin w22 + cos w22
z = dz —
C C C

(z—1)(z —2) z—2 z—1

\

Vzorec

fla) = ! /C<f(z)1dz.

27i z—a)
pouzijeme pro a = 1 a pro a = 2, ¢imz dostaneme

\




dz.

sin 22 + cos w22 sin 2% + cos w22 sin w22 + cos w22
z = dz —
C C C

(z—1)(z —2) z—2 z—1

\

Vzorec

fla) = ! /C<f(z)1dz.

27i z—a)
pouzijeme pro a = 1 a pro a = 2, ¢imz dostaneme

\

dz = 2w (sin 2% + cos 722) = 21,

sin 2% + cos w22
C z — 2

dz = 2m (sin 1% + cos 7T12> = —27m1,

sin 2% + cos w22
C Z = 1




dz.

sin 22 + cos w22 sin 2% + cos w22 sin w22 + cos w22
z = dz —
C C C

(z—1)(z —2) z—2 z—1

\

Vzorec

fla) = ! /C<f(z)1dz.

27i z—a)
pouzijeme pro a = 1 a pro a = 2, ¢imz dostaneme

\

dz = 2w (sin 2% + cos 722) = 21,

sin 2% + cos w22
C z — 2

dz = 2m (sin 1% + cos 7T12> = —27m1,

sin 2% + cos w22
C Z = 1

dz = 2mi — (—2mi) = 4.

/ sin 22 + cos w22
¢ (z—1)(z—2)




Konec cviceni 5.




CviCeni 6 :
Priklad. Spocitejte integral

/ (Q:Uy — xz) dx + (x 4 y2) dy,
C

kde C' je uzaviena pozitivné orientovand kiivka ohranicujici oblast vymezenou funkcemi

y=1, z=y




CviCeni 6 :
Priklad. Spocitejte integral

/ (Q:Uy — xz) dx + (x 4 y2) dy,
C

kde C' je uzaviena pozitivné orientovand kfivka ohranicujici oblast vymezenou funkcemi

y=a°, x=y".

\
Reseni. Zabyvejme se nejdiive prvnim piipadem, tj. y = 2. Integral parametrizujeme:

\




CviCeni 6 :
Priklad. Spocitejte integral

/ (Q:Uy — xz) dx + (x 4 y2) dy,
C

kde C' je uzaviena pozitivné orientovand kfivka ohranicujici oblast vymezenou funkcemi

y=1, z=y

{

Reseni. Zabyvejme se nejdiive prvnim piipadem, tj. y = 2. Integral parametrizujeme:

\

/0 ((295)(562) — $2) dx + (sc + (332)2) d(:cz) — /0 (2.:1:3 + 22 4 25(:5) dzx = g




CviCeni 6 :
Priklad. Spocitejte integral

/ (2zy — 2%) dz + (z +y°) dy,
C

kde C' je uzaviena pozitivné orientovand kfivka ohranicujici oblast vymezenou funkcemi

y=a*, z=y".
M
Reseni. Zabyvejme se nejdiive prvnim pifpadem, tj. y = x°. Integral parametrizujeme:
\
1 1 7
/ ((2z)(z%) — 2°) dz + (z + (z%)°) d(z?) = / (22° + 2° 4+ 22°) dz = =
0 0
\
Podobné tomu bude pro z = 3 :
0 0
17
/ Q2W)(y) = 7)) diy*) + (v +y°) dy = / (49" = 29" +2¢°) dy = —=.
1 1

—p




Celkovy vysledek tedy bude

7171

/C(2xy—x2) dz + (z + y°) dy === ==




Celkovy vysledek tedy bude

7171

/C(Qxy—a:Q) dz + (z + y°) dyzé—B:%.

Taky jste Cekali, ze vyjde
nula?




Celkovy vysledek tedy bude

/(Q:Uy—xQ) dx+(x+y2) dy=-——=—.
C

Taky jste Cekali, ze vyjde
nula?

Ona skoro vySla. U mné v
poradku.
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Konec cviceni 6.







‘ STANDARDY z kapitoly \

INTEGRACE KOMPLEXNI FUNKCE
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‘ STANDARDY z kapitoly \

INTEGRACE KOMPLEXNI FUNKCE
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KRIVKOVY INTEGRAL




KRIVKOVY INTEGRAL

\
DEFINICE. Zipisem

b
/C f(2) dz = / F(@@E)P(t) dt.

definujeme integral funkce f po kiivce C' parametrizované ¢ nebo, pokud ktivka neni

podstatnd, nazyvame jej krivkovy integral funkce f.

-=p
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VETA. Necht' f, ¢ jsou funkce definované na piislusnych orientovanych kiivkach C, C},

Nésledujici 3 rovnosti plati, jakmile maji smysl pravé strany. Ctvrtd vlastnost plati,
jakmile ma smysl leva strana.

1. [ (af(2) + Bg(z)) dz = a | f(2) dz + Bfo dz;
2. Joi0,£(2) dz = [ £( dz+fc ) dz;
3. [ f(z) dz = — [, £(

4.| Jo f(2) d2| < [ |f(= | ds < L(C) max.ec | f(2)],

(C) je délka ktivky C.

\




VETA. Necht' f, g jsou funkce definované na piisluinych orientovanych kiivkach C, C;, (b

Nésledujici 3 rovnosti plati, jakmile maji smysl pravé strany. Ctvrta vlastnost plati,

jakmile ma smysl leva strana.

1. [(of(2) + Bg(2)) dz = o [, £(z d,4+5f( z) dz;
2. f01+02 ) dz = [, £(2) dz + [, £(2) dz;
3. |- of(z) dz = —fp z) dz;

4. UC z) dz| < f(;' |f(2)| ds < L(C) max.ec | f(2)],

(C) je délka krivky C'.

\/

Dukaz. Posledni vlastnost l1ze ukdzat ndsledovné. Necht’ fc dz = re'*. Potom
= | [, f(2) dz| a souCasn& r = [, e f(z) dz. Posledni Vyraz je tedy nezaporné

realne c1slo takze integral z imaginarni slozky funkce e '“f(2) je roven 0. Proto je
r=[.% o “@f(2)) dz a pro redlné funkce Ize uplatnit odhad

r < / RN de < [l f (@) dz = [ 1£E)] de < IO max| /().
&

—p
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PRIMITIVNI FUNKCE




PRIMITIVNI FUNKCE
'

DEFINICE. Funkce F' se nazyva primitivni k funkci f na oteviené mnoziné G, jestlize
pro kazdé z € G plati F'(z) = f(z).

=)




VETA. Necht na oblasti U m4 funkce f derivaci f’. Pak plati

/ F(2) dz= £(8) - f(a)

pro libovolnou kiivku ¢ jdouci z bodu o do bodu S.

\




VETA. Necht na oblasti U m4 funkce f derivaci f’. Pak plati

/ F(2) dz= £(8) - f(a)

pro libovolnou kfivku ¢ jdouci z bodu a do bodu £.

Dukaz.

b b
[ 16 @ = [ rewwo ¢= [ S uen) -

\




VETA. Necht na oblasti U m4 funkce f derivaci f’. Pak plati

/ F(z) dz = £(8) — f(a)

pro libovolnou kfivku ¢ jdouci z bodu oo do bodu £.

¥
Dukaz.

f'(z) dz =

(V2) a

b b
o)) dt / 4 o) dt=

To je komplexni verze za-
kladni véty analyzy.

LEKCE34-KIN
integral po kiivce
vlastnosti integralu
primitivni funkce
Cauchyova véta
obecnd Cauchyova
véta
Cauchyiv vzorec
Liouvillova véta
zakladni véta alge-
bry
STANDARDY
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



VETA. Nésledujici podminky jsou ekvivalentni pro funkci f majici spojité parcidlni
derivace 1.fadu svych sloZek na jednoduse souvislé oblasti G

1. f je holomorfni na G;

2. integrély z f po ktivkach leZicich v GG nezdvisi na cesté (tj. zavisi jen na pocatecnim
a koncovém bodé krivky);

3. kazdy integrdl z f po jednoduché uzaviené kiivce v GG je nulovy;
4. f ma na G primitivni funkci F'.




CAUCHYOVA VETA




CAUCHYOVA VETA
'

VETA. (Cauchy) Necht' f je holomorfni na jednoduché uzaviené kiivce C' a na jejim
vnitiku. Potom je [ f(z) dz = 0.

\




CAUCHYOVA VETA
'

VETA. (Cauchy) Necht' f je holomorfni na jednoduché uzaviené kiivce C' a na jejim
vnitiku. Potom je [ f(z) dz = 0.

\

VETA. (Cauchy) Necht C'a (1, ...,C, jsou jednoduché uzaviené kladné orientované
kfivky, pricemz C', ..., C, lezi uvnitt C' a vnitiky ktivek C', ..., C), jsou navzijem dis-
junktni. Necht f je holomorfni na jednoduché uzaviené kiivce C' a na jejim vnitiku
kromé vnitika kiivek C', ..., C,,. Potom je

/Cf(z) dz:}T?/Cif(z) ds.




DUSLEDEK. Jestlize jednoduchd uzaviena kiivka C' obsahuje ve svem vnitiku Jedno—
duchou uzavienou kiivku D a ob€ jsou kladn€ orientované, pak [ f o f(z) dz = [ f p f(2) dz
pro kazdou funkci f holomorfni na obou kfivkdch a mezi nimi.




DUSLEDEK. Jestlize jednoduchd uzaviend kfivka C' obsahuje ve svém vnitrku jedno—
duchou uzavienou kiivku D a ob€ jsou kladn€ orientované, pak [ f o f(z) dz = [ f p f(z) dz
pro kazdou funkci f holomorfni na obou kfivkach a mezi nimi.

‘ LEKCE34-KIN
a o, . . P . oot - integral po kfivce
Tohoto dlisledku se pouziva pro nahrazeni komplikované kfivky C' jednodussi kiivkou pﬂrvr}iﬁclzsfmtceegralu
D, napt. kruznici. Cauchyova véta
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* Liouvillova véta
zédkladni véta alge-
bry
STANDARDY
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



VETA. (Cauchytv vzorec) Necht C' je jednoduchd uzaviend kiivka a f je holomorfni
uvnitt a na C'. Potom pro kazdy bod w lezici ve vnitiku C' plati

1L [ f(z)

21 Jo 2z —w

dz = f(w).




VETA. (Cauchytv vzorec) Necht C' je jednoduchd uzaviend kiivka a f je holomorfni
uvnitt a na C'. Potom pro kazdy bod w lezici ve vnitiku C' plati

1L [ f(z)

21 Jo 2z —w

dz = f(w).

4

Diikaz. Necht' w je bod z vnitfku C'. Podle pfedchozi véty lze [ f(z) dz nahradit inte-

grdlem [, f(2) dz, kde C, je kruZnice o stiedu w a poloméru r, leZici ve vnitiku kfivky
C.

\




VETA. (Cauchyiiv vzorec) Necht C' je jednoduchd uzaviend k¥ivka a f je holomorfni

uvnitf a na C'. Potom pro kazdy bod w leZici ve vnittku C' plati

f(z)

21 Jo 2z —w

dz = f(w).

4

Diikaz. Necht w je bod z vnitiku C'. Podle pfedchozi véty Ize [, f ¢ f(z) dz nahradit inte-
grilem [, f c ) dz, kde C; je kruznice o stiedu w a poloméru r, ICZICI ve vnitiku kiivky

C.
\

Integral se rozepiSe jako soucet

Crz—w z — Z—w
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VETA. (Cauchyiiv vzorec) Necht C' je jednoduchd uzaviend k¥ivka a f je holomorfni

uvnitt a na C. Potom pro kazdy bod w leZici ve vnitiku C' plati

f)

21 Jo 2 —w

4

Diikaz. Necht w je bod z vnitiku C'. Podle pfedchozi véty Ize [, f ¢ f(z) dz nahradit inte-
grilem [, f c ) dz, kde C; je kruznice o stiedu w a poloméru r, ICZICI ve vnitiku kiivky

C.
\

Integral se rozepiSe jako soucet

Crz—w z — Z—w

\

Prvni integral na pravé strané se rovna 27i.

\
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VETA. (Cauchyiiv vzorec) Necht C' je jednoduchd uzaviend k¥ivka a f je holomorfni

uvnitt a na C. Potom pro kazdy bod w leZici ve vnitiku C' plati

f(z)

21 Jo 2z —w

dz = f(w).

¥
Diikaz. Necht w je bod z vnitiku C'. Podle piedchozi véty Ize [, f of

grdlem [, f
C.

\/

Integral se rozepiSe jako soucet

Crz—w z — Z—w

) dz nahradit inte-
) dz, kde C; je kruznice o stiedu w a poloméru r, 162101 ve vnitiku kiivky

\

Prvni integral na pravé strané se rovna 27i.

\

Druhy integral je roven 0. Opravdu, pro libovolné € > 0 se najde tak malé r, zZe
|f(2) — f(w)] < € pro kazdé z € C,; potom

|Lf(zi:i(w) dz‘ﬁs/(j%—%rs.
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Vzorecek . /
z
Y R Py T
2m Joz —w
pocCitd hodnotu funkce ve vnitfnim bod¢€ integraci pres obvod mnoziny.

\




Vzorecek : 1(2)
2
: dz = f(w)
2m Jo 2 —w
pocCitd hodnotu funkce ve vnitfnim bod¢€ integraci pres obvod mnoziny.

\/

Pokud bude funkce na hra-
nici nulovd, tak je nulova

vsSude.
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DUSLEDKY CAUCHYOVA VZORCE




DUSLEDKY CAUCHYOVA VZORCE

\

LEMMA. Necht' f(w, z) je komplexni funkce dvou komplexnich proménnych, ktera
je je spojitd ve druhé proménné na jednoduché uzaviené kiivce C', holomorfni v prvni

promeénné v oblasti G ama V G spojité parcidlni derivace podle sloZek prvni proménné.

Potom funkce F(w) = [, f(w, z) dz je holomorfni v G a plati F'(w) = |, g—f)(w, z) dz.

—p




Disledky Cauchyova vzorce:

\




Disledky Cauchyova vzorce:

\

DUSLEDEK.
1. Holomorfni funkce v oblasti G ma v GG derivace vSech tadi, pro které plati vzorec

~omi Jo (2 — w)rtl

dz,

kde C' je libovolna jednoducha uzaviena kfivka lezici i s vnitrtkem v G a bod w leZi
ve vnitiku C.




Disledky Cauchyova vzorce:

\

DUSLEDEK.
1. Holomorfni funkce v oblasti G ma v GG derivace vSech tadi, pro které plati vzorec

~omi Jo (2 — w)rtl

dz,

kde C' je libovolna jednoducha uzaviena kfivka lezici i s vnitrtkem v G a bod w leZi
ve vnitiku C.

2. Je-li f holomorfni v kruhu |z — w| < r, pak

n!
7)< ™ max{F(2): 2~ wl = r}.




Disledky Cauchyova vzorce:

\

DUSLEDEK.
1. Holomorfni funkce v oblasti G ma v GG derivace vSech tadi, pro které plati vzorec

~omi Jo (2 — w)rtl

dz,

kde C' je libovolna jednoducha uzaviena kfivka lezici i s vnitrtkem v G a bod w leZi
ve vnitiku C.

2. Je-li f holomorfni v kruhu |z — w| < r, pak

n!
7)< ™ max{F(2): 2~ wl = r}.

3. (Liouville) Kazda omezena celistva funkce je konstantni.




Disledky Cauchyova vzorce:

\

DUSLEDEK.
1. Holomorfni funkce v oblasti G ma v GG derivace vSech tadi, pro které plati vzorec

~omi Jo (2 — w)rtl

dz,

kde C' je libovolna jednoducha uzaviena kfivka lezici i s vnitrtkem v G a bod w leZi
ve vnitiku C.

2. Je-li f holomorfni v kruhu |z — w| < r, pak

n!
7)< ™ max{F(2): 2~ wl = r}.

3. (Liouville) Kazda omezena celistva funkce je konstantni.

4. Je-1i nekonstantni funkce f holomorfni na a uvnitf jednoduché uzaviené kiivky C,
pak pro kazdy bod w z vnitiku C' je | f(w)| < max{|f(2)|; 2 € C}.




Dukaz. Prvni tvrzeni plyne indukci z pfedchoziho tvrzeni o derivaci za integralem.

\




Dukaz. Prvni tvrzeni plyne indukci z pfedchoziho tvrzeni o derivaci za integralem.

\

Druhé tvrzeni je diisledkem prvniho a odhadu absolutni hodnoty integrélu.

\




Diikaz. Prvni tvrzeni plyne indukci z pfedchoziho tvrzeni o derivaci za integralem.

\/

Druhé tvrzeni je diisledkem prvniho a odhadu absolutni hodnoty integralu.

\

Tteti tvrzeni plyne z druhého pro volbu n = 1 a r jsouci k co; vyjde f' = 0.
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Posledni tvrzeni se dokaze nasledujicim zptisobem. Funkce |f| dosahuje svého ma-
xima m na kfivce C nebo v jejim vnitiku.

\




Posledni tvrzeni se dokaze nasledujicim zptisobem. Funkce |f| dosahuje svého ma-
xima m na kiivce C nebo v jejim vnitrku.

\

Necht’ nastane druhy pfipad, takZe mnozina A = {z;z € C,|f(z)| = m} je ne-
prazdna.

\/
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Posledni tvrzeni se dokaze nasledujicim zptisobem. Funkce |f| dosahuje svého ma-
xima m na kiivce C nebo v jejim vnitrku.

\

Necht' nastane druhy piipad, takZze mnozina A = {z;z € (C,|f(z)| = m} je ne-
prazdna.

\/

ProtoZe f je nekonstantni, existuje w z vnittku C' leZici na hranici A.

\/

LEKCE34-KIN
integral po kiivce
vlastnosti integralu
primitivni funkce
Cauchyova véta
obecnd Cauchyova
véta
Cauchyiv vzorec
Liouvillova véta
zakladni véta alge-
bry
STANDARDY
Poznamky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Posledni tvrzeni se dokaze nasledujicim zptisobem. Funkce |f| dosahuje svého ma-
xima m na kiivce C nebo v jejim vnitrku.

\

Necht' nastane druhy piipad, takZze mnozina A = {z;z € (C,|f(z)| = m} je ne-
prazdna.

\/

ProtoZe f je nekonstantni, existuje w z vnittku C' leZici na hranici A.

\/

Vezme se kruznice K o poloméru r okolo w lezici uvnitt C' a na ni bod ¢ ¢ A. Pak
1f(q)] < |f(w)] = ma|f(z)] < m — € pro néjaké kladné ¢ a z nalezici néjakému
oblouku O C K délky d.

\/
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Posledni tvrzeni se dokaze nasledujicim zptisobem. Funkce |f| dosahuje svého ma-
xima m na kiivce C nebo v jejim vnitrku.

\

Necht' nastane druhy piipad, takZze mnozina A = {z;z € (C,|f(z)| = m} je ne-
prazdna.

\/

ProtoZe f je nekonstantni, existuje w z vnittku C' leZici na hranici A.

\/

Vezme se kruznice K o poloméru r okolo w lezici uvnitt C' a na ni bod ¢ ¢ A. Pak
1f(q)] < |f(w)] = ma|f(z)] < m — € pro néjaké kladné ¢ a z nalezici néjakému
oblouku O C K délky d.

\/

Podle Cauchyova vzorce plati LEKCE34-KIN

integral po kiivce
vlastnosti integralu
1 f (Z ) 1 f (Z ) f (Z ) primitivn{ funkce
f(?U) — . dz = =~ . dz + ——dz). Cauchyova véta
271 K< — W 211 K\O Z — W olzl%ctgé Cauchyova
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! zékladni véta alge-
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Posledni tvrzeni se dokaze nasledujicim zptisobem. Funkce |f| dosahuje svého ma-
xima m na kiivce C nebo v jejim vnitrku.

\

Necht' nastane druhy piipad, takZze mnozina A = {z;z € (C,|f(z)| = m} je ne-
prazdna.

\/

ProtoZe f je nekonstantni, existuje w z vnittku C' leZici na hranici A.

\/

Vezme se kruznice K o poloméru r okolo w lezici uvnitt C' a na ni bod ¢ ¢ A. Pak
1f(q)] < |f(w)] = ma|f(z)] < m — € pro néjaké kladné ¢ a z nalezici néjakému
oblouku O C K délky d.

\/

Podle Cauchyova vzorce plati LEKCE34-KIN

integral po kiivce
vlastnosti integralu
1 / (Z ) 1 f (Z ) f (Z ) primitivn{ funkce
f(w> — . dz = P dz + —dz). Cauchyova véta
271 K< — W 271 K\O Z — W obevctné Cauchyova
véta
Cauchyiv vzorec
Liouvillova véta
! zékladni véta alge-
bry

Pro absolutni hodnoty nyni plati BUANDARDY
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Disledkem ptedchoziho prvniho tvrzeni je jednak fakt, Ze holomorfni funkce ma spo-
jité parcidlni derivace svych slozek (vSech tadi), Ze harmonické funkce maji derivace
vSech 1adt, a ze funkce majici primitivni funkci je holomorfni.

\
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Disledkem ptedchoziho prvniho tvrzeni je jednak fakt, Ze holomorfni funkce ma spo-
jité parcidlni derivace svych slozek (vSech radil), Ze harmonické funkce maji derivace
vSech 1adt, a ze funkce majici primitivni funkci je holomorfni.

\

Tato posledni vlastnost dava jiz drive slibovanou Morerovu vétu (bez predpokladu
spojitosti parcidlnich derivaci):

\/
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Disledkem ptedchoziho prvniho tvrzeni je jednak fakt, Ze holomorfni funkce ma spo-
jité parcidlni derivace svych slozek (vSech tadi), Ze harmonické funkce maji derivace
vSech 1adt, a ze funkce majici primitivni funkci je holomorfni.

\

Tato posledni vlastnost dava jiz drive slibovanou Morerovu vétu (bez predpokladu
spojitosti parcidlnich derivaci):

\/

VETA. (Morera) Necht [ f(z) dz = 0 pro kaZdou jednoduchou uzavienou kiivku
leZici i s vnittkem v oteviené mnoziné GG. Pak je f holomorfni.

—
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Liouvillova véta ma jako jednoduchy disledek zakladni vétu algebry:

\




Liouvillova véta ma jako jednoduchy disledek zakladni vétu algebry:
\
VETA. Kazdy polynom P stupné aspoii 1 ma nulovy bod, tj. existuje z tak, ze P(z) = 0.

\




Liouvillova véta ma jako jednoduchy disledek zakladni vétu algebry:
\
VETA. Kazdy polynom P stupné aspoii 1 md nulovy bod, tj. existuje = tak, Zze P (2)

0.

¥

Dukaz. Necht' P(z) # 0 pro vSechna z € C. pak 1/P(z) je celistva funkce. Podobné
jako v realném oboru se ukdze, Ze |P(z)| ma v oo limitu oo, takze 1/P(z) je omezend

funkce. Podle Liouvillovy véty je tato funkce konstantni a tedy P ma stupen 0.

=)
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POZNAMKY




POZNAMKY
'

K tradicnimu vykladu Cauchyovy véty patii dikaz Cauchyovy véty pro trojihelnik:

\




POZNAMKY
'

K tradicnimu vykladu Cauchyovy véty patii dikaz Cauchyovy véty pro trojihelnik:
\

VETA. Necht je funkce f holomorfni na oteviené mnoziné U a kifivka ¢ popisuje
obvod trojuhelnika 7' C U. Pak
/ f(z) dz=0.
¥




Dukaz. Necht’
/f(z) dz| =K >0.
@

Odvodime spor. Oznacme L obvod trojihelniku 7. Rozdélime trojuhelnik 7" stfednimi
priCkami na Ctyfi trojuhelniky. Alespon pres obvod jednoho je analogicky integrédl roven
alespon K /4.

\
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Dukaz. Necht’
/f(z) dz| =K >0.
@

Odvodime spor. Oznacme L obvod trojihelniku 7. Rozdélime trojuhelnik 7" stfednimi
priCkami na Ctyfi trojuhelniky. Alespon pres obvod jednoho je analogicky integrédl roven

alespon K /4.
\
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Dukaz. Necht’
/f(z) dz| =K >0.
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Odvodime spor. Oznacme L obvod trojihelniku 7. Rozdélime trojuhelnik 7" stfednimi
priCkami na Ctyfi trojuhelniky. Alespon pres obvod jednoho je analogicky integrédl roven

alespon K /4.
\

Integraci pies obvod trojihelniku nahradime integraci pres obvody mensSich trojihel-
nikd. Useky, které jdeme sem i tam se rusi.
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Dukaz. Necht’
/f(z) dz| =K >0.
@

Odvodime spor. Oznacme L obvod trojihelniku 7. Rozdélime trojuhelnik 7" stfednimi
priCkami na Ctyfi trojuhelniky. Alespon pres obvod jednoho je analogicky integrédl roven
alespon K /4.

\

LEKCE34-KIN

integral po kiivce
vlastnosti integralu

primitivni funkce

‘ Cauchyova véta
obevcné Cauchyova
Integraci pres obvod trojuhelniku nahradime integraci pres obvody mensich trojihel- C;f;g;yﬁv vaorec
nikd. Useky, které jdeme sem i tam se rusi. Zaviadnt s alzo-
bry
‘ STANDARDY
Poznamky
. . yd yd v_ _cs s v [¢] 4 [e] 12345()789
_Tak postupujeme indukei a sestavime zmenSujici se posloupnost trojuhelniku. Jeji pru-  prady
nik je jeden bod, oznaCime jej 2. oty S
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V bodé 2, pouZijeme existenci derivace a vyjadiime funkci f ve tvaru

f(2) = f(20) + (2 — 20) f'(20) + (2 — 20)e(2) .




V bod¢ z, pouZijeme existenci derivace a vyjadiime funkci f ve tvaru

f(2) = f(z0) + (2 — 20) f'(20) + (z — 20)e(2) .
 {

Prvni dva sCitanci na pravé stran€ jsou funkce majici primitivni funkci, tedy se inte-
grace z funkce f(z) pfes uzavienou kiivku redukuje na integraci funkce (z — zg)e(z).
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V bod¢ z, pouZijeme existenci derivace a vyjadiime funkci f ve tvaru

f(2) = f(z0) + (2 — 20) f'(20) + (z — 20)e(2) .
 {

Prvni dva sCitanci na pravé stran€ jsou funkce majici primitivni funkci, tedy se inte-
grace z funkce f(z) pfes uzavienou kiivku redukuje na integraci funkce (z — zg)e(z2).

\

V n-tém kroku pfi integraci pres obvod ¢,, trojihelniku 7;, vybraného v n-tém kroku
odhadujeme

i < f(z)dz| < / (2 — 20)e(z) dz| < i—n sup |e(z)]

z€Ty,
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V bod¢ z, pouZijeme existenci derivace a vyjadiime funkci f ve tvaru

f(2) = f(z0) + (2 — 20) f'(20) + (z — 20)e(2) .
 {

Prvni dva sCitanci na pravé stran€ jsou funkce majici primitivni funkci, tedy se inte-
grace z funkce f(z) pfes uzavienou kiivku redukuje na integraci funkce (z — zg)e(z2).

\

V n-tém kroku pfi integraci pres obvod ¢,, trojihelniku 7;, vybraného v n-tém kroku
odhadujeme

i < f(z)dz| < / (2 — 20)e(z) dz| < i—n sup |e(z)]

z€Ty,

\

Po nasobeni 4" plyne diky derivaci v bodé zj z

K < L*sup |e(2)] = 0, n — o0
z€Ty,

Spor. &
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Existuje jeden pekny trikovy dikaz principu maxima modulu:

\




Existuje jeden pekny trikovy dikaz principu maxima modulu:

4

Diikaz. PouZijeme integradlni vyjadifeni holomorfni funkce f” (zde se jedna o n-tou moc-
ninu funkce f) a odhadneme

1 fM(w) R
F()] 2ﬂi[0w—z = R—2z’
tedy
kde M je odhad | f| na jednotkové kruZnici. &
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Pri vypoctu integralu

NI*—‘

L
muze

pro kfivku ¢ neprochazejici pocatkem m
notkové kruznice diky predchozi vété.

\

eme kiivku ¢ lokalné nahrazovat ¢astmi jed-




Prii vypoctu integralu

1
/—dz
0 2

pro kfivku ¢ neprochézejici poc¢atkem miizeme kfivku ¢ lokdlné nahrazovat ¢4stmi jed-
notkové kruznice diky predchozi véte.

\

Celkem mtiZzeme pretvorit kiivku ¢ na cestu prochédzejici pouze jednotkovou kruznici.
Takto integraci prevedeme na znamy integral pres jednotkovou kruznici, ktery je roven
2.

\/
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Prii vypoctu integralu

1
/—dz
0 2

pro kfivku ¢ neprochézejici poc¢atkem miizeme kfivku ¢ lokdlné nahrazovat ¢4stmi jed-
notkové kruznice diky predchozi véte.

\

Celkem mtiZzeme pretvorit kiivku ¢ na cestu prochédzejici pouze jednotkovou kruznici.
Takto integraci prevedeme na znamy integral pres jednotkovou kruznici, ktery je roven
2.

\/

Tedy vidime, Ze vysledek bude roven n-krét 277, kde n udava pocet ,,obéhti** kiivky
¢ okolo pocatku (proti sméru hodinovych rucicek).
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Obecné pocitame tento pocet obehti kiivky (cesty, cyklu) ¢ okolo daného bodu zj jako

integral
1 1
. / dz
2 J, 2 — 20

a tomuto ¢islu fikdme index bodu 2, ke kfivce ¢, zna¢ime ind(zg, ¢).

\




Obecné pocitdme tento pocet ob&hti kiivky (cesty, cyklu) ¢ okolo daného bodu zj jako

integral
1 1
_ / dz
2wt J, 2 — 2o

a tomuto ¢islu fikdme index bodu 2z ke kiivce ¢, znac¢ime ind(zy, ¢).

\/

Index je spojitd, celoCiselnd a uziteCnd funkce. Index vzroste o jednicku, pokud pre-
skoCime pres kiivku ,,zprava doleva*.

\/
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Obecné pocitdme tento pocet ob&hti kiivky (cesty, cyklu) ¢ okolo daného bodu zj jako

integral
1 1
_ / dz
2wt J, 2 — 2o

a tomuto ¢islu fikdme index bodu 2z ke kiivce ¢, znac¢ime ind(zy, ¢).

\/

Index je spojitd, celoCiselnd a uziteCnd funkce. Index vzroste o jednicku, pokud pre-
skoCime pres kiivku ,,zprava doleva*.

\/
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Vlastnost o nabyvani maxima absolutni hodnoty holomorfni funkce f na hranici je
mozné pouZit i na nabyvani minima — staci vzit 1/ f.

\




Vlastnost o nabyvéani maxima absolutni hodnoty holomorfni funkce f na hranici je
mozné pouZit i na nabyvani minima — sta¢i vzit 1/ f.

\

Je-li nekonstantni funkce f holomorfni na a uvnitr jednoduché uzavrené krivky C' a ne-
nabyvd tam nikde hodnoty 0, pak pro kaZdy bod w z vnitiku C' je | f(w)| > min{|f(2)|; z €
C'}.

-
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PRIKLADY

Priklad. Spoctéte [ (z —w)" dz pron € Z, kde C je kruznice se stfedem v bodé w.

\




PRIKLADY

Priklad. Spoctéte [ (z —w)" dz pron € Z, kde C je kruznice se stfedem v bodé w.

\
Reseni. Popis kruZnice je w + re,t € [0,27], vysledek je O pro n # —1,2mi pro
m= =1

=)




Priklad. Spoctéte pomoci obecné Cauchyovy véty integral

/ dz
c 2(22+16)’

kde C' se sklddd ze dvou kruznic: |z| = 1 orientované kladné a |z| = 3 orientované
zaporné.

=P




Priklad. Pomoci Cauchyovy véty spoététe [(z* — 1)~ dz pfes kruznici C' o stiedu 0
a poloméru 2.

\




Piiklad. Pomoci Cauchyovy véty spoctéte [.(z* — 1)~ dz pfes kruznici C' o stiedu 0
a poloméru 2.

\

Zlomek (2% — 1)~! se rozlozi:

L1 ( 1 1 )
22—1 2\z—-1 2z+1
a podle obecné Cauchyovy véty nyni sta¢i spoCitat integraly zlomkt 1/(z—1)a 1/(z+1)
pres kruznice |z — 1| =1a

z+ 1| =1
(vyjde 271) a odecist je.
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Priklad. Pomoci derivace Cauchyova vzorce vypoctéte integraly (C' jsou jednoduché
uzaviené kiivky obsahujici O ve svém vnitrku):

cosh z COSZ
— dz, 2 —2 dz
c < c < c <




Priklad. Funkce 1/z je holomorfni na C \ {0}. Ukazte, Ze nema na svém defini¢nim
oboru primitivni funkci.

\




Priklad. Funkce 1/z je holomorfni na C \ {0}. Ukazte, Ze nema na svém defini¢nim
oboru primitivni funkci.

\

Priklad. UkaZte, Ze dvé primitivni funkce k f na oblasti GG se 1i$i o konstantu.




Priklad. Spocitejte kiivkovy integral

1
/—dz,
012

kde ¢ je kladné orientovany obvod jednotkového kruhu
{z€C:|z| <1}




Priklad. Spocitejte kiivkovy integral

1
/—dz,
012

kde ¢ je kladné orientovany obvod jednotkového kruhu
{z€C:|z| <1}

'

Reseni. Budeme integrovat po kiivce ¢(t) = e’ pro t € [0, 27].

\




Priklad. Spocitejte kiivkovy integral

1
/—dz,
o 2

kde ¢ je kladné orientovany obvod jednotkového kruhu
{z€C:|z| <1}

Budeme integrovat po kfivce ¢(t) = €'’ pro t € [0, 27].

1 271 _ 27
/—dz:/ 7z’e”dzt:/ i dt = 2mi .
< o € 0
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Priklad. Vypocitejte integral

/ ze® dz,
Y

podél kiivky ¥(t) =t +it3, 0 < t < 1, orientované ve sméru vzristu parametru .

\




Priklad. Vypocitejte integrél

/ ze® dz,
Y

podél kiivky ¥ (t) =t + it3, 0 < t < 1, orientované ve sméru vzristu parametru t.

\

MiiZeme sice postupovat jako drive, tj. dosazenim parametrizace do inte-
grandu, ale jednodussi bude pouZit vétu o integraci primitivni funkce.

\
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Priklad. Vypocitejte integrél

/ ze® dz,
Y

podél kiivky ¥ (t) =t + it3, 0 < t < 1, orientované ve sméru vzristu parametru t.

MiiZeme sice postupovat jako drive, tj. dosazenim parametrizace do inte-
grandu, ale jednodussi bude pouZit vétu o integraci primitivni funkce.

\

Funkce ze* je holomorfni na C, takze k ni existuje primitivni funkce F. Tu navic
snadno spocitdme per-partes.

\

LEKCE34-KIN
integral po kiivce
vlastnosti integralu
primitivni funkce
Cauchyova véta
obecnd Cauchyova
véta
Cauchyiv vzorec
Liouvillova véta
zakladni véta alge-
bry
STANDARDY
Poznamky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Priklad. Vypocitejte integrél

/ ze® dz,
Y

podél kiivky ¥ (t) =t + it3, 0 < t < 1, orientované ve sméru vzristu parametru t.

MiiZeme sice postupovat jako drive, tj. dosazenim parametrizace do inte-
grandu, ale jednodussi bude pouZit vétu o integraci primitivni funkce.
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Funkce ze* je holomorfni na C, takze k ni existuje primitivni funkce F. Tu navic
snadno spocitdme per-partes.

\
Tedy

F(z) = (2 —1)e, LEKCE34-KIN
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Priklad. Vypocitejte integrél

/ ze® dz,
Y

podél kiivky ¥ (t) =t + it3, 0 < t < 1, orientované ve sméru vzristu parametru t.

MiiZeme sice postupovat jako drive, tj. dosazenim parametrizace do inte-
grandu, ale jednodussi bude pouZit vétu o integraci primitivni funkce.

\

Funkce ze* je holomorfni na C, takze k ni existuje primitivni funkce F. Tu navic
snadno spocitdme per-partes.

\
Tedy

F(z) = (2 —1)e, LEKCE34-KIN
integral po kiivce
vlastnosti integralu
‘ primitivni funkce
Cauchyova véta
obecnd Cauchyova

a hledany integral je roven véta

Cauchyiv vzorec

Liouvillova véta
z . . g zakladni véta alge-
/ retdz = Fp(1)) — F(0)) = F(1+ 1) — F(0) i
P STANDARDY
. 0zna
- +1 : 2 Pozndmky
= —1+4+1e" = —esinl —1+1ecosl. 123456789
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Priklad. Spocitejte integral

622
d
/C(er 1) =
kdeC={z€C: |z| =3}

\




Priklad. Spocitejte integral

622
/C(z—l— 7y 9%
kdeC'={z € C: |z| =3}

{

Reseni. Oznalme f (z) = €**, pak podle Cauchyova integralniho vzorce mame

Py -2 [ 16,

C2mi Jo (z+1)ntt T




Priklad. Spocitejte integral

622
/C(z—l— 7y 9%
kdeC'={z € C: |z| =3}

{

Reseni. Oznalme f (z) = €**, pak podle Cauchyova integralniho vzorce mame

Py -2 [ 16,

C2mi Jo (z+1)ntt T

\

Pron =3 je




Priklad. Spocitejte integral

/Cm

kdeC={z€C: |z| =3}

\

Oznalme f(z) = e**, pak podle Cauchyova integrdlniho vzorce mame

\/

Pron =3 je

\

n!

fr(=1) =

€2Z

dz,

f”/<2) _ 8622,

- 2mi

/ ( f(z)
C

f/”(—l) _ 86_2

a podle uvedeného vzorce dostaneme vztah

3!

z + 1)n+1 =

622

8e 2 =

O

Jo

z+1)4

dz.
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Priklad. Spocitejte integral

/Cm

kdeC={z€C: |z| =3}

\

Oznalme f(z) = e**, pak podle Cauchyova integrdlniho vzorce mame

\/

Pron =3 je

\

n!

fr(=1) =

€2Z

dz,

f”/<2) _ 8622,

- 2mi

/ ( f(z)
C

f/”(—l) _ 86_2

a podle uvedeného vzorce dostaneme vztah

3!

z + 1)n+1 =

622

8e 2 =

O

Jo

z+1)4

dz.
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Odtud jiz snadno zjistime, Ze zadany integral ma hodnotu

e2? 8
dz = i—me 2.
farmes =i




Priklad. Spocitejte integral

/ (2zy — 2%) dz + (z +y®) dy,
C

kde C' je uzaviena pozitivné orientovand kfivka ohranicujici oblast vymezenou funkcemi

y=a°, z=y.




Priklad. Spocitejte integral

/ (2azy — 562) dx + (:U + y2) dy,
C

kde C' je uzaviend pozitivné orientovand kiivka ohranicujici oblast vymezenou funkcemi

y=z°, z=y"

Zabyvejme se nejdifve prvnim piipadem, tj. y = 2°. Integral parametrizujeme:
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Priklad. Spocitejte integral

/ (2azy — 562) dx + (:U + y2) dy,
C

kde C' je uzaviend pozitivné orientovand kiivka ohranicujici oblast vymezenou funkcemi

y=z°, z=y"

Zabyvejme se nejdifve prvnim piipadem, tj. y = 2°. Integral parametrizujeme:

1 1 7
/ ((2z)(z%) — 2°) dz + (z + (2%)°) d(z?) = / (22° + 2* + 22°) dz = —.
0 0 6 LEKCE34-KIN
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Priklad. Spocitejte integral

/ (2azy — 562) dx + (:U + y2) dy,
C

kde C' je uzaviend pozitivné orientovand kiivka ohranicujici oblast vymezenou funkcemi

2

Y=, .CC:yQ.

Zabyvejme se nejdifve prvnim piipadem, tj. y = 2°. Integral parametrizujeme:

/01 ((2z)(z%) — 2°) dz + (z + (2%)°) d(z?) = /01 (22° + 2* + 22°) dz = g

\/

Podobné tomu bude pro z = y? :

[ w0 -6 a6+ (2 +0) = [ (' =27+ 207 ay=—1F
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Celkovy vysledek tedy bude
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