ELEMENTARNI KOMPLEXNI FUNKCE

Vsechny zédkladni redlné funkce redlné promeénné, s kterymi jste se seznamili na za-
catku tohoto kurzu, Ize rozsitit 1 na komplexni funkce komplexni promeénné.

U nékterych je rozsiteni jednoduché, u nékterych je slozitéjsi, napt. u obecné mocniny
nebo u logaritmu.

Slovo ,,rozsifeni" znamen4, Ze takova funkce f(z) musi byt pro komplexni z defino-
vana tak, aby pro redlna Cisla z souhlasila s prislusSnou funkci redlné promeénné.
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SPECIALNI ELEMENTARNI FUNKCE

V predchozich dvou kapitolach byly zavedeny nékteré specialni funkce:

e Ji(2) a S(z) pfitazuje Cislu 2 jeho redlnou, resp. imagindrni, sloZku. Tyto spojité
redlné funkce jsou definovany na C a nejsou holomorfni v Zddném bodé. Oborem
hodnot je R.

e 7 prirazuje Cislu z Jeho komplexné sdruzené Cislo. Tato funkce je spojita, prosta,
definovand na C a neni holomorfni v Zddném bod¢. Oborem hodnot je C, je sama k
sob€ inverzni.

e Absolutni hodnota |z| je redlna funkce na C, kterd neni holomorfni v Zdidném bodg.
Oborem hodnot je interval [0, co).

e Argument arg z Cisla z je redlnd mnohozna¢na funkce s definicnim oborem C \ {0}
a s oborem hodnot R.

Funkce argument 1ze zndzornit jako nekonecné schodisté.
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Jestlize se obor hodnot u funkce argument omezi na interval délky 27 (pfesnéji inter-
val typu (a, a+27] nebo [a, a+27)), dostane se jednoznacnd redlnd funkce definovana
na vSech komplexnich Cislech kromé 0; tato funkce neni holomorfni v zadném bodé
a je spojita vSude kromé poloprimky arg z = a.

JestliZe se za obor hodnot zvoli interval (—7, 7], znadi se tato funkce Arg z a nazyva

se hlavni vétev argumentu. Funkce Arg z je spojitd vSude kromé zadporné osy x a neni
holomorfni v Zddném bodé.
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e Polynom je funkce tvaru ¢, 2" +c,_12" ' +...+c12+cp, kde ¢; € C; raciondlni funkce
je podil dvou polynomii. Kazdy polynom je celistva funkce. Raciondlni funkce je
holomorfni funkce na celém svém defini¢nim oboru, tj. vSude na C kromé kone¢né
mnoha bodi (korent jmenovatele funkce).
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EXPONENCIALNI FUNKCE

Exponencidlni funkce e se definuje rovnosti e* = "™?)(cos X(z) + isin (2)).
Pro redlné Cislo z je definice v souladu s redlnou funkci e”.
Vlastnosti exponencidlni funkce:

1. Defini¢ni obor je C a obor hodnot je C \ {0}.

>

€.

2. Funkce je celistva, (e*)’
3. Funkce je periodickd s periodou 27i.
4. Plati vztahy

N

R(e*) = ™3 cos(X(2)), (e*) = ™ sin(H(2)),

~

e =€

carg(e?) = S(z) + 2km,e® = €7 .

5. Vlastnosti funkce vzhledem k algebraickym operacim jsou stejné jako v redlném
pripadé¢: )

e~
Z1+w A1) Z—W
C =€ e .c€ = —.

/ (Iv
€

6. Funkce ¢” je prosta na kazdém pasu $itky 27 rovnobézném s osou x: bud’ (z) €
(a,a + 27| nebo X(z2) € |a,a + 2m).

Diikazy predchozich vlastnosti jsou jednoduché a jsou prenechiny ¢tenaiim v Otdz-
kdch.
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TRIGONOMETRICKE FUNKCE

Kdyz vypoctete ze vzorct definujicich e* a e=* funkce sin y, cos y (pro x = 0), dosta-
nete rovnosti siny = (e — e %) /(2i),cosy = (¥ + e ¥)/2."
Nésledujici definice je tedy rozsifenim téchto vztahli na komplexni Cisla:
iz __ e—iz eiz I+ e—iz

©
COS 2 =

sinzg = ———,
21 2
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sin(z + iy) = sinx cosh y + cos x sinh y

a LEKCE33-KEL
. . o exponencidlni funkce
cos(x + iy) = cos x cosh y — sin x sinh y trigonometrické funkce
logaritmicka funkce
obecnd mocnina

Pokud ve vzoreCku pro sinus zafixujeme y = 1y, pevn€, zkoumame chovani na pfimce stanparDy

vv o ~ Pozndmky
rovnobézné s realnou osou. 173456789

Priklady
] ) = gi ' 123456789
sin(z + 1yy) = sin x cosh yy + cos x sinh g Otk
V.-- . 1V A4 yd ya A4 . . y -, v 3 .« . . 12\’3‘,"56789
Cili je vidét, Ze redlna slozka & a imaginarni slozka n vyhovuje rovnici elipsy Soitert
Uceni
123456789



2 2
§ L _
cosh ¥ sinh g

Pokud ve vzorecCku pro sinus zafixujeme x = xy pevn¢, zkoumame chovani na pfimce
rovnobézné s imaginarni osou.

sin(xg + 1y) = sin x cosh y + cos xgsinh y

Cili je vidét, Ze redln4 slozka & a imagindrni slozka 1 vyhovuje rovnici hyperboly

2 2
() ()
sSin COS T

Dadle Ize definovat (vSude, kde to ma smysl):

sinzg e¥ —e¥ cosz e¥4+e ¥
tg 2z = = — . cotg 2 = — = — — .
COS 2 e + e ® Sin 2 er — e I?

V nésledujicich vlastnostech jsou pro jednodussi vyjadreni pouzity redlné hyperbo-
lické funkce . . . LEKCE33.KEL
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4. Plati vztahy
R(sin z) = sin(R(z)) cosh(F(z)) , R(cos z) = cos(R(2)) cosh(T(z)),
I(sin z) = cos(éR(z)) smh(%( ), S(cos z) = sin(R(z)) sinh(F(z)) ,
| sin 2| = sin®(R(2)) + sinh2(%(z)) | cos z|? = cos?(R(z)) + sinh?(3(2)) .

5. Vlastnosti funkce vzhledem k algebraickym operacim jsou stejné jako v redlném
pripadé:

sin(z-+w) = sin 2 cos w+cos 2 sin w , cos(z+w) = cos 2 cos w—sin z sin w , sin® z+cos”

6. Funkce sin z je prostd na pasech R(z) € ((2k — 1)7/2, (2k + 1) /2] nebo R(z) €
[(2k — )7 /2, (2k 4+ 1)7/2).

7. Funkce cos z je prosta na pasech R(z) € (km, (k + 1)7] nebo R(z) € [kx, (k + 1)m).
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LOGARITMICKA FUNKCE

Logaritmus v redlném oboru se definuje jako inverzni funkce exponencidlni funkce.

Ta je prostd, coz vSak neplati v komplexnim oboru.

Kdyz se zdZ{ defini¢ni obor funkce e® na pas (z) € (—m, 7], bude funkce prostd a ma
tam inverzni funkci:

Funkce Log je inverzni funkci k e® pro &(z) € (—m, 7).

To znamena, Ze je-li 3(z) € (—m, 7] a Log(w) = z, pak plati
elos®) — 4 Log(e®) = z.

Jestlize Log(w) = x + iy, w = u+ iv, plynou z prvni rovnosti vztahy u = e* cosy, v =
e’siny a tedy = = log |w|, y = Argw. Tim se dostava popis hodnot funkce Log, ktery se
da také vzit za definici Log

Log(w) = log |w| + 1 Arg(w) .
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Pokud se nezuzi defini¢ni obor, funkce e neni prosta a reSeni rovnice e = w, pro
dané w, je nekonecné mnoho (jedno feSeni posouvané o 2ki).

Mnozina vSech téchto feSeni se mize oznacit jako logw a dostane se mnohoznacna
funkce. Funkce Log se pak nazyva hlavni vétev logaritmu,

Z této definice log vyplyvéa i jeji popis
log(w) = log |w| +iarg(w),

z kterého se snadno odvodi dalsi vlastnosti (viz Otdzky).
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OBECNA MOCNINA

Podobné jako v redlnych ¢islech se nyni mize definovat umocnéni komplexniho Cisla
na komplexni Cislo:

LW — ewlogz .

Tento vyraz je definovan, jakmile z # 0, coZ se bude nadale predpokladat.

Protoze logaritmus komplexniho Cisla je mnohoznacna funkce, miiZe i tato mocnina
mit vice nez jednu hodnotu.

Pokud je potfeba mit jen jednu hodnotu, je tfeba se omezit na néjakou jednoznacnou
vétev logaritmu, napr. na Log. Nicméné€, byva vyhodné pracovat se vSemi hodnotami
mocniny, napt. pti feSeni rovnic (jinak se miZe néjaké feseni ,,ztratit").

Jednotlivé hodnoty log 2 se 1181 o 2k, coz je perioda exponencidlni funkce. Pokud je
tedy Cislo w = n celé redlné, ma 2" jedinou hodnotu, kterd odpovida soucinu n Cisel z
nebo 1/z, nebo se rovna 1 pro n = 0.

Necht’ je nyni w = 1/n, kde n € N;n > 1. Potom se exponent v definici 2" rovna
(log |z| + 1 Arg(z) + 2k7i) /n a existuje pravé n hodnot Cisel k € Z,,.

To znamen4, Ze v tomto pifpadé ma mocnina z'/" presné n hodnot.

Tato n-zna¢nd funkce se nazyva n-td odmocnina a znaci se jako obvykle /z. Hlavni
vétev odmocniny se ziska volbou k& = 0.

Predchozi uvahy lze prenést na pripad, kdy w je racionalni Cislo a mocmna 2" ma pak
konecné mnoho hodnot. Jakmile je w iraciondlni, mé jiZ mocnina z* spocetné mnoho
hodnot. Pro w imaginérni je pocCet hodnot vzdy nekonecny.
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Z vlastnosti exponencidlni funkce a logaritmu lze snadno odvodit nésledujici vztahy

mocniny s algebraickymi operacemi (rovnost tu znamend rovnost mezi mnozinami hod-
not):

w1 +w9

) 2116 "\ C ' y , ,
> . Z“’lZU’Z 7 (Z“) - Zu,(, : <2122>u - ZiLZéL -

Nasledujici vlastnosti plati pro jednoznacné vétve mocniny, napf. pro hlavni vétev
mocniny (v definici mocniny se vezme Log). Nejdrive vlastnosti funkce 2 proménné z
s danym exponentem w:

1. Defini¢ni obor funkce je C \ {0} (ten Ize pro nekterd w rozsitit i na 0). Pro w # 0 je
obor hodnot funkce celé C.
1

2. Funkce je holomorfni, (2*) = wz"~".
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Nyni vlastnosti funkce w* s proménnou z a danym ¢islem w # 0, opét napft. pro hlavni
vétev mocniny:

Priklady 4 Otazky4 456

‘ STANDARDY z kapitoly \

ELEMENTARNI KOMPLEXNI FUNKCE
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ARGUMENT

Argument arg z Cisla z je redlnd mnohoznacna funkce s definicnim oborem C \ {0} a
s oborem hodnot R.

Funkce argument 1ze zndzornit jako nekonecné schodiste.
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JestliZe se za obor hodnot zvoli interval (—, 7], znaci se tato funkce Arg z a nazyva

se hlavni vétev argumentu. Funkce Arg z je spojita vSude kromé zdporné osy x a neni
holomorfni v Zadném bodé.
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EXPONENCIALNI FUNKCE

Exponencidlni funkce e* se definuje rovnosti e* = e®(*)(cos F(2) + isin I(2)) .
Vlastnosti exponencialni funkce:

. Defini¢ni obor je C a obor hodnot je C \ {0}.
Funkce je celistva, (e*) = e”.
Funkce je periodickd s periodou 27i.

2w

Plati vztahy
R(e*) = ") cos(3(2)), (e*) = ") sin(S(2)),

6| = ") arg(e?) = S(z) + 2km, e = &7
5. Vlastnosti funkce vzhledem k algebraickym operacim jsou stejné jako v redlném
pripadé:
Z+w Z W =W

e = = —

6. Funkce e? je prostd na kazdém pésu $ifky 27 rovnobézném s osou z: bud’ (z) €
(a,a + 2] nebo (z) € [a,a + 2m).
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TRIGONOMETRICKE FUNKCE

KdyZ vypoctete ze vzorcu definujicich e a e™* funkce siny, cosy (pro x = 0), dosta-
nete rovnosti siny = (¥ — e ) /(2i),cosy = (¥ +e7)/2. "
Nasledujici definice je tedy rozsifenim téchto vztahli na komplexni Cisla:

' ez _ g7z e? 1 e 1¢
sing = ———, C0Sz=—"""—6H
21 2
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sin(x 4 4y) = sin z cosh y + cos z sinh y
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2 2
§ L _
cosh ¥ sinh g

Pokud ve vzorecCku pro sinus zafixujeme x = xy pevn¢, zkoumame chovani na pfimce
rovnobézné s imaginarni osou.

sin(xg + 1y) = sin x cosh y + cos xgsinh y

Cili je vidét, Ze redln4 slozka & a imagindrni slozka 1 vyhovuje rovnici hyperboly

2 2
() ()
sSin COS T

Dadle Ize definovat (vSude, kde to ma smysl):

sinzg e¥ —e¥ cosz e¥4+e ¥
tg 2z = = — . cotg 2 = — = — — .
COS 2 e + e ® Sin 2 er — e I?

V nésledujicich vlastnostech jsou pro jednodussi vyjadreni pouzity redlné hyperbo-
lické funkce . . . LEKCE33.KEL
. € — € e’ +e exponencidlni funkce
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4. Plati vztahy
R(sin z) = sin(R(z)) cosh(F(z)) , R(cos z) = cos(R(2)) cosh(T(z)),
I(sin z) = cos(éR(z)) smh(%( ), (cos z) = sin(R(2)) sinh(S(2)) ,
| sin 2| = sin®(R(2)) + sinh2(%(z)) | cos z|? = cos?(R(z)) + sinh?(3(2)) .

5. Vlastnosti funkce vzhledem k algebraickym operacim jsou stejné jako v redlném
pripadé:

sin(z-+w) = sin 2 cos w+cos 2 sin w , cos(z+w) = cos 2 cos w—sin z sin w , sin® z+cos”

6. Funkce sin z je prostd na pasech R(z) € ((2k — 1)7/2, (2k + 1) /2] nebo R(z) €
[(2k — )7 /2, (2k 4+ 1)7/2).

7. Funkce cos z je prosta na pasech R(z) € (km, (k + 1)7] nebo R(z) € [kx, (k + 1)m).




LOGARITMICKA FUNKCE

Funkce Log je inverzni funkei k e* pro (z) € (—m, 7).
To znamenad, Ze je-li (z) € (—m, 7| a Log(w) = z, pak plati

Log(e®) =

Jestlize Log(w) = = + iy, w = u + iv, plynou z prvni rovnosti vztahy u = e* cosy, v =
e”siny atedy z = log |w|, y = Argw. Tim se dostava popis hodnot funkce Log, ktery se
da také vzit za definici Log

Log(w)

= log |w| + i Arg(w) .
Vlastnosti logaritmu:

1. Defini¢ni obor je C \ {0} a obor hodnot je pas (z) € (—m, 7.

2. Funkce je holomorfni na C \ (—o0, 0], Log'(z) = 1/=.

3. Plati vztahy

R(Log(z)) = log

4. Vlastnosti funkce vzhledem k algebraickym operacim jsou stejné jako v redlném
pripadé:

3(Log(z)) = Arg(z), Log(Zz) = Log(z) .

Log(zw) = Log(z) + Log(w) , Log(z/w) = Log(z) — Log(w) .

5. Funkce Log je prostana C \ {0}.

Pokud se nezuzi defini¢ni obor, funkce e* neni prosta a feSeni rovnice e* = w, pro
dané w, je nekonecné mnoho (jedno feSeni posouvané o 2ki).
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MnozZina vSech téchto feSeni se mize oznacit jako logw a dostane se mnohoznacna
funkce. Funkce Log se pak nazyva hlavni vétev logaritmu,

Z této definice log vyplyvéa i jeji popis
log(w) = log |w| + iarg(w) .
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OBECNA MOCNINA

Podobné jako v redlnych ¢islech se nyni mize definovat umocnéni komplexniho Cisla
na komplexni Cislo:

LW — ewlogz .

Tento vyraz je definovan, jakmile z # 0, coZ se bude nadale predpokladat.

Protoze logaritmus komplexniho Cisla je mnohoznacna funkce, miiZe i tato mocnina
mit vice nez jednu hodnotu.

Pokud je potfeba mit jen jednu hodnotu, je tfeba se omezit na néjakou jednoznacnou
vétev logaritmu, napr. na Log. Nicméné€, byva vyhodné pracovat se vSemi hodnotami
mocniny, napt. pti feSeni rovnic (jinak se miZe néjaké feseni ,,ztratit").

Jednotlivé hodnoty log 2 se 1181 o 2k, coz je perioda exponencidlni funkce. Pokud je
tedy Cislo w = n celé redlné, ma 2" jedinou hodnotu, kterd odpovida soucinu n Cisel z
nebo 1/z, nebo se rovna 1 pro n = 0.

Necht’ je nyni w = 1/n, kde n € N;n > 1. Potom se exponent v definici 2" rovna
(log |z| + 1 Arg(z) + 2k7i) /n a existuje pravé n hodnot Cisel k € Z,,.

To znamen4, Ze v tomto pifpadé ma mocnina z'/" presné n hodnot.

Tato n-zna¢nd funkce se nazyva n-td odmocnina a znaci se jako obvykle /z. Hlavni
vétev odmocniny se ziska volbou k& = 0.

Predchozi uvahy lze prenést na pripad, kdy w je racionalni Cislo a mocmna 2" ma pak
konecné mnoho hodnot. Jakmile je w iraciondlni, mé jiZ mocnina z* spocetné mnoho
hodnot. Pro w imaginérni je pocCet hodnot vzdy nekonecny.
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Z. vlastnosti exponencialni funkce a logaritmu lze snadno odvodit nasledujici vztahy
mocniny s algebraickymi operacemi (rovnost tu znamena rovnost mezi mnozinami hod-
not):

W1 )¢ W w € w W
Z[Ll+(l,2 - ZU/lZuQ, (Zu) - Zu(, 7 <2122>u - Zil Zél -

Nasledujici vlastnosti plati pro jednoznacné vétve mocniny, napt. pro hlavni vétev
mocniny (v definici mocniny se vezme Log). Nejdrive vlastnosti funkce 2" proménné 2
s danym exponentem w:

1. Defini¢ni obor funkce je C \ {0} (ten Ize pro nekterd w rozsitit i na 0). Pro w # 0 je
obor hodnot funkce celé C.
1

2. Funkce je holomorfni, (2*) = wz""".
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Nyni vlastnosti funkce w* s proménnou z a danym ¢islem w # 0, opét napft. pro hlavni
vétev mocniny:

1. Defini¢ni obor funkce je C a jeji obor hodnot je celé C.
2. Funkce je holomorfni, (w*)" = w?* Log w.

Priklad. Najdete vSechna reSeni rovnice sin z = 1.

Vyfreste obecné rovnici sinw = z. [Navod: misto sin napiSte prislusné vyjad-
feni pomoci €'* a polozte €* = q; feSeni ziskané kvadratické rovnice nyni staci zlogarit-
movat. Ve vysledku w = —ilog(iz + v/1 — z?) se vyskytuji dvé mnohozna¢né funkce.

Vezmete-li u obou z nich hlavni vétve, ziskate hlavni vétev arcsin v komplexnim oboru;
jaky ma defini¢ni obor?
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Priklad. Najdéte vSechny hodnoty log 1.
Priklad. Najdéte vSechny hodnoty mocnin

o -\ 4i 22 —i 1/m
i, (=17, 1\/_7 1=, (=1) /. LEKCE33-KEL
exponencidlni funkce

Priklad. UkaZte, Ze sin nabyva redlnych hodnot jen na ose x a na pfimkach J(z) =  trigonometrické funkee
logaritmicka funkce

i / 2 + k. obecnd mocnina
v v v o o 0 P STANDARDY
Priklad. Ukazte, Ze obor hodnot funkci sin a cos je celé C. Pomamky
Priklad. Ukazte, Ze pro z # 0 plati °¢() = 2. Plati vzdy rovnost log(e*) = 2? Pilkladyl S
Priklad. Spoctéte derivaci funkce Log. [Navod: Lze pouzit Cauchyovy-Riemannovy iy
podminky, nebo vzorec pro derivaci inverzni funkce, nebo zderivovat rovnost elos(z) = 5 L R
vite-li, Ze Log ma derivaci. ] Uen
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Priklad. Dokazte, Ze pro vSechna komplexni Cisla z1, 2o plati vztah

1?2 = ¥le?2,
Jelikoz vime, Ze uvedend rovnost plati pro redlna Cisla, budeme se snazit ulohu

prevést na tento pripad.
OznaCme jeste pro jednoduchost redlné a imaginarni Casti Cisel z;, 2o takto

21 =21+ 1, 22 = Ta+1iYs, T1,22,Y1, Y2 € R.

Potom podle definice

Z1+29 r1+x2 (COS(yl —|— y2> —|_ ZSln<y1 + y2)>7

€ =€

e (cosyy + isinyp)e?(cosys + i sin yo)
1422 [cos Y1 COS Yo — SIN Y1 SIn Yo + z'(sin Y1 COS Yo + COS Y1 SIn yz)]
cos(y1 + yo) + isin(y; + yo2)]

62’1 622
= €
X122 [

Priklad. Dokazte, Ze funkce f proménné z = = + iy definovana vztahem

Z a’/‘ . .
Z)=e = e’(Ccos 2 S1n LEKCE33-KEL
f ( ) ( Yy + y) exponencidlni funkce
trigonometrické funkce
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Obé¢ tyto funkce maji spojité parcidlni derivace vSech fadi podle proménnych x, y, a
maji tedy totdlni diferencidl. Postaci tedy dokazat, ze jsou splnény Cachy-Riemannovy
podminky.

ou ov
— =e"cosy = —,
ox o oy
a

ou . ov

— = —¢e'siny = ——.

By YT o

Podle znamé véty dostavame
. Of(x 41 -
[z +iy) = f(:g ) = e“(cosy + isiny).
73

Yo &l

Priklad. Najdéte funkci f holomorfni v C, jejiz redlné Cast je
r? — y* + e"(xcosy — ysiny),
kde z = x + 1y.
Polozime u(z,y) = x> — y* + e*(z cosy — ysiny). Derivovanim se snadno
presvédéime, Ze u je harmonickd, a tedy nase dloha ma smysl. Ddle je C jednoduse
souvisla oblast, a tedy tloha ma feSeni.

Pomoci Cauchy-Riemannovych podminek najdeme soustavu dvou parcidlnich dife-
rencidlnich rovnic, které musi funkce v spliovat:

ou Ov 23 + €% o )

— = —=2x+e"(xcosy — ysin cosy),

e Gl Yy —ysiny Y
ou Ov

—— = —=2y+e"(zrsiny —siny +ycosy).
5 o5~ (zsiny Y+ ycosy)
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Prvni rovnici integrujeme podle y, druhou podle z (integracni konstanta miiZze v obou
pripadech zaviset na zbyvajici proménné!):

u = 2xy + e*(xsiny — ycosy) + p(x),
v =2xy+ e’ (xsiny — ycosy) + ¥(y),
takZe p(z) = ¥(y) = k € R.
Nakonec je tedy
f(z) = u(z,y) +iv(z,y)
— 22 +i2xy — v + e”[x(cosy + isiny) + iy(cosy + isiny)] + ik
= (z+iy)* + (z +iy)e“(cosy +isiny) + ik = 2* + ze® + ik.
Priklad. Pro z € R an € N sectcte
I +cosx +---+ cosnx.

Vime, ze pro kazdé k € N, plati
coskr = R e**

takZe misto zadané fady miiZzeme vySetfovat fadu

1T n LEKCE33-KEL
l+e”+---+e ) exponencialni funkce
v e . ;v . e v v , trigonometrické funkce
CozZ jJc geometrlcka rada, J€J1Z soucet zname: loggaritmické funkce
obecnd mocnina
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Z = (€@(n+ = 1)(6m _ 1) Pozndmky
— (em@ —1)(e~™ —1) Priklady
) . . n+1)z Otazky
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- = — COS — + 181N —— vicent
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n . (n+)z

Sin ~— COS%
g cos kx = :

: J
S1n =
k=0 2

Priklad. Najdéete vSechna komplexni Cisla z, pro néz plati cos z = 2.
Podle definice funkce kosinus mame
eiz + e—iz
COS z = B a— = 2.

Odtud dostaneme rovnici . .
2 Yl | — (),

OznaCme w = e'*, pak hledame feSeni kvadratické rovnice
w? —4dw+1=0,

coZ jsou Cisla

w1:2+\/§, UJ2:2—\/§.
Vrétime-li se zpét k proménné = :
e =92 +/3, e’ =92 — /3.

Logaritmovanim

21 € —iLog(2 + V/3), 2 € —iLog(2 — V/3).

Log(2 + v3) = log(2 + v/3) + i Arg(2 + V/3) = log(2 + v/3) + i2km,
Log(2 — v3) = log(2 — V/3) + i Arg(2 — V/3) = log(2 — V/3) + 2k,

keZ
ke Z.
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A vysledek je
z = —ilog(2 £ V3) +i2kn, keZ.




