DERIVACE FUNKCE KOMPLEXNI PROMENNE
DERIVACE

U reélnych funkci vice redlnych proménnych nebylo moZné definovat derivaci analogicky definici derivace
redlné funkce jedné redlné promeénné (neslo délit ...) a definovaly se jen parcidlni derivace, resp. derivace ve sméru.

P

Komplexnf ¢isla vSak lze délit a je mozné prevzit definici derivace z jedné redlné proménné beze zmény.

DEFINICE. Necht je funkce f definovana v okoli bodu w. Jestlize mé smysl limita
f(z) = f(w)

lim ,

zZ—w Z— W

nazyva se jeji hodnota derivaci funkce f v bod& w a znadi se f/(w).

Tento zpusob definovat derivaci jako limitu dife-
rencnich podilt je tradi¢ni. jiny, elegantni postup
je aproximace funkce linedrni funkci, ptipadné
zobrazenim.

Pfitom chceme, aby odchylka nasi funkce od té
linedrni aproximace byla fddové mensi neZ line-
arni. Tak se definuje diferencidl funkce vice pro-
ménnych. U komplexni derivace to taky funguje.

| A elegantni vécicky mam rada i ja. I



Tedy u komplexnich funkci se hledd linedrni
aproximace pomoci linedrni funkce z — z, pri-
padné linedrn€ upravené.

2 vz

A to donuti plochy redlné ¢asti derivované funkce
chovat se jako zobrazeni (z,y) — x a imagindrn{
Cést chovat se jako (x,y) — y. TakZe se navéky
bude imaginarni ¢ast tocit doleva.

To je proto, Ze jsme si vzali a + ib, kdybychom
méli a — ib, tak by to bylo naopak.

| To plus jsem vybojoval ja. I

Vzhledem ke stejné definici jako v redlném pifipad€ a vzhledem k pfedchozim stejnym vétdm o limitdch, plati
i pro funkce v komplexnim oboru obdobné véty jako v redlném piipadé:

1. plati stejné vzorce pro derivaci souctu, soucinu, podilu, sloZené funkce a inverzni funkce;

2. ma-li funkce v bod¢ vlastn{ derivaci, je v tomto bod¢€ spojitd;
Nelze ptenést bez podstatnych tprav véty o stfedni hodnoté.
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CAUCHYOVY-RIEMANNOVY PODMINKY
Je samozfejmé mozné pouzivat i parcidlni derivace funkce f = f; + if2 po sloZkéch, tj.

g:%_H% g:%—i—i%
Or  Ox oxr’ Oy Oy oy’

Jaky maji vztah tyto parcidlni derivace k derivaci

funkce f?

| To ukazuje nasledujici dilezita véta. I

VETA. Necht je funkce f = (f1(z,y), fo(x,y)) definovdna v okoli bodu w = (u, v). Jestlize f'(w) existuje a je
vlastni, pak jsou splnény podminky

1. f1 a fo maji v bodé w parcidlni derivace prvniho fadu,

2. v bodé w plati
dfi _0fy 0fr  0Ofe
Ox oy = Oy ox

Potom platf rovnosti f/(w) = %(u) = —i %(u)

Uvedené rovnosti pro parcidlni derivace se nazyvaji Cauchyovy—Riemannovy podminky nebo rovnosti.

Cauchyovy - Riemannovy podminky se daji za-
pamatovat snadno, jde tam o tu "levotoCivost",
kterd plati u z — z.




realna Cast

imaginarni ¢ast

nulové rovina

Dukaz. Necht w € G a f'(w) existuje. Pak existuje
floth) = flw) . filuthi,vtho) = fi(u,0) £ifo(ut hi,o+he) = fo(u,v)

i
hl—>mo h h—0 h1 +ihg
a po odstranéni imaginarni jednotky z jmenovatele se dostane
i @) = flw) o (ilutha, o+ o) = fi(u,0))he = (fa(u+ hiyv + ho) = fo(u,v))he
h—0 h h—0 h% + h%
+ i WL b v he) = fi(w0)he + (fa(u+ hiy v+ he) = fo(u, )by
h—0 h? + h3 '

Jestlize se zvoli po fad€ h; = 0 a pak hy = 0, dostanou se vysledky

oh L 0h oh 0
oy oy = Ox ox

Porovnanim imaginarnich a redlnych slozek plynou podminky tvrzeni. <&

V Prikladech je uvedena funkce f, kterd spliiuje vS§echny podminky pfedchozi véty, ale nema v bodé w derivaci.
Podminky tedy nejsou postacujici, je tfeba k nim pridat dalsi podminku. Nasledujici tvrzeni ukazuje, Ze napfi-
klad spojitost parcialnich derivaci muze byt takova dalsi podminka (staci v§ak méné — viz Pozndmky).

VETA. Necht je funkce f = (f1(z,), fo(x,y)) definovana v okoli bodu w = (u,v) a jsou splnény podminky
1. f1 a fo maji v bodé w spojité vlastni parcidlni derivace prvniho fadu,
2. v bodé w plati
dft _ 0f2 ofi _  0fe
or oy’ dy Oz

Potom existuje vlastni derivace f(w).

Diikaz. M4 se spocitat limita
flu+hy,v+ho) — flu,v) filu+hi,v+ he) = fi(u,v) +i(f2(u+ b1, v + he) — f2u,v))

li =
hl—% (hl, hg) hliﬂ) h1 + ihg

PouZije se Lagrangeova véta na funkce f1, fo na dseCce s koncovymi body (u,y) a (u + h1,y + he) (pouZitd

derivace je smérova derivace):

(g + i) Ind+ 1 F2 )iy + G )t Inl

lim 2
h—0 h1 +iho

Po rozsifeni zlomku &islem A bude mit napf. redlnd slozka tvar (budeme psit zkracend f1,2(c) misto parcidlni
derivace f1 podle z v bod¢ ¢, atd.)
 fra(Q)h] + haha(fiy(c) = fou(d) = fay(d)h3
lim
h—0 |h|2




coZ lze upravit jako

i fra(e)(h} + h3) + hth(fl,y(C)| —|2f2,x(d)) — (foy(d) + f1,2(c))h3 _
h—0 h

Z piedpokladu spojitosti parcidlnich derivaci a vztahii mezi nimi vyplyva, Ze oba vyrazy f1 ,(c) — fo.(d) a
f2.y(d) + f1,2(c) konverguji k 0 pro i — 0. ProtoZe zlomky hqha/|h| a h3/|h| jsou omezené, m4 uvedend redlnd
slozka limitu f1 . (z,y).

Podobné se ukdze, Ze imagindrni slozka m4 limitu fo ,(u,v), takZe derivace v bodé (u, v) existuje. <&

Poznamky 2 Piiklady 2 Otazky 2 2

HOLOMORFNI FUNKCE

DEFINICE. Funkce je holomorfni v bodg, jestliZze ma derivaci v néjakém okoli tohoto bodu.

Funkce je holomorfni na mnoziné, jestlize je holomorfni v kazdém bodé této mnoZiny.

Jde jenom o derivaci. Ale vzhledem k tomu, Ze
je to komplexni derivace, budou se dit komplexni

divy.

Funkce holomorfni na C se nazyva celistva.

Jak bylo zminéno v Pozndmkdch 2, bude pozdéji dokazano, Ze holomorfni funkce ma spojité parcidlni derivace
vsech rada.

Pak pifmo z Cauchyovych—Riemannovych podminek vyplyva derivovanim nésledujici dusledek (redlna funkce dvou
proménnych se nazyva harmonicka na oteviené mnoziné€ G, jestlize tam ma spojité parcidlni derivace 2.fadu a spl-

Aui ici 02 L 9%F _ sceni A f — 0):
fluje Laplaceovu rovnici a2 T o7 = 0, zkrdcené Af = 0):

DUSLEDEK. Necht funkce I = (f1, f2) je holomorfni na oteviené mnoziné GG. Potom jsou funkce f1 a fo
harmonické v G.

Predchozi disledek ma i ndsledujici Caste¢né obracené tvrzeni:

DUSLEDEK. Necht f je harmonicka redlnd funkce dvou proménnych na oteviené mnoziné GG. Pak existuji aZ
na konstanty jediné redlné funkce g, h dvou proménnych tak, ze funkce f +ig a h + if jsou holomorfni v G.

Diikaz. Ma-li byt f+ig holomorfni, musi platit f, = gy atedy g(z,y) = F(x,y)+y(x), kde F(z,y) je primitivni
k f v proménné y a ¢ je néjaka redlnd funkce jedné redlné proménné .

Druhé Cauchyova-Riemannova podminka implikuje rovnost Fy(z,y) + ¢'(z) = — fy(z,y). Odtud vyplyvé
existence az na konstantu jediné vhodné funkce  (pouZzije se spojitost a derivace integralu podle parametru).



| Kde se pouzije podminky, Ze f je harmonicka? I

Podobn¢ se ukaze druha Cast tvrzeni. &

Redlna funkce g z ptedchoziho tvrzeni se nazyva sdruZend harmonickd funkce k f.
Existuje jesté jiny pohled na Cauchy—Riemannovy podminky, ktery spojuje teorii holomorfnich funkci s vek-
torovymi poly a tedy s moZnosti vyuZit napf. Greenovu vétu.

Dvojrozmérné vektorové pole je dvojice dvou redlnych funkei dvou proménnych, a tedy komplexni funkce
komplexni proménné. Lze definovat i komplexni vektorové pole na oteviené mnoziné G C C jako dvojici (f, g)
dvou komplexnich funkci komplexni proménné, které maji spojité parcialni derivace 1.fadu na G.

Komplexni vektorové pole (f,g) se v souladu s redlnym piipadem nazyva potencidlni na oteviené mnoZiné
G C C, jestliZe existuje funkce F takovd, Ze F, = f, F}, = g (tato funkce F' se pak nazyva potencidl pole (f, g)).

Ztejmé soucty komplexnich potencidlnich polf a jejich ndsobky ¢isly (i komplexnimi) jsou opét potencidlni.

S pomoci komplexniho vektorového pole mame jiny pohled na Cauchyovy—Riemannovy podminky. Dikaz
nésledujiciho tvrzeni je jednoduchy a je pfenechdn Ctendii v Otdzkdch.

VETA. Niésledujici podminky jsou ekvivalentni pro komplexni funkci f = (f1, fo) majici spojité parcidlni deri-
vace 1.fddu na oteviené mnoziné G:

1. f je holomorfni na G;
2. pole (f1,—f2) a (f2, f1) jsou potencidlni na G

3. pole (f,if) je potencidlni na G.

Predchozi charakterizace bude vyuzita v integraci funkci.

Potencidl je jakdsi forma primitivni funkce. To se
bude hodit.

Vsimnéte si, Ze Cauchyovy - Riemannovy pod-
minky jsou v podstaté jakési diferencidlni rov-
nice, jejichz feSenim jsou praveé kolomorfni
funkce. To je hezké.




Kdybych napriklad ty podminky trochu zménil,
dostanu jino holomorfn{ funkce.

A uZ se muzeme pomalu pfipravit na to, Ze jako
feSeni diferencidlni rovnice budou holomorfni
funkce jednoznaéné urceny svymi pocatecnimi /
okrajovymi podminkami. Navic k redlné ¢asti jde
dopocist (az na konstantu) jednoznacné i ima-
gindrni ¢ast tak, aby to pak bylo holomorfni.
Kouzlo nds zastihne v pravy Cas a my budeme
pfipraveni.

Vidycky mé dovede okouzlit. Stardm se, aby

jeho kouzelna sila nevyprchala.
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POZNAMKY

Pozndmky 1:
Tak jako u redlnych funkci redlné proménné se definovaly jednostranné derivace, i u funkci v komplexnim oboru
by $lo definovat derivace v bodé w, aniz by funkce byla definovana vSude v néjakém okoli bodu w. Pro tcely
tohoto textu by to znamenalo zbytecné komplikace vykladu. Proto je derivace definovana jen ve vnitinich bodech
svého defini¢niho oboru.

Asi je ziejmé, pro€ se do komplexniho oboru nedaji pfenést véty o stfedni hodnoté ve tvaru zndmém z redlnych
funkci redlné proménné.

Z téchto vét se odvodily dalsi vety, napt. L’Hospitalovo pravidlo nebo vypocet derivace jako limita derivaci.
Uvidite pozdé&ji, ze se tyto disledky daji dokazat i pro funkce v komplexnim oboru bez pouziti vét o stiedni
hodnoté.

Konec poznamek 1.

Poznamky 2:



Cauchyovy—Riemannovy podminky se nazyvaji podle A.L.Cauchyho (1789—-1857), ktery tyto podminky pouZival
a podle F.B.Riemanna (1826—1866), ktery z nich ucinil d¢inny ndstroj teorie komplexnich funkci komplexni pro-
ménné. Ale uz v poloviné 18.stoleti tyto rovnosti pouzivali D’ Alembert a L.Euler, a proto nektefi autofi nazyvaji
rovnosti D’ Alembertovymi—Eulerovymi podminkami.

Pozdéji uvidite, Ze tyto rovnosti maji velmi blizko k rovnostem charakterizujicim potencidlni vektorovad pole
(D’ Alembert a L.Euler je také pouZzivali pri feSeni tloh proudéni tekutin).

Jak je uvedeno, samy Cauchyovy—Riemannovy podminky nestaci k existenci derivace. Pokud jsou parcidlni deri-
vace spojité, uz tyto podminky staci. Nicméné, v tuto chvili je obtizné ukdzat, Ze existence derivace v okoli bodu
implikuje spojitost parcidlnich derivaci. Z tohoto divodu nejsou uvedend tvrzeni tvaru ekvivalence.

Existuje slabsi podminka, kterd spolu s rovnostmi Cauchyho a Riemanna implikuje existenci derivace a naopak, z
existence derivace se dd snadno tato podminka dokdzat. Je to existence tzv. totdlniho diferencidlu.

Tento pojem vSak nebude nikde v dalsim vykladu potfeba a neni nutné ho zavadét jen kvili hezké formulaci véty
o existenci derivace.

Pro tuto chvili staci véfit, Ze existence derivace funkce v okoli bodu implikuje existenci jejich spojitych parcidlnich
derivaci 1.fadu v tomto bod€. Pozdé;ji se totiz ukaze, ze ma-li funkce derivaci v oteviené mnozing, ma v této mno-
zin€ derivace vSech fadd (a tedy vSechny tyto derivace i vS§echny parcidlni derivace vSech fadui redlné a imagindrn{
slozky funkce jsou spojité).

Konec poznamek 2.

Pozndmky 3:
Uvédomte si rozdil mezi tvrzenimi f md derivaci v bodé w a f je holomorfni v bodé w.

Misto terminu holomorfni funkce se pouzivaji i jiné terminy, napt. analytickd funkce (napf. v anglické literature)
nebo reguldrni funkce nebo monogenni funkce. V Ceské (i napt. v polské) literatufe znaci analytickd funkce néco
jiného, totiZ tzv. analytické pokra¢ovani holomorfni funkce — vysledkem je mnohoznacna funkce.

Pokud je uz znamo, Ze slozky holomorfni funkce maji spojité parcialni derivace 1.fadu, pak holomorfnost f na
G implikuje potencidlnost pole /f,if). Je-li (f,if) potenciélni, je nutné pro dikkaz holomorfnosti f pfedpokla-
dat existenci spojitych parcidlnich derivaci 1.fadu funkce f (n€kdy se tento predpoklad vyskytuje jiz v definici
potenciélniho pole).

Konec pozndmek 3.

PRIKLADY

Pfiklady 1:
1. Dokazte z definice derivace, Ze derivace konstantni funkce je O a Ze derivace funkce z je 1.

2. Odvod’te indukci pomoci véty o derivaci soudinu, Ze derivace funkce 2™, n € N, je rovna nz" 1.
3. Ukazte, Ze polynomy a raciondlni funkce maji derivaci v kazdém bodé svého defini¢niho oboru.
4. Ukazte z definice derivace, ze funkce Z nema derivaci v Zadném bodé.
5. Ukate z definice derivace, e funkce |z|? ma derivaci pouze v 0.
6. Vypottéte z definice derivaci funkce 1/z. Indukei ukazte, 7e derivace funkce 2™, n € Z, je rovna nz" L.
7. Ukazte z definice derivace, Ze funkce |z|, R(z), (=) nemaji derivaci v Zddném bodg.
Konec ptikladu 1.
Priklady 2:
1. Ukazte pomoci Cauchyovych-Riemannovych podminek, Ze funkce |z|, R(z), 3(z), Z nemaji derivaci v Zddném
bodé.

2. Ukate pomoci Cauchyovych-Riemannovych podminek, Ze funkce 22 m4 derivaci v kazdém bodg.
3. Ukazte pomoci Cauchyovych—Riemannovych podminek, Ze funkce |z\2 ma derivaci pouze v 0.

4. Urcete vSechny body, kde maji nasledujici funkce derivaci:

e Y(cosz +isinz), (22 —2)e T(cosy —isiny), ylx+iy).



5. Ukazte, ze funkce

foy = { VAN proz£0:
10, pro z = 0.
nema derivaci v bod¢ 0, ale spliiuje tam Cauchyovy—Riemannovy rovnosti.
Konec piiklada 2.
Ptiklady 3:
1. Ukazte, 7e funkce |2|? ma v 0 derivaci, ale neni tam holomorfni.
2. Polynomy jsou celistvé funkce. Které raciondlni funkce jsou celistvé?

3. Zjistéte, zda a kde jsou nésledujici funkce harmonické a pokud ano, najdéte k nim sdruzené harmonické funkce:

Y

———, sinxcoshy.
x2 + y? Y

y3 — 3%y,

4. Uvazte, Ze pokud jsou f, g sdruzené harmonické funkce, tak i —g, f jsou sdruzené.

Sam jsem tomu nevéril. Taky radsi nevéite a do-
kazte si to sami.

5.7 Cauchyovych—Riemannovych podminek plyne nésledujici tvrzeni (dokazte ho): Md-li f = f1+if2 nenulovou
vlastni derivaci v bodé (u,v), pak tecny ke kiivkdm f1(z) = u, fa(z) = v v bodé (u,v) jsou na sebe kolmé.

To je zdkladni poznatek, kterym komplexni
funkce pfispély k teorii proudéni tekutin (zacho-
vavé se kolmost proudu vody na tlakové vrstev-
nice vzduchu, coz se pouZilo pfi ndvrhu profilu
kridla letadla).

Nakreslete piisluiny soubor kfivek napt. pro funkci z2.
6. Modifikujte tvrzeni v pfedchozi otdzce pro dvojici sdruZenych harmonickych funkci.

7. Ukazte, Ze je-li f holorrprfnl’ a nekonstantni na neprazdné oteviené mnoziné G, tak | i | neni na G konstantni.
[Pouzijte rovnost | f|2 = ff afakt, Ze pro nekonstantni holomorfni funkci f nemtze byt f holomorfni.]

Konec prikladua 3.

OTAZKY

Otazky 1:
1. Dokazte vzorce pro derivaci souctu, soucinu a podilu.

2. Dokazte, zZe pro derivaci sloZzené funkce plati stejny vzorec jako v redlném piipadg.



3. Dokazte, Ze pro derivaci inverzni funkce plati stejny vzorec jako v redlném piipadé (za predpokladu, Ze inverzni
funkce k prosté spojité funkci na oblasti je spojitd).

4. Ukazte, Ze funkce, kterd ma vlastni derivaci v bodé w, je v tomto bodé spojita.
Konec otazek 1.
Otéazky 2:

Cauchyovy—Riemannovy rovnosti Ize vyjadriti v jinych smérech, nez jsou osy souradnic, nebo v jinych souradni-
cich:

1. Necht’ u, v jsou dva jednotkové vektory v roviné na sebe kolmé, pticemz pravy uhel jde v kladném sméru (proti
otaceni hodinovych rucic¢ek) od u k v (tj., v = iu). Ma-li f derivaci v bodé w, pak plati rovnosti

ofi _9fz ON1 df2

ou v’ v  Ou’
kde uvedené derivace jsou derivace v piislusnych smérech v bodé w a f1, fo jsou redlnd a imaginarni slozka funkce
Potom

1(%f1+5613) (@f1 .@f2>_

fl(w) =~ 0 o0

U
2. Pfevodem k poldrnim soufadnicim (z = r(cosp + isin ) ukaZte, Ze Cauchyovy—Riemannovy rovnosti se

vyjadii ve tvaru
Lo 0 0fz 0N

"or dp’ "or T Oy

a potom
s,
/ o i
f(w) = ( e +i e )(COb p—ising).

Ukazte, Ze uvedené rovnosti maji za disledek, Ze redlné funkce f1, fo jsou feSenim parcidlni diferencidlni rovnice

0 nezndmé g

62 ) 82
2292 +55=0.
or

3. Pfedchozi rovnosti pro polarni soufadnice se daji ziskat z prvnich rovnosti pro derivace ve sméru. Vezméte za u
jednotkovy te¢ny vektor ke kruznici |z| = 7 v bodé w v zdporném sméru, a za vektor v normélu této te¢ny mi¥ici
k pocatku. Spocitejte, Ze derivace podle w je rovna derivaci podle ¢ vydélend r a Ze derivace podle v je rovna
derivaci podle r s opaénym znaménkem.

Konec otazek 2.
Otéazky 3:
Nasledujici tfi otazky jsou jednoduché za predpokladu, Ze mnoziny A, B jsou oteviené — tento piipad se také

nejvice pouzivd. Nicméné, zkuste dokdzat tvrzeni i pro obecné mnoziny A, B. Zvlast€ u druhé a treti otdzky je
nutnd opatrnost.

1. Ukazte, Ze soucet a soucin dvou funkci holomorfnich na A je holomorfni na A.
2. Jsou-li f, g holomorfni funkce na A a g se nikde na A neanuluje, pak podil f/g je holomorfni na A.
3. Ukatte, Ze je-li f holomorfni na A, ¢ je holomorfni na B a g(B) C A, pak f o g je holomorfni na B.

4. Ukazte, Ze sloZeni dvou celistvych funkci je celistva funkce.

5. Dokazte, Ze redlnd a imagindrni sloZzka holomorfn{ funkce jsou funkce harmonické (pfedpoklddejte, Ze parcidlni
derivace 2.radu téchto slozek jsou spojité).

6. Dokazte charakterizaci holomorfni funkce na oteviené mnoziné potencidlnimi poly. [PouZijte charakterizaci
potencidlnich poli.]

Konec otazek 3.
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CVICENI

Cvigeni 1: Piiklad. Zjistéte, zda je funkce f(z) = 22 — 3z 4+ 5 holomorfni na n&jaké oblasti v komplexni roving.
Pokud ano, spocitejte jeji derivaci.

Reseni. Oznaéme z = x + iy, f = u + ‘v, kde x, y jsou redlna Cisla a u, v jsou realné funkce. Pfimym
dosazenim snadno zjistime, Ze

u(z,y) = 2?2 —y? -3z +5

v(z,y) = 2zy — 3y.

Dile budeme ovérovat Cauchyovy-Riemannovy podminky. Tedy pocitime ndsledujici parcidlni derivace:

U
— =2z — 3, — =2
Ox ! ' Ay v
' 9 o
v v
— =2y, — = 2x — 3.
Ox Y Qy !
Vidime tedy, Ze
ou  0Ov u v

dx — dy 9y  Ox
JelikoZ jsou Cauchy-Riemannovy podminky splnény a funkce u,v maji vlastni parcidlni derivace vSech

fadu, je funkce f holomorfni na C. Navic vime, Ze plati

[, y) = g =2z — 3+ 1i2y.
xr

Doufal jsem, Ze derivace nebude existovat, abych

ji nemusel pocitat.

| VZdyt' to nebolelo. I

Cviceni 2: Piiklad. Zjistéte, zda funkce f(z) = 2 + |z| + 3|2|? je v n&jaké oblasti © C C holomorfni.

Konec cviceni 1.
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Reseni. Podle Cauchy-Riemannovych podminek kazd4 funkce, kter je redlna a holomorfni v n&jaké oblasti
O C C, je v O konstantni. Funkce f je redlnd v C, ale nen{ konstantni v Zadné oblasti. Proto neni v Zadné

oblasti holomorfni.

| To je Skoda. I

Cvigeni 3: Pfiklad. K funkci u(z,y) = 2® + 3 najdéte na C funkci sdruZenou.

Reseni. Spocitime parcidlni derivace

Konec cviceni 2.

a druhé parcidlni derivace

Punl) gy, TUEY) g,
Vidime, Ze rovnost

O u(z,y) + Pulz,y) =6z + 6y =0

Oz Oy
plati pouze na piimce z = y. Funkce u tedy neni harmonicka, a neexistuje k ni sdruZena funkce.

Konec cviceni 3.
Cviceni 4: Priklad. Najdéte holomorfni funkci, jejiZ redlnou ¢asti je funkce
u(z,y) = Y.

Reseni. Nejprve se podivame na parcidlni derivace funkce u :

ou(z, 1 ) u(x, 1 ,
(z,y) — ety u(z,y) — eV
ox ‘ ' Jy
a druhé parcidlni derivace
32, (7 o 32, (1 4
9*u(z,y) _ J2ewy7 9 “(I y) T
Oz Dy?

z Xz

V dtsledku Cauchy-Riemannovych podminek musi byt redlna ¢ast holomorfni funkce harmonicka. Z praveé
spoctenych druhych parcidlnich derivaci je vSak patrné, Ze funkce w harmonicka neni.

Hledana funkce tedy neexistuje. I
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Simnul sem si, Ze kdyZ to x a y spolu nevystupu-
jou zasadné v paru = + iy, tak se na tu holomorf-
nost nevyhoupneme.

Konec cviceni 4.
Cviceni 5: Pfiklad. Spocitejte nasledujici limitu

2S48 3 V3
8

li 5 o = = —
M A a2116 8

i
z—2e 3

Resent. Limita &itatele i jmenovatele je v tomto piipadé nula. Postupnymi tipravami zlomku ale dostaneme

vysledek.
3 (22 (s—2¢ T ) (z—2¢ F)
. ) 2248 T ) z2+2)(z—2e « z—2e 9
lim T A28 = lim ir T Vis T ht
z—2e 3 z—=2e 3 (2—2e3 )(z—2e 3 )(2—2e 3 )(2—2¢ 3 )
= lim i iQ(TrZ+2) ar
z—2e 3 (z2—2e¢ 3 )(z—2e 3 )

Konec cviceni 5.
Cviceni 6: Priklad. Spocitejte nasledujici limitu

2|

lim
z—0 2

Reseni. Pokud by tato limita existovala, nezdvisela by jeji hodnota na zptisobu, jakym se blizime k nule. V
tomto piipadé vSak mame:

lim B =1
z—0Im z=0 2
a
lim M = —1.

z—0Re z=0 =z

Tedy, kdyZ jsme se k nule blizili po redlné ose, vysla limita 1, ale kdyZ jsme se k nule bliZili po imaginarni
ose, vySla limita -1.
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Z toho plyne, Ze limita v nule neexistuje.

Blizit se staci ze dvou smérd, kdyz chceme doka-
zat nespojitost. KdyZ chceme spojitost, musime
se priblizovat soucasné ze vSech smért.

| Asi schovani pod rouskou €. I

Priklad. Jestlize funkce f definovana v okoli bodu zg = xg + iyg € C ma v bodé zy nenulovou derivaci
f'(20), pak se kfivka prochdzejici bodem 2 ve sméru o zobrazi pomoci f do kiivky prochézejici bodem
f(20) ve sméru f’(zg)a. Tedy se zachovévaji dhly kfivek prochdzejici bodem z(. DokaZte.

Reseni. Spoéteme teény vektor kiivky f(¢(t)) pro vhodnou kiivku . Uvédomime si nakonec, Ze nasoben{
1" (20)a ndsobf tihel o komplexnim &islem f/(zg) = r(cos(Arg z) +isin(Arg 2)), kde 7 zpdsobi protazeni
vektoru a ten je ndsledné otocen o pfisluSny thel.

Konec cviceni 6.
| STANDARDY z kapitoly |

DERIVACE FUNKCE KOMPLEXNI PROMENNE
DERIVACE

DEFINICE. Necht je funkce f definovana v okoli bodu w. Jestlize ma smysl limita
f(z) = f(w)

b

lim
Z—w zZ—w

nazyva se jeji hodnota derivaci funkce f v bod& w a znadi se f/(w).

CAUCHYOVY-RIEMANNOVY PODMINKY
Je samoziejme€ mozné pouzivat i parcidlni derivace funkce f = fi + ifo po slozkdch, tj.

dr  Ox or’ Oy Oy Ay’

VETA. Necht je funkce f = (fi(z,9), fo(x,y)) definovana v okoli bodu w = (u,v). Jestlize f’(w)
existuje a je vlastni, pak jsou splnény podminky

14



1. f1 a fo maji v bodé w parcidlni derivace prvniho fadu,
2. v bodé w plati » ‘ - .

on _0h o _ oh
ox oy ' Oy ox

Potom plati rovnosti f/(w) = 3—5(11) =—i %(u)

Uvedené rovnosti pro parcidlni derivace se nazyvaji Cauchyovy—Riemannovy podminky nebo rovnosti.

Cauchyovy - Riemannovy podminky se daji za-
pamatovat snadno, jde tam o tu "levotocCivost",

kterd plati u z — z.

redlna Cast

imaginarni &ast

nulova rovina

Diikaz. Necht w € G a f/(w) existuje. Pak existuje

lim flw+h) = flw) _ lim Ji(u+hi,v+ho) — fi(u,v) +i(fo(u+ hy,v + h2) — fa(u,v))
h—0 h h—0 h1 +iho

a po odstranéni imagindrni jednotky z jmenovatele se dostane

(fi(u+ h1,v 4 ha) = f1(u,v)h1 — (fa(u + h1,v 4 h2) = fo(u,v))ha

lim flw+h) = flw)  _ lim 1 (
h—0 h h—0 hi + h3
+ lim i(fl(u + hi,v + ho) — f1(u,v))he + (fo(u + hi,v + he) — fa(u,v))hy
h—0 h% —i—h% ’

Jestlize se zvoli po fadé h; = 0 a pak ha = 0, dostanou se vysledky
ok 0 Oh 0
oy oy O ox
Porovnanim imaginarnich a redlnych slozek plynou podminky tvrzeni. <&

VETA. Necht' je funkce f = (fi(x,y), f2(z,y)) definovdna v okoli bodu w = (u,v) a jsou spln&ny

podminky

1. f1 a fo maji v bodé w spojité vlastni parcidlni derivace prvniho fadu,

2. v bodé w plati
oh _of  Oh __0fs

or Oy Oy ox

Potom existuje vlastni derivace f/(w).
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HOLOMORFNI FUNKCE

DEFINICE. Funkce je holomorfni v bodé, jestlize ma derivaci v né¢jakém okol{ tohoto bodu.
Funkce je holomorfni na mnoZzing, jestlize je holomorfni v kazdém bodé této mnoZiny.

Funkce holomorfni na C se nazyva celistva.

Pak pfimo z Cauchyovych-Riemannovych podminek vyplyva derivovanim nésledujici disledek (redlnd

funkce dvou proménnych se nazyvad harmonickd na oteviené mnoziné G, jestlize tam ma spojité parcidlni
] v 7z v L3 L 2 2 7z 4
derivace 2.fadu a spliluje Laplaceovu rovnici ng + % = 0, zkracené Af = 0):

DUSLEDEK. Necht funkce f = (f1, f2) je holomorfni na oteviené mnoZziné GG. Potom jsou funkce f; a
f2 harmonické v G.

DUSLEDEK. Necht f je harmonicka redlna funkce dvou proménnych na oteviené mnoziné GG. Pak exis-
tuji az na konstanty jediné redlné funkce g, h dvou proménnych tak, zZe funkce f+ig a h+if jsou holomorfni
v .

Diikaz. Ma-li byt f + ig holomorfni, musf platit f, = g, atedy g(x,y) = F(x,y) + ¢(z), kde F(x,y) je
primitivni k f v proménné y a ¢ je néjaka redlnd funkce jedné redlné proménné x.

Druhéd Cauchyova-Riemannova podminka implikuje rovnost Fy(z,y) + ¢'(z) = — fy(z,y). Odtud vy-
plyva existence aZ na konstantu jediné vhodné funkce ¢ (pouZije se spojitost a derivace integralu podle
parametru). <&

Redlnd funkce g z predchoziho tvrzeni se nazyva sdruzena harmonicka funkce k f.

Dvojrozmérné vektorové pole je dvojice dvou redlnych funkci dvou proménnych, a tedy komplexni funkce
komplexni proménné. Lze definovat i komplexni vektorové pole na oteviené mnoziné G C C jako dvojici
(f, g) dvou komplexnich funkci komplexni proménné, které maji spojité parcidlni derivace 1.fddu na G.

Komplexni vektorové pole (f, g) se v souladu s redlnym piipadem nazyva potencidlni na oteviené mnoZiné
G C C, jestlize existuje funkce F' takovd, Ze I, = f, Iy = g (tato funkce F' se pak nazyvd potencidl pole

(f;9))

VETA. Nisledujici podminky jsou ekvivalentni pro komplexni funkci f = (f1, fo) majici spojité parcidlni
derivace 1.fadu na oteviené mnoziné G:

1. f je holomorfni na G,
2. pole (f1,—f2) a (f2, f1) jsou potencidlni na G

3. pole (f,if) je potencidlni na G.

PRIKLADY

Pomoci Cauchyovych—Riemannovych podminek zkoumejte holomorfnost funkei.

K zadané harmonické funkci najdéte harmonicky sdruZenou.

Priklad. Jestlize funkce f definovana v okoli bodu zy = xg + iyg € C ma v bod¢ zg nenulovou derivaci
f'(20), pak se kiivka prochazejici bodem 2 ve sméru o zobrazi pomoci f do kiivky prochédzejici bodem
f(z0) ve sméru f’(zg)a. Tedy se zachovdvaji Ghly kiivek prochézejici bodem zg. DokaZte.

Reseni. Spoéteme te¢ny vektor kiivky f(¢(t)) pro vhodnou kiivku . Uvédomime si nakonec, Ze ndsobeni
f"(20)c ndsobfi thel a komplexnim &islem f/(zg) = r(cos(Arg z) +isin(Arg z)), kde r zplsobi protaZzeni
vektoru a ten je nasledné otocen o piislusny thel.
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