DERIVACE FUNKCE KOMPLEXNI PROMENNE
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DERIVACE

U redlnych funkef vice realnych promeénnych nebylo mozné definovat derivaci analo-
gicky definici derivace redlné funkce jedné redlné proménné (neslo delit ...) a definovaly
se jen parcidlni derivace, resp. derivace ve smeru.

Komplexni Cisla vSak lze dé€lit a je mozné prevzit definici derivace z jedné redlné
proménné beze zmeny.

DEFINICE. Necht' je funkce f definovana v okoli bodu w. Jestlize mé smysl limita
o f2) = fw)

Z — W

)
Z—w

nazyva se jeji hodnota derivaci funkce f v bodé w a znaci se f'(w).

Vzhledem ke stejné definici jako v realném pripadé a vzhledem k pfedchozim stejnym
vétam o limitach, plati 1 pro funkce v komplexnim oboru obdobné véty jako v redlném
pripadé:

1. plati stejné vzorce pro derivaci souctu, soucinu, podilu, slozené funkce a inverzni
funkce;

2. ma-li funkce v bodé vlastni derivaci, je v tomto bod¢ spojit4;

Nelze prenést bez podstatnych uprav véty o stredni hodnoté.
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CAUCHYOVY-RIEMANNOVY PODMINKY

Je samoziejme moZné pouZzivat i parcidlni derivace funkce f = f; + ifs po slozkach,

g.
of _Oh . 0h Of _0f 0f
ox Ox Ox Oy Oy Oy’

VETA. Necht je funkce f = (fi(z,y), fo(x, y)) definovdna v okoli bodu w = (u, v).
Jestlize f'(w) existuje a je vlastni, pak jsou splnény podminky

1. f1 a fo maji v bodé w parcidlni derivace prvniho fadu,

2. v bod¢ w plati '
of. 0fs Of  0f

Ox Oy y dx LEKCE32-KDE

, . P : - Of derivace
Potom plati rovnosti f/'(w) = -(w) = —i ()—f(u) vlastnosti derivace
Yy Cauchyovy—
Riemannovy
pd . 7 e . e 7/ . pOdminky
Uvedené rovnosti pro parcidlni derivace se nazyvaji Cauchyovy—Riemannovy pod- holomorfni funkce
P o celistva funkce
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realna cast

imaginarni cast

nulova rovina

V Prikladech je uvedena funkce f, kterd spliiuje vSechny podminky predchozi véty,
ale nema v bodé w derivaci.

Podminky tedy nejsou postacujici, je tfeba k nim pridat dalsi podminku. Nasledujici

tvrzeni ukazuje, Ze napriklad spojitost parcialnich derivaci muze byt takova dalsi pod-
minka (staci vSak méné — viz Pozndmky).

VETA. Necht je funkce f = (fi(z,y), fo(z,y)) definovana v okoli bodu w = (u,v) a
jsou splnény podminky
1. f1 a fo maji v bod€ w spojité vlastni parcidlni derivace prvniho fadu,
2. v bod€ w plati . ) .
of _0f Ofi __0f
or Oy Oy Oz

Potom existuje vlastni derivace f'(w).
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HOLOMORFNI FUNKCE

DEFINICE. Funkce je holomorfni v bodé, jestlize ma derivaci v néjakém okoli tohoto
bodu.
Funkce je holomorfni na mnozing, jestlize je holomorfni v kazdém bodé€ této mnoZziny.

Funkce holomorfni na C se nazyva celistva.

Jak bylo zminéno v Pozndmkdch 2, bude pozdé€ji dokazano, Ze holomorfni funkce ma
spojité parcidlni derivace vSech radu.
Pak pfimo z Cauchyovych—Riemannovych podminek vyplyva derivovanim nésledu-

jici disledek (redlna funkce dvou proménnych se nazyva harmonicka na oteviené mno-
Ziné G, jestlize tam m4 spojité parcidlni derivace 2.fddu a spliuje Laplaceovu rovnici

2 2
%%7; = (, zkrdcené Af = 0):

v d

Predchozi disledek ma i nasledujici casteCné obracené tvrzeni:

Redlna funkce g z predchoziho tvrzeni se nazyva sdruZend harmonickd funkce k f.

Existuje jeste jiny pohled na Cauchy—Riemannovy podminky, ktery spojuje teorii ho-
lomorfnich funkci s vektorovymi poly a tedy s moZnosti vyuzit napt. Greenovu vétu.
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Dvojrozmérné je dvojice dvou redlnych funkci dvou proménnych, a
tedy komplexni funkce komplexni proménné. Lze definovat i komplexni vektorové pole
na oteviené mnoziné G C C jako dvojici (f, g) dvou komplexnich funkci komplexni
proménné, které maji spojité parcidlni derivace 1.fddu na G.

Komplexni vektorové pole (f, g) se v souladu s redlnym pfipadem nazyva potencidlni
na oteviené mnoziné G' C C, jestlize existuje funkce [ takova, ze F, = f, F,, = g (tato
funkce F' se pak nazyva potencidl pole (f, g)).

Zrejmé soucty komplexnich potencidlnich poli a jejich nasobky Cisly (1 komplexnimi)
jsou opét potencidlni.

S pomoci komplexniho vektorového pole mame jiny pohled na Cauchyovy—Riemannovy

podminky. Diikaz nasledujiciho tvrzeni je jednoduchy a je pfenechén Ctenafi v Otdzkdch.

Predchozi charakterizace bude vyuzita v
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DERIVACE

DEFINICE. Necht je funkce f definovédna v okoli bodu w. Jestlize m4 smysl limita
f(z) = f(w)

Y

lim
Z—rW Z — W

nazyva se jeji hodnota derivaci funkce f v bodé w a znaci se f'(w).
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CAUCHYOVY-RIEMANNOVY PODMINKY

Je samoziejme moZné pouZzivat i parcidlni derivace funkce f = f; + ifs po slozkach,

g.
of _Oh . 0h Of _0f 0f
ox Ox Ox Oy Oy Oy’

VETA. Necht je funkce f = (fi(x,y), fa(x,y)) definovdna v okoli bodu w = (u,v).
Jestlize f'(w) existuje a je vlastni, pak jsou splnény podminky

1. fi a fs maji v bodé w parcidlni derivace prvniho radu,
2. v bod€ w plati

dfi  Ofy  0Ofi dfs

dr Oy’ Oy = Ox

Potom plati rovnosti f'(w) = % (w) = —i (())—{’;(u’)

Uvedené rovnosti pro parcidlni derivace se nazyvaji Cauchyovy—Riemannovy pod-
minky nebo rovnosti.
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realna cast

imaginarni cast

nulova rovina

VETA. Necht je funkce f = (fi(x,y), fo(x,y)) definovdna v okoli bodu w = (u,v) a
jsou splnény podminky LEKCE32-KDE

oz > e P o . P o derivace
1. f1 a fy maji v bod€ w spojité vlastni parcidlni derivace prvniho radu, Viastnost derivace
auchyovy—
v , Riemannovy
2. v bodé w plati P

8 f1 - 8f2 é)fl - an holomorfni funkce

— celistva funkce

(9 X 3 Yy 7 a Yy (9 T ! lsldrarlr;%(;ia?ké funkce

har-

. . . . / monicka
Potom existuje vlastni derivace f (w) . Afunl;i:e
TANDARDY
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HOLOMORFNI FUNKCE

DEFINICE. Funkce je holomorfni v bodé¢, jestlize ma derivaci v néjakém okoli tohoto
bodu.
Funkce je holomorfni na mnozing, jestlize je holomorfni v kazdém bod¢ této mnoZiny.

Funkce holomorfni na C se nazyva celistva.

Pak piimo z Cauchyovych—Riemannovych podminek vyplyva derivovanim nasledu-
jici dusledek (redlnéd funkce dvou proménnych se nazyva harmonicka na oteviené mno-
Zin¢€ G, jestlize tam ma spojité parcidlni derivace 2.fddu a splnuje Laplaceovu rovnici

2 2
%+g_y§ = 0, zkrdcené Af = 0):

Redlna funkce g z predchoziho tvrzeni se nazyva sdruzena harmonicka funkce k f.

Dvojrozmérné je dvojice dvou redlnych funkci dvou proménnych, a
tedy komplexni funkce komplexni proménné. Lze definovat i komplexni vektorové pole
na oteviené mnoziné G C C jako dvojici (f, g) dvou komplexnich funkci komplexni
proménné, které maji spojité parcidlni derivace 1.fddu na G.
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Komplexni vektorové pole (f, g) se v souladu s redlnym piipadem nazyva potencidlni
na oteviené mnoziné G' C C, jestlize existuje funkce I takova, ze F, = f, F,, = g (tato

funkce F' se pak nazyva potencidl pole (f, g)).

Pomoci Cauchyovych—Riemannovych podminek zkoumejte holomorfnost funkci.
K zadané harmonické funkci najdéte harmonicky sdruzenou.

Priklad. Jestlize funkce f definovana v okoli bodu zy = zg + 1y € C ma v bodé
2o nenulovou derivaci f'(zy), pak se kfivka prochdzejici bodem z; ve sméru « zobrazi
pomoci f do kfivky prochazejici bodem f(z;) ve sméru f’(zp)ca. Tedy se zachovavaji
uhly kiivek prochédzejici bodem zy. Dokazte.

Spocteme tecny vektor kiivky f((t)) pro vhodnou kiivku . Uvédomime si
nakonec, Ze nasobeni f’(z;)c nasobi tuhel aw komplexnim ¢islem f'(zg) = r(cos(Arg z) +
isin(Arg z)), kde r zptisobi protazeni vektoru a ten je nasledné otoCen o piislusny thel.
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