KOMPLEXNI CISLA A FUNKCE

V predchozich ¢astech byl diraz kladen na redlna Cisla a na redlné funkce.

Pokud se komplexni ¢isla vyskytovala, bylo to z hlediska kartézského soucinu dvou redlnych piimek, napf. pfi
zkoumani funkci dvou proménnych. Nebyly pii tom brany v dvahu vSechny algebraické vlastnosti komplexnich
Cisel.

| To jsem byla hodnd, co? I

Je zndmo, Ze nékteré ulohy zadané redlnymi funkcemi nemaji feSeni v redlném oboru, ale maji feSeni v kom-
plexnim oboru.

Takovym jednoduchym piipadem jsou kvadratické rovnice.

Korfeny kvadratické rovnice mi pripominaji
mladi. To jsem byl taky kofen.

Slozité&jsi situace bude probrana v kapitole o Fourierové transformaci: inverzni obrazy Laplaceovy transformace
redlné funkce se vypocitaji pomoci integralu komplexnich funkci.




Jako kdyZ jsem jednou doma povésil obrazy in-

verzné. Koukalo se na n€ ode zdi.

I kdyZ mnoho vlastnosti komplexnich cisel lze ziskat z vlastnosti redlnych Cisel, nelze tak ziskat vSechny
potfebné vlastnosti.

Navic, uZ pfi zkoumani funkci dvou proménnych byly vidét podstatné rozdily ve sloZitosti jistych mnoZin na
pfimce a v roviné.

V této kapitole proto budou zopakovany nékteré vlastnosti roviny a funkci dvou proménnych (a zdklady kom-
plexnich &isel ze stfedni Skoly).

| Radéji nejmenované stfedni skoly. I

MNOZINA KOMPLEXNICH CISEL C

DEFINICE. Mnozina C komplexnich ¢isel je mnozina R? viech dvojic (z,y) redlnych &isel s euklidovskou
vzdélenosti dvou bodi (z1,y1) a (x2,y2) rovnou

\/(961 —2)% + (y1 — y2)?

a algebraickymi operacemi s¢itani a ndsoben:

(@1,91) + (w2,92) = (21+ 22,91+ y2)
(@1,91) - (22,92) = (2122 — Y1y2, T1Y2 + T291) -
Cislo z se nazyva redlnd slozka komplexniho &isla z = (x,y) (znaleni R(2)) a y jeho imaginarni slozka

(znaceni (2)).

Cislo (z, —y) se nazyva komplexné sdruzené k &islu (z, ) (znageni (z,7)).

. xy)




Pokud jste vybojné&jsi povahy, tak radéji kom-
plexni Cisla nestudujte.

S uvedenym ndsobenim a s¢itdnim tvoii C téleso, s uvedenou vzdalenost{ tvoi{ metricky prostor.
Pokud se ztotoZni redlnd &isla r € R s komplexnimi Eisly (7, 0), je R podtéleso C (a jeho metricky podprostor).
Vzdélenost bodu z = (x,y) od poitku se podobné jako v redlnych &islech zna¢i absolutni hodnotou |z| =

|(z,y)| = /2% + y2. Vzdalenost dvou &isel 21, 29 je potom |21 — 22|. Pro absolutni hodnotu plati stejné pravidla
jako v R (viz Otdzky).

Pocatek, tj. bod (0, 0), bude ¢asto znacen jako 0.
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Alternativni popis komplexnich Cisel

7 Xz

Jestlize se ozna¢i i = (0, 1) (tzv. imagindrni jednotka), l1ze psat komplexni &isla ve tvaru (z,y) = x + iy.




Jen jestli. Jednou jsem takhle cekala cely den,
jestli dostanu zmrzlinu.

Dalsi mozZnosti vyjadfeni komplexnich &isel je pouziti polarnich soufadnic: (z,y) = (rcose,rsing) =
r(cos ¢ + isin @), kde r je vzdélenost bodu (2, y) od poédtku. a ¢ je thel mezi kladnym smérem osy « a spojnici

bodu (z,y) s pofatkem.
C

0

s Xz

Cislo r je pro komplexni &islo z = (z, y) uréeno jednoznacné:

r=lel= Va2,

Uhel ¢ je, kromé bodu (0, 0), uréen jednozna¢né aZ na periodu 27:

Sz

cosp = sing = —

Rz
2] 7

Totéz komplexni Cislo tedy vyjadiime rtiznymi
zpusoby. Vzdy si miZeme vybrat ten zpusob,
ktery se nejlip hodi.

Popis ¢ pomoci funkce arctg je uveden v Ofdzkdch. MnoZina Ghld ¢ pro dané z se znali arg(z), takze
z = |z|(cos(arg(z)) + isin(arg(z))).

| To je velmi dilezity vzorecek. Jde poplést. I



Popis pomoci polarnich soufadnic je vhodny pfi ndsobeni komplexnich ¢isel. Plati totiZ zobecnéné Moivreovy
VZOrce pro z1, zg S piisluSnymi argumenty 1, 2:

. 21 21 ..
2122 = |21[22](cos(p1 + @2) +isinpr +¢2)), = = Z—2|(COS(<P1 — 2) +isin(pr — p2))

Prosté to i je zakuklené otdceni v roviné. I

| J4 se tfeba cely den to¢im kolem plotny. i. I

Rozsirena komplexni rovina C*

Pozndmky 2 Ptiklady 2 Otazky 2 2

Stejné jako v R je vhodné rozsifit rovinu o nevlastni body.

s

Narozdil od R se vak C roz$ifuje jen o jedno nevlastni &islo, které bude znaceno oo a rozsifend rovina CU{oo}
bude oznadena jako C*.

| Nevim nevim, jestli je to fakt jednodussi. I



Jednou jsem se na roviné komplexné vyboural. A
to jesté nebyla rozsifend jako dneska.

Aritmetika s oo je nésledujici (operace s¢itani a ndsobeni jsou komutativni):
z+oo=o00proz#oco,z-00=o00proz#0,
z z
— =0proz#o00,- =ocoproz#0.
00 0

Operace

nemaji smysl (neurcité vyrazy).

Je vhodné zavést |co| = 00,50 = 0.

A nad komplexni rovinou se snesla algebraicka

mlha ...

| BTW. Jednou jsem takové i vidél na Viclavaku. I

Poznamky 3 Piiklady 3 Otazky 3 3

Topologie roviny

V kapitole o funkcich vice proménnych byla pomoci vzdalenosti popsdna konvergence v R? a jeji vlastnosti,
déle pak jisté vlastnosti podmnoZin roviny, jako otevienost, uzavienost, omezenost, kompaktnost, okoli bodd,
hromadné body.



U(2)
)

okoli bodu z je libovolnd mnoZina obsahujici néjaky kruh o stfedu z;

Pro tplnost:

e podmnozina C je oteviend, jestlize je okolim kazdého svého bodu;
e podmnozina C je uzaviend, jestlize jeji doplnek je otevieny;
e podmnozina C je kompaktni, jestlize je uzaviend a omezend;

e posloupnost zy, konverguje k z € C, jestliZe libovolné okoli bodu z obsahuje skoro vSechna zy,.

V Pozndmkdch, Pfikladech a Otdzkdch je probréano rozsifeni uvedenych pojmi na C*.

Pil jsem pétihvézdickovy konak a spal v
pétihvézdickovém hotelu. Jedna hvézdicka mné
neldka.

Kromé tvrzeni obsahujicich pojmy z uspofddani, plati stejné véty pro konvergenci jako v R:
VETA.

1. {z,} md nejvyse jednu limitu,

2. je-li posloupnost {2z, } konstantni, z,, = u, pak lim z,, = u,

3. jestlize lim z,, = u, pak lim 23, = u pro kazdou podposloupnost {zy,, } posloupnosti {2, },

4. jestlize z kazdé podposloupnosti {z,} 1ze vybrat podposloupnost konvergujici k u, pak {z, } konverguje k
u.

5. jestlize {z,} konverguje v C, pak {z,} je omezena posloupnost.
J n 'J ny

6. posloupnost { z,, } konverguje v C pravé kdyZ je cauchyovskd (tj. Ve > 0 Ing € N (n, k > ng =

€)),

7. plati tvrzeni o limité souctu, soucinu a podilu.

n—2k| <

Beze zmény zlistava definice hromadnych bodu posloupnosti nebo mnozin v C a vSechna tvrzeni o nich, kterd
maji smysl v C (tj. musi se vynechat tvrzeni pouZivajici usporadani, napt. nemd smysl hovofit o nejveétsim a
nejmensim hromadném bod& posloupnosti). V Cantorové vété se misto omezeného uzavieného intervalu bere
kompaktni mnoZina (viz Otdzky).



Toto mimojiné znamend, Z7e pfibyla zadarmo
kupa tvrzeni. Mate radost?

Bude potieba dalsi dileZity pojem, a to souvislost mnoZiny.

Mnozina A se nazyva souvisld, jestlize kazda funkce spojitd na A majici jen kone¢né mnoho hodnot je kon-
stantni.

Jestlize je funkce nulovd na spirdle obtdcejici
kruh, bude nulova i na tom kruhu. Vic na tom
neni.

Pro ucely této kapitoly bude stacit siln€jSi pojem nez souvislost. Mnozina je kiivkovée souvisld, jestlize kazdé
jejf dva body Ize spojit kiivkou lezici v oné mnoZiné.

KdyzZ pecu koblizky, rozdélim kiivkove souvislé
tésto na malé kiivkové souvislé mnoziny a pecu
dozlatova.

Ziejmé je kazda kiivkove souvisld mnoZzina je souvisla.



A upecené koblizky jsou souvislé, jinak bych se
jako kucharka stydéla.

Kazda krivkové souvisld mnoZina souvisld, diikaz je snadny. Opak obecné neplati, plati pro oteviené mnoziny,
kde se navic da kfivka v definici nahradit lomenou ¢arou.

Oteviené souvislé mnoZiny se nazyvaji oblastmi.

Oblast spolu se svou hranici se nazyva uzaviena oblast.

~oew s

Pro podrobnéjsi pohled na souvislost viz Pozndmky, Priklady a Otdzky.

Souvisld mnoZina se nazyva jednoduse souvisld, jestliZe jeji doplnék je souvisld mnoZina.

Oblast G je jednoduse souvisld, jestlize s kazdou Jordanovou kiivkou v G lezi v G i jeji vnitiek.

A toto je mnoZina, kterd neni jednoduse souvisla.

Je to déravy. Vidite to jasné.




Poznamky 4 Priklady 4 Otazky 4 4

FUNKCE KOMPLEXNI PROMENNE

Komplexni funkce komplexni proménné zobrazuje néjakou podmnozinu C do C. MiZeme se na ni tedy di-
vat jako na dvojrozmérné vektorové pole (redlné) definované na podmnoZiné roviny, neboli f(z) = f(z,y) =
(fi(z,y), fo(z,y) = filz,y) +ifa(x,y) (f1 = Rf je redlnd slozka a fo = If je imagindrni slozka funkce f).

Jde o jakousi deformaci roviny. Na té funkci ne-
vidime ten proces deformace, ale vidime az vy-
sledny tvar.

Takhle napiiklad vypadd obraz jednotkového
&tverce pomoci zobrazeni z — 25,

Ta funkce ten Ctverec pekné ziidila. A to se to
mohlo jesté prekrejvat.

10



Ja dovedu s dobie rozvadlenym téstem jins{
kouzla.

Abychom mohli tispés$né pracovat s komplexnimi funkcemi komplexni proménné, byvd mimo vySe uvedeny
model typu "rozvélené tésto"uZiteCné zkoumat oddélené redlnou a imagindrni slozku zvI4st’.

Napriklad pro funkci z — z je redlnd slozka zobrazeni (z,y) — x a imagindrni sloZka zobrazeni (z,y) — .
Jde tedy vlastné o dvé& plochy nad rovinou (z, y).

redlna Cast

imagindmi ¢ast

nulové rovina

TakZe, svéte div se! Identita jsou dvé roviny. Ani
nechci domyslet, co bude s dal$ima funkcema.

U mnohych funkci je to presné jako u identity
(lokdlné a aZ na konstantu). Pokud tomu jednou
porozumite, budu slavit.

11



| Nevim sice o co jde, ale budu taky slavit. I

Je zfejmé, jak se definuje soucet, soucin a podil komplexnich funkci (vSe bodové), jejich sloZeni, inverzni
funkce, jejich bodova limita.

Nemad smysl hovorit o monoténnich funkcich, o extrémech, o konvexnich funkcich.

Ale ma smysl pojem omezena funkce, sud4, lichd nebo periodicka funkce.

Abych byla presnéjsi. KdyZ nemd smysl zna-
mend, Ze ma smysl, ale skoro nulovy. A kdyz ma
smysl, tak velmi nenulovy.

Uvédomte si rozdil oproti kapitole o funkcich vice proménnych, kde se soucin a podil funkci uvazoval pouze
pro funkce s hodnotami v R.

Umluva: Pokud nebude feceno jinak, bude v této i nasledujicich kapitolach termin funkce znamenat komplexni
funkce komplexni proménné.

Pokud jde o funkce, tak mezi kouzelniky mam

vy

nejvyssi funkei ja.

Xz

Je to imagindrn{ ¢ast logaritmu a to vi kazdé malé

décko.

12



Je tu opravdu néco kouzelné jednoduchého.
Komplexni exponencidla neni prostd a jeji in-
verze je zdrojem neséetnych kouzel v komplexni
roving. Tak se na to pfipravime.

Budou se vyskytovat pfifazeni, kterd jednomu bodu pfifadi vice hodnot (jako napt. arg z). Takovéto pritazeni
se nazyvd mnohoznacné zobrazeni a v ptipadé, Ze je definovdno na komplexnich &islech a hodnoty jsou opét
komplexni Cisla, bude se nazyvat mnohoznacna funkce.

Tady naptiklad vidime redlnou a imagindrni ¢4st
komplexniho logaritmu.

BTW, taimagindrni ¢dst asi nema daleko k funkci
arg, O.K. ?

Spojitost

ProtoZe C je metricky prostor, je spojitost funkce f definovéna jako spojitost zobrazeni mezi metrickymi prostory
(v bodé nebo na mnozing).

Je v8ak mozné vzit za definici spojitosti funkce f jednu z ndsledujicich ekvivalentnich vlastnosti plynouci ze
spojitosti redlnych funkc{ a z rozkladu f na realnou a imaginarni slozku:

1. slozky Rf a S f spojité;

13
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pro kazdé z € D(f) a kazdé okoli U bodu f(z) existuje okoli V' bodu z takové, ze f(V N'D(f)) C U.

3. pro kazdé z € D(f) akazdé ¢ > 0 existuje 6 > 0 takové, Ze |f(z) — f(w)| < e jakmile |z — w| < § a
z € D(f).

4. jestlize zn, — z v D(f), pak f(z) — f(2).

Stejnomérnd spojitost je definovana tfeti podminkou, jestlize volba d nezdvisi na volbé z (tj., kvantifikator ,,pro
kazdé 2" se presouva za kvantifikator ,existuje d").

Z kapitoly o funkcich vice proménnych nyni vyplyvaji nékteré zdkladni vlastnosti spojitych funkei, napf. o
zachovani souvislosti sloZzenim a zachovani kompaktnosti spojitym obrazem. Plati o néco vice (pouZziji se piislusna
tvrzeni o spojitosti pro funkce z roviny do pfimky).

VETA.
1. Soucet, soucin a podil spojitych k funkci je spojitd funkce.

2. SloZeni spojitych funkci je spojitd funkce.

W

Spojity obraz kiivkové souvislé mnoZiny je kiivkové souvisld mnoZina.

4. Spojity obraz kompaktni mnoZiny je kompaktni mnoZina.

9,

Spojitd funkce na kompaktni mnoZziné je stejnomérné spojita.

6. Prostd spojitd funkce na kompaktni mnoZiné mé spojitou inverzni funkci.

Diikaz. 1. Soucin funkei f = (f1, f2),9 = (91, 92) je roven funkei (f191 — f292, f192 + f291). Jsou-li funkce
£, g spojité, jsou spojité i redlné funkce f1, f2, 91, g2 a tedy i funkce f191 — f292, f192 + f291, odkud vyplyva
spojitost funkce fg. DokaZte podobnym zptisobem spojitost souctu a podilu dvou spojitych komplexnich funkci.

2. Spojitost sloZeni je dokdazana v kapitole o funkcich vice proménnych (a plyne jednoduse z posledni charak-
terizujici vlastnosti spojitosti o zachovavani{ limit posloupnosti).

3. Necht' A je kiivkové souvisld a f je spojitd funkce definovand na A. Necht' =,y € f(A). Existuji body
a,b € Atak, ze f(a) = x, f(b) = y akiivka ¢ : [0,1] — A tak, Ze (0) = a,p(1) = b. Pak kiivka f o p lezi v
f(A) aspojuje body z, y.

4. Necht' A je kompaktni v C a {z,,} je posloupnost v f(A). Zvoli se body wy, € AN f~!(zy,). Protoze A
je kompaktni, existuje podposloupnost {wy,, } konvergujici k né€jakému w € A. ProtoZe f je spojitd, konverguje
{2k, ) K f(w) € F(A).

5. Necht' f je spojitd funkce na kompaktni mnozZiné A, kterd neni stejnomérné spojitd. Pak existuje ¢ >
0 a body un,vy, € A tak, Ze |up — vp| < 1/n a |f(un) — f(vn)] > €. ProtoZze A je kompaktni, 1ze najit
konvergentni podposloupnosti {ug,, }, {vg, } konvergujici k u € A. Tim se dostdva spor, protoZe | f (u,, ) — f(vg,, )]
nekonverguje k 0.

6. Necht’ je spojitd komplexni funkce f na kompaktni mnoziné A prosta. Pro libovolny bod b € f(A) se
ukéze, 7e f~ ! je spojitd v b. Necht' tedy {b,} je posloupnost v f(A) konvergujici k b. M4 se ukazat, ze f~1(by,)
konverguje k f~1(b). Je-li {¢,, } libovolna podposloupnost posloupnosti f~1(by,), lze z ni vybrat podposloupnost
{¢k,, } s néjakou limitou c. ProtoZe f je spojitd, konverguje f(cy, ) k f(c) atedy f(c) = b. TakZe {cy,, } konverguje
k f~1(b). Podle &tvrté vlastnosti konvergence posloupnosti konverguje f~1(b,) k f~1(b). <&

Poznamky 5 Priklady 5 Otazky 5 5

Limita funkce

Lze opét pouzit definice a tvrzeni z kapitoly o funkcich vice proménnych, takze pro funkci f je 1i_r>n f(z) =
Z—Uu
. .
lim R(f)(2) +1 lim I(f)(2).
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VSechny zdkladni vlastnosti limity redlné funkce plati i pro funkce v komplexnim oboru, samoziejmé kromé
téch pouZzivajicich uspotfadani. Ale i pro funkce v komplexnim oboru lze dokdzat néktera tvrzeni u kterych se v
realnych funkcich pouziva usporadani, napf.

Zlg)rqll f(z) =0, g je omezend v okoli u = zlg}rt f(2)g(z) =0.

Je to proto, Ze i pro komplexni funkce plati lim f(z) = 0 < lim |f(2)| = 0.

Nasledujici tvrzeni 1ze vyhodné pouZit v nékterych situacich, protoze prevadi limitu z komplexniho oboru na
realny obor jinak nezZ je rozklad na slozky.

VETA. Necht f je definovdna na oteviené mnozing M a u € M. Pak li;n f(z) = A pravé kdyz pro kazdou
Z—U

kfivku ¢ na [0, 1] s vlastnostmi
0(0) =u,p:(0,1] = M

je lim f(e(t)) = A.
t—04

Diikaz. ProtoZe ¢ je spojitd, je nutnost podminky zifejma. Zbyvé dokdzat postalitelnost podminky. Pro jednodu-
chost znadeni Ize pfedpokladat, ze u = 0 a ze [—1,1] x [-1,1] C M.
Necht' tedy li_1>n f(z) # A. Pak existuje posloupnost {z,} C (—1,1) x (—1,1) \ {0} konvergujici k 0,
zZ—u
pfi¢emz lim f(zp) # A. Zfejmé lze posloupnost {z;, } vybrat tak, Ze Rz, a Iz, konverguji k 0 monoténné, napf.
jsou klesajici.
Nyni staéi vzit spojitou funkei na [0, 1], kterd md v bodech Rz, hodnoty Szy,. <
Za krivku spojujici body zj, 1ze vzit lomenou ¢aru. Nenf téZké ukdzat, Ze 1ze vzit i hladkou kiivku (navic majici

vSechny derivace).
6

POZNAMKY

Pozndmky 1:
1. Komplexné sdruZené ¢islo k z je v roviné zndzornéno jako symetrické k z podle redlné osy.

2. Zobrazeni f, které piifazuje komplexnimu &islu jeho komplexné sdruZené &islo, je idempotentnt, tj. f2 = f.

3. Protoze |rz| = |r||z| pro libovolné redlné Cislo r, je absolutni hodnota na C norma a C s touto normou je
Banachtv prostor (viz kapitolu o Banachovych prostorech). To ovSem plati pro libovolny Euklidovsky prostor.
Vezme-li se v§ak v tivahu i nasobeni komplexnich &isel, tvoii C Banachovu algebru a to uZ nastane jen pro R* (tzv.
kvaterniony), kde je ale ndsobeni nekomutativni.

Konec poznamek 1.

Pozndmky 2:

znamenaji nasledujici zapisy totéz komplexni ¢islo:
—-3+4+1i5, —-3+5i, 5i—3, ib—-3.

Protoze i = —1, snadno se pomoci zdpisu z + iy provadi ndsobeni a d&lenf &isel.

2. V polédrnim zdpisu Cisla z se r nazyva privodic a ¢ argument Cisla z. Zobrazeni arg, které prifazuje komplex-
nimu ¢islu jeho argument, neni jednoznacné.
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Lze se omezit jen na nékteré hodnoty argumentu, napf. interval [0, 27) a potom je arg jednoznacnou funkef (kromé&
0). Podrobnosti budou uvedeny v kapitole o elementdrnich funkcich.

Bod z = 0 se obvykle nevyjadiuje pomoci polarnich soufadnic. Pokud je to vSak nutné z formalnich divodu, je
r = |z| = 0 a dhel ¢ miZe mit libovolnou velikost (tu je moZné podminkami omezit).

BTW, nikdy nevite, jakou nulu v Zivoté potkate.
V polérnich soufadnicich se nuly nemusite bat
vibec.

Konec poznamek 2.

Pozndmky 3:
Neéktefi z vds si asi uvédomili, co je vlastné podstatné na rozsifené redlné piimce. Je to kompaktnost R*. A z téhoz
davodu se rozsifuje i C.
Jedno nekonecno.

s v

Pro¢ se rozsifuje komplexni rovina jen o jedno nevlastni ¢islo, kdezto redlna pfimka o dvé? Podivejte se na situaci
z pohledu geometrie.

Primka ,bé&Z{ na dvé strany" a miZe se uzavfit ,dvéma konci". Je mozné si to priblizit zizenim (zdeformovanim)
piimky na interval (—1, 1), pfi¢emZ ¢im vice se blizime k bodu -1 nebo 1, tim jdeme pomaleji (abychom vyjadFili
fakt, Ze k t€émto bodiim nelze dojit). Nevlastni body pak odpovidaji obéma ,konciim", neboli hranici intervalu na
piimce.

To je presné. ANO.

voew s

Podobna interpretace v roviné je komplikovanéjsi. ZtiZenou rovinu miZe nékdo vidét jako vnitiek kruhu nebo jako
vnitiek Ctverce, nebo obdélnika, mnohothelnika, apod. VSechny tyto piipady maji jedno spolecné. Jejich hranice
je jednoduchd uzaviena kfivka. Bylo by moZné vzit za nevlastni body jednotlivé body této hranice, ale tim by
existovalo nekonecné mnoho (nespocetné mnoho) nevlastnich bodd, coz neni vhodné (a navic tyto body nemaji
potiebné vlastnosti).

Lze vzit jen konecné mnoho nevlastnich ¢isel? Ano, pokud se vezme celd kfivka jako jeden bod. Tim se dostava

jedno nekone¢no. Mit dvé nekonecna by znamenalo rozdélit kiivku na dvé disjunktni Casti, ale které? Kiivka je
souvisld mnoZzina, kdeZto pfedchozi hranice u redlné piimky byla nesouvisld a sklddala se ze dvou souvislych ¢asti.

To je ten podstatny rozdil mezi pfimkou a Euklidovskymi prostory dimenze aspon dvé. D4 se ukdzat, Ze neni
mozné ziskat z roviny kompaktni prostor pfidanim n bodt, n > 1.
Sféra versus C.

Kdo ma dobrou pfedstavivost, miize poznat, Zze predchozi ztotoznéni hranice kruhu do jednoho bodu vytvofilo
titvar podobny sféfe, tj. hranici koule v R3.
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Takhle délam jablka v Zupanu.

s vz Nz

Nasledujici fadky to popiSi piesnéji.

Necht’ S je sféra {(z,y,z2) € R3: 22 + 92 + 22 = 1} a P jeji ,severni p6l" (0,0,1). Rovina C se ztotozni s rovinou
0s x,y, tj. mnozinou {(x,y,0) € R3; (z,y) € R?}.

Tzv. stereografickd projekce je prosté zobrazeni S \ { P} na C: vezme se ptimka prochazejici bodem P, kterd neni
rovnobézna s C — ta protina sféru S presné v jednom dal$im bod¢ a rovinu C taky presné v jednom bodé, jeho

stereografickém obraze.
<)
Mra

rovina

vy

Sféra S tedy slouzi jako model rozsifené komplexni roviny C*, pfi¢emZ P odpovidd nevlastnimu bodu co.

Tento model neni vhodny pro algebraické operace, ale je velmi vhodny pro interpretace topologickych vlastnosti,
protoZe je to hezky kompaktni prostor.

Samoziejmé, metrika v .S je jind nez v C, ale tyto dvé metriky jsou ekvivalentni, tj. davaji stejnou konvergenci (viz
Otdzky). TakZe napt. podmnoZina S \ { P} je oteviend pravé kdyz jeji stereograficky obraz je otevieny v C.
Uvedeny model C* ve tvaru sféry bude v dal§im nazyvan Riemannova sféra.

Je mozné pouZit jinou projekci koule na rovinu, napf. se za C vezme tecnd rovina v ,jiznim pélu" koule a vezme
se projekce ze severniho pdlu na tuto te€nou rovinu.

©

4

sféra

z rovina
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| Aneb, tak se ndm pékné zakulatila. I

Konec poznamek 3.

| A jak byvala pékné placata. I
Pozndmky 4:

Pojem souvislosti je pojem zavisejici jen na konvergenci (spojitost funkce). Stejné¢ tomu tak je i u kfivkové souvis-
Iych mnozZin a jednoduse souvislych mnozin.

V praxi se vyskytujici oblasti mivaji za hranice jen kone¢né mnoho po ¢astech hladkych kifivek nebo bodid nebo
(polo)pfimek. Pokud je pak takovéto oblast jednoduse souvisld a omezend, jeji hranice je jednoduchd po ¢astech
hladkd uzavfena kfivka.

Podobné, jako tomu bylo u intervall, se pouzivd obcas i u oblasti pojem polouzaviena oblast, coZ je oblast spolu
s nékterymi body své hranice. V nékterych textech se pod pojmem oblast mini jen omezend oblast, pak uzaviena
oblast je kompaktni.

Da se ukazat (ale dikaz je slozity), Ze spojity prosty obraz oblasti je zase oblast. Odtud jiz jednoduse plyne, Ze
prislusnd funkce ma spojitou inverzi.

Bavime se zde o tésté na pizzu. Tomu dobie ro-
zumim.

Konec poznamek 4.

Poznamky 5:
Termin mnohoznacnd funkce je nutné brat jako celek.
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Neéktera matematickd pojmenovani jsou vytvo-
fena "v dobré vite", a tak nelze za takové véci ni-
koho odsoudit ani potrestat. Ale do priivanu bych
semtam nékoho stréil.

Podle definice je funkce vzdy jednoznacna a tedy chdapani uvedeného terminu jako spojeni dvou termint mno-
hoznacnd a funkce by bylo nesmysIné.

Nicméné, vzhledem k prihlednosti situace se pouZivaji bez problému se srozumitelnosti vyrazy typu ,funkce f je
mnohoznacnd".

Mnohozna¢na funkce v tomto textu bude mit na svém defini¢nim oboru vZdy néjaké hodnoty (tj., pro z € Dy je
mnoZina f(z) neprdazdnd).

Je-li f mnohozna¢né zobrazeni na G, pro kazdé z € G vyberte jen jednu hodnotu z mnoZiny f(z) (oznalte ji
F(2)), dostane se funkce F' na G, kterd se nazyva (jednoznacnd) vétev funkce f.

Jsem z toho na vétvi.

Grafem mnohoznacné funkce imaginarni ¢ast logaritmu je schodiste.

Ty vétve tu byly ty patra.
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Veliky rozdil oproti redlnym funkcim je ve zndzornéni funkci v komplexnim oboru. Graf redlné funkce (jedné nebo
dvou proménnych) si lze pfedstavit, nebo i narysovat, ale u funkce s komplexnimi hodnotami to nejde. Céste¢nou
moznosti je pfedstava grafu redlné slozky a grafu imagindrni slozky.

redlna Cast

imagindrni cast

nulové rovina

Jak bylo poznamendno, nemd smysl hovofit u funkci s komplexnimi hodnotami o extrémech. Pokud m4 funkce
f jen redlné hodnoty, smysl to md. To jsou napt. funkce $(z), 3(z), || a zvlasté u posledni funkce se existence
maxima a minima na kompaktnich mnoZinach pouZiva.

Konec pozndmek 5.

PRIKLADY

Priklady 1:
1. Mnozina komplexnich ¢&isel z spliiujicich nerovnost |z — zg| < &, pro dané komplexni ¢islo zg a redlné Cislo
€ > 0, je vnitfek kruhu o stfedu zg a poloméru €. To se snadno ukdze pouZzitim vzdalenosti misto absolutni hodnoty.

2. Pokud je tfeba vyjadfit podil dvou komplexnich cisel jako dvojice redlnych Cisel, rozsiti se zlomek komplexné
sdruZenym jmenovatelem. Napiiklad pro podil z/w, kde z = (z,y), w = (u,v):

z 20 (;vu—yv xv—i—yu)

u? + 027 u? +0?

w ww

PEkné osklivé.

Konec prikladu 1.

Priklady 2:
1. Pomoci imagindrniho ¢isla i vypocitejte soucin (8 — 2i)(3i — 1) a podil (3 — 2i)/(1 — 7).

2. Popiste mnozinu bodt z spliiujici rovnost |z — i| = |z + .

Kouka z toho redlna osa.
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3. Popite mnoziny bodi 2 spliiujici nerovnosti R(z) > 4 nebo |I(z)| < 1 nebo R(1/2) < 2 nebo I(22) > 0
nebo arg(z) € (w/4, 7).

A za chvilku budete v komplexni roviné jako
doma.

Konec prikladu 2.

Priklady 3:
1. Vezméte na Riemannové sfére libovolny bod w odpovidajici bodu z v C. Kde budou leZet na Riemannové sféfe
body odpovidajici bodim z, —z, 1/2?

oo
M )
z- U

rovina

2. Jak se zménf{ situace, kdyz vezmete misto Riemannovy sféry sféru, jejiz je C tecnou rovinou a jizn{ pdl je bod 0
v C. Kam se zobrazi ,rovnik" v tomto pfipad¢ a v pfipadé Riemannovy sféry?

/@) sféra

z rovina

3. Ukatte, Ze z,, — oo pravé kdyz |z, | — +o0.
4. Ukazte, Ze okoli oo v C* jsou pravé dopliky omezenych mnoZin v C spolu s bodem oc.
Konec priklada 3.
Piiklady 4:
1. Kazda kiivka je kiivkové souvisla.
2. Vnitiky kruhu, elipsy, Ctverce, apod., jsou jednoduse souvislé. MezikruZi nenf jednoduse souvislé.

3. Jaké z vlastnosti krivkové souvisld mnozina, jednoduse souvisld mnoZina, oblast, uzaviend oblast maji nasledu-
jici mnoZiny komplexnich ¢isel dané nerovnostmi

0<|zl<1,1<R(2)| <3,3(2) €[0,1],]z2 —1| < 1,0 < arg(z) < 7/27

4. Kompaktni mnozina K = {(x,sin(1/x));x € (0,1/x]} U{(0,y);y € [—1,1]} je souvisld a neni kiivkové
souvisla. (Uvédomte si, Ze prvni mnoZina v uvedeném sjednocent je graf spojité funkce a kazdd kone¢néhodnotova

spojitd funkce na ni bude konstantni — druhy s¢itanec lezi v uzdvéru prvni mnoziny. Ukazte, Ze body (0, 0), (1/7,0)
nelze spojit kiivkou lezici v K.)
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Konec prikladu 4.
Priklady 5:
1. Jaky je defini¢ni obor funkce
+00 too
faw) =y [ ety
0 n=0

2. Jako priklady funkci mohou slouzit vyrazy
2], R(2),9(2) . 7.

Zjistéte jejich defini¢ni obor a body, ve kterych jsou spojité.

3. Polynom je funkce tvaru ¢, 2" + ¢,,—12" ! + ... + ¢1 2 + ¢g, raciondlni funkce je podil dvou polynomi. Zjistéte
defini¢ni obor téchto funkci a body, ve kterych jsou spojité.

4. Najdéte redlnou a imaginarni slozku polynomu 22 4 2iz — 3.

5. Dokazte, Ze Arg je funkce spojitd vSude kromé polopiimky (—oo, o]. Ve kterych bodech je spojitd funkce na
C\ {0}, kterd bodu z pfitazuje jeho argument leZici v intervalu [0, 27).

6. Ukazte, Ze funkce 1/2 : C\ {0} — C je spojitd. Je spojitd i funkce 1/z : C* — C*, kterd zobrazi 0 do oo a oo
do 0?

7. Je-li w izolovany bod defini¢niho oboru funkce f, je f v bodé w spojita.

Konec prikladu 5.

OTAZKY

Otazky 1:
Komplexné sdruzena cisla.
1. Ukazte, Ze Z = z pravé kdyZ je z realné Cislo.

2. Dokazte nésledujici vlastnosti:

z+Z 2R(z), z —z = 23(2)
zZ = z

21tz = ZI+7Z

7172 = 2172

(1 _ =

<5) )

Vzdalenost.

3. Ukazte, zZe vzdalenost dvou Cisel z1, 2o je rovna |21 — z2].
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4. Dokazte nasledujici vlastnosti absolutni hodnoty:

|21 4+ 22| < |21 + |22
lz1.22] = |21 |22
Z1 - |Zl‘
2l
2 = e
2l = |-2|
2> = 2z

R(2) < |2],3(2) < |z| . R()+S(2) < |2]V2.

5. Ukazte, Ze bod (21 + 22)/2 je stifedem tsecky spojujici body z1, 2.

6. Ukazte, Ze vzdalenost komplexnich Cisel je invariantni vuci posunuti, tj. vzdalenost dvou &isel z1, 29 je stejnd

jako vzdalenost Cisel 21 + z, z9 + z pro libovolné komplexni ¢islo z. Plati obdobné tvrzeni pro ndsobeni misto
scitani?

Konec otazek 1.

Otazky 2:
1. Dokazte nasledujici vyjddfeni argumentu bodu z = x + iy pomoci funkce arctg:

arg(z) = {

Zjistéte, zda uvedené rovnosti plati (pomoci limit) i pro z = 0,y # 0.

arctg £ + 2k, x> 0;
arctg 2 + (2k + 1)w, = <0.

2. Dokazte uvedené Moivreovy vzorce. Nejdiive ukaZzte pomoci souctovych vzorct pro sin, cos, Ze plati

21
arg(z129) = arg(21) + arg(z2) m@ﬁzmmwmw»

3. UkaZzte pomoci indukce platnost klasického Moivreova vzorce

n

2" =z|"(cos(nyp) +isin(nyp)) .

Tento vzorec plati i pro z = 0.
Uvédomte si disledek Moivreova vzorce pro déleni a volbu z1 = 1:

1

z |z

(cos(arg(z)) — isin(arg(2)))

a jeho zobecnéni pro z~".

4. Jestlize pro n € N znali {/z ta komplexnf &isla w, pro kterd je w" = z, pak
Wz = Yl (cos(p/n) +isin(p/n)).

V kapitole o elementdrnich funkcich se dozvite o existenci a nejednoznacnosti odmocnin a problémech s tim
spojenych. Pfedchozi rovnost byste si méli promyslet napt. pro n = 2, kdy pro kazdé z # 0 existuji dvé rizné
druhé odmocniny.

Odmocnina je test celistvosti vaSeho mysleni. UZ
o ni vlastné vSechno vite, ale zatim to nedava
smysl.
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Vlastné myslima na takovouhle blbinku, neni-1iZ
pravda?

Konec otazek 2.

Otéazky 3:
1. Uvazte, proc¢ soucet co + oo je nyni neurcitym vyrazem (v redlnych Cislech se tento soucet rovnal o).
2. Uvazte, pro¢ lze, na rozdil od redlnych ¢isel, definovat z/0 = oo pro libovolna z # 0.
3. Oznaci-li se projekce Riemannovy sféry na C pismenem p, bude novd metrika p na C definovana rovnosti

p(z,w) = d(p~(z),p~(w)), kde d je obvykla Euklidovskd metrika v R3.

©

Z U

rovina

Ukazte, Ze plati:
2|z — w|

VIR +w?)

(a) Ukazte, ze metriky d a p jsou ekvivalentni (tj., maji stejné konvergentni posloupnosti).

plz,w) =

(b) JestliZe se bod w bliZi k oo, konverguje vzdalenost k
2
p Z'/ OC) - 7‘ )
( V14|22
coz roz8ifuje p na metriku na celém C*.
(¢) Ukatte, Ze s touto rozsitenou metrikou p je C* kompaktni.

Konec otazek 3.
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Otazky 4:
1. UkaZte, Ze oteviend mnozina je kiivkove souvisld, pravé kdyZ je souvisld.

2.V R jsou jedinymi souvislymi mnozinami intervaly, body a prazdnd mnozina. Které z téchto souvislych mnozin
jsou jednoduse souvislé?

Konec otazek 4.
Otazky 5:

1. Ukazte, ze funkce |z| nabyva na uzaviené (i nekompaktni) mnozin€ svého minima. Musi nabyvat i svého ma-
xima?

2. Predpokléadejte, Ze vite, Ze spojity obraz omezené oblasti je oblast. Ukazte, Ze potom ma kazda spojitd a prosta
funkce na oblasti spojité inverzni zobrazeni.

3. Napiste presné definici stejnomérné spojité funkce z C do C a uvaZzte, kterd z charakterizaci spojitosti lze
modifikovat na charakterizaci stejnomérné spojitosti.

Konec otazek 5.

CVICENI

Cviceni 1: Pfiklad. Najdéte redlnou a imaginarni ¢ast komplexniho ¢isla

14+0\?

1—4/) °
Reseni. Pro po&itdni mocnin a odmocnin komplexnich &isel se hodi goniometricky tvar, ale v tomto piipadé
si vystacime bez néj.

Netikdm ani tak ani tak, ale na moje slova dojde.

Podil dvou komplexnich ¢isel spocitame tak, Ze zlomek roz§ifime ¢islem komplexné sdruzenym ke jmeno-
vateli:
1414 (I4+d)(1+4) 2

T~z -0ty 2 "

2 Xz

Nyni uZ zbyvi jen spoéitat i3, coZ je samoziejmé —i. Redln4 &ast je tedy 0, imagindrni &ast je -1.

To kouzlo se sdruzenou je neuvétitelné kruty.
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Cviceni 2: Piiklad. Spogitejte (1 + )0.

| Ja se taky rad druzim. I

Konec cviceni 1.

Reseni. Vyraz typu (a + b)™ jsme zvykli pocitat pfes binomickou vétu, jenze pro vysoké mocniny je to
priliS pracné.

i | Zkusil jsem. I

Proto zde s vyhodou pouZijeme goniometricky tvar komplexniho ¢isla

1+i= \/5(005% +ising),

Na tu v/2 jsme pfisli tak, Ze jsme spocitali absolutni hodnotu

I1+i] =12 +12 = V2.

KdyZ si nakreslite obrdzek, okamZité uvidite, Ze thel je 7. Mdme tedy ¢islo v goniometrickém tvaru a to
jiZ snadno umocnime:

20
(1+ i)20 = (\@ (cos Z + 4 sin Z))

; 20 20
= 210 cos - + 7 sin ] = 210,
4 4

Konec cviceni 2.

Cviteni 3: Pfiklad. Spotitejte odmocninu /—8.

Reseni. Stejn& jako pfi po&itani mocnin, i tady se vypolet provede pomoci goniometrického vyjadieni
komplexniho ¢isla.

Podle zaddni mdme najit z € C spliiujici vztah z3 = —8, coZ je vlastn& to samé jako hledani kofend
polynomu z3 + 8. Pfedem tedy vime, e tiloha m4 tii feSeni; ta budeme hledat ve tvaru z = |z|(cos ¢ +
isin ).

Rovnice z3 = —8 pak piejde v

|| (cos 3¢ + i sin 3p) = 8(cos —m + i sin —).
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Thned vidime, Ze |z| = 2, a déle
3p( mod 27) = —m( mod 27).
Posledni rovnice ma tato fesen{

k
@:_g-y%( mod 27), k € Z,

coz dava prave tii uhly ( mod 27)

pr=—3, p2=-T,p3=.

w3

™
35

| Zbyva uz jen zapsat, co jsme spocitali: I

z1 = 2(cosgpy +ising;) =1+ i3,
29 = 2(cospa +isings) = —2,
z3 = 2(cosps+isings)=1-— V3.

RozloZenf téchto feSeni na kruZnici o poloméru 2
si nakreslete.

Konec cviceni 3.
Cviceni 4: Pfiklad. Najdéte vSechna z € C takova, Ze
|z —i| + |z + 1] < 4
Reseni. Pro snadn&jsi zdpis bude x znacit redlnou &ast z a y imagindrni &dst 2. Nejprve budeme fesit rovnici
|z — i + |z + 1| = 4,

neboli

\/;L‘Q—f—(y—l)Q—l—\/1:2+(y+1)2:4.
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Postupnymi tpravami dostdvame

24 (y+1)? = d-yfaP+(y-1)?
P y+1)? = 16-8y/at+ (y— 12+’ + (y—1)°
4y = 16— 8y a2 + (y —1)2
222+ (y—1)2 = 44—y
da? +3y* = 12
2 2
34

Tyto dpravy nejsou ekvivalentni, nebot’ jsme dvakrat umocnovali, a mohlo tedy pfibyt feSeni. Dosazenim
se vSak presvédcime, zZe kazdé feseni posledni rovnice je také feSenim prvni. Posledni rovnice urcuje elipsu,
kterd rozdéluje komplexni rovinu na dvé komponenty: vnitfek a vnéjsek elipsy.

JelikoZ funkce

|z —i| + |z + 1]
je spojitd a hodnoty 4 nabyva, jak jsme pravée zjistili, na dané elipse, musi byt na kazdé komponenté (tedy
uvnitf nebo vn€) bud’ ostfe vétsi nez 4, nebo ostie mensi nez 4. Dosazenim néjakého bodu z dané kompo-
nenty ur¢ime, ktery pripad nastava.
MizZeme tedy konstatovat, Ze zadané nerovnosti vyhovuji komplexni Cisla, jejichZ redlnd a imaginarni Cast
spliiuje nerovnost

a? P
4

<1

5+

Taky jsme na to mohli jit od zacatku geometricky.
Soucet vzdilenosti od danych dvou bodi v ro-

ving je roven 4.

| Ty body byly +i. I

28



| BTW, esté Ze byly dost blizko. I

Cviceni 5: Pfiklad. Zjistéte, zda funkce komplexni proménné z = = + iy

Konec cviceni 4.

T

f(z) =

T+ 1y
je spojita.
Reseni. Predné si musime uvédomit, kde je tato funkce definovdna. Vidime, Ze vyraz

T

T +1y

ma smysl pouze pro z # 0. ProtoZe Citatel i jmenovatel jsou funkce spojité, je f spojitd na C \ {0}.

Zabyvejme se ted’ otazkou, zda je mozné funkci f spojité dodefinovat na celé C. Budeme tedy pocitat limitu

lim f(z).

z—0

JenZe na prvni pohled je zfejmé, Ze tato limita neexistuje. Funkce f je na redlné ose (mimo pocatek) rovna
1 a na imagindrni ose (mimo pocdtek) rovna 0.

| Funkeci tedy spojité rozsifit nelze. I

Skoda, tolik jsem se t&ila.

Konec cviceni 5.
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Cviceni 6: Pfiklad. Bud’ z = = + 7y komplexni ¢islo. Ur€ete imagindrni ¢ast ¢isla

z—1

241

v oy

ReSeni. Abychom se zbavili komplexniho ¢isla ve jmenovateli, roz$ifime zlomek ¢islem komplexné sdru-
Zenym ke jmenovateli.

z—4  xtiy—t  xHiy—1i r—iy—1
241 xHiy+i x+iy+i xz—iy—i
22 +y? —1—2xi

22+ (y+1)2

Cisla z, y jsou redlnd, takze imaginarni Cast je

—2x
a2+ (y+1)%

| STANDARDY z kapitoly |

KOMPLEXNI CISLA A FUNKCE

Konec cviceni 6.

MNOZINA KOMPLEXNICH CISEL C

DEFINICE. Mnozina C komplexnich &isel je mnozina R? viech dvojic (z,) redlnych &isel s euklidov-
skou vzddlenosti dvou bodi (x1,¥1) a (z2,y2) rovnou

\/(1’1 —22)? + (1 — y2)?
a algebraickymi operacemi scitini a ndsobeni:
(1,91) + (w2,92) = (21+ 22,91 +12)

(@1,91) - (x2,2) = (122 — y1y2, 1y2 + T2Yy1) -

Cislo z se nazyva redlnd slozka komplexniho &isla z = (z,y) (znateni R(2)) a y jeho imaginarni slozka
(znaleni §(z)).

Cislo (z, —y) se nazyvé komplexné sdruzené k &islu (z, ) (znaleni (z,7)).

Vzdélenost bodu z = (x,y) od polétku se podobné jako v redlnych &islech znadi absolutni hodnotou
|z] = |(z,y)| = V22 + y2. Vzdélenost dvou &fsel 21, 29 je potom |21 — 22|
Pocitek, tj. bod (0, 0), bude ¢asto znacen jako 0.

Alternativni popis komplexnich ¢isel

Jestlize se ozna¢i i = (0, 1) (tzv. imagindrni jednotka), 1ze psat komplexni ¢isla ve tvaru (z,y) = x + iy.

i .x+iy

1
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Dalsi moznosti vyjadieni komplexnich &isel je pouZiti poldrnich soufadnic: (z,y) = (rcosp,rsing) =
r(cos ¢ + isin¢), kde r je vzdélenost bodu (z,y) od pocétku. a ¢ je dhel mezi kladnym smérem osy x a
spojnici bodu (z,y) s pocatkem.

c

Cislo r je pro komplexni &islo z = (z,y) ureno jednoznacéné:
r= el = VaZ 7.

Uhel ¢ je, kromé bodu (0, 0), uréen jednozna¢né aZ na periodu 27:
Sz
K

Mnozina Ghld ¢ pro dané z se znali arg(z), takZe z = |z|(cos(arg(z)) + isin(arg(z))).

cosp = T;, sing =

Plati totiZ zobecnéné Moivreovy vzorce pro z1, 29 s prisluSnymi argumenty @1, @2:

. 21 =1 .
21.22 = |z1||22|(cos(@1 + @2) +isin(p1 + ¢2)), & :ZQ:(COS(W — p2) +isin(p1 — @2))

Rozsirena komplexni rovina C*

s xs

Na rozdil od R se vSak C rozsifuje jen o jedno nevlastni Cislo, které bude znaceno oo a rozsifend rovina
C U {oo} bude oznacena jako C*.

Aritmetika s oo je nésledujici (operace s¢itdni a ndsobeni jsou komutativni):
z+too=o0proz #o0o,z-00=o00proz#0,

i:Oproz#oo,i:ooproz;«réo.
00 0

Operace

0
©+4+o00, o0-0, —, =
00 0
nemaji smysl (neurCité vyrazy).

Je vhodné zavést |oo| = 00,30 = 0.

Topologie roviny
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U(2)
)

okoli bodu z je libovolnd mnoZina obsahujici néjaky kruh o stfedu z;

Pro tplnost:

podmnozina C je otevriend, jestlize je okolim kazdého svého bodu;
podmnozina C je uzavrend, jestlize jeji doplnék je otevieny;
podmnozina C je kompaktni, jestlize je uzaviend a omezena;

posloupnost z,, konverguje k z € C, jestlize libovolné okoli bodu z obsahuje skoro vSechna zy,.

Mnozina A se nazyva souvisld, jestlize kazda funkce spojitd na A majici jen kone¢né mnoho hodnot je
konstantni.

MnoZina je kiivkove souvisla, jestlize kazdé jeji dva body lze spojit kiivkou leZici v oné mnoZin€.
@ ‘E

Kazda kiivkové souvisld mnoZina souvisld, dikaz je snadny. Opak obecné neplati, plati pro oteviené mno-
Ziny, kde se navic da kiivka v definici nahradit lomenou carou.

Oteviené souvislé mnoziny se nazyvaji oblastmi.
Oblast spolu se svou hranici se nazyva uzaviend oblast.

Souvisld mnoZina se nazyva jednoduse souvisld, jestliZe jeji doplnék je souvisld mnoZina.

Oblast G je jednoduse souvisld, jestlize s kazdou Jordanovou kfivkou v G lezi v G i jeji vnitiek.

A toto je mnoZina, kterd neni jednoduse souvisla.
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. pro kazdé z € D(f) a kazdé ¢ > 0 existuje § > 0 takové, Ze |f(z) — f(w)| < e jakmile

FUNKCE KOMPLEXNI PROMENNE

Komplexni funkce komplexni proménné zobrazuje né¢jakou podmnozinu C do C. Miizeme se na ni tedy
divat jako na dvojrozmérné vektorové pole (redlné) definované na podmnoZiné roviny, neboli f(z) =
f(xay) = (fl(xvy)a fQ(x,y)) = fl(xay) + ifQ(xa y) (fl = §Rf je redlnd slozka a f2 = %f je imagi'
narni slozka funkce f).

Budou se vyskytovat prifazeni, kterd jednomu bodu pfifadi vice hodnot (jako napt. arg z). Takovéto pfi-
fazeni se nazyva mnohoznacné zobrazeni a v piipadé, Ze je definovano na komplexnich ¢islech a hodnoty
jsou opét komplexni ¢isla, bude se nazyvat mnohoznacna funkce.

Tady vidime redlnou a imaginarni ¢4st komplex-
niho logaritmu.

Spojitost

Za definici spojitosti funkce f 1ze vzit jednu z nasledujicich ekvivalentnich vlastnosti plynouci ze spojitosti
redlnych funkcei a z rozkladu f na redlnou a imagindrni slozku:

. slozky Rf a S f spojité;
. pro kazdé z € D(f) a kazdé okoli U bodu f(z) existuje okoli V bodu z takové, ze f(V ND(f)) C U.

z—w| <da
z € D(f).

. jestlize z, — 2 v D(f), pak f(zn) — f(2).

Stejnomérna spojitost je definovana tieti podminkou, jestlize volba d nezavisi na volbé z (tj., kvantifikator
»pro kazdé 2" se presouva za kvantifikator ,existuje ").

VETA.

. Soucet, soucin a podil spojitych k funkefi je spojitd funkce.
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6.

. Slozenf spojitych funkcf je spojita funkce.

. Spojity obraz kifivkové souvislé mnoziny je kfivkové souvisld mnoZina.

Spojity obraz kompaktni mnoZiny je kompaktni mnoZina.

. Spojitd funkce na kompaktni mnoZiné je stejnomérné spojitd.

Prosta spojitd funkce na kompaktni mnoZin€ ma spojitou inverzni funkci.

Dikaz. 1. Soudin funkei f = (f1, f2),9 = (91, 92) je roven funkci (f191 — f292, fig2 + f291). Jsou-li
funkce f, g spojité, jsou spojité i redlné funkce f1, f2, 91,92 a tedy i funkce fig1 — fag2, fi92 + f291,
odkud vyplyva spojitost funkce fg. DokaZte podobnym zpGsobem spojitost souctu a podilu dvou spojitych
komplexnich funkei.

2. Spojitost sloZeni je dokazana v kapitole o funkcich vice proménnych (a plyne jednoduse z posledni
charakterizujici vlastnosti spojitosti o zachovavani limit posloupnosti).

3. Necht’ A je kiivkové souvisld a f je spojitd funkce definovand na A. Necht z,y € f(A). Existuji body
a,b e Atak, ze f(a) = z, f(b) = y akfivka ¢ : [0,1] — A tak, Ze p(0) = a, (1) = b. Pak kiivka f o ¢
lezi v f(A) a spojuje body x, y.

4. Necht' A je kompaktni v C a {z,} je posloupnost v f(A). Zvoli se body w, € AN f~1(z,). ProtoZe
A je kompaktni, existuje podposloupnost {wy,, } konvergujici k néjakému w € A. ProtoZe f je spojitd,
konverguje {z,, } k f(w) € f(A).

5. Necht' f je spojitd funkce na kompaktni mnoZiné A, ktera neni stejnomérné spojitd. Pak existuje £ >
0 a body up,vn € A tak, Ze |up, — vn| < 1/na|f(un) — f(vn)| > . Protoze A je kompaktni, lze
najit konvergentni podposloupnosti {uy,, }, {vg, } konvergujici k u € A. Tim se dostdva spor, protoZe
|f(ug,, ) — f(vg, )| nekonverguje k 0.

6. Necht’ je spojitd komplexni funkce f na kompaktni mnoZiné A prostd. Pro libovolny bod b € f(A) se
ukdze, ze £~ je spojitd v b. Necht tedy {b,,} je posloupnost v f(A) konvergujici k b. M4 se ukézat, Ze
(b)) konverguje k f~1(b). Je-li {c;,} libovolna podposloupnost posloupnosti f~1(by,), lze z ni vybrat
podposloupnost {c,, } s n&jakou limitou c. ProtoZe f je spojitd, konverguje f(cy,, ) k f(c) atedy f(c) = b.
Takiei {ck,, } konverguje k f~1(b). Podle &tvrté vlastnosti konvergence posloupnosti konverguje £~ (by,)
k f74(b). &

Limita funkce

Definujeme pro funkei f

lim f(2) = lim R(f)(2) +i lim S(f)(2)

zZ—U

VETA. Necht f je definovéna na oteviené mnozin& M a u € M. Pak lgn f(z) = A pravé kdyz pro
z u

kazdou kiivku ¢ na [0, 1] s vlastnostmi
0(0) =u,p:(0,1] - M

je lim f(p()) = A.
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Dukaz. ProtoZe o je spojitd, je nutnost podminky ziejmd. Zbyvéa dokédzat postalitelnost podminky. Pro
jednoduchost znaleni lze predpoklddat, 7e w = 0 a ze [—1, 1] x [-1,1] C M.

Necht’ tedy Zlgl}l f(z) # A. Pak existuje posloupnost {zp} C (=1,1) x (=1,1) \ {0} konvergujici k 0,
pfi¢emz lim f(zy,) # A. Zfejmé Ize posloupnost { z,, } vybrat tak, Ze Rz, a Sz, konverguji k 0 monoténné,
napf. jsou klesajici.

Nynf sta¢i vzit spojitou funkei na [0, 1], kterd md v bodech Rz, hodnoty Sz,. <

POZNAMKY

V polédrnim zdpisu Cisla z se r nazyva priivodic a ¢ argument Cisla z. Zobrazeni arg, které pfifazuje kom-
plexnimu ¢islu jeho argument, neni jednoznacné.

Lze se omezit jen na nékteré hodnoty argumentu, napf. interval [0, 27) a potom je arg jednoznaénou funkci
(kromé 0).

Necht' S je sféra {(x,y,2) € R3; 2% 4+ 42 + 22 = 1} a P jeji ,severni p6l" (0,0,1). Rovina C se ztotozni s
rovinou os z, y, tj. mnozinou {(x,y,0) € R3; (z,7) € R?}.

Tzv. stereografickd projekce je prosté zobrazeni S \ {P} na C: vezme se pfimka prochdzejici bodem P,

kterd nen{ rovnobéznd s C — ta protind sféru S presné v jednom dal$im bodé a rovinu C taky piesné v
jednom bodé, jeho stereografickém obraze.

.
Z U

rovina

Sféra S tedy slouzi jako model rozsifené komplexni roviny C*, pficemZ P odpovida nevlastnimu bodu oc.
Uvedeny model C* ve tvaru sféry bude nazyvéan Riemannova sféra.

Je-li f mnohozna¢né zobrazeni na G, pro kazdé z € G vyberte jen jednu hodnotu z mnoZiny f(z) (oznadte
ji F(z)), dostane se funkce F' na G, kterd se nazyvé (jednoznacnd) vétev funkce f.

Grafem mnohoznac¢né funkce imaginarni ¢ast logaritmu je schodisSté.

g

PRIKLADY

Pokud je tfeba vyjadrit podil dvou komplexnich ¢isel jako dvojice redlnych Cisel, rozsifi se zlomek kom-
plexné sdruzenym jmenovatelem. Napiiklad pro podil z/w, kde z = (x,y), w = (u,v):

z _Zw (;vu—yv xv+yu>
w  ww  \u2 402 u? 02/

Dokazte, Ze plati

21
arg(z122) = arg(z1) + arg(z2), arg (?2) = arg(z1) — arg(22) .
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2" = |z|"(cos(nyp) + isin(ny)) .
Jestlize pro n € N znaéi ¥z ta komplexni ¢isla w, pro kterd je w™ = z, pak

Vz = V/]zl(cos(e/n) + isin(p/n)).

CVICENI

Najdéte redlnou a imagindrni ¢ast komplexniho &isla

1+i\3
1—i) -

Spotitejte (1 4 7)20.
Spocitejte odmocninu /—8.
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