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V nékterych predchozich kapitoldch jste se setkali s méfenim velikosti mnozin a vite,

TEORIE MIRY

jaké byly tézkosti s méfenim mnozin i na redlné ose.

\

LEKCE30-MSR
algebra mnoZzin
mira
aditivita
subaditivita
meéfitelny prostor
prostor s mirou
Uplny prostor
zuplnéni
submira
vnéjsi submira
méfitelnd mnoZina
Carathéodoryho
rozsifeni
Lebesgueova mira
Meéfitelné zobrazeni
jednoduchd funkce
integral
integrovatelna
funkce
Radon—
Nikodymova
véta
absolutné  spojita
mira
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



\/

V nékterych predchozich kapitoldch jste se setkali s méfenim velikosti mnozin a vite,

TEORIE MIRY

jaké byly tézkosti s mérenim mnoZzin 1 na redlné ose.

\

Kvili témto téZkostem se méfeni ziZilo jen na délku intervali a jejich spocetna sjed-

noceni.
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Je mozné najit metodu, jak méfit libovolné podmnoziny primky (nebo euklidovského
prostoru)?

\
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Je mozné najit metodu, jak méfit libovolné podmnoziny primky (nebo euklidovského
prostoru)?

\

Vzpomerte si, Ze napr. v roviné se obsah slozit€jsSi mnoziny P pocital jako integral
z funkce konstantni na P s hodnotou 1 (takova funkce, kterd se dodefinuje na zbylych
bodech prostoru hodnotou 0, se nazyva charakteristickd funkce mnoZziny A).
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Je mozné najit metodu, jak méfit libovolné podmnoziny primky (nebo euklidovského
prostoru)?

\

Vzpomerte si, Ze napr. v roviné se obsah slozit€jsSi mnoziny P pocital jako integral
z funkce konstantni na P s hodnotou 1 (takova funkce, kterd se dodefinuje na zbylych
bodech prostoru hodnotou 0, se nazyva charakteristickd funkce mnoZziny A).

\

Pokud se vezme obecny integrél (naptiklad Lebesgueiiv) a mira mnoZiny se definuje
jako integral z charakteristické funkce této mnoziny, dostane se jiz velika tfida mnoZin,
které se timto zplisobem daji méfit (nikoli vSak vSechny).

\
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Je mozné najit metodu, jak méfit libovolné podmnoziny primky (nebo euklidovského
prostoru)?

\

Vzpomerte si, Ze napr. v roviné se obsah slozit€jsSi mnoziny P pocital jako integral
z funkce konstantni na P s hodnotou 1 (takova funkce, kterd se dodefinuje na zbylych
bodech prostoru hodnotou 0, se nazyva charakteristickd funkce mnoZziny A).

\

Pokud se vezme obecny integrél (naptiklad Lebesguetiv) a mira mnoziny se definuje
jako integral z charakteristické funkce této mnoziny, dostane se jiz velika tfida mnoZin,
které se timto zplisobem daji méfit (nikoli vSak vSechny).

\

V tom je jadro problému.
Prosté to nejde.
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V abstraktni teorii miry se postupuje podobné jako v metrickych prostorech.

\




V abstraktni teorii miry se postupuje podobné jako v metrickych prostorech.

\

Z. vlastnosti velikosti mnoZzin se vyberou ty podstatné a ty se ur¢i jako axiomy pro

miru.
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V abstraktni teorii miry se postupuje podobné jako v metrickych prostorech.

\

Z. vlastnosti velikosti mnoZzin se vyberou ty podstatné a ty se ur¢i jako axiomy pro

miru.

A pfi dobrém citu dosta-

neme /docela hezkou teorii
méreni.
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Mira a integral spolu uzce souvisi.
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Mira a integral spolu uzce souvisi.

\

Jak bylo feCeno vySe, integral urCuje miru.

\




Mira a integrdl spolu tizce souvisi.

\

Jak bylo feCeno vysSe, integral urCuje miru.

\/

Ale existuje 1 opacny postup: z abstraktniho pojmu miry lze vytvorit teorii integralu.

\
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Mira a integrdl spolu tizce souvisi.

\

Jak bylo feCeno vysSe, integral urCuje miru.

\/

Ale existuje 1 opacny postup: z abstraktniho pojmu miry lze vytvorit teorii integralu.

\

A to je jednoduché: plocha
obdélnika je rovna zakladna
krat vyska.
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Mira udéava nejen velikost mnoZin, ale pouziva se 1 jako pravdépodobnost.

\




Mira udava nejen velikost mnozin, ale pouZziva se i jako pravdépodobnost.

\

A v tu chvili jde pravdépo-
dobné o moc. Moc o moc.
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Algebra mnozin




Algebra mnozin

\

Jak bylo naznaCeno v uvodu, miry ziskané z integralu nejsou definovany na vSech
podmnozinéach.

\
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Algebra mnozin

\

Jak bylo naznaCeno v uvodu, miry ziskané z integralu nejsou definovany na vSech
podmnozinéach.

\

Soustava mnozin, na kterych je takova mira snadno definovana, ma jisté vlastnosti
shrnuté v nasledujici definici.

\
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Algebra mnozin

\

Jak bylo naznaCeno v uvodu, miry ziskané z integralu nejsou definovany na vSech
podmnozinéach.

\

Soustava mnoZzin, na kterych je takova mira snadno definovana, ma jisté vlastnosti
shrnuté v nasledujici definici.

\

DEFINICE. Necht X je neprdzdnd mnoZina. Soustava S podmnoZin X se nazyva
algebra, jestlize S je uzaviend na kone¢nd sjednoceni, dopliiky a obsahuje ().

\
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Algebra mnozin

\

Jak bylo naznaCeno v uvodu, miry ziskané z integralu nejsou definovany na vSech
podmnozinéach.

\

Soustava mnoZzin, na kterych je takova mira snadno definovana, ma jisté vlastnosti
shrnuté v nasledujici definici.

\

DEFINICE. Necht X je neprdzdnd mnoZina. Soustava S podmnoZin X se nazyva
algebra, jestlize S je uzaviend na kone¢nd sjednoceni, dopliiky a obsahuje ().

\

Algebra se nazyva o-algebra, jestlize je uzaviend na spocCetna sjednocent.
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POZOROVANI.

1. Kazda algebra (resp. o-algebra) je uzaviena i na konecné (resp. spocetné) pruniky a
obsahuje X.

2. Prlinik algeber (resp. o-algeber) v X je opét algebra (resp. o-algebra).

3. Pro kazdy systém podmnozin X existuje nejmensi algebra (resp. o-algebra), kterd
tento systém obsahuje.

\
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POZOROVANI.

1. Kazda algebra (resp. o-algebra) je uzaviena i na konecné (resp. spocetné) pruniky a

obsahuje X.

2. Prlinik algeber (resp. o-algeber) v X je opét algebra (resp. o-algebra).
3. Pro kazdy systém podmnozin X existuje nejmensi algebra (resp. o-algebra), ktera

tento systém obsahuje.

\

Slovo "algebra"neni vybran
nahodné, mili algebraicti
analytiCti kouzelnici.
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Mira




Mira

Nyni si sestavime axiomy
miry. Podle nich se bude
méfrit, vazit, varit a tak po-
dobné.
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\

DEFINICE. Mira na g-algebfe S je zobrazeni p : S — |0, co] majici vlastnosti

1. p(0) = 0;

2. :u( Ejl An) -

zZ ST.L:

\/

> u(A,), jakmile { A, } je posloupnost navzajem disjunktnich mnozin

=1l

Mira

Nyni si sestavime axiomy
miry. Podle nich se bude
méfrit, vazit, varit a tak po-
dobné.
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\

DEFINICE. Mira na g-algebfe S je zobrazeni p : S — |0, co] majici vlastnosti

1. p(0) = 0;

2. :u( Ejl An) -

zZ ST.L:

\/

> u(A,), jakmile { A, } je posloupnost navzajem disjunktnich mnozin

=1l

Mira

Nyni si sestavime axiomy
miry. Podle nich se bude
méfrit, vazit, varit a tak po-
dobné.

Posledni vlastnost miry se nazyva o-aditivita.
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Vic se nepodafilo uhadat. I
tak je toho dost na "dvakrat

mer .
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Vic se nepodafilo uhadat. I
tak je toho dost na "dvakrat

mer .

Prosté zmérit vSechno, vzdy
a vSude osttizim zrakem do-
vede jenom maminka.
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Vic se nepodafilo uhadat. I
tak je toho dost na "dvakrat

mer .

Prosté zmérit vSechno, vzdy
a vSude osttizim zrakem do-
vede jenom maminka.

Ja jsem cela maminka.
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POZOROVANI.
l.Je-li A, BeSaAC B,jeu(A) < u(B).

2. Je-li {A,} posloupnost z S, je u( U 4,) < > pu(Ay)
n=1 n=1

3. Je-li { A, } rostouci posloupnost z S, je o |J A4,) = lim pu(A,).
n=1 n

4. Je-li {A,} Klesajici posloupnost z S a p(A4;) < oo, je pu( ) An) = lim u(A,).
n=1 n

\
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POZOROVANI.
l.Je-li A, BeSaAC B,jeu(A) < u(B).

2. Je-li {A,} posloupnost z S, je u( U 4,) < > pu(Ay)
n=1 n=1

3. Je-li { A, } rostouci posloupnost z S, je o |J A4,) = lim pu(A,).
n=1 n

4. Je-li {A,} Klesajici posloupnost z S a p(A4;) < oo, je pu( ) An) = lim u(A,).
n=1 n

\/

Druha uvedend vlastnost se nazyva o-subaditivita, obé posledni vlastnosti vyjadiuji
jistou spojitost miry (viz té€z Otdzky). ~ \
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POZOROVANI.
1.Je-liA,BeSaAcC B,jeu(A) < uB).

2. Je-li {A,} posloupnost z S, je u( U 4,) < > pu(Ay)
n=1 n=1

3. Je-li { A, } rostouci posloupnost z S, je o |J A4,) = lim pu(A,).
n=1 n

4. Je-li {A,} Klesajici posloupnost z S a p(A4;) < oo, je pu( ) An) = lim u(A,).
n=1 n

\/

Druha uvedend vlastnost se nazyva o-subaditivita, obé posledni vlastnosti vyjadiuji
jistou spojitost miry (viz té€z Otdzky). ~ \

Pracujte v klidu, definice a
vety na sebe dobre pasuji.

LEKCE30-MSR
algebra mnoZin
mira
aditivita
subaditivita
méfitelny prostor
prostor s mirou
uplny prostor
zuplnéni
submira
vnéjsi submira
méfitelnd mnoZina
Carathéodoryho
roz§iteni
Lebesgueova mira
Mgéfitelné zobrazeni
jednoducha funkce
integral
integrovatelnd
funkce
Radon-
Nikodymova
véta
absolutné  spojita
mira
STANDARDY
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



T.j. zadna lidova tvorivost.
Zkusil jsem.
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Trojice (X, S, i), kde S je o-algebrana X a p je mirana S, se nazyva prostor s mirou
(dvojice (X, S) se obvykle nazyva méfitelny prostor).

\




Trojice (X, S, i), kde S je o-algebrana X a p je mira na S, se nazyva prostor s mirou
)

(dvojice (X,
\

se obvykle nazyva méritelny prostor).

Jak je patrno z postupnych
ptipravnych manévri, bitva
bude o kazdy kousek pro-
storu.
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Tento prostor s mirou (nebo mira samotnd) se nazyva pravdépodobnostni, pokud je
p(X) =1.

\




Tento prostor s mirou (nebo mira samotna) se nazyva pravdépodobnostni, pokud je

u(X)=1.
\/

Prostor s mirou (X, S, i) se nazyva tplny, pokud plati
ACBeS uB)=0,pakAeS.
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Tento prostor s mirou (nebo mira samotnd) se nazyva pravdépodobnostni, pokud je

u(X)=1.
\/

Prostor s mirou (X, S, i) se nazyva tplny, pokud plati
ACBeS uB)=0,pakAeS.

Je to prirozend vlastnost: je-
li néjaka mnozina nulovd (tj.
w(A) = 0), je i kazda jeji
podmnozina nulova.
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VETA. Pro prostor s mirou (X,S, ) seoznali S = {AUN; A€ S, N C B, u(B) =0}
apro P = AU N z definice S se definuje 7i(P) = u(A). Pak S je o-algebra obsahujic{
S a1 je uplnd mira na S, ktera rozsituje p.

\




VETA. Pro prostor s mirou (X, 8, ) se oznali S = {AUN; AeS,NCB,uB)=0}
apro P = AU N z definice S se definuje 7i(P) = u(A). Pak S je o-algebra obsahujic{
S a1 je uplnd mira na S, ktera rozsituje p.

\

Diikaz. Diikaz toho, Ze S je o-algebra plyne snadno z toho, 7e S a systém vsech nulo-
vych mnozin je o-algebra.

\




VETA. Pro prostor s mirou (X,S, ) seoznati S = {AUN; A€ S,N C B, u(B) =0}
apro P = AU N z definice S se definuje 11(P) = ju(A). Pak S je o-algebra obsahujici
S a 11 je Uiplnd mira na S, kterd rozsiruje L.

\

Dikaz. Dikaz toho, Ze S je o-algebra plyne snadno z toho, Ze S a systém viech nulo-
vych mnozin je o-algebra.

\

Pro korektnost definice iz se musi dokazat, ze je-li AUN = BUMaA, Be S, N.M
jsou podmnoziny nulovych mnozin, je p(A) = u(B). Dokazte to (spoctéte miru rozdilu
A\ Bamiru (AN B)U(A\ B)).

\/
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\

Dikaz. Dikaz toho, Ze S je o-algebra plyne snadno z toho, Ze S a systém viech nulo-
vych mnozin je o-algebra.

\

Pro korektnost definice iz se musi dokazat, ze je-li AUN = BUMaA, Be S, N.M
jsou podmnoziny nulovych mnozin, je p(A) = u(B). Dokazte to (spoctéte miru rozdilu
A\ Bamiru (AN B)U(A\ B)).

\

To, ze 1 je uplna mira, je snadné. Dokazte to. &
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Prostor s mirou (X, S, 1) se nazyva ziiplnénim prostoru (X, S, 1).

\




Prostor s mirou (X, S, 1) se nazyva ziiplnénim prostoru (X, S, 1).
\

BOZOROVANi. Je-li (X, S, n) ziplnéni méfitelného prostoru (X, S, i) a ji je mira na
S, kterd rozSituje u, pak o = 1.

\
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Prostor s mirou (X, S, 1) se nazyva ziiplnénim prostoru (X, S, 1).
\

POZOROVANI. Je-li (X,
S, kterd rozsifuje u, pak [

) zdiplnéni méfitelného prostoru (X, S, 1) a /1 je mira na

= >
O

‘ LEKCE30-MSR
algebra mnoZin
mira
aditivita
subaditivita
méfitelny prostor
prostor s mirou
uplny prostor
zuplnéni
submira

Jak fikdm, zhruba fecCeno, je V&j3f submira

. . , méfitelnd mnoZina
to velmi jemné. Carathéodoryho
rozsitent
Lebesgueova mira
Mgéfitelné zobrazeni
jednoducha funkce
integral
integrovatelnd
funkce
Radon-
Nikodymova
véta
absolutné  spojita
mira
STANDARDY
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789




Poznamky 1 :

1. Miry a podobné ,,velikostni" funkce se obecné definuji 1 na jinych systémech mno-
Zin neZ na o-algebrach. Je mozné je definovat na algebrach nebo na tzv. okruzich, ¢i
o-okruzich.

\




Poznamky 1 :

1. Miry a podobné ,,velikostni" funkce se obecné definuji 1 na jinych systémech mno-
Zin neZ na o-algebrach. Je mozné je definovat na algebrach nebo na tzv. okruzich, ¢i
o-okruzich.
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1. Miry a podobné ,,velikostni" funkce se obecné definuji 1 na jinych systémech mno-
Zin neZ na o-algebrach. Je mozné je definovat na algebrach nebo na tzv. okruzich, ¢i
o-okruzich.

\
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Okruh podmnozin X je systém mnozin uzavieny na konecna sjednoceni a rozdily
mnoZin. Je-li okruh uzavieny i na spocetnd sjednoceni, nazyva se o-okruh.

\




Poznamky 1 :

1. Miry a podobné ,,velikostni" funkce se obecné definuji 1 na jinych systémech mno-
Zin neZ na o-algebrach. Je mozné je definovat na algebrach nebo na tzv. okruzich, ¢i
o-okruzich.

\
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Okruh podmnozin X je systém mnozin uzavieny na konecna sjednoceni a rozdily
mnoZin. Je-li okruh uzavieny i na spocetnd sjednoceni, nazyva se o-okruh.

\

Pokud se mira definuje na okruhu, je o-aditivita definovana jen pro ty posloupnosti
disjunktnich mnozin, jejichz sjednoceni lezi v okruhu.

\




Poznamky 1 :

1. Miry a podobné ,,velikostni" funkce se obecné definuji 1 na jinych systémech mno-
Zin nez na o-algebriach. Je moZzné je definovat na algebrach nebo na tzv. okruzich, Ci
o-okruzich.

\
\

Okruh podmnozin X je systém mnozin uzavieny na koneCnd sjednoceni a rozdily
mnoZin. Je-li okruh uzavieny i na spocetnd sjednoceni, nazyva se o-okruh.

\

Pokud se mira definuje na okruhu, je o-aditivita definovana jen pro ty posloupnosti
disjunktnich mnozin, jejichz sjednoceni lezi v okruhu.

\

Existuje uzky vztah mezi touto mnozinovou definici okruhu a algebraickymi okruhy.
Charakteristické funkce davaji vzajemné prosty vztah mezi vSemi podmnozinami X a

prvky mocniny 2.

\

LEKCE30-MSR
algebra mnoZin
mira
aditivita
subaditivita
méfitelny prostor
prostor s mirou
uplny prostor
zuplnéni
submira
vnéjsi submira
méfitelnd mnoZina
Carathéodoryho
roz§iteni
Lebesgueova mira
Meéfitelné zobrazeni
jednoducha funkce
integral
integrovatelna
funkce
Radon-
Nikodymova
véta
absolutné  spojita
mira
STANDARDY
Poznamky
123456789
Priklady
123456789
Otazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Poznamky 1 :

1. Miry a podobné ,,velikostni" funkce se obecné definuji 1 na jinych systémech mno-
Zin nez na o-algebriach. Je moZzné je definovat na algebrach nebo na tzv. okruzich, Ci
o-okruzich.

\
\

Okruh podmnozin X je systém mnozin uzavieny na koneCnd sjednoceni a rozdily
mnoZin. Je-li okruh uzavieny i na spocetnd sjednoceni, nazyva se o-okruh.

\

Pokud se mira definuje na okruhu, je o-aditivita definovana jen pro ty posloupnosti
disjunktnich mnozin, jejichz sjednoceni lezi v okruhu.

\

Existuje uzky vztah mezi touto mnozinovou definici okruhu a algebraickymi okruhy.
Charakteristické funkce davaji vzajemné prosty vztah mezi vSemi podmnozinami X a

prvky mocniny 2.

\

Dvoubodovd mnozina 2 = {0, 1} je vlastn¢ algebra Z se s¢itanim modulo 2 a obvyk-

lym nédsobenim — 2% je soudin t&chto algeber s operacemi definovanymi po slozk4ch.
Okruh (nebo algebra) mnozin v tomto vzajemném vztahu odpovidad podokruhu (nebo

podalgebie, resp.) algebry 2.
\
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Poznamky 1 :

1. Miry a podobné ,,velikostni" funkce se obecné definuji 1 na jinych systémech mno-
Zin nez na o-algebriach. Je moZzné je definovat na algebrach nebo na tzv. okruzich, Ci
o-okruzich.

\
\

Okruh podmnozin X je systém mnozin uzavieny na koneCnd sjednoceni a rozdily
mnoZin. Je-li okruh uzavieny i na spocetnd sjednoceni, nazyva se o-okruh.

\

Pokud se mira definuje na okruhu, je o-aditivita definovana jen pro ty posloupnosti
disjunktnich mnozin, jejichz sjednoceni lezi v okruhu.

\

Existuje uzky vztah mezi touto mnozinovou definici okruhu a algebraickymi okruhy.
Charakteristické funkce davaji vzajemné prosty vztah mezi vSemi podmnozinami X a

prvky mocniny 2.

\

Dvoubodovd mnozina 2 = {0, 1} je vlastn¢ algebra Z se s¢itanim modulo 2 a obvyk-

lym nédsobenim — 2% je soudin t&chto algeber s operacemi definovanymi po slozk4ch.
Okruh (nebo algebra) mnozin v tomto vzajemném vztahu odpovidad podokruhu (nebo

podalgebie, resp.) algebry 2.
\
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Na 2% 1ze definovat konvergenci posloupnosti (také po slozkdch) a o-okruhy nebo
o-algebry pak odpovidaji uzavienym okruhdm nebo algebram v této konvergenci. Pre-

nesenim této konvergence zpatky z 2% na podmnoziny X se dostdva nasledujici definice
konvergence mnoZin, nejdiive lim sup, lim inf:

limsup 4,, = ﬁ O A, , liminf A, = [OJ ﬁ A, .

k=1n=k k=1n=k




Na 2% 1ze definovat konvergenci posloupnosti (také po slozkdch) a o-okruhy nebo
o-algebry pak odpovidaji uzavienym okruhdm nebo algebram v této konvergenci. Pre-

nesenim této konvergence zpatky z 2% na podmnoziny X se dostdva nasledujici definice
konvergence mnoZin, nejdiive lim sup, lim inf:

limsup 4,, = ﬁ O A, , liminf A, = [OJ ﬁ A, .

k=1n=k k=1n=k

\

Potom lim A,, existuje, pokud limsup A,, = liminf A,, a rovnd se tomuto spole¢nému
Cislu.

\




Na 2% 1ze definovat konvergenci posloupnosti (také po slozkdch) a o-okruhy nebo
o-algebry pak odpovidaji uzavienym okruhdm nebo algebram v této konvergenci. Pre-

nesenim této konvergence zpatky z 2% na podmnoziny X se dostdva nasledujici definice
konvergence mnoZin, nejdiive lim sup, lim inf:

limsup 4,, = ﬁ [OJ A, , liminf A, = G ﬁ A, .

k=1n=k k=1n=k

\

Potom lim A,, existuje, pokud limsup A,, = liminf A,, a rovnd se tomuto spole¢nému
Cislu.

\

Odtud a z vlastnosti miry uvedenych v Pozorovani vyplyva, Ze mira je spojit€ zobra-
zeni (zachovava konvergenci). (viz téZ Otdzky).

=)




2. Axiomy miry Ize také oslabit. Nékdy je vhodné pripustit 1 zaporné hodnoty a oslabit
o-aditivitu.

\




2. Axiomy miry Ize také oslabit. Nékdy je vhodné pripustit 1 zaporné hodnoty a oslabit
o-aditivitu.
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Misto o-aditivity 1ze uvazovat jen aditivitu, tj. u(A U B) = u(A) + u(B) pro mnoZiny
A, B, AU B z daného systému takové, ze AN B = 0.

\




2. Axiomy miry Ize také oslabit. Nékdy je vhodné pripustit 1 zaporné hodnoty a oslabit
o-aditivitu.

\

Misto o-aditivity 1ze uvazovat jen aditivitu, tj. u(A U B) = u(A) + u(B) pro mnoZiny
A, B, AU B z daného systému takové, ze AN B = 0.

\

Obdobné¢ se definuje subaditivita misto o-subaditivity.




3. Chapeme-li miru jako velikost mnoZin, napf. na ptimce, tak posunutd mnozina by
m¢éla byt stejné velika jako ptivodni mnozina.

\




3. Chapeme-li miru jako velikost mnoZin, napf. na ptimce, tak posunutd mnozina by
m¢éla byt stejné velika jako ptivodni mnozina.

\

To vSak nelze vyjadrit v obecné definici, protoZze posunuti mnoZin neni na obecnych
mnozinach X definovano (musela by tam byt néjakd algebraicka operace).

\




3. Chapeme-li miru jako velikost mnoZin, napf. na ptimce, tak posunutd mnozina by
m¢éla byt stejné velika jako ptivodni mnozina.

\

To vSak nelze vyjadrit v obecné definici, protoZze posunuti mnoZin neni na obecnych
mnozinach X definovano (musela by tam byt néjakd algebraicka operace).
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Navic se mira pouziva 1 v pripadech, které s geometrickou velikosti mnozin nemaji
nic spole¢ného (napt. pravdépodobnost).
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4. Je ideélni, kdyZ mira p je definovand na vSech podmnozinidch dané mnoziny X.
Pokud ale ;(X) # 0, tak uz pak bude p({x}) # 0 v néjakém bodé x € X.
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4. Je idedlni, kdyz mira p je definovana na vSech podmnoZiniach dané mnoZiny X.
Pokud ale ;(X) # 0, tak uz pak bude p({x}) # 0 v néjakém bodé = € X.

\

Lze totiz ukdzat, zZe existuji modely teorie mnozin, kde neexistuje nenulova mira, ktera
se anuluje v bodech.

\

Zatim neni zndma bezespornost existence modelu teorie mnozin, kde by takova mira
existovala.

\

Pokud by existovala, bude existovat uz na R. Tato mira vSak nebude invariantni vici
posunuti a bude hodné divoka.

\

Pokud by se otdzka zuzila na existenci mér anulujicich se v bodech a nabyvajicich jen
hodnoty 0 a 1, pak jejich existence by implikovala existenci velikych kardinalnich Cisel,
znacn¢ vetsich neZ je R (a tedy na R” takova mira existovat nemuze).

\
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existovala.

\

Pokud by existovala, bude existovat uz na R. Tato mira vSak nebude invariantni vici
posunuti a bude hodné divoka.

\
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znacn¢ vetsich neZ je R (a tedy na R” takova mira existovat nemuze).
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intervalu je jeho délka, 1ze ukazat, Ze takova mira na vSech podmnozinach R neexistuje.
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4. Je idedlni, kdyz mira p je definovana na vSech podmnoZiniach dané mnoZiny X.
Pokud ale ;(X) # 0, tak uz pak bude p({x}) # 0 v néjakém bodé = € X.

\

Lze totiz ukdzat, zZe existuji modely teorie mnozin, kde neexistuje nenulova mira, ktera
se anuluje v bodech.

\

Zatim neni zndma bezespornost existence modelu teorie mnozin, kde by takova mira
existovala.

\

Pokud by existovala, bude existovat uz na R. Tato mira vSak nebude invariantni vici
posunuti a bude hodné divoka.

\

Pokud by se otdzka zuzila na existenci mér anulujicich se v bodech a nabyvajicich jen
hodnoty 0 a 1, pak jejich existence by implikovala existenci velikych kardinalnich Cisel,
znacn¢ vetsich neZ je R (a tedy na R” takova mira existovat nemuze).

\

Z07i-1i se otazka existence jen na miry na IR, které jsou invariantni vic¢i posunuti a mira
intervalu je jeho délka, 1ze ukazat, Ze takova mira na vSech podmnozinach R neexistuje.

\

Pokud vezmeme misto spocetné aditivity jen koneCnou aditivitu, takové ,,miry" na R
existuji (i na R?, ale na R’ uZ nemusi existovat).
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4. Neni t€zké ukazat, Ze je-1i © mira na algebre, d4 se jednoznacné rozsitit na nejmensi
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o-algebru obsahujici danou algebru.
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Casto se toto rozsiteni pouziva v R, kde se za danou algebru berou konec¢na sjednoceni
disjunktnich intervalii.

\

Nejmensi o-algebra obsahujici takovouto algebru je systém borelovskych mnozin na
R.

Konec pozndmek 1.
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1. Prikladem okruhu mnoZin, ktery neni algebrou je systém vSech konecnych pod-
mnozin nekonecné mnoziny X . Tento okruh neni o-okruhem.
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Systém vSech konecnych sjednoceni intervalli a kone¢nych mnoZin na R je algebrou,
kterd neni o-algebrou.
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Priklady 1 :

Systémy mnoZin

\/

1. Prikladem okruhu mnoZin, ktery neni algebrou je systém vSech konecnych pod-
mnozin nekonecné mnoziny X . Tento okruh neni o-okruhem.

\/

Systém vSech konecnych sjednoceni intervalli a kone¢nych mnoZin na R je algebrou,
kterd neni o-algebrou.

\

Systém vSech omezenych podmnozin R je okruh, ktery neni ani o-okruhem ani alge-
brou.

\

Prikladem o-okruhu mnozin, ktery neni algebrou je systém vSech nejvyse spocCetnych
podmnoZin nespocetné mnozZiny X.
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2. Dilezité priklady okruhti a algeber jsou vytvofeny z otevienych nebo uzavienych
podmnoZin metrického prostoru.

\




2. Dilezité priklady okruhti a algeber jsou vytvofeny z otevienych nebo uzavienych
podmnozin metrického prostoru.

\

Systém otevienych mnozin neni okruh (proc?). Nejmensi o-okruh obsahujici vSechny
oteviené mnoZiny je algebra a nazyva se systém borelovskych mnozin.

=)
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3. Ukazte (pro libovolnou neprazdnou X)), ze néasledujici funkce definované na vSech
podmnozinidch X, jsou mirami:
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3. Ukazte (pro libovolnou neprazdnou X)), ze néasledujici funkce definované na vSech
podmnozinidch X, jsou mirami:

\
1. u(A) = 0 pro vSechna A C X;

\

2. funkce rovna 0 na () a nekone¢nu na neprazdnych mnoZinach.




4. Ukazte, Ze funkce, prifazujici podmnoziné X pocet jejich prvki (nekonecno, je-li
podmnoZzina nekonecnd), je mira. Tato mira je obzvlasté dilezita na N a nazyva se ¢itact
nebo aritmetickd mira.

\




4. Ukazte, Ze funkce, prifazujici podmnoziné X pocet jejich prvkii (nekonecno, je-li
podmnoZina nekonecnd), je mira. Tato mira je obzvlasté dlilezitd na N a nazyva se ¢itaci
nebo aritmetickd mira.

\

Zobecnénd aritmetickd mira na libovolné mnoziné se zadava specifikovanim nejvyse
spocetné mnoziny C' a prifazenim kazdému bodu ¢ € C' nezdporné ¢islo p. (napt. p. =
1). Pak se definuje u(A) = > {p,;c € CnN A}

—p
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5. Diracova mira je funkce, kterd ma hodnotu 1 na mnozinach obsahujici predem dany
bod a 0 jinde. Je to mira?

—p




6. Hausdorffova mira. Necht s > 0 a X je separabilni metricky prostor (napf. eukli-

dovsky prostor). Oznaciseprod > 0a A C X

H3(A) = mf{z (diam(U;))%; {U;} je spocetné pokryti A, diam(U;) < 4},

el
H*(A) = sup{Hj(A);d > 0}.
(Ztejmé je H§(A) < H3(A) pro 0 < v < ¢ a tedy lze misto sup psdt lim; ., .)

\
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7.V Pozndmce 4 1ze vzit za p délku intervalll a vznikne mira na borelovskych mnozi-
nach v R. Zaplnéni této miry se nazyva Lebesgueova mira.

\




7.V Pozndmce 4 l1ze vzit za i délku intervalli a vznikne mira na borelovskych mnozi-
nach v R. Zaplnéni této miry se nazyva Lebesgueova mira.

\

Tento postup Ize zobecnit nasledovné. Necht' F' je spojita neklesajici funkce na RR.
Pak se pro interval A = (a, b) definuje pup(A) = F(b) — F(a). Ziplnéni vzniklé miry na
borelovskych mnozinach se nazyva Lebesgueova—Stieltjesova mira. (Lze brat funkce jen
zprava spojité, ale pak se musi startovat s intervaly typu (a, b] — takto lze ziskat Diracovu
miru). Funkce F' byva tzv. distribucni funkce jisté pravdépodobnosti.

\
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7.V Pozndmce 4 l1ze vzit za i délku intervalli a vznikne mira na borelovskych mnozi-
nach v R. Zaplnéni této miry se nazyva Lebesgueova mira.

\

Tento postup Ize zobecnit nasledovné. Necht' F' je spojita neklesajici funkce na RR.
Pak se pro interval A = (a, b) definuje pup(A) = F(b) — F(a). Ziplnéni vzniklé miry na
borelovskych mnozinach se nazyva Lebesgueova—Stieltjesova mira. (Lze brat funkce jen
zprava spojité, ale pak se musi startovat s intervaly typu (a, b] — takto lze ziskat Diracovu
miru). Funkce F' byva tzv. distribucni funkce jisté pravdépodobnosti.

\

Jaka funkce F' (zprava spojitd) vytvari Diracovu miru umisténou v bodé€ a € R?

Konec prikladu 1.
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Otazky 1 :

Systémy mnoZzin

\




Otazky 1 :

Systémy mnoZzin

\

1. UkaZzte, Ze okruh podmnozin X je algebrou pravé kdyz obsahuje X. Dale ukaZzte,
Ze kazdy okruh je uzavieny i na kone¢né priiniky (a o-okruh na spocetné priiniky).

—p




2. Jaky je nejmensi moZzny okruh (algebra, o-okruh, o-algebra) podmnozin X7 A
nejvetsi?

—p




3. Nejmensi o-algebra obsahujici dany systém Sy podmnozin X je sjednoceni | J{S,; @
w1}, kde S, se sklada ze spocetnych sjednoceni “mnoZzin ze vSech Si, 8 < « a jejich
doplikad.

=)




4. Ukazte, Ze soustava borelovskych mnoZin na R ma mohutnost 2, tj. stejnou jako je
mohutnost R. (Uvédomte si, Ze kazdy otevieny interval je sjednocenim spoCetné mnoha
intervali s racionalnimi konci).

\




4. Ukazte, Ze soustava borelovskych mnoZin na R ma mohutnost 2, tj. stejnou jako je
mohutnost R. (Uvédomte si, Ze kazdy otevieny interval je sjednocenim spoCetné mnoha
intervali s racionalnimi konci).

\

Odtud vyplyva, Ze soustava borelovskych mnozin na R neni uplnéa vzhledem k Lebes-
gueove mite A, protoZze A(C') = 0 pro Cantorovu mnoZinu (ukazte to) a ta ma mohutnost

2+, Mohutnost soustavy v$ech jejich podmnoZin m4 proto mohutnost 2% a tedy vétsi nez
2¥,

—p




5. Najdéte klesajici posloupnost neomezenych intervalli na R takovou, Ze neplati rov-

nost ,u( N An) = lim p(A,,), kde hodnota 4 na intervalu je jeho délka.
n=1 n




6. Ukazte, Ze je-li p mirana S, platipro A, B € S
ACB= B\ A)=p(B)—puld) uAUB)=p(A)+uB)—puANB).

=)




7. Dokazte Pozorovani o algebrach mnozin.




8. Dokazte Pozorovani o vlastnostech miry.




9. Dokazte Pozorovani o jednoznacnosti miry na ziplnéni.




10. Pomoci Pozndmky 1 dokazte, ze konecné aditivni nezdporna funkce na o-algebre
podmnozin X je mira pravé kdyz je spojitd a ma hodnotu 0 na nulové funkci. (Spojitosti
se tu mini zachovavani konvergence posloupnosti.)

Konec otazek 1.




Cviceni 1 :

Priklad. Necht' X je nespocCetnd mnozZina. Oznacme ) systém vSech spocetnych a
kospocetnych podmnozin X. Definujme mnozinovou funkci p : 9 — {0, 1} takto

u(E) =0,

pokud FE je spoCetnd a
u(E) =1,
pokud E je kospocetnd. Dokazte, Ze ) je o-algebra a p je mira.

\




Cviceni 1 :

Priklad. Necht' X je nespocetnd mnozina. Oznacme 901 systém vSech spocetnych a
kospocetnych podmnozin X. Definujme mnoZinovou funkci 1 : 9t — {0, 1} takto

pokud E je spocetna a

pokud E je kospoCetna. Dokazte, ze ) je o-algebra a y je mira.

\

u(E) =0,

u(E) =1,

Spocetnd a kospocetnd je
jako liba a koliba. Neni to
ani trochu podobné.
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Reseni. Nejprve dokazme, Ze 9t je o-algebra.

\




Reseni. Nejprve dokazme, Ze 9t je o-algebra.

\

Podle definice mame ovérit, zZe
1) 99t obsahuje prazdnou mnoZinu: to je pravda, nebot’ () povaZzujeme za spocetnou.

\




Reseni. Nejprve dokazme, Ze 9t je o-algebra.

\

Podle definice mame ovérit, zZe
1) 99t obsahuje prazdnou mnoZinu: to je pravda, nebot’ () povaZzujeme za spocetnou.

\

2) 9t je uzaviend na dopliky: to je také pravda, protoze pro A spocetnou je A° kospo-
cetnd a pro A kospocetnou je A spocetna.

\




Reseni. Nejprve dokazme, Ze Ot je o-algebra.

\

Podle definice mame ovérit, ze
1) 91 obsahuje prazdnou mnoZinu: to je pravda, nebot’ () povaZujeme za spocetnou.

\

2) 91 je uzaviena na dopliky: to je také pravda, protoze pro A spocetnou je A° kospo-
cetnd a pro A kospocetnou je A spocetna.

3) A, € M, n=1,2,... implikuje  J A, € 9 : pokud jsou vSechny A,, spocetné,
staci si vzpomenout, Ze spocetné sjednoceni spocetnych mnozin je mnoZina spocetna.
Pokud je aspon jedna z mnozin A,, kospocetnd, pak je zfejmé i sjednoceni kospocetna
mnoZzina.

-




Zbyva ukazat, ze p je mira.

\




Zbyva ukazat, ze p je mira.

\

Ovérme tedy, ze plati

\




Zbyva ukazat, ze p je mira.

\

Ovérme tedy, ze plati

\

1) (@) = 0 : to je jasné (fekli jsme, Ze prazdna mnoZina je spocetnd).

\




Zbyva ukazat, ze p je mira.

\

Ovérme tedy, Ze plati
\

1) (@) = 0 : to je jasné (Fekli jsme, Ze prazdnd mnoZzina je spocetna).

\

2) spocetna aditivita: zde staCi odkazat na bod 3) a definici pu.

\




Zbyva ukazat, ze p je mira.

\

Ovérme tedy, Ze plati

\

1) (@) = 0 : to je jasné (Fekli jsme, Ze prazdnd mnoZzina je spocetna).

\

2) spocetna aditivita: zde staCi odkazat na bod 3) a definici pu.

\

Tim je dikaz hotov.

\




Zbyva ukazat, ze p je mira.

\

Ovérme tedy, Ze plati

\

1) 1(0) = 0 : to je jasné (Fekli jsme, Ze prazdnd mnoZzina je spocetna).
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Konec cvicCeni 1.




Uceni 1 :

Ve Cviceni 1 jsme nepouZzili,
ze X je nespocetnd mno-
Zina?
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Uceni 1 :

Ve Cviceni 1 jsme nepouZzili,
ze X je nespocetnd mno-
Zina?

Kde nula nebo nuldk kra-
luje, tam se elektrikari ra-

duji.
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Uceni 1 :

Ve Cviceni 1 jsme nepouZzili,
ze X je nespocetnd mno-
Zina?

Kde nula nebo nuldk kra-
luje, tam se elektrikari ra-

duji.
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Hgdi se na néco takova
mira?
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Konec uceni 1.







Submira




Submira

\

V této Casti bude uveden jiny zpusob rozsifeni miry, ktery v pfirozenych situacich
vede opét ke zuplnéni.

\




Submira

\

V této Casti bude uveden jiny zpusob rozsifeni miry, ktery v pfirozenych situacich
vede opét ke zuplnéni.

\

Nejdrive se p rozsiti na vSechny podmnoziny X, ale nelze ocekavat, Ze takovéto rozsi-
feni bude mirou (bude nutné oslabit o-aditivitu). Potom se vezme maximalni o-algebra,
na které je toto rozsiteni mirou.

\




\

V této Casti bude uveden jiny zptsob rozSifeni miry, ktery v pfirozenych situacich

vede opét ke zuplnéni.

\/

Nejdrive se 1 rozsiti na vSechny podmnoziny X, ale nelze oCekavat, ze takovéto rozsi-
feni bude mirou (bude nutné oslabit o-aditivitu). Potom se vezme maximalni o-algebra,

na které je toto rozsifeni mirou.

\

Submira

My matematici jsme prosté
kouzelni.
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DEFINICE. Submira na mnoziné X je zobrazeni v : S — [0, oo] majici vlastnosti

1. v(0) = 0;

2.v(A

<v(B)proAC BcC X;

3. y( U An) < > v(A,), jakmile {A,} je posloupnost podmnozin X.
1 n=1

n=
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DEFINICE. Submira na mnoziné X je zobrazeni v : S — [0, oo] majici vlastnosti
1. v(0) = 0;
2.v(A) <v(B)pro AC B C X;

3. y( U An) < > v(A,), jakmile {A,} je posloupnost podmnozin X.
1

n— =l
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VETA. Pro miru 1 na o-algebfe S na X je nasledujici funkce p* submira:
p*(P)=inf{u(A);AeS,PCA}.




VETA. Pro miru 1 na o-algebfe S na X je nasledujici funkce p* submira:
p*(P)=inf{u(A); AeS,PC A}.

A hned pak z vnéjsku.




VETA. Pro miru 4 na o-algebfe S na X je nasledujici funkce p* submira:
p'(P)=inf{u(A);Ae S, PCA}.

4

Diikaz. Jediné diikaz subaditivity miZe byt méné snadny. Necht' P =
Pro kazdé n se najde A,, € Stak, Ze P, C A, a u(A,) < p*(P,) + ¢/2". Potom

p () < p(JAn) < 3 A < 3w (Pa) +e,

coz dokazuje subaditivitu p*.

A hned pak z vnéjsku.

UP,ae > 0.
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Uvedena submira je p* generovand mirou 1 a nazyva se vnejsi submira miry .

\




Uvedena submira je p* generovand mirou 1 a nazyva se vnejsi submira miry .

\

Je to jako obrovsky trpaslik.
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DEFINICE. Necht v je submira na X. PodmnoZina A C X se nazyva v-méfritelna,
pokud pro libovolné P C X plati

v(P)=v(PNA)+v(P\A).




DEFINICE. Necht v je submira na X. PodmnoZina A C X se nazyva v-méfritelna,
pokud pro libovolné P C X plati

v(P)=v(PNA)+v(P\A).

\
VETA. Necht v je submira na X.

e Systém M vSech v-méfitelnych mnoZin je o-algebra na X a zizZeni 7 submiry v na
M je uplna mira.

e Je-li submira v generovand mirou y definovanou na S, pak § C M a ziZeni v na S
je rovno .

\




DEFINICE. Necht v je submira na X. PodmnoZina A C X se nazyva v-méfritelna,
pokud pro libovolné P C X plati

v(P)=v(PNA)+v(P\A).

\
VETA. Necht v je submira na X.

e Systém M vSech v-méfitelnych mnoZin je o-algebra na X a zizZeni 7 submiry v na
M je uplna mira.

e Je-li submira v generovand mirou y definovanou na S, pak § C M a ziZeni v na S
je rovno .

Dukaz.




DEFINICE. Necht v je submira na X. Podmnozina A C X se nazyva v-méfitelna,
pokud pro libovolné P C X plati

v(P)=v(PNA+v(P\A).

\
VETA. Necht v je submira na X.

e Systém M vSech v-méfitelnych mnoZin je o-algebra na X a zdZeni 77 submiry v na
M je uplna mira.

e Je-li submira v generovana mirou ;4 definovanou na S, pak S C M a ziZeni v na S
je rovno /.

¥
Dukaz.

\
Je-li (X, M, ) vytvofeno z vn&jsi submiry ;* miry z1, znadi se jako (X, S, i) a nazyva
se Carathéodoryho rozsifeni prostoru s mirou (X, S, ).
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Nasledujici pozorovani ukazuje jednoznacnost predchoziho rozsiteni v pripadé tzv. o-

konecné miry, kterd je definovana pozadavkem X = | J X,,, kde u(X,,) < oo pro kazdé

n.

\/
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Nasledujici pozorovani ukazuje jednoznacnost predchoziho rozsiteni v pripadé tzv. o-

konecné miry, kterd je definovana pozadavkem X = | J X,,, kde u(X,,) < oo pro kazdé

n—=1
n.

\
V dikazu pouzijte nejdiive predpoklad p(X) < oo a rovnost 7(A) + 7(X \ A) =
n(A)+v(X\ A).

POZOROVANIL. Je-li (X, S, 7) Carathéodoryho rozifeni o-koneéného prostoru (X, S,
a [t je mira na M, ktera rozsituje u, pak i = .

=
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Jak souvisi Carathéodoryho
rozSifeni se zuplnénim z
predchozi casti? Odpovéd’
bude dana opét pro o-
konecné miry.
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Diikaz. ProtoZze Carathéodoryho rozsifeni je uplné, sta¢i dokdzat, Ze kazdd mnoZina
P € M se da napsat jako sjednoceni mnozZiny z S a podmnoziny nulové mnoziny z S.

Jak souvisi Carathéodoryho
rozSifeni se zuplnénim z
predchozi casti? Odpovéd’
bude didna opét pro o-
konecné miry.

Vzhledem k o konecnosti y 1ze predpokladat, ze i( P) < oo.

\
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Diikaz. ProtoZze Carathéodoryho rozsifeni je uplné, sta¢i dokdzat, Ze kazdd mnoZina
P € M se da napsat jako sjednoceni mnozZiny z S a podmnoziny nulové mnoziny z S.

Jak souvisi Carathéodoryho
rozSifeni se zuplnénim z
predchozi casti? Odpovéd’
bude didna opét pro o-
konecné miry.

Vzhledem k o konecnosti y 1ze predpokladat, ze i( P) < oo.
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Pro kazdé n € N existuje A, € S, A, D P, tak, Ze u(A,) < u(P) + 1/n.

\
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Jak souvisi Carathéodoryho
rozSifeni se zuplnénim z
predchozi casti? Odpovéd’
bude didna opét pro o-
konecné miry.

Diikaz. ProtoZze Carathéodoryho rozsifeni je uplné, sta¢i dokdzat, Ze kazdd mnoZina

P € M se da napsat jako sjednoceni mnoziny z S a podmnoziny nulové mnoZiny z S.
Vzhledem k o konecnosti y 1ze predpokladat, ze i( P) < oo.

\

Pro kazdé n € N existuje A, € S, A, D P, tak, Ze u(A,) < u(P) + 1/n.

\

Pak A=A, €S, ADPa
takové, ze N D A\ P, u(N) = 0.

\

(P) = u(A). Ze stejného divodu Ize nalézt N € S
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Jak souvisi Carathéodoryho
rozSifeni se zuplnénim z
predchozi casti? Odpovéd’
bude didna opét pro o-
konecné miry.

Diikaz. ProtoZze Carathéodoryho rozsifeni je uplné, sta¢i dokdzat, Ze kazdd mnoZina
P € M se da napsat jako sjednoceni mnoziny z S a podmnoziny nulové mnoZiny z S.
Vzhledem k o konecnosti y 1ze predpokladat, ze i( P) < oo.

\
Pro kazdé n € N existuje A, € S, A, D P, tak, Ze u(A,) < u(P) + 1/n.

\
Pak A = (A4, € S,A D Papu(P) = u(A). Ze stejného divodu lze nalézt N € S
takové, ze N D A\ P, u(N) = 0.

\/
Odtud jiz plyne P = (PN N)U (A \ N). &
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Poznamky 2 :

1. Z predchozi Casti vite, Ze mira je spojitd funkce na uzavieném podokruhu okruhu

2. Navic v jistém smyslu zachovav4d vztah mezi algebraickymi operacemi (vyjddieni
suprema dvou prvkl pomoci jejich souctu a soucinu).

\




Poznamky 2 :

1. Z predchozi Casti vite, Ze mira je spojitd funkce na uzavieném podokruhu okruhu

2%, Navic v jistém smyslu zachovéava vztah mezi algebraickymi operacemi (vyjadieni
suprema dvou prvkl pomoci jejich souctu a soucinu).

\

V Otdzkdch je uveden vztah submiry ke spojitosti. Vnéjsi submira p* pro miru u je
spojitd a je to spojité rozsifeni u na celé 2X, které vyse zmin&né zachovavani vztahu
algebraickych operaci oslabuje na nerovnost. Vzhledem ke spojitosti je obor konecnych
hodnot vnéjsi submiry néjaky interval.

\




Poznamky 2 :

1. Z predchozi Casti vite, Ze mira je spojita funkce na uzavieném podokruhu okruhu

2. Navic v jistém smyslu zachovav4d vztah mezi algebraickymi operacemi (vyjddieni
suprema dvou prvkl pomoci jejich souctu a soucinu).

\

V Otdzkdch je uveden vztah submiry ke spojitosti. VnéjSi submira p* pro miru p je
spojitd a je to spojité roziifeni 1 na celé 2%, které vySe zminéné zachovavani vztahu
algebraickych operaci oslabuje na nerovnost. Vzhledem ke spojitosti je obor koneCnych
hodnot vnéjsi submiry néjaky interval.

\

Soustava méfitelnych mnoZin je pak nejvétsi podmnoZina 2%, na které je ona nerov-

nost rovnosti. Prislusné tvrzeni fika, ze tato nejvétsi podmnoZzina je opét uzavieny podo-
kruh.

\
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Poznamky 2 :

1. Z predchozi Casti vite, Ze mira je spojita funkce na uzavieném podokruhu okruhu

2. Navic v jistém smyslu zachovav4d vztah mezi algebraickymi operacemi (vyjddieni
suprema dvou prvkl pomoci jejich souctu a soucinu).

\

V Otdzkdch je uveden vztah submiry ke spojitosti. VnéjSi submira p* pro miru p je
spojitd a je to spojité roziifeni 1 na celé 2%, které vySe zminéné zachovavani vztahu
algebraickych operaci oslabuje na nerovnost. Vzhledem ke spojitosti je obor koneCnych
hodnot vnéjsi submiry néjaky interval.

\

Soustava méfitelnych mnoZin je pak nejvétsi podmnoZina 2%, na které je ona nerov-

nost rovnosti. Prislusné tvrzeni fika, ze tato nejvétsi podmnoZzina je opét uzavieny podo-
kruh.

\

Cela teorie miry 1ze délat na Booleovych algebrach, coz jsou okruhy (obecné nikoli
mnozinoveé) s nejvetsim prvkem (tedy algebry), jejichZ nasobeni je idempotentni (pak
kzdy prvek je svym inverznim prvkem vzhledem ke sCitani).

=)
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2. Kdyby se v definici vnéjsi submiry miry p definovalo dudlné
ps(P) = sup{p(A); A € S, P D A},
dostane se tzv. vnitini supmira (1€pe: nadmira, jako submira by se mohla nazyvat pod-
mira). Pro ni misto subaditivity plati supaditivita, tj. ,u*( fj An) > i i+ (Ay), jakmile
{A,.} je posloupnost disjunktnich podmnozin X. o o

\




2. Kdyby se v definici vnéjsi submiry miry p definovalo dudlné
ps(P) = sup{p(A); A € S, P D A},
dostane se tzv. vnitini supmira (1€pe: nadmira, jako submira by se mohla nazyvat pod-
mira). Pro ni misto subaditivity plati supaditivita, tj. ,u*( fj An) > f: i+ (Ay), jakmile
{A,.} je posloupnost disjunktnich podmnozin X. o o

\

D4 se ukdzat, Ze na o-konecnych prostorech je Carathéodoryho rozsifeni ur¢eno vzta-

hem S = {P C X;u.(P) = p*(P)} (potom fi(P) = p.(P) = p*(P)). (POZOR NA
oo!)

=)




3. Submira v definovand na vSech podmnozinach metrického prostoru (X, d) se na-
zyva metricka submira, jestlize (A U B = v(A) + v(B) jakmile d(A, B) > 0.

\




3. Submira v definovand na vSech podmnozinach metrického prostoru (X, d) se na-
zyva metricka submira, jestlize (A U B = v(A) + v(B) jakmile d(A, B) > 0.

\

Vnéjsi submira na R pro libovolnou Lebesgueovu—Stieltjesovu miru zx je metricka.

\




3. Submira v definovand na vSech podmnozinach metrického prostoru (X, d) se na-
zyva metricka submira, jestlize (A U B = v(A) + v(B) jakmile d(A, B) > 0.

\
Vnéjsi submira na R pro libovolnou Lebesgueovu—Stieltjesovu miru zx je metricka.
\

Da se ukazat, Ze submira definovana na vSech podmnozinach metrického prostoru X
je metricka praveé kdyz kazda borelovskd mnozina je méritelna. (Zkuste to dokazat.)

Konec pozndmek 2.




Priklady 2 :

1. Je-li F' Cantorova funkce (tzv. d’abelské schodisté)na [0, 1], jakou ma hodnotu pp

na Cantorové mnozing€? [1]. A jakou ma hodnotu Lebesgueova mira na Cantorové mno-
ziné? [0].

=)




2. Diracova mira na metrickém prostoru je metrickd. Jaka je jeji vnéjSi submira?

=P




3. Hausdorffova s-dimenzionélni funkce /7° je submira.




4. Hausdorffova s-dimenzionélni submira H° je metricka.

Konec priklada 2.




Otazky 2 :

1. UkaZte, Ze koneCné aditivni mira na néjaké o-algebie je jiZz spocCetné aditivni (a tedy
mira).

=




2. Ukazte, Ze je-li v konecné subaditivni submira, ktera je spojitd, je jiz spocetné
subaditivni (a tedy submira).

\




2. Ukazte, Ze je-li v konecné subaditivni submira, ktera je spojitd, je jiz spocetné
subaditivni (a tedy submira).

\

Najdéte priklad konecné aditivni submiry, kterd neni spojita.




3. Vnéjsi submira vytvorend néjakou mirou je spojita.




4. Jaké hodnoty ma vnéjsi submira vytvorend mirou majici jen hodnotu O na ) a co na
X7 Je tato mira o-aditivni?

\




4. Jaké hodnoty ma vnéjsi submira vytvorend mirou majici jen hodnotu O na ) a co na
X7 Je tato mira o-aditivni?

\

Jak vypada Carathéodoryho rozsiteni této miry?




5. Ukazte, Ze vnéjsi submira na R pro libovolnou Lebesgueovu—Stieltjesovu miru je
metricka.

Konec otazek 2.




Cviceni 2 :

Priklad. Na mnozin¢ R méjme algebru A generovanou systémem vSech intervald.
Definujme mnoZinovou funkci p : A — {0, 1} takto

p(A) =1,
pokud A obsahuje pravé prstencové okoli nuly a
u(A) =0,

jinak. Dokazte, Ze  je aditivni, ale neni spocCetné aditivni.

\
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u(A) =0,

jinak. Dokazte, Ze  je aditivni, ale neni spocCetné aditivni.

‘

Resenti. Pro diikaz aditivity uvazujme disjunktni mnoZziny M, N € A.

\
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Neobsahuje-li Zddna z nich pravé prstencové okoli nuly, neobsahuje ani M U N pravé
prstencové okoli nuly.
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Cviceni 2 :

Priklad. Na mnozin¢ R méjme algebru A generovanou systémem vSech intervald.
Definujme mnoZinovou funkci p : A — {0, 1} takto

p(A) =1,
pokud A obsahuje pravé prstencové okoli nuly a
u(A) =0,
jinak. Dokazte, Ze  je aditivni, ale neni spocCetné aditivni.

‘

Resenti. Pro diikaz aditivity uvazujme disjunktni mnoZziny M, N € A.

\

Neobsahuje-li Zddna z nich pravé prstencové okoli nuly, neobsahuje ani M U N pravé
prstencové okoli nuly.

\
Tedy (M) =0, u(N) =0, u(M U N) = 0, a proto

p(M) + p(N) = p(M U N).




Cviceni 2 :

Priklad. Na mnozin¢ R méjme algebru A generovanou systémem vSech intervalt.
Definujme mnozinovou funkci p : A — {0, 1} takto

p(A) =1,
pokud A obsahuje pravé prstencové okoli nuly a
u(A) =0,
jinak. Dokazte, Ze . je aditivni, ale neni spocetné aditivni.

‘

Reseni. Pro diikaz aditivity uvazujme disjunktni mnoZiny M, N € A.

\

Neobsahuje-li Zaddna z nich pravé prstencové okoli nuly, neobsahuje ani M U N pravé
prstencové okoli nuly.

\
Tedy p(M) =0, u(N) = 0, u(M U N) = 0, a proto

p(M) + p(N) = p(M U N).

\

Obsahuje-li jedna z mnozin M, N pravé prstencové okoli nuly (necht’ je to M), pak 1
sjednoceni obsahuje pravé prstencové okoli nuly.







\
Tedy u(M) =1, u(N) =0, u(M U N) = 1, a proto

p(M) + p(N) = (M U N).




\
Tedy u(M) =1, u(N) =0, u(M U N) = 1, a proto

p(M) + p(N) = (M U N).

\

Abychom ukdézali, ze funkce p neni spocetné aditivni, definujme mnoziny

1
A, = (—,2), n=12,....
n




\
Tedy u(M) =1, u(N) = 0,u(M U N) = 1, a proto

p(M) + p(N) = (M U N).

\

Abychom ukdézali, ze funkce p neni spocetné aditivni, definujme mnoziny

1
An:(_72)7 n:1,2,....
n

A je to jasné. Vidim
vSechno.




\
Tedy (M) =1, u(N) =0, u(M U N) = 1, a proto

u(M) + u(N) = p(M U N).

\

Abychom ukézali, Ze funkce ;. neni spocetné aditivni, definujme mnoziny

1
A, =(=2), =n=12....
n

A je to jasné. Vidim

vsechno.

Potom .
JA.=(0,2) €4
n=1
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\

Jelikoz ale

a
dostavame
(0,9) (©.9)
" (U An> > p(Ay).
n=1 n=1
Funkce p tedy neni spocetné aditivni.

\




\

Jelikoz ale

a

dostavame

v U Ay
n=1

Funkce p tedy neni spocetné aditivni.

\/

Rad se predvadim.
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\

Jelikoz ale

a

dostavame

v U Ay
n=1

Funkce p tedy neni spocetné aditivni.

\/

Rad se predvadim.
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Ja se taky rada predvadim.




Konec cvicCeni 2.




Uceni 2 :

Mnoziny A, ve Cviceni
2 ale nebyly disjunktni.
Opravdu jsme dokazali, ze
funkce 1 neni spocetné adi-
tivni?
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Uceni 2 :

Mnoziny A, ve Cviceni
2 ale nebyly disjunktni.
Opravdu jsme dokazali, ze
funkce 1 neni spocetné adi-
tivni?

A kdyby funkce u byla spo-
cetné aditivni, byla by pak
mirou?
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Uceni 2 :

Mnoziny A, ve Cviceni
2 ale nebyly disjunktni.
Opravdu jsme dokazali, ze
funkce 1 neni spocetné adi-
tivni?

A kdyby funkce u byla spo-
cetné aditivni, byla by pak
mirou?

LEKCE30-MSR
algebra mnoZin
mira
aditivita
subaditivita
meéfitelny prostor
prostor s mirou
uplny prostor
zuplnéni
submira
vnéjsi submira
meéfitelnd mnoZina
Carathéodoryho
roz§iteni
Lebesgueova mira
Mgéfitelné zobrazeni
jednoduchd funkce
integral
integrovatelna
funkce
Radon—
Nikodymova
véta
absolutné  spojita
mira
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Kdyby.




Konec uceni 2.




Lebesgueova mira na R




Lebesgueova mira na R

\
V této &dsti bude X = R.

\




Lebesgueova mira na R

\
V této &dsti bude X = R.

\

Jak jiZz bylo zminéno, abstraktni definice miry nemtiZe obsahovat poZadavek, aby po-
sunuti mnoziny neménilo hodnotu miry.

\




Lebesgueova mira na R

V této casti bude X = R.

\

Jak jiz bylo zminéno, abstraktni definice miry nemtiZe obsahovat poZadavek, aby po-
sunuti mnoziny neménilo hodnotu miry.

\

Pro euklidovské prostory je tento pozadavek zcela prirozeny (pokud se jednd o geo-
metricky pohled).

\/
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Lebesgueova mira na R

V této casti bude X = R.

\

Jak jiz bylo zminéno, abstraktni definice miry nemtiZe obsahovat poZadavek, aby po-
sunuti mnoziny neménilo hodnotu miry.

\

Pro euklidovské prostory je tento pozadavek zcela prirozeny (pokud se jednd o geo-
metricky pohled).

\/

Navic je tu dalsi pozadavek, aby mira intervalu byla jeho délka a mira bodu byla 0.

=
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Necht’ 1 je iplna mira (pokud existuje) na néjaké o-algebfe M na R, kterd vyhovuje
obéma predchozim pozadavkiim.

\
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Necht’ 1 je iplna mira (pokud existuje) na néjaké o-algebfe M na R, kterd vyhovuje
obéma predchozim pozadavkiim.

\

Systém vSech konecnych sjednoceni intervali a kone¢nych mnoZin je algebra S a
kazdé takovéto sjednoceni 1ze vyjadrit jako konecné sjednoceni disjunktnich intervali a
kone¢né mnoZiny.

\
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Necht’ 1 je iplna mira (pokud existuje) na néjaké o-algebfe M na R, kterd vyhovuje
obéma predchozim pozadavkiim.

\

Systém vSech konecnych sjednoceni intervali a kone¢nych mnoZin je algebra S a
kazdé takovéto sjednoceni 1ze vyjadrit jako konecné sjednoceni disjunktnich intervali a
kone¢né mnoZiny.

\

Odtud plynou hodnoty 1 na S (soucet délek téchto disjunktnich intervali).

\
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Necht’ 1 je iplna mira (pokud existuje) na néjaké o-algebfe M na R, kterd vyhovuje
obéma predchozim pozadavkiim.

\

Systém vSech konecnych sjednoceni intervalii a kone¢nych mnoZin je algebra S a
kazdé takovéto sjednoceni 1ze vyjadrit jako konecné sjednoceni disjunktnich intervali a
kone¢né mnoZiny.

\

Odtud plynou hodnoty 1 na S (soucet délek téchto disjunktnich intervali).

\

Dalsim krokem je zjiSténi hodnot 1 na o-algebfe BB borelovskych mnoZin. Algebra BB
se konstruuje transfinitni indukci: k S se pridaji vSechna spocetna sjednoceni prvka S a
jejich dopliiky, k ziskanému systému se opét pridaji vSechna spocetnd sjednoceni prvki
nového systému a jejich doplnky. Pokracuje se az do kroku w;, kde se postup zastavi.

\/
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Necht’ 1 je iplna mira (pokud existuje) na néjaké o-algebfe M na R, kterd vyhovuje
obéma predchozim pozadavkiim.

\

Systém vSech konecnych sjednoceni intervalii a kone¢nych mnoZin je algebra S a
kazdé takovéto sjednoceni 1ze vyjadrit jako konecné sjednoceni disjunktnich intervali a
kone¢né mnoZiny.

\

Odtud plynou hodnoty 1 na S (soucet délek téchto disjunktnich intervali).

\

Dalsim krokem je zjiSténi hodnot 1 na o-algebfe BB borelovskych mnoZin. Algebra BB
se konstruuje transfinitni indukci: k S se pridaji vSechna spocetna sjednoceni prvka S a
jejich dopliiky, k ziskanému systému se opét pridaji vSechna spocetnd sjednoceni prvki
nového systému a jejich doplnky. Pokracuje se az do kroku w;, kde se postup zastavi.

\/

Je velmi snadné si uvédomit, zZe pridavana spocetna sjednoceni mohou byt brana jako
spocetna sjednoceni disjunktnich mnozin. Z toho vyplyvéa, Zze © ma hodnoty na mnozi-
nach z B opé€t jednoznacn€ dany. Tedy (podle predchozi Cdsti) je md jednoznacné dény i
na zdplnéni (R, B, u).

\/
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Necht’ 1 je iplna mira (pokud existuje) na néjaké o-algebfe M na R, kterd vyhovuje
obéma predchozim pozadavkiim.

\

Systém vSech konecnych sjednoceni intervalii a kone¢nych mnoZin je algebra S a
kazdé takovéto sjednoceni 1ze vyjadrit jako konecné sjednoceni disjunktnich intervali a
kone¢né mnoZiny.

\

Odtud plynou hodnoty 1 na S (soucet délek téchto disjunktnich intervali).

\

Dalsim krokem je zjiSténi hodnot 1 na o-algebfe BB borelovskych mnoZin. Algebra BB
se konstruuje transfinitni indukci: k S se pridaji vSechna spocetna sjednoceni prvka S a
jejich dopliiky, k ziskanému systému se opét pridaji vSechna spocetnd sjednoceni prvki
nového systému a jejich doplnky. Pokracuje se az do kroku w;, kde se postup zastavi.

\/

Je velmi snadné si uvédomit, zZe pridavana spocetna sjednoceni mohou byt brana jako
spocetna sjednoceni disjunktnich mnozin. Z toho vyplyvéa, Zze © ma hodnoty na mnozi-
nach z B opé€t jednoznacn€ dany. Tedy (podle predchozi Cdsti) je md jednoznacné dény i
na zdplnéni (R, B, u).

\/

Stejny vysledek se dostane pouzitim zdplnéni (S, 1)). Da se ukdzat, Ze toto ziplnéni
uz je rovno M. Prvky M se nazyvaji lebesgueovsky méritelné mnoziny. Mira 4 na M
se nazyva Lebesgueova mira.
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Ted’ to hlavni, co jde doka-
zat.




VETA.
1. Lesgueova mira A je o-konecna.

2. Pro kazdou lebesgueovsky méritelnou mnozinu P a pro kazdé € > ( existuje ote-
viena mnozina G D P tak, ze \(G \ P) < ¢. Je-li navic P omezend, existuje kom-
paktni mnozina C' C P tak, ze A(P \ C) < e.

3. Existuje lebesgueovsky méfitelna mnozina, kterd neni borelovska.
4. Existuje podmnozina R, ktera neni lebesgueovsky méritelna.

\




VETA.
1. Lesgueova mira A je o-koneCna.

2. Pro kazdou lebesgueovsky méritelnou mnozinu P a pro kazdé € > ( existuje ote-
viena mnozina G D P tak, ze \(G \ P) < ¢. Je-li navic P omezend, existuje kom-
paktni mnozina C' C P tak, ze A(P \ C) < e.

3. Existuje lebesgueovsky méfitelna mnozina, kterd neni borelovska.
4. Existuje podmnozina R, ktera neni lebesgueovsky méritelna.

\

A vic asi ani nejde vymys-
let.




Diikaz. Dukaz bodu 1 je ziejmy, bod 3 byl dokazéan v Otdzce 1.4, bod 4 v Otdzce 3.5.
Zbyva dokazat bod 2.

\
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Diikaz. Dukaz bodu 1 je ziejmy, bod 3 byl dokazéan v Otdzce 1.4, bod 4 v Otdzce 3.5.
/Zbyva dokdazat bod 2.

\

Z dikazu véty o vztahu zaplnéni a Carathéodoryho rozsifeni vyplyva, Ze pro kazdou
lebesgueovsky méritelnou mnozinu P existuje borelovskd mnozina B O P takova, ze

AP = )\B.
\
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Diikaz. Dukaz bodu 1 je ziejmy, bod 3 byl dokazéan v Otdzce 1.4, bod 4 v Otdzce 3.5.
/Zbyva dokdazat bod 2.

\

Z dtikazu véty o vztahu zuplnem a Carathéodoryho rozsiteni Vyplyva ze pro kazdou

lebesgueovsky méritelnou mnozinu P existuje borelovskd mnozina B O P takova, ze
AP = A\B.

\

Nyni se pomoci konstrukce borelovskych mnozin (a vlastnosti dobfe usporddanych
mnozin) ukdze, Ze pro kazdou borelovskou mnozinu B plati A(B) = inf{\(G);G D
B, G oteviend}. Druhd ¢ast bodu 2 se dokdze z prvni ¢asti pomoci dopliiku v néjakém
vetSim intervalu. &
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Poznamky 3 :

Da se dokazat, Ze lebesgueovsky meéritelné mnoziny tvori nejvetsi o-algebru na které
existuje mira invariantni vii¢i posunuti a majici za hodnoty intervali jejich délky. Takova
mira je navic jedina.

\




Poznamky 3 :

Da se dokazat, Ze lebesgueovsky meéritelné mnoziny tvori nejvetsi o-algebru na které
existuje mira invariantni vii¢i posunuti a majici za hodnoty intervali jejich délky. Takova
mira je navic jedina.

\

Jestlize se v euklidovském prostoru R" zacne s okruhem konecnych sjednoceni in-
tervalii a koneénych mnozin a zvoli se pro interval J za \,(J) jeho objem, dostane
se postupnym rozsifovanim (jako u Lebesgueovy miry na R) n-rozmérnd Lebesgueova
mira )\, na R". Plati pro ni obdobn4 tvrzeni jako pro n = 1.

\
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se postupnym rozsifovanim (jako u Lebesgueovy miry na R) n-rozmérna Lebesgueova
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\
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mira je navic jedina.
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tervalli a kone¢nych mnoZin a zvoli se pro interval J za \,(J) jeho objem, dostane
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Piiklad lebesgueovsky neméfitelné mnoziny v Otdzkdch 1ze zobecnit i na lebesgueovskoU=vngs submira

stieltjesovskou neméfitelnost pro spojité neklesajici nekonstantni funkce F'.

\

Existuji vSak omezené neklesajici nekonstantni funkce F' takové, Ze kazdd podmno-
zina R je méfitelna pro prislusnou o-algebru vytvorenou pomoci F' (napt. F' vytvarejici
Diracovu miru).

Konec poznamek 3.
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Otazky 3 :

V této Casti bude A znacit Lebesgueovu miru na R.

\




Otazky 3 :

V této Casti bude A znacit Lebesgueovu miru na R.

\

1. Uvédomte si, jakou hodnotu ma A na mnoZziné raciondlnich Cisel a jakou na mnoZiné
iraciondlnich Cisel (tfeba na intervalu [0, 1]).

\




Otazky 3 :

V této Casti bude A znacit Lebesgueovu miru na R.

\

1. Uvédomte si, jakou hodnotu ma A na mnoZziné raciondlnich Cisel a jakou na mnoZiné
iraciondlnich Cisel (tfeba na intervalu [0, 1]).

\

Znate nespocetnou mnoZzinu, kterd ma Lebesgueovu miru 0?

\




Otazky 3 :

V této Casti bude A znacit Lebesgueovu miru na R.

\

1. Uvédomte si, jakou hodnotu ma A na mnoZiné racionélnich Cisel a jakou na mnoZziné

iraciondlnich Cisel (tfeba na intervalu [0, 1]).

'

Znate nespocetnou mnozinu, kterd ma Lebesgueovu miru 0?

\

J6, jednou nés kantor . . .
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2. Protoze lebesgueovsky méfitelné mnoziny s Lebesgueovou mirou tvori zuplnéni
borelovskych mnozin, existuji pro kazdou lebesgueovsky méfitelnou mnozinu P bore-
lovské mnoziny A C P C B tak, ze A\(A) = \(B).

\




2. Protoze lebesgueovsky méfitelné mnoziny s Lebesgueovou mirou tvori zuplnéni
borelovskych mnozin, existuji pro kazdou lebesgueovsky méfitelnou mnozinu P bore-
lovské mnoziny A C P C B tak, ze A\(A) = \(B).

\

Ukazte, Ze A lze sestrojit jako spocetné sjednoceni uzavfen)’lch mnoZzin (takovéto mno-
Ziny se nazyvap Fy mnozmy) a B jako prinik spocetného systému otevienych mnoZin
(takovéto mnoZziny se nazyvaji GGs-mnoZziny).

—p




3. Ukazte, Ze R lze napsat jako sjednoceni dvou mnoZin, z nichz jedna ma Lebes-
gueovu miru 0 a druhd je 1.kategorie. (A tedy prostor veliky jak z hlediska miry tak z
hlediska metriky je sjednocenim dvou malych mnozin, kazd4 ale z jiné¢ho hlediska.)

=




4.Je-li A\(P) > 0, je {x — y;x,y € P} okolim 0.
\




4.Je-li A\(P) > 0, je {x — y;x,y € P} okolim 0.
\

Pro dikaz vezméte nejdiive (podle bodu 2) uzavienou mnozinu F' C P s A\(F') > 0
(takovou F'1ze vzit omezenou) a néjaké oteviené okoli G O F' s mirou \(G) < 4/3 A\(F)
(G lIze najit jako sjednoceni kone¢né mnoha otevienych intervalt J,).

\




4.Je-li A\(P) > 0, je {x — y;x,y € P} okolim 0.
\

Pro dikaz vezméte nejdiive (podle bodu 2) uzavienou mnozinu F' C P s A\(F') > 0
(takovou F'1ze vzit omezenou) a néjaké oteviené okoli G O F' s mirou \(G) < 4/3 A\(F)
(G lIze najit jako sjednoceni kone¢né mnoha otevienych intervalt J,).

\
Existuje n tak, Ze A(F' N J,,) > 3/4\(J,,). Interval (—\(J,)/2, A\(J,,)/2) je obsazen v

{x —y;z,y € P}.

=)




5. Sestrojte podmnozinu R, kterd neni lebesgueovsky meéritelna:

\




5. Sestrojte podmnozinu R, kterd neni lebesgueovsky meéritelna:

\

Na R se definuje ekvivalence ¢ ~ s vztahem ¢ — s je racionalni. Vyberte z kazdé tfidy
ekvivalence jeden prvek — tyto prvky tvofi nespocCetnou mnoZzinu P.

\




5. Sestrojte podmnozinu R, kterd neni lebesgueovsky meéritelna:

\

Na R se definuje ekvivalence ¢ ~ s vztahem ¢ — s je racionalni. Vyberte z kazdé tfidy
ekvivalence jeden prvek — tyto prvky tvofi nespocCetnou mnoZzinu P.

\

Jeji posunuti o raciondlni ¢isla tvoii disjunktni mnoZiny pokryvajici R, a tedy A\(P) >
0, pokud je P méfitelna. Z predchoziho bodu 4 dostanete spor.

Konec otazek 3.




Meéritelna zobrazeni




Meéritelna zobrazeni

\

Tak jako se definovala spojita zobrazeni mezi metrickymi prostory, je potrebné defi-
novat vhodnd zobrazeni mezi méfitelnymi prostory.

\




Meéritelna zobrazeni

\
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Meéritelna zobrazeni

\

Tak jako se definovala spojitd zobrazeni mezi metrickymi prostory, je potiebné defi-
novat vhodnd zobrazeni mezi méfitelnymi prostory.

\/

Zobrazeni mezi strukturami musi v né¢jakém smyslu zachovévat strukturu.

\

V metrickych prostorech to bylo zachovavani konvergence, nebo inverzni zachovavani
otevienych mnoZin.

\
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Meéritelna zobrazeni

\

Tak jako se definovala spojitd zobrazeni mezi metrickymi prostory, je potiebné defi-
novat vhodnd zobrazeni mezi méfitelnymi prostory.

\/

Zobrazeni mezi strukturami musi v né¢jakém smyslu zachovévat strukturu.

\

V metrickych prostorech to bylo zachovavani konvergence, nebo inverzni zachovavani
otevienych mnoZin.

\

V meéfitelnych prostorech je situace podobna jako v metrickych prostorech, uvazuji-li
se soustavy méritelnych mnozin, resp. soustavy otevienych mnozZin. Pak se jiZ snadno
usoudi, Ze nasledujici definice je pravé ta vhodna.
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DEFINICE. Zobrazeni f : (X,S) — (Y, M) se nazyva méfitelné zobrazeni, jestlize
f~YM) € S pro kazdé M € M.

\




DEFINICE. Zobrazeni f : (X,S) — (Y, M) se nazyva méfitelné zobrazenti, jestlize
f~YM) € S pro kazdé M € M.

\

Meéfitelna zobrazeni tu nebudou studovana v plné obecnosti. Vzhledem k pouziti se v
dal$im textu vyklad ziZi na redlné méritelné funkce, tj. méfitelna zobrazeni (X,S) —
(R, M), kde M je soustava vSech lebesgueovsky méfitelnych mnoZzin.

—p
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POZOROVANI.

e Soucet, soucin, podil, maximum a minimum méfitelnych funkci jsou opét méritelné

funkce.

o Je-li { fn} posloupnost méritelnych funkci, jsou i sup f,,, inf f,,, limsup f,, liminf f,
(atedy i lim f,,, existuje-li) mefitelné funkce.

4
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POZOROVANI.

e Soucet, soucin, podil, maximum a minimum meéfitelnych funkei jsou opét méritelné
funkce.

e Je-li { f,,} posloupnost méfitelnych funkci, jsou i sup f,, inf f,,, limsup f,, liminf f,
(atedy i lim f,,, existuje-li) mefitelné funkce.

\/

Jednoduchd funkce je funkce, jejiz obor hodnot je konecna mnozina. Je to tedy linearni
kombinace konecné¢ mnoha charakteristickych funkci a miiZe se znacit jako konecny
soucet > a;x A;» kde x4 je charakteristickd funkce mnoZziny A, tj. m4 hodnotu 1 na A a
0 jinde.

POZOROVANL.
1. Jednoducha funkce ) | a;x 4, je méfitelnd prave kdyZ jsou mnoZiny A; méfitelné.
2. Kazda nezaporna mertitelnd funkce je limitou rostouci posloupnosti jednoduchych
funkci.
3. Kazda méfritelna funkce je limitou posloupnosti jednoduchych jednoduchych funkci.

\
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POZOROVANI.

e Soucet, soucin, podil, maximum a minimum meéfitelnych funkei jsou opét méritelné
funkce.

e Je-li { f,,} posloupnost méfitelnych funkci, jsou i sup f,, inf f,,, limsup f,, liminf f,
(atedy i lim f,,, existuje-li) mefitelné funkce.

\/

Jednoduchd funkce je funkce, jejiz obor hodnot je konecna mnozina. Je to tedy linearni
kombinace konecné¢ mnoha charakteristickych funkci a miiZe se znacit jako konecny
soucet > a;x A;» kde x4 je charakteristickd funkce mnoZziny A, tj. m4 hodnotu 1 na A a
0 jinde.

POZOROVANL.
1. Jednoducha funkce ) | a;x 4, je méfitelnd prave kdyZ jsou mnoZiny A; méfitelné.
2. Kazda nezaporna mertitelnd funkce je limitou rostouci posloupnosti jednoduchych
funkci.
3. Kazda méfritelna funkce je limitou posloupnosti jednoduchych jednoduchych funkci.

\

Pro diikaz druhého tvrzeni rozdélte v n-tém kroku obor hodnot |0, co) na malé inter-
valky v [0, n] a na interval [n, co), vezméte charakteristické funkce vzori té€chto intervalt
a jejich vhodné linearni kombinace. V diikazu tietiho tvrzeni vyuZijte vztah f = f,. — f_.

=)
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Integral




Integral
\

V této Casti budou opét zkoumana jen méfitelna zobrazeni (X, S, ) — (R, M, \),
kde M je soustava vSech lebesgueovsky méfitelnych mnozin a A je Lebesgueova mira.
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Integral
\

V této Casti budou opét zkoumana jen méfitelna zobrazeni (X, S, ) — (R, M, \),
kde M je soustava vSech lebesgueovsky méfitelnych mnozin a A je Lebesgueova mira.

\

Navic se bude predpokladat, Ze vSechny pouzivané miry jsou o-konec¢né.

\
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\

V této Casti budou opét zkoumana jen méfitelna zobrazeni (X, S, ) — (R, M, \),
kde M je soustava vSech lebesgueovsky méfitelnych mnozin a A je Lebesgueova mira.

\

Navic se bude predpokladat, Ze vSechny pouzivané miry jsou o-konecné.

\

Integral

Nasledujici definice sou-
hlasi s integraci redlnych
funkci na intervalech.
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DEFINICE. Pro jednoduchou funkci f = ) a;x 4, se definuje jeji integral vztahem

/f dp = ZO@'M(AD -




DEFINICE. Pro jednoduchou funkci f = ) a4, se definuje jeji integrdl vztahem

/f dp = ZO@;M(A

\

Snadno se ukdze, Ze definice nezavisi na volbé vyjadreni jednoduché funkce, Ze inte-

gral je na Jednoduchych funkcich linearni a zachovava nerovnosti.

=
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Pro obecnéjsi funkce se pouzije jejich vyjadieni pomoci jednoduchych funkci:

\




Pro obecnéjsi funkce se pouzije jejich vyjadieni pomoci jednoduchych funkci:

\

DEFINICE.
1. Necht’ f je méfitelnd nezapornd funkce. Pak se definuje jeji integral rovnosti

/f dp = sup { /g du; g < f je jednoducha funkce} :

2. Necht’ f je méfitelnd funkce. Pak se definuje jeji integral rovnosti

[ran=[foan= [ 1 an

3.Je-lia € § a f je méfitelna funkce. Pak se definuje jeji integrdl na mnoZiné A

/Afdu/fodu-

rovnosti
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Pro obecnéjsi funkce se pouzije jejich vyjadieni pomoci jednoduchych funkci:

\

DEFINICE.
1. Necht’ f je méfitelnd nezapornd funkce. Pak se definuje jeji integral rovnosti

/f dp = sup { /g du; g < f je jednoducha funkce} :

2. Necht’ f je méfitelnd funkce. Pak se definuje jeji integral rovnosti

[ran=[foan= [ 1 an

3.Je-lia € § a f je méfitelna funkce. Pak se definuje jeji integrdl na mnoZiné A

/Afdu/fodu-

Pokud je [ f du kone¢ny, nazyvé se f integrovatelnd a fikd

rovnosti

\/

verguje.

se, Ze integrdl z f kon-
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Integrdl ma obvyklé vlast-

nosti, kter€ se snadno do-
kazi:
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Integrdl ma obvyklé vlast-

nosti, kter€ se snadno do-
kazi:

\

POZOROVANL
1. Integral je linearni.
2. Integral zachovava nerovnosti mezi funkcemi.

3. [, f dukonverguje pokud je 14(A) kone¢nd a f omezend méfitelnd.

4. ‘fAf dﬂ‘ < [y |£] dp.

5. [, f dukonverguje pravé kdyz [, | f| du konverguje.

6. [, f du = 0 pokud je pu(A) = 0.

7. Je-li { f,,} monoténni posloupnost méfitelnych funkef, je [lim f, du = lim [ f, dp.

\/
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Integrdl ma obvyklé vlast-

nosti, kter€ se snadno do-
kazi:

\

POZOROVANL
1. Integral je linearni.
2. Integral zachovava nerovnosti mezi funkcemi.

3. [, f du konverguje pokud je 11(A) kone¢nd a f omezend méfitelna.

4. ‘fAf dﬂ“ < [y |£] dp.

5. [, f du konverguje pravé kdyz [, | f| du konverguje.

6. [, f du = 0 pokud je pu(A) = 0.

7. Je-li { f,,} monoténni posloupnost méfitelnych funkef, je [lim f, du = lim [ f, dp.

\/

Jestlize (X, S, u) = (R, M, \), pak pravé zkonstruovany integral je totozny s diive
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popsanym (L)-integrdlem.




Na zacétku této kapitoly byla mira popisovana jako integral z charakteristickych funkci.

\




Na zacatku této kapitoly byla mira popisovana jako integral z charakteristickych funkci.

\

Je ziejmé, ze pro A € Sje p(A) = [ xa dp = [, 1 dp.

\
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Na zacatku této kapitoly byla mira popisovana jako integral z charakteristickych funkci.

\
Je ziejmé, ze pro A € Sje p(A) = [ xa dp = [, 1 dp.

\

Co kdyz se misto konstantni
funkce 1 vezme jina funkce?
Dostane se mira?

LEKCE30-MSR
algebra mnoZin
mira
aditivita
subaditivita
meéfitelny prostor
prostor s mirou
Uplny prostor
zuplnéni
submira
vnéjsi submira
meéfitelnd mnoZina
Carathéodoryho
roz§iteni
Lebesgueova mira
Mgéfitelné zobrazeni
jednoduchd funkce
integral
integrovatelna
funkce
Radon—
Nikodymova
véta
absolutné  spojita
mira
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Na zacatku této kapitoly byla mira popisovana jako integral z charakteristickych funkci.

\
Je ziejmé, ze pro A € Sje p(A) = [ xa dp = [, 1 dp.

\

Co kdyz se misto konstantni
funkce 1 vezme jina funkce?
Dostane se mira?

\/

Je zfeym€ nutné vzit nezapornou funkci.

\
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Na zacatku této kapitoly byla mira popisovana jako integral z charakteristickych funkci.

\
Je ziejmé, ze pro A € Sje p(A) = [ xa dp = [, 1 dp.

\

Co kdyz se misto konstantni
funkce 1 vezme jina funkce?
Dostane se mira?

\/

Je zfeym€ nutné vzit nezapornou funkci.

\

Diikaz nasledujiciho tvrzeni neni tézky.

\
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Na zacatku této kapitoly byla mira popisovana jako integral z charakteristickych funkci.

\
Je ziejmé, ze pro A € Sje p(A) = [ xa dp = [, 1 dp.

\
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Na zacatku této kapitoly byla mira popisovana jako integral z charakteristickych funkci.
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Je ziejmé, ze pro A € Sje p(A) = [ xa dp = [, 1 dp.
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Vztah mezi takto ziskanou mirou a ptivodni mirou vyjadiuje nasledujici véta.

\




Vztah mezi takto ziskanou mirou a ptivodni mirou vyjadiuje nasledujici véta.

VETA. Mira v na S lze vyjadfit jako v(A) = [ f dp pro n&jakou nezépornou pi-
méfitelnou funkci f pravé kdyz plati

A€ S, uA)=0=v(A)=0.




Vztah mezi takto ziskanou mirou a ptivodni mirou vyjadiuje ndsledujici véta.

VETA. Mira v na S lze vyjadfit jako vi(A) = / . J dp pro né€jakou nezépornou pi-
metitelnou funkcei f pravé kdyz plati

A€ S, ulA)

0= v(A)=0.

\/

Mira v na S s vlastnosti z predchozi véty se nazyva absolutné spojitda vzhledem k .
Predchozi véta se nazyva Radonova—Nikodymova véta a jeji dlikaz je sloZitéjsi.
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Poznadmky 4 :

Je mozné zkoumat 1 ,,redlné¢" funkce s hodnotami +oo. VétSinou se vSak pozaduje,
aby mira mnoZiny bodi, kde takové funkce nabyva navlastnich hodnot, byla nulova.
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Je mozné zkoumat 1 ,,redlné¢" funkce s hodnotami +oo. VétSinou se vSak pozaduje,
aby mira mnoZiny bodi, kde takova funkce nabyva navlastnich hodnot, byla nulova.

\

Stejné tak 1ze zkoumat funkce definované ,,skoro vSude", tj. vSude s vyjimkou nulové
mnoziny. At dodefinujete takovou funkci v chybéjicih bodech jakkoli, na méftitelnosti
zobrazeni ani na hodnoté integralu se nic nezméni. Mizete i zménit hodnoty funkce na
nulové mnoziné.

\
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mnoziny. At dodefinujete takovou funkci v chybéjicih bodech jakkoli, na métitelnosti
zobrazeni ani na hodnoté integralu se nic nezméni. MiiZete i zménit hodnoty funkce na
nulové mnozin€.

\

Véty Jegorova a Lusina, uvedené v Otdzkdch, 1ze vyslovit obecnéji. Podle predchozich
odstavcu lze brat funkce i s nevlastnimi hodnotami. Lusinovu vétu Ize dokdzat i pro
funkce na metrickych lokalné kompaktnich prostorech.

\
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Véty Jegorova a Lusina, uvedené v Otdzkdch, 1ze vyslovit obecnéji. Podle predchozich
odstavcu lze brat funkce i s nevlastnimi hodnotami. Lusinovu vétu Ize dokdzat i pro
funkce na metrickych lokalné kompaktnich prostorech.

\

Pokud je vhodné oznacit proménnou, podle které se integruje (napf. zavisi-li f na vice
proménnych), pise se napt. [ f(x,y) du(z).

\
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zobrazeni ani na hodnoté integralu se nic nezméni. MiiZete i zménit hodnoty funkce na
nulové mnozin€.

\

Véty Jegorova a Lusina, uvedené v Otdzkdch, 1ze vyslovit obecnéji. Podle predchozich
odstavcu lze brat funkce i s nevlastnimi hodnotami. Lusinovu vétu Ize dokdzat i pro
funkce na metrickych lokalné kompaktnich prostorech.

\

Pokud je vhodné oznacit proménnou, podle které se integruje (napf. zavisi-li f na vice
proménnych), pise se napt. [ f(x,y) du(z).

\

Integrace podle Lebesgueovy-Stieltjesovy miry pp se Casto znali [ f(x) dF(z).

\
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Poznamky 4 :

Je mozné zkoumat 1 ,,redlné" funkce s hodnotami +o0. VétSinou se vSak pozaduje,
aby mira mnoziny bodi, kde takova funkce nabyvéa navlastnich hodnot, byla nulova.

\

Stejné tak 1ze zkoumat funkce definované ,,skoro vSude", tj. vSude s vyjimkou nulové
mnoziny. At dodefinujete takovou funkci v chybéjicih bodech jakkoli, na métitelnosti
zobrazeni ani na hodnoté integralu se nic nezméni. MiiZete i zménit hodnoty funkce na
nulové mnozin€.

\

Véty Jegorova a Lusina, uvedené v Otdzkdch, 1ze vyslovit obecnéji. Podle predchozich
odstavcu lze brat funkce i s nevlastnimi hodnotami. Lusinovu vétu Ize dokdzat i pro
funkce na metrickych lokalné kompaktnich prostorech.

\

Pokud je vhodné oznacit proménnou, podle které se integruje (napt. zavisi-li f na vice
proménnych), pise se napt. [ f(x,y) du(z).

\

Integrace podle Lebesgueovy-Stieltjesovy miry pp se Casto znali [ f(x) dF(z).

\

Lebesguetiv integral je zobecnénim Riemannova integralu, tj, ma-li funkce f na kom-
paktnim intervalu Riemanntv integral, ma i Lebesguetiv integrél a oba integraly se rov-
naji. (Zkuste to dokazat.)
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Konec pozndmek 4.




Priklady 4 :

1. Spojité zobrazeni mezi metrickymi prostory je borelovské.




2. Monotonni redlnd funkce na R je borelovsky meéfitelna.




3. Integrace na N vzhledem k &itaci mife u je totéZ jako s&itani fad, tj. [ f du =
>, f(n). (odtud plynou zndimé podobnosti napt. mezi konvergenci integralu a fad.)

Konec prikladu 4.




Otazky 4 :

1. UkaZte, Ze zobrazeni mezi metrickymi prostory je borelovsky méfitelné prave kdyz
vzory otevienych mnozin jsou borelovské.

-




2. Charakteristicka funkce mnoziny A je méfitelna pravé kdyZ A je méftitelna.




3. Najdéte priklad dvou redlnych lebesgueovsky meéftitelnych funkci, jejichz slozeni
neni lebesgueovsky méritelné.

—p




4. Najdéte priklad prosté realné lebesgueovsky méritelné funkce, jejiz inverzni zobra-
zeni neni lebesgueovsky méritelné.

—p




5. Véta Jegorova. Necht’ na prostoru s mirou (X, S, ), kde u(X) < oo, konverguji
meéfitelné redlné funkce f,, bodové k funkci f. Pak pro kazdé ¢ > 0 existuje A € S s
mirou j(A) < ¢ tak, ze konvergence je stejnomérnd na X \ A.

\




5. Véta Jegorova. Necht’ na prostoru s mirou (X, S, ), kde u(X) < oo, konverguji
meéfitelné redlné funkce f,, bodové k funkci f. Pak pro kazdé ¢ > 0 existuje A € S s
mirou j(A) < ¢ tak, ze konvergence je stejnomérnd na X \ A.

\

Névod: Polozte A" = {z; | fr(x) — f(x)| < 1/m pro kazdé k > n}. Pak pro kazdé m
je { A"}, rostouci posloupnost mnozin z S pokryvajici X, takZe existuje n,, s vlastnosti
X\ AN ) <e/2" pak A = J,,(X \ A} ) je hledand mnoZina.

=




6. Véta Lusinova. Necht' f je lebesgueovsky méritelnd redlnd funkce na omezeném
intervalu J C R. Pak pro kazdé ¢ > 0 existuje existuje A € S s mirou pu(A) < ¢ tak, ze
zizeni f na J \ A je spojité. (Plati opak?)

\




6. Véta Lusinova. Necht' f je lebesgueovsky méritelnd redlnd funkce na omezeném
intervalu J C R. Pak pro kazdé ¢ > 0 existuje existuje A € S s mirou pu(A) < ¢ tak, ze
zizeni f na J \ A je spojité. (Plati opak?)

\

Névod: PouZijte Jegorovovu vétu na posloupnost jednoduchych funkci konvergujici k

f.
=)




7. DokaZte, podobnym zptisobem jako v obdobné vété v kapitole o zdvislosti integralu
na parametru, Lebesgueovu vétu o konvergenci:

\




7. DokaZte, podobnym zptisobem jako v obdobné vété v kapitole o zdvislosti integralu
na parametru, Lebesgueovu vétu o konvergenci:

\

Necht’ { f..} je posloupnost méritelnych funkci (na o-konecném prostoru) konvergujici
skoro vSude k f. JestliZe existuje integrovatelnd funkce g tak, Ze |f,(x)| < g(x) skoro

viude, pak lim,, [ f, du= [ f du.

Konec otazek 4.




Cviceni 4 :

Priklad. Necht' 90t je systém podmnoZin £ intervalu [0, 1], pro nez je E bud’'to spo-
¢etnd nebo kospocetnd. Dokazte, Ze funkce g(z) = x pro x € [0, 1| neni méfitelna.

\




CviCeni 4 :
Priklad. Necht' 90t je systém podmnoZin £ intervalu [0, 1], pro nez je E bud’'to spo-
¢etnd nebo kospocetnd. Dokazte, Ze funkce g(z) = x pro x € [0, 1| neni méfitelna.

‘

ResSeni. Méli bychom zacit s ovéfenim, ze )1 je o-algebra.

\




Cviceni 4 :

Priklad. Necht' 90t je systém podmnoZin £ intervalu [0, 1], pro nez je E bud’'to spo-
¢etnd nebo kospocetnd. Dokazte, Ze funkce g(z) = x pro x € [0, 1| neni méfitelna.

‘

ResSeni. Méli bychom zacit s ovéfenim, ze )1 je o-algebra.

\

To jsme ale ukazali ve CviCeni 1.

\




Cviceni 4 :

Priklad. Necht' 90t je systém podmnoZin £ intervalu [0, 1], pro nez je E bud’'to spo-
¢etnd nebo kospocetnd. Dokazte, Ze funkce g(z) = x pro x € [0, 1| neni méfitelna.

‘

ResSeni. Méli bychom zacit s ovéfenim, ze )1 je o-algebra.

\

To jsme ale ukazali ve CviCeni 1.

\

Chceme-li dokazat neméfitelnost funkce g, musime podle definice najit Lebesgueov-
sky méfitelnou mnozinu A C [0, 1] tak, aby g~ '(A) & 9.

\




Cviceni 4 :

Priklad. Necht' 90t je systém podmnoZin £ intervalu [0, 1], pro nez je E bud’'to spo-
¢etnd nebo kospocetnd. Dokazte, Ze funkce g(z) = x pro x € [0, 1| neni méfitelna.

‘

ResSeni. Méli bychom zacit s ovéfenim, ze )1 je o-algebra.

\

To jsme ale ukazali ve CviCeni 1.

\

Chceme-li dokazat neméfitelnost funkce g, musime podle definice najit Lebesgueov-
sky méfitelnou mnozinu A C [0, 1] tak, aby g~ '(A) & 9.

\

Jinymi slovy, aby g~ !(A) nebyla spoetna ani kospo&etna.

\




Cviceni 4 :

Ptiklad. Necht' 901 je systém podmnozin FE intervalu [0, 1], pro neZ je F bud’to spo-
¢etna nebo kospocetnd. Dokazte, ze funkce g(x) = = pro x € [0, 1] neni méfitelna.

\

Reseni. Méli bychom zacit s ovérenim, Ze ) je o-algebra.

\

To jsme ale ukazali ve CviCeni 1.

\

Chceme-li dokazat neméfitelnost funkce g, musime podle definice najit Lebesgueov-
sky méfitelnou mnoZzinu A C [0, 1] tak, aby g~ '(A) & 9.

\

Jinymi slovy, aby g~ !(A) nebyla spoetna ani kospo&etna.

\

T.j. mymi slovy.
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\

Protoze funkce g je identita, 1ze volit naptiklad

1




\

Protoze funkce g je identita, 1ze volit naptiklad

1
1

= (03), DI W= U5

a vidime, Ze ani jedna z t€chto mnozin neni spocetna.

\

Pak




\

Protoze funkce g je identita, 1ze volit naptiklad

1

\
Pak . :
= (03), DI W= U5
a vidime, Ze ani jedna z t€chto mnozin neni spocetna.
\

Dokazali jsme, Ze funkce g neni méfritelna.

\




\

Protoze funkce g je identita, 1ze volit napriklad

A= (o)
2
 /
Pak ' .
W= (03), DN ={}U |51,

a vidime, Ze ani jedna z téchto mnoZzin neni spocetna.

\

Dokazali jsme, ze funkce g neni méritelna.

\

Mira nebyla dina. BTW,
mira neni Miroslava.
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Konec cvicCeni 4.







STANDARDY z kapitoly

TEORIE MIRY
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Algebra mnozin




Algebra mnozin

\

DEFINICE. Necht X je neprdzdnd mnoZzina. Soustava & podmnozin X se nazyva
algebra, jestlize S je uzaviend na kone¢nd sjednoceni, dopliikky a obsahuje ().

\

LEKCE30-MSR
algebra mnoZin
mira
aditivita
subaditivita
meéfitelny prostor
prostor s mirou
uplny prostor
zuplnéni
submira
vnéjsi submira
meéfitelnd mnoZina
Carathéodoryho
roz§iteni
Lebesgueova mira
Mgéfitelné zobrazeni
jednoduchd funkce
integral
integrovatelna
funkce
Radon—
Nikodymova
véta
absolutné  spojita
mira
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Algebra mnozin

\

DEFINICE. Necht X je neprdzdnd mnoZzina. Soustava & podmnozin X se nazyva
algebra, jestlize S je uzaviend na kone¢nd sjednoceni, dopliikky a obsahuje ().

\

Algebra se nazyva o-algebra, jestliZe je uzaviena na spocetna sjednoceni.

\/
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Algebra mnozin

\

DEFINICE. Necht X je neprdzdnd mnoZzina. Soustava & podmnozin X se nazyva
algebra, jestlize S je uzaviend na kone¢nd sjednoceni, dopliikky a obsahuje ().

\

Algebra se nazyva o-algebra, jestliZe je uzaviena na spocetna sjednoceni.

\/

POZOROVANI.

1. Kazd4 algebra (resp. o-algebra) je uzaviend i na konecné (resp. spocetné) pruniky a
obsahuje X.

2. Prlinik algeber (resp. o-algeber) v X je opét algebra (resp. o-algebra).

3. Pro kazdy systém podmnozin X existuje nejmensi algebra (resp. o-algebra), ktera
tento systém obsahuje.
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Mira




\

DEFINICE. Mira na o-algebfe S je zobrazeni i : S — |0, oo] majici vlastnosti

1. p(0) = 0;

2. u( U An) = X p(A,), jakmile { A, } je posloupnost navzdjem disjunktnich mnoZin
n=1 n=1

ZS.:

\/

Mira
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Mira

¥
DEFINICE. Mira na o-algebfe S je zobrazeni i : S — |0, oo] majici vlastnosti

1. p(0) = 0;
(©.9) (©.9)
2. u( U An) = X p(A,), jakmile { A, } je posloupnost navzdjem disjunktnich mnoZin e
n=1 n=1 mira
Z S tslgli)t;\(llii?iivita

meéfitelny prostor
prostor s mirou
uplny prostor
‘ zuplnéni
. . P .. submira
Posledni vlastnost miry se nazyva o-aditivita. vn&jsf submira
meéfitelnd mnoZina
Carathéodoryho
roz§iteni
# Lebesgueova mira
Mgéfitelné zobrazeni
jednoduchd funkce
integral
integrovatelna
funkce
Radon—
Nikodymova
véta
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POZOROVANI.
l.Je-li A, BeSaAC B,jeu(A) < u(B).

2. Je-li {A,} posloupnost z S, je u( U 4,) < > pu(Ay)
n=1 n=1

3. Je-li { A, } rostouci posloupnost z S, je o |J A4,) = lim pu(A,).
n=1 n

4. Je-li {A,} Klesajici posloupnost z S a p(A4;) < oo, je pu( ) An) = lim u(A,).
n=1 n

\
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POZOROVANI.
l.Je-li A, BeSaAC B,jeu(A) < u(B).

2. Je-li {A,} posloupnost z S, je u( U 4,) < > pu(Ay)
n=1 n=1

3. Je-li { A, } rostouci posloupnost z S, je o |J A4,) = lim pu(A,).
n=1 n

4. Je-li {A,} Klesajici posloupnost z S a p(A4;) < oo, je pu( ) An) = lim u(A,).
n=1 n

\/

Druha uvedend vlastnost se nazyva o-subaditivita, obé posledni vlastnosti vyjadiuji

jistou spojitost miry.

=)
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Trojice (X, S, i), kde S je o-algebrana X a p je mirana S, se nazyva prostor s mirou
(dvojice (X, S) se obvykle nazyva méfitelny prostor).

\




Trojice (X, S, 1), kde S je o-algebrana X a y je mira na S, se nazyva prostor s mirou
(dvojice (X, S) se obvykle nazyvad méfitelny prostor).

\/

Tento prostor s mirou (nebo mira samotna) se nazyva pravdépodobnostni, pokud je
p(X) =1

-

LEKCE30-MSR
algebra mnoZin
mira
aditivita
subaditivita
méfitelny prostor
prostor s mirou
uplny prostor
zuplnéni
submira
vnéjsi submira
méfitelnd mnoZina
Carathéodoryho
roz§iteni
Lebesgueova mira
Mgéfitelné zobrazeni
jednoducha funkce
integral
integrovatelnd
funkce
Radon-
Nikodymova
véta
absolutné  spojita
mira
STANDARDY
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Prostor s mirou (X, S, 1) se nazyva tplny, pokud plati
ACBeS, u(B)=0,pakAcS.




Prostor s mirou (X, S, 1) se nazyva tplny, pokud plati
ACBeS, u(B)=0,pakAcS.

\

VETA. Pro prostor s mirou (X,S, ) seoznali S = {AUN; A€ S,N C B, ju(B) = 0}
apro P = AU N z definice S se definuje i(P) = u(A). Pak S je o-algebra obsahujici
S a i je uplnd mira na S, ktera rozsiruje /.

\




Prostor s mirou (X, S, 1) se nazyva tplny, pokud plati
ACBeS, u(B)=0,pakAcS.

\

VETA. Pro prostor s mirou (X,S, ) seoznali S = {AUN; A€ S,N C B, ju(B) = 0}
apro P = AU N z definice S se definuje i(P) = u(A). Pak S je o-algebra obsahujici
S a i je uplnd mira na S, ktera rozsiruje /.

‘ I

Prostor s mirou (X, S, 1) se nazyva ziiplnénim prostoru (X, S, 1).

\




Prostor s mirou (X, S, 1) se nazyva tplny, pokud plati
ACBeS, uB)=0,pakAeS.

\

VETA. Pro prostor s mirou (X, S, ) seoznati S = {AUN; A e S,N C B, u(B) = 0}
apro P = AU N z definice S se definuje i(P) = u(A). Pak S je o-algebra obsahujici
S a [t je uplnd mira na S, kterd rozsitruje L.

\
Prostor s mirou (X, S, i) se nazyva ziiplnénim prostoru (X, S, ).

\

POZOROVANI. Je-li (X,
S, kterd rozsifuje u, pak [

) zaiplnéni méfitelného prostoru (X, S, 1) a i je mira na

= >
1%

=)
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Priklad. Ukazte (pro libovolnou neprazdnou X), Ze nasledujici funkce definované na
vSech podmnozinach X, jsou mirami:

\




Priklad. Ukazte (pro libovolnou neprazdnou X), Ze nasledujici funkce definované na
vSech podmnozinach X, jsou mirami:

\/

1. u(A) = 0 pro vSechna A C X;

\/
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Priklad. Ukazte (pro libovolnou neprazdnou X), Ze nasledujici funkce definované na

vSech podmnozinach X, jsou mirami:

\/
1. u(A) = 0 pro vSechna A C X;

\/

2. Funkce rovna 0 na () a nekone¢nu na neprazdnych mnoZinéch.

\
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Priklad. Ukazte (pro libovolnou neprazdnou X), Ze nasledujici funkce definované na
vSech podmnozinach X, jsou mirami:

\/
1. u(A) = 0 pro vSechna A C X;

\/

2. Funkce rovna 0 na () a nekone¢nu na neprazdnych mnoZinéch.

\

3. Funkce, pfifazujici podmnoZin€ X pocet jejich prvki (nekonecno, je-li podmnozina
nekonecnd). (Tato mira je obzvlasté dllezitd na N a nazyva se citaci nebo aritmetickd
mira.)

\
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Priklad. Ukazte (pro libovolnou neprazdnou X), Ze nasledujici funkce definované na
vSech podmnozinach X, jsou mirami:

\/
1. u(A) = 0 pro vSechna A C X;

\/

2. Funkce rovna 0 na () a nekone¢nu na neprazdnych mnoZinéch.

\

3. Funkce, pfifazujici podmnoZin€ X pocet jejich prvki (nekonecno, je-li podmnozina
nekonecnd). (Tato mira je obzvlasté dllezitd na N a nazyva se citaci nebo aritmetickd
mira.)

\

4. Funkce, kterd ma hodnotu 1 na mnozinach obsahujici predem dany bod a 0 jinde
(Diracova mira).

—p
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Pokud vezmeme funkci ;4 délku intervalii, Aproximaci vznikne mira na otevienych a
uzavienych mnozinach, nasledné na borelovskych mnozinach (nejmensi o-algebra ob-
sahujici oteviené mnoZziny) v R . Zaplnéni této miry se nazyva Lebesgueova mira.

\
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Pokud vezmeme funkci ;4 délku intervalii, Aproximaci vznikne mira na otevienych a
uzavienych mnozinach, nasledné na borelovskych mnozinach (nejmensi o-algebra ob-
sahujici oteviené mnoZziny) v R . Zaplnéni této miry se nazyva Lebesgueova mira.

\

Tento postup Ize zobecnit nasledovné. Necht' F' je spojita neklesajici funkce na R.
Pak se pro interval A = (a, b) definuje pup(A) = F(b) — F(a). Zaplnéni vzniklé miry na
borelovskych mnoZinach se nazyva Lebesgueova—Stieltjesova mira. (Lze brét funkce jen
zprava spojité, ale pak se musi startovat s intervaly typu (a, b] — takto 1ze ziskat Diracovu
miru). Funkce F' byva tzv. distribuCni funkce jisté pravdépodobnosti.

\
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Pokud vezmeme funkci ;4 délku intervalii, Aproximaci vznikne mira na otevienych a
uzavienych mnozinach, nasledné na borelovskych mnozinach (nejmensi o-algebra ob-
sahujici oteviené mnoZziny) v R . Zaplnéni této miry se nazyva Lebesgueova mira.

\

Tento postup Ize zobecnit nasledovné. Necht' F' je spojita neklesajici funkce na R.
Pak se pro interval A = (a, b) definuje pup(A) = F(b) — F(a). Zaplnéni vzniklé miry na
borelovskych mnoZinach se nazyva Lebesgueova—Stieltjesova mira. (Lze brét funkce jen
zprava spojité, ale pak se musi startovat s intervaly typu (a, b] — takto 1ze ziskat Diracovu
miru). Funkce F' byva tzv. distribuCni funkce jisté pravdépodobnosti.

\

Priklad. Jaka funkce F' (zprava spojitd) vytvari Diracovu miru umisténou v bodé a &
R?

-
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Soustava borelovskych mnozin na R m4 mohutnost 2, tj. stejnou jako je mohutnost
R. (Uvédomte si, Ze kazdy otevieny interval je sjednocenim spocetné mnoha intervala s
racionalnimi konci).

\
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Soustava borelovskych mnozin na R m4 mohutnost 2, tj. stejnou jako je mohutnost
R. (Uvédomte si, Ze kazdy otevieny interval je sjednocenim spocetné mnoha intervala s
racionalnimi konci).

\

Odtud vyplyva, Ze soustava borelovskych mnoZin na R neni uplnéd vzhledem k Lebes-
gueove mite A, protoZze A(C') = 0 pro Cantorovu mnoZinu (ukazte to) a ta ma mohutnost

2+ Mohutnost soustavy v$ech jejich podmnoZin ma proto mohutnost 22 a tedy véts{ nez
2%,

—
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Priklad. Necht' X je nespocetnd mnozina. Oznacme 901 systém vSech spocetnych a
kospocetnych podmnoZzin X . Definujme mnozinovou funkci p : 9T — {0, 1} takto

u(E) =0,
pokud E je spocetna a
u(E) =1,
pokud F je kospocetnd. Dokazte, Ze ) je o-algebra a p je mira.
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Reseni. Nejprve dokazme, Ze 9t je o-algebra.

\




Nejprve dokazme, Ze ) je o-algebra.

\/

Podle definice mame ovérit, ze
1) 90t obsahuje prazdnou mnoZinu: to je pravda, nebot’ () povaZzujeme za spocetnou.

\
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Nejprve dokazme, Ze ) je o-algebra.

\/

Podle definice mame ovérit, ze
1) 90t obsahuje prazdnou mnoZinu: to je pravda, nebot’ () povaZzujeme za spocetnou.

\

2) 91 je uzaviena na dopliky: to je také pravda, protoze pro A spocetnou je A° kospo-
cetnd a pro A kospocetnou je A spocetna.

\
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Nejprve dokazme, Ze ) je o-algebra.

\/

Podle definice mame ovérit, ze
1) 90t obsahuje prazdnou mnoZinu: to je pravda, nebot’ () povaZzujeme za spocetnou.

\

2) 91 je uzaviena na dopliky: to je také pravda, protoze pro A spocetnou je A° kospo-
cetnd a pro A kospocetnou je A spocetna.

\

A, €M n=12,...

implikuje [ J A, € 991 : pokud jsou vSechny A, spocetné,

staci si vzpomenout, Ze spocetné sjednoceni spocetnych mnozin je mnozina spocetna.

Pokud je aspori jedna z mnoZin A, kospocetnd, pak je zfejmé i sjednoceni kospocetnd

mnozina.

—p
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Zbyva ukazat, ze p je mira.

\




Zbyva ukazat, ze p je mira.

\

Ovérme tedy, Ze plati

\




Zbyva ukazat, ze p je mira.

\

Ovérme tedy, Ze plati

\

1) (@) = 0 : to je jasné (fekli jsme, Ze prazdnd mnoZina je spocetnd).

\




Zbyva ukazat, ze p je mira.

\

Ovérme tedy, Ze plati

\

1) (@) = 0 : to je jasné (Fekli jsme, Ze prazdnd mnoZzina je spocetna).

\

2) spocetna aditivita: zde staci odkazat na bod 3) a definici p.
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Submira




Submira

\

DEFINICE. Submira na mnoziné X je zobrazeni v : S — |0, co| majici vlastnosti
1. v(0) = 0;
2.v(A) <v(B)pro AC B C X,
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3. y< U An) < 3" u(A,), jakmile {A,} je posloupnost podmnozin X. s
nzl nzl subaditvita
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VETA. Pro miru 1 na o-algebfe S na X je nasledujici funkce p* submira:
p*(P)=inf{u(A);AeS,PCA}.




VETA. Pro miru 4 na o-algebfe S na X je nasledujici funkce p* submira:
p'(P)=inf{u(A);Ae S, PCA}.

4

Dukaz. Jediné diikaz subaditivity mize byt méné snadny. Necht P = |J P, a¢ > 0.
Pro kazdé n se najde A,, € Stak, ze P, C A, a u(A4,) < pu*(P,)+¢/2". Potom

pr(P) < pll An) €D n(An) <) pi(Pa) +e,

coz dokazuje subaditivitu ™. &

\
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VETA. Pro miru 4 na o-algebfe S na X je nasledujici funkce p* submira:
p'(P)=inf{u(A);Ae S, PCA}.

4

Dukaz. Jediné diikaz subaditivity mize byt méné snadny. Necht P = |J P, a¢ > 0.

Pro kazdé n se najde A, € Stak, ze P, C A, a u(A,) < p*(P,) + ¢/2". Potom
i (P) < ullJ 4 < 3 (A < Y (B +e.

coz dokazuje subaditivitu ™.

\

Uvedend submira je u* generovand mirou 11 a nazyva se vncjsi submira miry p.

=)
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DEFINICE. Necht v je submira na X. PodmnoZina A C X se nazyva v-méfritelna,
pokud pro libovolné P C X plati

v(P)=v(PNA)+v(P\A).




DEFINICE. Necht v je submira na X. PodmnoZina A C X se nazyva v-méfritelna,
pokud pro libovolné P C X plati

v(P)=v(PNA)+v(P\A).

\
VETA. Necht v je submira na X.

e Systém M vSech v-méfitelnych mnoZin je o-algebra na X a zizZeni 7 submiry v na
M je uplna mira.

e Je-li submira v generovand mirou y definovanou na S, pak § C M a ziZeni v na S
je rovno .

\




DEFINICE. Necht v je submira na X. Podmnozina A C X se nazyva v-méfitelna,
pokud pro libovolné P C X plati

v(P)=v(PNA+v(P\A).

\
VETA. Necht v je submira na X.

e Systém M vSech v-méfitelnych mnoZin je o-algebra na X a zdZeni 77 submiry v na
M je uplna mira.

e Je-li submira v generovana mirou ;4 definovanou na S, pak S C M a ziZeni v na S
je rovno /.

\
Je-li (X, M, V) vytvofeno z vn&j§i submiry p* miry p, znali se jako (X, S, 71) a nazyva
se Carathéodoryho rozsifeni prostoru s mirou (X, S, ).

=)
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o-kone¢nd mira je mira, pro kterou plati, ze X = | J X,,, kde u(X,) < oo pro kazdé

n=1
n.

\




o-kone¢nd mira je mira, pro kterou plati, ze X = | J X,,, kde u(X,) < oo pro kazdé

n.

\

POZOROVANIL. Je-li (X, S, 7i) Carathéodoryho roziifeni o-kone¢ného prostoru (X, S, /1)

a (1 je mira na M, kterd rozSituje u, pak p = 1.

\
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o-kone¢nd mira je mira, pro kterou plati, ze X = | J X,,, kde u(X,) < oo pro kazdé

n=1
n.

\

POZOROVANIL. Je-li (X, S, 7i) Carathéodoryho roziifeni o-kone¢ného prostoru (X, S, /1)

a [t je mira na M, ktera rozsituje u, pak i = .

\

VETA. Carathéodoryho rozsifeni o-konecného prostoru je jeho zuplnéni.
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Priklad. Je-li F' Cantorova funkce (tzv. d’dbelské schodist€) na [0, 1], jakou ma hodnotu
1 na Cantorové mnozin€? [1]. A jakou m4 hodnotu Lebesgueova mira na Cantoroveé

mnoziné?[0].

=
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Priklad. Na mnoziné R méjme algebru A generovanou systémem vsSech intervald.
Definujme mnoZinovou funkci i : A — {0, 1} takto

p(A) =1,
pokud A obsahuje pravé prstencové okoli nuly a

M(A) =0,
jinak. DokaZte, Ze i je aditivni, ale neni spocetné aditivni.

\
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Priklad. Na mnoziné R méjme algebru A generovanou systémem vsSech intervald.

Definujme mnoZinovou funkci i : A — {0, 1} takto

p(A) =1,
pokud A obsahuje pravé prstencové okoli nuly a
u(A) =0,

jinak. DokaZte, Ze i je aditivni, ale neni spocetné aditivni.

\

Pro dikaz aditivity uvazujme disjunktni mnoziny M, N € A.
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Priklad. Na mnoziné R méjme algebru A generovanou systémem vsSech intervald.
Definujme mnoZinovou funkci i : A — {0, 1} takto

p(A) =1,
pokud A obsahuje pravé prstencové okoli nuly a
u(A) =0,

jinak. DokaZte, Ze i je aditivni, ale neni spocetné aditivni.

\

Pro dikaz aditivity uvazujme disjunktni mnoziny M, N € A.

\/

Neobsahuje-li Zddna z nich pravé prstencové okoli nuly, neobsahuje ani M U N pravé
prstencové okoli nuly.

\/
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Priklad. Na mnoziné R méjme algebru A generovanou systémem vsSech intervald.
Definujme mnoZinovou funkci i : A — {0, 1} takto

p(A) =1,
pokud A obsahuje pravé prstencové okoli nuly a
u(A) =0,

jinak. DokaZte, Ze i je aditivni, ale neni spocetné aditivni.

\

Pro dikaz aditivity uvazujme disjunktni mnoziny M, N € A.

\/

Neobsahuje-li Zddna z nich pravé prstencové okoli nuly, neobsahuje ani M U N pravé
prstencové okoli nuly.

\/
Tedy (M) =0, u(N) =0, u(M U N) = 0, a proto

p(M) + u(N) = p(M U N).
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Priklad. Na mnoziné R méjme algebru A generovanou systémem vsSech intervald.
Definujme mnoZinovou funkci i : A — {0, 1} takto

p(A) =1,
pokud A obsahuje pravé prstencové okoli nuly a
u(A) =0,

jinak. DokaZte, Ze i je aditivni, ale neni spocetné aditivni.

\

Pro dikaz aditivity uvazujme disjunktni mnoziny M, N € A.

\/

Neobsahuje-li Zddna z nich pravé prstencové okoli nuly, neobsahuje ani M U N pravé
prstencové okoli nuly.

\/
Tedy (M) =0, u(N) =0, u(M U N) = 0, a proto

p(M) + u(N) = p(M U N).

\

Obsahuje-li jedna z mnozin M, N pravé prstencové okoli nuly (necht’ je to M), pak 1
sjednoceni obsahuje pravé prstencové okoli nuly.

\
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Priklad. Na mnoziné R méjme algebru A generovanou systémem vsSech intervald.
Definujme mnoZinovou funkci i : A — {0, 1} takto

p(A) =1,
pokud A obsahuje pravé prstencové okoli nuly a
u(A) =0,

jinak. DokaZte, Ze i je aditivni, ale neni spocetné aditivni.

\

Pro dikaz aditivity uvazujme disjunktni mnoziny M, N € A.

\/

Neobsahuje-li Zddna z nich pravé prstencové okoli nuly, neobsahuje ani M U N pravé
prstencové okoli nuly.

\/
Tedy (M) =0, u(N) =0, u(M U N) = 0, a proto

p(M) + u(N) = p(M U N).

\

Obsahuje-li jedna z mnozin M, N pravé prstencové okoli nuly (necht’ je to M), pak 1
sjednoceni obsahuje pravé prstencové okoli nuly.

\

LEKCE30-MSR
algebra mnoZzin
mira
aditivita
subaditivita
meéfitelny prostor
prostor s mirou
Uplny prostor
zuplnéni
submira
vnéjsi submira
méfitelnd mnoZina
Carathéodoryho
rozsireni
Lebesgueova mira
Meéfitelné zobrazeni
jednoducha funkce
integral
integrovatelna
funkce
Radon—
Nikodymova
véta
absolutné  spojita
mira
STANDARDY
Pozndmky

Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



Tedy (M) =1, u(N) =0, u(M U N) = 1, a proto
p(M) + p(N) = (M U N).




Tedy u(M) =1, u(N) =0, u(M U N) = 1, a proto
u(M) + pu(N) = p(M U ).

\

Abychom ukézali, Ze funkce i neni spocetné aditivni, definujme mnoZziny

1

Ay =1|(-,2], =120 LEKCE30-MSR
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Tedy u(M) =1, u(N) =0, u(M U N) = 1, a proto
u(M) + pu(N) = p(M U ).

\

Abychom ukézali, Ze funkce i neni spocetné aditivni, definujme mnoZziny

1
A,=(=2), n=12....
n

Potom
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Tedy p(M) =1, u(N)

\

0, u(M U N) =1, a proto
p(M) + p(N) = p(M U N).

Abychom ukézali, Ze funkce i neni spocetné aditivni, definujme mnoZziny

Potom

\/

Jelikoz ale

a

dostavame

1

A,=(=2), n=12....
n

)

©1(0,2) =1

pl U An | > (4.
n=1 n=1

Funkce p tedy neni spocetné aditivni.
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Lebesgueova mira na R




Lebesgueova mira na R

V této casti bude X = R.

\




\

V této Casti bude X = R.

\

Definuyme mnozinovou funkci p tak, aby mira u intervalu byla jeho délka a mira bodu

byla 0.
\

Lebesgueova mira na R
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Lebesgueova mira na R

V této casti bude X = R.

\

Definuyme mnozinovou funkci p tak, aby mira u intervalu byla jeho délka a mira bodu
byla 0.

\

Systém vSech kone¢nych sjednoceni intervalti a kone¢nych mnoZzin je algebra S. Kazdé
takovéto sjednoceni Ize vyjadrit jako konecné sjednoceni disjunktnich intervala a ko-
neCné mnoziny.

\
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Lebesgueova mira na R

V této casti bude X = R.

\

Definuyme mnozinovou funkci p tak, aby mira u intervalu byla jeho délka a mira bodu
byla 0.

\

Systém vSech kone¢nych sjednoceni intervalti a kone¢nych mnoZzin je algebra S. Kazdé
takovéto sjednoceni Ize vyjadrit jako konecné sjednoceni disjunktnich intervala a ko-
neCné mnoziny.

\

Odtud plynou hodnoty 1 na S (soucet délek téchto disjunktnich intervali).
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Dals$im krokem je zjisténi hodnot i na o-algebtfe BB borelovskych mnoZin. Algebra BB
se konstruuje transfinitni indukci: k S se pridaji vSechna spocetna sjednoceni prvki S a
jejich dopliiky, k ziskanému systému se opét pridaji vSechna spocetna sjednoceni prvki
nového systému a jejich doplnky. Pokracuje se az do kroku wq, kde se postup zastavi.

\
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Dals$im krokem je zjisténi hodnot i na o-algebtfe BB borelovskych mnoZin. Algebra BB
se konstruuje transfinitni indukci: k S se pridaji vSechna spocetna sjednoceni prvki S a
jejich dopliiky, k ziskanému systému se opét pridaji vSechna spocetna sjednoceni prvki
nového systému a jejich doplnky. Pokracuje se az do kroku wq, kde se postup zastavi.

\

Je velmi snadné si uvédomit, Ze pridavana spocCetna sjednoceni mohou byt brana jako
spocetna sjednoceni disjunktnich mnoZin. Z toho vyplyva, Ze 1 ma hodnoty na mnoZzi-
nach z B opét jednoznacné€ dany. Tedy (podle predchozi Casti) je mé jednoznacné dény i
na zaplnéni (R, B, u).

\
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Dals$im krokem je zjisténi hodnot i na o-algebtfe BB borelovskych mnoZin. Algebra BB
se konstruuje transfinitni indukci: k S se pridaji vSechna spocetna sjednoceni prvki S a
jejich dopliiky, k ziskanému systému se opét pridaji vSechna spocetna sjednoceni prvki
nového systému a jejich doplnky. Pokracuje se az do kroku wq, kde se postup zastavi.

\

Je velmi snadné si uvédomit, Ze pridavana spocCetna sjednoceni mohou byt brana jako
spocetna sjednoceni disjunktnich mnoZin. Z toho vyplyva, Ze 1 ma hodnoty na mnoZzi-
nach z B opét jednoznacné€ dany. Tedy (podle predchozi Casti) je mé jednoznacné dény i
na zaplnéni (R, B, u).

\

Misto (R, B, ;1) budeme psit (R, M, \). Prvky M se nazyvaji lebesgueovsky méfi-
telné mnoZiny. Mira A na M se nazyva Lebesgueova mira.

=)
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VETA.
1. Lesgueova mira A je o-konecna.

2. Pro kazdou lebesgueovsky méritelnou mnozinu P a pro kazdé € > ( existuje ote-
viena mnozina G D P tak, ze \(G \ P) < ¢. Je-li navic P omezend, existuje kom-
paktni mnozina C' C P tak, ze A(P \ C) < e.

3. Existuje lebesgueovsky méfitelna mnozina, kterd neni borelovska.
4. Existuje podmnozina R, ktera neni lebesgueovsky méritelna.




Priklad. Jakou hodnotu ma A na mnoziné raciondlnich ¢isel a jakou na mnoziné iraci-
ondlnich Cisel (tfeba na intervalu [0, 1])?

\
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Priklad. Jakou hodnotu ma A na mnoziné raciondlnich ¢isel a jakou na mnoziné iraci-

ondlnich Cisel (tfeba na intervalu [0, 1])?

\

Priklad. Najdéte nespoCetnou mnozinu, kterd ma Lebesgueovu miru 0?
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Lebesgueovsky méritelné mnoziny s Lebesgueovou mirou tvofi zuaplnéni borelov-
skych mnozin, proto existuji pro kazdou lebesgueovsky méfitelnou mnozinu P bore-
lovské mnoziny A C P C B tak, ze A(A) = A\(B).

\
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Lebesgueovsky méritelné mnoziny s Lebesgueovou mirou tvofi zuaplnéni borelov-
skych mnozin, proto existuji pro kazdou lebesgueovsky méfitelnou mnozinu P bore-
lovské mnoziny A C P C B tak, ze A(A) = A\(B).

\

A lze sestrojit jako spocetné sjednoceni uzavienych mnozin (takovéto mnoiiny se na-
zyva]1 F mnozmy) a B jako prinik spocetného systému otevienych mnoZin (takovéto
mnoziny se nazyvaji Gs-mnoziny).

—
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Priklad. Sestrojte podmnozinu R, kterd neni lebesgueovsky méfitelna.

\




Priklad. Sestrojte podmnoZinu R, kterd neni lebesgueovsky méritelna.

\

Na R se definuje ekvivalence t ~ s vztahem ¢ — s je raciondlni. Vybereme
z kazdé¢ tfidy ekvivalence jeden prvek — tyto prvky tvofi nespoCetnou mnozinu P, ktera

neni méritelna.

-=p
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Meéritelna zobrazeni




Meéritelna zobrazeni

\

DEFINICE. Zobrazeni f : (X,S) — (Y, M) se nazyva méfitelné zobrazenti, jestlize
f~YM) € S pro kazdé M € M.

\
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Meéritelna zobrazeni

\

DEFINICE. Zobrazeni f : (X,S) — (Y, M) se nazyva méfitelné zobrazenti, jestlize
f~HM) € S prokazdé M € M.

\

Me¢fitelna zobrazeni tu nebudou studovana v plné obecnosti. Vzhledem k pouZiti se v
dalS$im textu vyklad zdZ{ na redlné méfitelné funkce, tj. méfitelna zobrazeni (X,S) —
(R, M), kde M je soustava vSech lebesgueovsky méfitelnych mnozin.

=
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POZOROVANI.

e Soucet, soucin, podil, maximum a minimum méfitelnych funkci jsou opét méritelné

funkce.

o Je-li { fn} posloupnost méritelnych funkci, jsou i sup f,,, inf f,,, limsup f,, liminf f,
(atedy i lim f,,, existuje-li) mefitelné funkce.
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Jednoduchd funkce je funkce, jejiz obor hodnot je koneCnd mnozina. Je to tedy linearni
kombinace konecné mnoha charakteristickych funkci a mize se znacit jako konecny
soucet » x4, kde x4 je charakteristickd funkce mnoZiny A, tj. ma hodnotu 1 na A a
0 jinde.

\
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Jednoduchd funkce je funkce, jejiz obor hodnot je koneCnd mnozina. Je to tedy linearni
kombinace konecné mnoha charakteristickych funkci a miiZze se znacit jako konecny
soucet » x4, kde x4 je charakteristickd funkce mnoZiny A, tj. ma hodnotu 1 na A a
0 jinde.

\/

POZOROVANL.
1. Jednoduchd funkce ) | a;x 4, je méfitelnd prave kdyZ jsou mnoZiny A; méfitelné.

2. Kazda nezaporna meritelnd funkce je limitou rostouci posloupnosti jednoduchych
funkci.

3. Kazda meéritelna funkce je limitou posloupnosti jednoduchych jednoduchych funkci.

\/
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Jednoduchd funkce je funkce, jejiz obor hodnot je koneCnd mnozina. Je to tedy linearni
kombinace konecné mnoha charakteristickych funkci a mize se znacit jako konecny
soucet » x4, kde x4 je charakteristickd funkce mnoZiny A, tj. ma hodnotu 1 na A a
0 jinde.

\

POZOROVANL.
1. Jednoduchd funkce ) | a;x 4, je méfitelnd prave kdyZ jsou mnoZiny A; méfitelné.

2. Kazda nezaporna meritelnd funkce je limitou rostouci posloupnosti jednoduchych
funkci.

3. Kazda méritelna funkce je limitou posloupnosti jednoduchych jednoduchych funkci.

\/

Pro diikaz druhého tvrzeni rozdé€lte v n-tém kroku obor hodnot [0, c0) na malé inter-
valky v [0, n] a na interval [n, co), vezméte charakteristické funkce vzord téchto intervalt
a jejich vhodné linearni kombinace. V diikazu tietiho tvrzeni vyuZijte vztah f = f, — f_.

—p
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Integral




Integral
\

V této Casti budou opét zkoumana jen méfitelna zobrazeni (X, S, ) — (R, M, \),
kde M je soustava vSech lebesgueovsky méfitelnych mnozin a A je Lebesgueova mira.

\
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Integral
\

V této Casti budou opét zkoumana jen méfitelna zobrazeni (X, S, ) — (R, M, \),
kde M je soustava vSech lebesgueovsky méfitelnych mnozin a A je Lebesgueova mira.

\

Navic se bude predpokladat, Ze vSechny pouzivané miry jsou o-konec¢né.

\
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Integral
\

V této Casti budou opét zkoumana jen méfitelna zobrazeni (X, S, ) — (R, M, \),
kde M je soustava vSech lebesgueovsky méfitelnych mnozin a A je Lebesgueova mira.

\

Navic se bude predpokladat, Ze vSechny pouzivané miry jsou o-konecné.

\
DEFINICE. Pro jednoduchou funkei f = ) a;x 4, se definuje jeji integral vztahem

/f dp =" aip(A;) .
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Pro obecnéjsi funkce se pouzije jejich vyjadieni pomoci jednoduchych funkci:

\




Pro obecnéjsi funkce se pouzije jejich vyjadieni pomoci jednoduchych funkci:

\

DEFINICE.
1. Necht’ f je méfitelnd nezapornd funkce. Pak se definuje jeji integral rovnosti

/f dp = sup { /g du; g < f je jednoducha funkce} :

2. Necht’ f je méfitelnd funkce. Pak se definuje jeji integral rovnosti

[ran=[foan= [ 1 an

3.Je-lia € § a f je méfitelna funkce. Pak se definuje jeji integrdl na mnoZiné A

/Afdu/fodu-

rovnosti

LEKCE30-MSR
algebra mnoZin
mira
aditivita
subaditivita
meéfitelny prostor
prostor s mirou
Uplny prostor
zuplnéni
submira
vnéjsi submira
meéfitelnd mnoZina
Carathéodoryho
roz§iteni
Lebesgueova mira
Mgéfitelné zobrazeni
jednoduchd funkce
integral
integrovatelna
funkce
Radon—
Nikodymova
véta
absolutné  spojita
mira
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Pro obecnéjsi funkce se pouzije jejich vyjadieni pomoci jednoduchych funkci:

\

DEFINICE.
1. Necht’ f je méfitelnd nezapornd funkce. Pak se definuje jeji integral rovnosti

/f dp = sup { /g du; g < f je jednoducha funkce} :

2. Necht’ f je méfitelnd funkce. Pak se definuje jeji integral rovnosti

[ran=[foan= [ 1 an

3.Je-lia € § a f je méfitelna funkce. Pak se definuje jeji integrdl na mnoZiné A

/Afdu/fodu-

Pokud je [ f du kone¢ny, nazyvé se f integrovatelnd a fikd

rovnosti

\/

verguje.

se, Ze integrdl z f kon-
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POZOROVANIL.
1. Integral je linearni.
2. Integral zachovava nerovnosti mezi funkcemi.

3. [, f du konverguje pokud je 11(A) kone¢nd a f omezend méfitelnd.

4. ‘fAf d“| < [, |f] dp.

5. [, f du konverguje pravé kdyz [, | f| du konverguje.

6. [, f du =0 pokud je (A) = 0.

7. Je-li { f,,} monoténni posloupnost méfitelnych funket, je [ lim f,, dp =lim [ f, dp.

\
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POZOROVANI.
1. Integral je linearni.

2. Integral zachovava nerovnosti mezi funkcemi.

3. [, f du konverguje pokud je 11(A) kone¢nd a f omezend méfitelnd.

4. ‘fAf d“| < Jalf] dpe
5. [, f du konverguje pravé kdyz [, | f| du konverguje.
6. [, f du = 0pokud je u(A) = 0.

7. Je-li { f,,} monoténni posloupnost méfitelnych funket, je [ lim f,, dp =lim [ f, dp.

\

Jestlize (X, S, ) = (R, M, \), pak pravé zkonstruovany integral je totozny s diive

popsanym (L)-integralem.

-
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Je ziejmé, Ze pro A € Sje u(A) = [ xa dp = [, 1 dp.
¥




Je ziejmé, Ze pro A € Sje u(A) = [ xa dp = [, 1 dp.

\/

A misto konstantni funkce 1
se muze vzit jina funkce.
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Je ziejmé, Ze pro A € Sje u(A) = [ xa dp = [, 1 dp.

\/

\

VETA. Necht f je nezdpornd méfitelnd funkce a pro A € S se definuje vi(A)

[+ f dp. Pak v je mirana S.

\

A misto konstantni funkce 1
se muze vzit jina funkce.
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Je ziejmé, Ze pro A € Sje u(A) = [ xa dp = [, 1 dp.
\

A misto konstantni funkce 1
se muze vzit jina funkce.

\

VETA. Necht [ je nezdpornd méfitelnd funkce a pro A € S se definuje vf(A) =
fA f dp. Pak vy je mirana S.

\

VETA. (Radon—Nikodymova véta) Mira v na S Ize vyjadfit jako v;(A) = [ f du pro
néjakou nezapornou p-méftitelnou funkci f praveé kdyz plati

AeS u(A)=0=v(A)=0.
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Je ziejmé, Ze pro A € Sje u(A) = [ xa dp = [, 1 dp.
\

A misto konstantni funkce 1
se muze vzit jina funkce.

\

VETA. Necht f je nezdpornd méfitelnd funkce a pro A € S se definuje v¢(A) =
fA f dp. Pak v je mirana S.

\

VETA. (Radon-Nikodymova véta) Mira v na S Ize vyjadfit jako vi(A) = f 1 J dp pro
néjakou nezapornou p-méftitelnou funkci f praveé kdyz plati

AeS u(A)=0=v(A)=0.

\

Mira v na § s vlastnosti z predchozi véty se nazyva absolutné spojitd vzhledem k .
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Integrace podle Lebesgueovy-Stieltjesovy miry pp se Casto znali [ f(x) dF(z).

=)




Priklad. Charakteristicka funkce mnoziny A je méfitelnd pravé kdyz A je méritelna.

=)




VETA. (Véta Jegorova.) Necht' na prostoru s mirou (X, S, 1), kde p(X) < oo, konver-
guji méritelné redlné funkce f,, bodove k funkci f. Pak pro kazdé ¢ > 0 existuje A € S
s mirou p(A) < e tak, Ze konvergence je stejnomérnd na X \ A.

\




VETA. (Véta Jegorova.) Necht' na prostoru s mirou (X, S, 1), kde p(X) < oo, konver-
guji méritelné redlné funkce f,, bodove k funkci f. Pak pro kazdé ¢ > 0 existuje A € S
s mirou p(A) < e tak, Ze konvergence je stejnomérnd na X \ A.

\

VETA. (Véta Lusinova.) Necht f je lebesgueovsky méftitelna realnd funkce na omeze-
ném intervalu J C R. Pak pro kazdé ¢ > 0 existuje existuje A € S s mirou u(A) < ¢
tak, ze ziZzeni f na J \ A je spojité.

\




VETA. (Véta Jegorova.) Necht' na prostoru s mirou (X, S, 1), kde p(X) < oo, konver-
guji méritelné redlné funkce f,, bodove k funkci f. Pak pro kazdé ¢ > 0 existuje A € S
s mirou p(A) < e tak, Ze konvergence je stejnomérnd na X \ A.

\

VETA. (Véta Lusinova.) Necht f je lebesgueovsky méftitelna realnd funkce na omeze-
ném intervalu J C R. Pak pro kazdé ¢ > 0 existuje existuje A € S s mirou u(A) < ¢
tak, ze ziZzeni f na J \ A je spojité.

\

VETA. (Véta Lebesgueova.) Necht' {f,,} je posloupnost méfitelnych funkci (na o-
konecném prostoru) konvergujici skoro vSude k f. Jestlize existuje integrovatelnd funkce

g tak, ze | fu(x)| < g(x) skoro v8ude, pak lim,, [ f,, du = [ f du.
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