LAPLACEOVA TRANSFORMACE

2 5 log 2 — (log2)/2 — exp((log2)/2) = V2,

pricemZ se pro hledani logaritmii a exponenciel pouZzivaly tiSténé tabulky.
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V této kapitole bude vylozena dosti odliSna teorie od téch predeslych.

Uz jste se setkali se zobrazenimi, kterd prifrazovala funkcim jiné funkce, napr. funkci
jeji derivaci nebo primitivni funkci, pokud existovaly.

Takovéto zobrazeni se Casto nazyvaji transformace, protoze transformuji (méni) pt-
vodni funkce na jiné, Casto vhodnéjsi pro dané pouziti.
Nyni bude probran jeden duleZity ptipad tzv. integrdlnich transformaci.

Obecné se integralni transformace funkce f definuje jako

/f k(s,t) dt,

kde k(s,t) je tzv. Jadro transformace, (a, b) je vhodny urceny interval. Tyto transformace
jsou vhodné pro feSeni diferencidlnich, integrdlnich, integro—diferencidlnich a dalSich
podobnych rovnic.

Je ziejmé, Ze T je linedrni zobrazeni, tj. T'(«f + Bg) = oT'(f) + BT (g) pro libovolna
redlné (popt. komplexni) ¢isla a, (3.

Nyni bude probrdna integralni transformace s jadrem e~* na (0, +00), pozdé&ji (v ka-
pitole o Fourierové transformaci) integrdlni transformace s jadrem e "% na (—oo, +00)
— tzv. Fourierova transformace.

Zatim se vSak bude jednat jen o realné funkce jedné realné proménné.
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LAPLACEOVA TRANSFORMACE

DEFINICE. Necht' f je funkce definovand na (0, +00). Pak se definuje jeji Laplaceova
transformace £( f) ndsledovné

£(f)(s) = / et dt.

Obecné nemusi uvedeny integral existovat pro zadnd s nebo pro velmi malo téchto
bodi.

Déle budou uvedeny podminky na funkci f, které zaruci, Ze defini¢ni obor funkce
L( f) bude vhodny interval.

Nasledujici tvrzeni uvadi velkou tfidu funkci, pro které je Laplaceova transformace
definovana na neomezenych intervalech.
VETA. Necht funkce f md na (0, +00) nasledujici vlastnosti:
1. existuje vlastni fil(l)i f(t) a v kazdém intervalu (0,n) je f spojitd aZ na konecn¢
mnoho bodii, ve kterych jsou skoky;
2. existuji kladné konstanty K, a tak, Ze | f(t)| < Ke® na né&jakém intervalu (p, +00).
Potom je L( f) definovdna na (a,+00) a lim L(f)(s) = 0.

S— 00

Pro jednoduchost se bude funkce f majici prvni vlastnost nazyvat v této kapitole po
cdstech spojitd a f majici druhou vlastnost exponencidlné omezend.
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Pro pouziti Laplaceovy transformace je dilezita nasledujici véta, kterd 1ikd, Ze na spo-
jitych funkcich je tato transformace prostd. Diikaz neni jednoduchy a nebude tu uveden.

VETA. (Lerch) Jsou-li f, g spojité funkce na [0, +00) a L(f) = L(g), pak f = g.

Poznamky 1 Priklady 1 Otazky 1
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VLASTNOSTI LAPLACEOVY TRANSFORMACE

V tvodu bylo jiz feCeno, ze kazda integralni transformace, tedy 1 Laplaceova, je line-
arni.

Z prikladi je ziejmé, zZe Laplaceova transformace nezachovava ndsobeni (napt. Lapla-
celiv obraz konstantni funkce s hodnotou 1 je 1/s,ale 1-1=1,(1/s) - (1/s) # 1/3)

Nicméné, na nasobeni se prevadi jina binarni operace, tzv. konvoluce — o tom pozdéji.

V nasledujicich vzorcich 1ze predpokladat, Ze uvedené funkce jsou po Castech spojité
a exponencialné omezené.
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Posunuti

Posunuti funkce f doprava o a > 0 je funkce f(t — a). Pokud funkce f je definovdna
pro ¢t > 0, je posunuté funkce definovana pro ¢ > a.

Protoze pro Laplaceovu transformaci musi byt funkce definovédna pro vSechna kladna
t, dodefinovava se funkce na intervalu (0, a] hodnotou 0. Pfitom se vyhodné pouziva
nasledujici skokova funkce.

Pro skokovou funkci

[0, prot < a;
Ua(t) = { I, prot > a

(v bod€ t = a se mlze dodefinovat jakkoli, vétSinou hodnotou 0) se jednoduse spocita
jeji Laplaceova transformace:

L(ug)(s) = /aoo e dt = ias.

S

Funkce ¢ definovana na (a, +o0) (pro a > 0) a dodefinovand hodnotou 0 na [0, a] se
bude jednoduse znacit u,g. Takze

0, t < a;
Ua(b) f(t —a) = { f(t—a), Bigt > a.

Laplaceova transformace posunuté funkce a posunuta Laplaceova transformace (oboje
posunuti o0 @ > 0) se spocitd snadno:

L(ua(t)f(t = a))(s)
L(f(t))(s —a)

= e L(f(1))(s)
= L(e"f(®)(s).
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Perioda
Pokud zkoumame periodickou funkci f(t + p) = f(t), p > 0, oznacime jeden kousek,

ktery se dale opakuje
fo(t) = u(t) f(t) — u(t —p)f(t).
Lfo=Lf—-e™Lf,

Lfo P
Lf=—""— Lfo= [ e *f(t)dt. LEKCE28-LAP
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Zvétseni
Zvétsenim (nebo zmensenim) funkce f se mini funkce f(at) pro a > 0.
Nasledujici vypocCty jsou velmi jednoduché (druha rovnost plyne z prvni):

Lif(a)s) = ~£(7)(2)

LF@)(2) = oL (F(a)(s)
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Derivace

Vztah derivace a Laplaceovy transformace je podstatny pro pouZiti na feSeni dife-
rencidlnich rovnic, protoze Laplaceova transformace prevadi derivaci na nasobeni s s
puvodnim Laplaceovym obrazem.

Rovnosti se dokazi snadno pomoci integrace po castech.

Pro prvni vzorec se musi predpoklddat, ze funkce f je spojitd i exponencidlné ome-
zend, a [’ po Castech spojita.

dﬁ(f’(t))(S) = sL(f(t))(s) — f(0) LEKCEZS-LAP
— L)) = L=tf(B)s).
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Integrace

Vzorce na integraci Laplaceovy transformace se ziskaji z predchozich vzorcu pro de-
rivace:

£([ () dt)ls) = L)

tf t
[ £)e) o - (L9 (s).
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Konvoluce

Jak jiz bylo zminéno, Laplaceova transformace neprevadi ndsobeni funkci na ndsobeni
obrazi.

Existuje vSak dualezitd jind binarni operace na funkcich, kterd se Laplaceovou trans-
formaci prevadi na nasobeni.

DEFINICE. Konvoluce na (0, 00) dvou funkci f, g je funkce

(F*g / F(r)glt — 7) dr.

integralni tr.

v - v . . e Laplaceova tr.

Ziejmé (f = g) existuje, pokud jsou obé funkce f, g po Castech spojité na (0, co). existence
po Castech spoj.
* . 7 , z xp.omezena funk
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INVERZNI LAPLACEOVA TRANSFORMACE

V definici Laplaceovy transformace mozné chapat proménnou ¢ jako komplexni Cislo
a L(f) je tedy komplexni funkce komplexni proménné.

Pokud je f exponencidlng omezend, tj. | f(t)| < ke pro néjaka redlna &isla k, b, lze
ukazat, ze funkce L(f)(z) je holomorfni pro R(z) > b.
Pouzijeme-li

, dostane nasledujici tvrzeni (po-
drobnosti v kapitole o Fourierové transformaci).

Uvedena integrace je po primce kolmé k realné v bod¢ c.

Nyni je mozné pocitat inverzni Laplaceovu transformaci pomoci uvedeného vzorce.
Nicméné, pfimy vypocet tohoto integralu mize byt komplikovany.

V nékterych pripadech je mozné s vyhodou pouzit reziduovou vétu. Integrace po uve-
dené primce se spocte limitou integrald pres zvétSujici se intervaly, které se doplni (vét-
Sinou polokruznici) na uzavienou krivku.

Nasledujici véta popisuje velkou tfidu funkci, pro které je mozné takto inverzni La-
placeovu transformaci spocitat.
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VETA. Necht' ¢ je holomorfni funkce v C \ {z1, ..., 2, } aexistuji k,p > 0 tak, Ze
l9(2)| < k|z| P prox € C\ {21, ..., 2, }. Potom pro ¢ > max{R(z1), ..., R(z,)} je

1 c+ooil

— g(2)e”* dz = Zreszz. (g(z)e™).

271 c—00l

Preformulovanim predchozi véty se dostdva tvrzeni o vypoctu inverzni Laplaceovy
transformace:

DUSLEDEK. Necht ¢ je holomorfni funkce v C \ {21, .-, 2 } @ existuji k,p > 0 tak,
ze |g(z)| < k|z|7P pro dostatecné velka |z|. Potom

L 1(g(2))(t) = Zl‘ﬂsz@-(g(»’i)em) :
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Cviceni 2




POUZITI LAPLACEOVY TRANSFORMACE

Laplaceova transformace se pouziva pri feSeni diferencidlnich rovnic (obyCejnych i
parcialnich) a integralnich rovnic nebo jejich kombinaci.

Neékteré tyto rovnice s nezndmou y se daji pomoci Laplaceovy rovnice prevést na
algebraické rovnice s neznamou L(y).

Po vyieseni L(y) = h je nutné jesté najit inverzni obraz L1 (h).

Vzorec a vypocet inverzni Laplaceovy transformace pouZziva teorii komplexnich funkci;

bez jeji znalosti je mozné vysledek ,,uhddnout" z tabulek obrazi L( f).
Pouziti bude vyloZeno na prikladech.
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Linearni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty

Rovnice y” — 3y’ + 2y = e (nezndma4 je y(t)) se zobrazi Laplaceovou transformac{

na
(s*L(y) — sy(0) = /'(0)) — 3(sL(y)

s neznamou L(y) proménné s.
Necht’ jsou pocatecni podminky rovnice y(0) = 0,¢'(0) = 0. Potom

1 1/2 1 1/2

£<y>(5>: (8—1)(3_2)(5_3) :S—l— "

=e'/2 —
PopiSeme si situaci obecné. Necht’ feSime linearni diferencidlni rovnici s konstantnimi
koeficienty ve tvaru Ty = f,kde f € FaT je

—y(0)) +2£L(y) = 1/(s = 3)

Odtud vyplyva y(t) e + e31/2, coz je hledané fesent.

Ty = y(n) + po1y™ Y + po_sy® D + ...+ p1y + poy.

Zobecnénym reSenim rozumime y se SpO]ltOll takové, ze y" Y je spopta a hladkost y
odpovida f. Klidovym feSenim rozumime y vyhovujici nulovym pocatecnim podmin-

kam
y(0) =y'(0) =--- =" D(0) =0.

Oznacme , )
P(s) = 8"+ pp18"" " 4+ ppos" “+ ...

Klidové feseni y rovnice T'y = f vyhovuje po aplikaci Laplaceovy transformace rov-
nosti P(s)Ly = Lf = F(s).

+p18—|—p0.

LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.

existence

po Castech spoj.

exp.omezena funkce
Lerchova véta
Vlastnosti

posunuti

funkce skoku

perioda

zvétSeni

derivace

integrace

konvoluce
Inverzni Laplace
Aplikace

dif.rovnice

int.rovnice

diferencni rovnice

parcidlni dif. rov-

nice

fizeni procesu
STANDARDY
Poznamky

Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



Reseni y rovnice Ty = f s obecnymi pocateénimi podminkami (y(0) = o, v/(0) = ¥,
...) vyhovuje po aplikaci Laplaceovy transformace rovnosti P(s)Ly — Py(s) = Lf =
F'(s) pro vhodny polynom Fy(s) zahrnujici pocatecni podminky.

Tedy
-
Oznacme u, v takové funkce, aby
F(s Py(s
o5 e
Pak y = u + v, kde w a v resi tyto ulohy
Tu = f, u0) =u'(0)=---=u"H0) =0

Tv =0, v(0) =y, v'(0) = y1, ..., 0" D(0) = yp_1.
UvaZzujme nyni klidova feSeni y, d rovnic Ty = f aT'd = 9.
Tedy analogicky P(s)Ly = Lf, P(s)Ld = L6 = 1. Spocteme
1
P(s)

Ly=——Lf=Ld-Lf =L(dx* ).

Tedy y = d * f a je tedy ndzorné vidét vyznam Diracovy delta funkce.

Linearni diferencidlni rovnice s konstantnimi koeficienty je mozné samoziejmé resit
klasicky, jak bylo ukazéano v prislusné kapitole.
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Nicméné, pouziti Laplaceovy transformace je v nékterych pripadech jednodussi a vy-
sledky dava ve vhodnéjSim tvaru.
To hlavné v pfipadech, kdy prava strana diferencialni rovnice neni spojitd, nebo je to

VVVVVV

M3 se vyfresit diferencialni rovnice

" — 0, pro0 <t < 1nebot > 2;
Y 7Y=11, prol<t<2. ’

Prava strana rovnice 1ze psat jako u(t) — us(t), takZe po provedeni Laplaceovy trans-
formace:

=5 —2s
. e e
DL(y) =1 —
(s + DL(y) =1+ ———
Odtud vyplyne y(t) = sint + u1(¢)(1 — cos(t — 1)) — ua(t)(1 — cos(t — 2)) a tedy

sint, pro0 <t <1,
y(t) = ¢ sint + 1 — cos(t — 1), prol <t <2

sint — cos(t — 1) + cos(t — 2), prot > 2.

Rovnice y” — 3y’ + 2y = f(t) davd L(y)(s) = L(f)(s)(-L5 — =), coZ znamend

Lly)=L(Lle™ —e ) =L(f*(e™ —eT)),

takze feSeni lze psat ve tvaru

y(t) = f(t) % (e — ) = / Flu) (e — e7t) du,
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Linearni diferencialni rovnice s nekonstantnimi koeficienty

Nasledujici jednoduchy priklad dava navod k feseni nekterych linearnich diferencial-
nich rovnic s nekonstantnimi koeficienty.

Rovnice y" +ty' — 2y = 4 s poféteCnimi podminkami y(0) = —1,y'(0) = 0 se zobrazi

Laplaceovou transformaci a po upraveé se dostane diferencidlni rovnice

L'(y) + L(y) (§ — 8) -2

)
S 52

52 .
kterd ma feSeni L(y) = 5 — 1 + " Protoze L(y) — 0pros — oo, je C = 0.
1

Vysledek je tedy y = t* —
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Soustavy diferencialnich rovnic

Postup je stejny jako v predchozi Casti. Soustava

y/ = —X, y<0):1
7=y, 2(0)=0

se pomoci Laplaceovy transformace prevede na soustavu
sCy)+ L(z) =1

LEKCE28-LAP
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z LN Y 2 ~ : existence
kterd ma feSeni £(2) = 1/(s* + 1), takZe 2z = sint,y = cost. bo &dstech spo.
exp.omezena funkce
Lerchova véta
Vlastnosti
posunuti
funkce skoku
perioda
zvétSeni
derivace
integrace
konvoluce
Inverzni Laplace
Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
diferencni rovnice
parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
STANDARDY
Poznamky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Integralni rovnice

M4 se vyfesit rovnice y(t) = 3 + fot sin(t — u)y(u) du. Integrdl na pravé strané je
roven sin *y, takze L(y)(s) = 3!/s* + L(y)(s)/(s* + 1).
Snadno se nyni zjisti feSeni y = 3 + ¢°/20.

LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.
existence
po castech spoj.
exp.omezena funkce
Lerchova véta
Vlastnosti
posunuti
funkce skoku
perioda
zvétSeni
derivace
integrace
konvoluce
Inverzni Laplace
Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
diferenc¢ni rovnice
parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
STANDARDY
Poznamky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Diferencni rovnice

Ukolem je najit ,,nerekurentni" vyjadfeni lenti posloupnosti {a, } zadané rekurentné
vzorcem
An+-2 _3an+1+2an7a0 — 07a1 =1.

V predchozi rovnosti probihd proménna n Cislan = 0,1, 2, ....

Na chvili 1ze uvaZovat, Ze predchozi rovnost plati pro n > 2,n € R. Tedy mizeme
hledat funkci
yt)=a, n<t<n+1l,n=0,12...
LEKCE28-LAP

spliiujici rovnici Rk,
y(t+2) =3yt +1)+2y(t) =0. Laplzceova i

po Castech spoj.
Po aplikaci Laplaceovy transformace (pracujeme opatrn€) se dostane 1 ecxb.omezend funkce
Vlastnosti
posunuti

5(1 — =5 1 — =S 1 1
L(y)(S) = ¢ ( € ) = € ( — ) — E(Q[n} _ 1) . funkce skoku

8(628 — 3es + 2) S 1 —2e—S 1] — =5 perioda

zvétSeni
derivace
integrace
1 — 6_5 konvoluce

[t] — Inverzni Laplace
‘C(a ) T S(l . a6_5> Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
Odtud plyne feSeni y(t) = ol — 1 a ndsledné a,, = 2" — 1. g;ﬁigg';gy‘;;;_m";gv_
nice
fizeni procesu
STANDARDY
Poznamky

Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



Parcialni diferencialni rovnice

C{u(z, )} = Uz, s) = / e‘“% it
. /

L {U(z,s)} =u(z,t).




Rizeni procesu

Zkoumejme opét pro diferencidlni operator 7" klidové feSeni x rovnice Tz = f. Do-
staneme P(s)Lx = Lf. Ozna¢ime X = Lx, F = Lf a G(s) = 1/P(s) a dostaneme
X =G(s)F.

Pokud rovnice popisovala situaci, kdy z daného vstupu X, dostaneme vystup X; po-
moci procesu G1, mame vztah X; = G1(s)X,. Pokud tento vystup vstupuje do procesu
gg do&tageme vystup Xy = Gy X = GG X). Tedy napojeni procesti odpovida procesu

= G1Go.

G %5

—P> Gl > GZ —>»

Pokud se procesy spoji tak, Ze vystup z G se prida zpracovany procesem (G5 ke vstupu
do procesu (&1, dostaneme situaci, které se fika zp€tna vazba.

25 = 45

x » G >

LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.

existence

po Castech spoj.

exp.omezena funkce
Lerchova véta
Vlastnosti

posunuti

funkce skoku

perioda

zvétSeni

derivace

integrace

konvoluce
Inverzni Laplace
Aplikace

dif.rovnice

int.rovnice

diferencni rovnice

parcidlni dif. rov-

nice

fizeni procesu
STANDARDY
Poznamky

Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



Mame X1 = X() + G2X2, X2 = Gl(X() + GQXQ), tedy X2 = GX(), kde

1
G=—"——.
1— GlGQ
XO X2
Y G S

Pokud (&5 funguje jako zpétna vazba v systému popsaném LEKCEIS.LAP

integralni tr.
G 1 Laplaceova tr.
, exisvt/enceh .
po castech spoj.
1 + G1G2 exp.omezena funkce
7/ Y 7 o Nl d / d 7 [e] [¢] LeI'ChOVa Véta
tak nastavenim hodnoty G5 = 1/10 zaru¢ime, Ze ptipadny stondsobny nartist G; nezpa- visined
’ 2 B4 4 posunuti
sobi priliSnou Skodu. funkee skoku
perioda
/ o / zvétseni
Poznamky 3 Priklady 3 Otazky 3 derivace
integrace
konvoluce
Inverzni Laplace
A £ Aplikace
Cviceni 3 dif.rovnice
int.rovnice

‘ STANDARDY z kapitoly \ parin i rov

fizeni procesu

'LAPLACEOVA TRANSFORMACE T

123456789
Obecné se integrdlni transformace funkce f definuje jako Pridady
Otazky

123456789

b v 5
T(f)(s) = / F(t)k(s, 1) dt o

Uceni
123456789




kde k(s,t) je tzv. jadro transformace, (a, b) je vhodny urCeny interval.

Bude probrana integrdlni transformace s jadrem e~ na (0, +-00), pozd&ji (v kapitole

o Fourierové transformaci) integralni transformace s jadrem e~**' na (—oo, +00) — tzv.
Fourierova transformace.

LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.
existence
po Castech spoj.
exp.omezena funkce
Lerchova véta
Vlastnosti
posunuti
funkce skoku
perioda
zvétSeni
derivace
integrace
konvoluce
Inverzni Laplace
Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
diferenc¢ni rovnice
parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
STANDARDY
Poznamky
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123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
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LAPLACEOVA TRANSFORMACE

DEFINICE. Necht' f je funkce definovana na (0, +o00). Pak se definuje jeji Laplaceova
transformace £( f) ndsledovné

£(f)(5) = / et dt.

LEKCE28-LAP
v , ) ) L . integralni tr.
VETA. Necht funkce f ma na (0, +00) nasledujici vlastnosti: Laplaceova t.
c 5 s T 2 2 - : - 50,0 7% po castech spoj.
1. existuje vlastni lim f(¢) a v kazdém intervalu (0,n) je f spojitd az na kone¢n€ | exp.omesens funkce
t—04+ Lerchova véta
Vlastnosti

mnoho bodii, ve kterych jsou skoky; posunuti

funkce skoku
2. existuji kladné konstanty K, a tak, Ze | f(t)| < Ke* na néjakém intervalu (p, +00). perioda
/ / zvetseni
. . L . , derivace
Potom je L£(f) definovdna na (a,+o0) a lim L(f)(s) = 0. integrace
S§—00 konvoluce
Inverzni Laplace
Aplikace
dif.rovnice

Pro jednoduchost se bude funkce f majici prvni vlastnost nazyvat v této kapitole po | iomice
cdstech spojitd a f majici druhou vlastnost exponencidlné omezend. izt roniios

parcidlni dif.  rov-
VETA. (Lerch) Jsou-li f, g spojité funkce na 0,+00) a L(f) = L(g), pak f = g. ggﬁgﬁ%@w
123456789
Piiklad. Vypoctéte £(f) pro nasledujici funkce f: 125 56780

Otéazky

f=konstantac, f(t)=t, f(t)=e", f(t)=sin(at), f(t)= cos(at). cel
lv23/456789
?0261131456789



Priklad. Vypoctéte L(f) pro funkci f(¢) = [t] na [0, 00), kde [t| znamend celou Cast
Cisla ?.
Priklad. Vezméte funkci (pro a > 0)

1
_ ) =, pro0 <t < a;
fa(t){@, prot > a.

Spoctéte Laplaceovu transformaci té€to funkce.

Limita hI(I)l fa je zobrazeni, které ma hodnotu nekonecnou v 0 a O jinde. Nazyva se
a—U4
0 v, LEKCE28-LAP
Diracova delta funkce a znaci se dy(t). integralnt tr

Laplaceova tr.

V tomto pripadé lze prehodit limitu a integral definujici Laplaceovu transformaci = exisence
funkci fa- po &astech spoj.

exp.omezena funkce
~ . Lerchova véta
VYSledkﬁm Je E (50 (t) ) — 1 . Vlastnosti

posunuti

funkce skoku

perioda

zvétSeni

derivace

integrace

konvoluce
Inverzni Laplace
Aplikace

dif.rovnice

int.rovnice

diferencni rovnice

parcidlni dif. rov-

nice

fizeni procesu
STANDARDY
Poznamky

Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



VLASTNOSTI LAPLACEOVY TRANSFORMACE




Posunuti
Pro skokovou funkci

[0, prot < a;
Ua(t) = { 1, prot >a

(v bod€ t = a se mlize dodefinovat jakkoli, vétSinou hodnotou 0) se jednoduse spocita
jeji Laplaceova transformace:

e—GS

£(ug)(s) = / Tetar = €

S

Funkce ¢ definovana na (a, +o0) (pro a > 0) a dodefinovand hodnotou 0 na [0, a] se
bude jednoduse znacit u,g. TakZe

w®ft-a={Fu_ o Perse

LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.

existence

po Castech spoj.

exp.omezena funkce
Lerchova véta
Vlastnosti

posunuti

funkce skoku

perioda

zvétSeni

derivace

integrace

konvoluce
Inverzni Laplace
Aplikace

dif.rovnice

int.rovnice

diferencni rovnice

parcidlni dif. rov-

nice

fizeni procesu
STANDARDY
Poznamky

Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



Perioda
Pokud zkoumame periodickou funkci f(t + p) = f(t), p > 0, oznacime jeden kousek,

ktery se dale opakuje
fo(t) = u(t) f(t) — u(t —p)f(t).
Lfo=Lf—-e™Lf,

Lfo P
Lf=—""— Lfo= [ e *f(t)dt. LEKCE28-LAP
1 — e Ps 0 integralnf tr.
Laplaceova tr.
existence
po Castech spoj.
exp.omezena funkce
Lerchova véta
Vlastnosti
posunuti
funkce skoku
perioda
zvétSeni
derivace
integrace
konvoluce
Inverzni Laplace
Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
diferenc¢ni rovnice
parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
STANDARDY
Poznamky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789

Pak

odkud vidime



Derivace
Pokud je funkce f je spojitd i exponencidlné omezena, a f’ po Castech spojitd, dosta-

neme LF)(s) = sL(F1)(s) — F(0).

LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.
existence
po castech spoj.
exp.omezena funkce
Lerchova véta
Vlastnosti
posunuti
funkce skoku
perioda
zvétSeni
derivace
integrace
konvoluce
Inverzni Laplace
Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
diferenc¢ni rovnice
parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
STANDARDY
Poznamky
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Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Konvoluce

Existuje vSak duleZitd jind binarni operace na funkcich, kterd se Laplaceovou trans-
formaci pfevadi na ndsobeni.

DEFINICE. Konvoluce na (0, co) dvou funkci f, g je funkce

(f % g)(t) = / gl — )

Ziejmé (f * g) existuje, pokud jsou obé funkce f, g po Castech spojité na (0, 00). — I
Laplaceova tr.
existence
po castech spoj.
exp.omezena funkce

VETA. Pro po castech spojité a exponencidlné omezené funkce f, g na (0,00) plati || ertovavéea
: o : - Vlastnosti
L:(]l *(]) T L:(]()ﬁ((/) posunuti
funkce skoku
perioda
zvétSeni
derivace
integrace
konvoluce
Inverzni Laplace
Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
diferenc¢ni rovnice
parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
STANDARDY
Pozndmky
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Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



INVERZNI LAPLACEOVA TRANSFORMACE

VETA. Necht f je po Castech hladka komplexni funkce redlné proménné, kterd je
rovna O prot < 0 a |f(t)| < ke pro n&jakd redlna &isla k, b a pro t > 0. Potom L(f)(2)
je holomorfni funkce na poloroviné 3(z) > b a pro libovolné ¢ > b je

c+ooil

)= = / L(f)(w)e” dz.

271 — ool

VETA. Necht' ¢ je holomorfni funkce v C \ {z,...,2,} a existuji k,p > 0 tak, e
l9(2)| < k|z| P prox € C\ {z1,..., 2z, }. Potom pro ¢ > max{R(z1), ..., R(z,)} je

1 c+o0oi

— g(2)e”* dz = Zreszz. (g(z)e").

271 c—o0ol




Priklad. DokaZzme, Ze Diracova delta funkce je neutrdlnim prvkem pfi ndsobeni defi-
novanym jakoZto konvoluce na (0, c0), tj. Ze pro kazdou po ¢astech spojitou funkci f LEKCE2S-LAP
platl integraln{ tr.
Lapl tr.
fxdo=T. existence
po Castech spoj.

Podle definice konvoluce na (0, co) mame exp.omezend funkee

Lerchova véta
Vlastnosti

posunuti
(f o) (¢ / f(7)do(t — 7) dT—/ f(r)o.(t)dr = f(t). funkce shoks

zvétSeni

derivace

Za dodatecnych predpokladt na funkci f, kdy lze pouzit Laplaceova transformace,  integrace

o v 2 konvoluce
muzeme postupovat také takto Iiverzni Laplace
plikace

L(F)L(5) = L(f), fntrovnice
diferen¢ni rovnice

,C(f b 50) = ,C(f), parcidlni dif.  rov-

nice
fizeni procesu
f * 5() = f STANDARDY
Poznamky

Priklad. Spoctéte L(¢sint) pomoci vzorecku na derivovani. Piiklady

Otéazky

2
L(tsint) = —d—iﬁ(sm t) = °

Cviceni

(s> +1)* Uéeni



Priklad. Spoctéte pomoci rezidui

Priklad. SpocCtéte pomoci rezidui

a vysledek je

Priklad. Spoctéte

Vysledek je

1
£ (s 4+ 1)
d
_ st 1) — 13 st gt
f(t) =res(F(s)e*, —1) Sl_1>r£11 e te™".
1
fO) =L\ G =)
f(t) = res(F(s)e™, —1) + res(F(s)e™, 2)
e’t tet et
t — — —
) =L s+s+1
B s2+1
s+ s+ 1 e S
s2+1 s2+1°

LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.
existence
po Castech spoj.
exp.omezena funkce
Lerchova véta
Vlastnosti
posunuti
funkce skoku
perioda
zvétSeni
derivace
integrace
konvoluce
Inverzni Laplace
Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
diferenc¢ni rovnice
parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
STANDARDY
Poznamky
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Otéazky
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Cviceni
123456789
Uceni
123456789



POUZITI LAPLACEOVY TRANSFORMACE

Laplaceova transformace se pouZziva pfi feSeni rovnic. Tyto rovnice s neznamou y se
daji pomoci Laplaceovy rovnice pievést na algebraické rovnice s neznamou L(y).

Po vyieseni £(y) = h je nutné jesté najit inverzni obraz L 1(h).

Vzorec a vypocet inverzni Laplaceovy transformace pouZziva teorii komplexnich funkcf;
bez jeji znalosti je mozné vysledek ,,uhadnout" z tabulek obrazt L(f).

LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.
existence
po Castech spoj.
exp.omezena funkce
Lerchova véta
Vlastnosti
posunuti
funkce skoku
perioda
zvétSeni
derivace
integrace
konvoluce
Inverzni Laplace
Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
diferenc¢ni rovnice
parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
STANDARDY
Poznamky
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Otéazky
123456789
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123456789
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123456789



Linearni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty

Rovnice ¢’ — 3y’ + 2y = e (nezndm4 je y(t)) se zobrazi Laplaceovou transformaci

na
(s°L(y) = sy(0) = y/'(0)) = 3(sL(y) — y(0)) +2L(y) = 1/(s — 3)
s nezndmou L(y) proménné s.
Necht’ jsou poéatecni podminky rovnice y(0) = 0,¢'(0) = 0. Potom
1 1/2 1 1/2
L = = — :
(y)(s) (s—=1)(s—2)(s—3) s—1 s—2 s5—3

Odtud vyplyva y(t) = €' /2 — e* + ¢ /2, coZ je hledané fesent.

PopiSeme si situaci obecné. Necht’ feSime linearni diferencidlni rovnici s konstantnimi
koeficienty ve tvaru T'y = f,kde f € EaT je

(n—1)

Ty =yn) + pp_1y + ooy iy Doy

Zobecnénym fesenim rozumime y se spojitou takové, Ze ¥~ je spojitd a hladkost y
odpovida f. Klidovym feSenim rozumime y vyhovujici nulovym pocate¢nim podmin-

kam / ,
y(0) =y(0) =--- =y D(0) =0.
OznaCme
P(s) ="+ pn-18""' + ppas" "+ ...+ P15+ Do

Klidové feseni y rovnice T'y = f vyhovuje po aplikaci Laplaceovy transformace rov-
nosti P(s)Ly = Lf = F(s).

Reseni y rovnice Ty = f s obecnymi po&atednimi podminkami (y(0) = o, ¥'(0) = w1,
...) vyhovuje po aplikaci Laplaceovy transformace rovnosti P(s)Ly — Py(s) = Lf =
F(s) pro vhodny polynom F;(s) zahrnujici pocateéni podminky.

LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.

existence

po Castech spoj.

exp.omezena funkce
Lerchova véta
Vlastnosti

posunuti

funkce skoku

perioda

zvétSeni

derivace

integrace

konvoluce
Inverzni Laplace
Aplikace

dif.rovnice

int.rovnice

diferencni rovnice

parcidlni dif. rov-

nice

fizeni procesu
STANDARDY
Poznamky

Ptiklady
Otéazky
Cviceni
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Tedy

£y F)  Rls)
P(s)  P(s)
Oznacme u, v takové funkce, aby
F(s Py(s
Lu = (),Ev: gl )
P(s) P(s)
Pak y = u + v, kde w a v resi tyto ulohy
/ (n_ 1 ) LEKQlEgS-LAP
Tu=f,u)=u(0)=-=u"""(0)=0 e
existence
1 po Castech spoj.
Tv =0 : U(O) = Yo, UI<O) =Y, ... 7’0(n )(0) = Yn_1 - Lereg&&g;r.l%glafunkce
Uvazujme nynf klidova feSeni y, d rovnic Ty = f aTd = . it
Tedy analogicky P(s)Ly = Lf, P(s)Ld = L6 = 1. Spocteme pertodn
zvétseni
1 derivace
Ly=5—=Lf=Ld-Lf =L(d*f). ek
P (S) }!{Wﬁ(zni Laplace
Tedy y = d *x f a je tedy ndzorné vidét vyznam Diracovy delta funkce. pﬂiffﬁiﬁ;ﬁ:
Mai se vyiesit diferencidlni rovnice pareidnt it rov-
0, pro0 <t < 1lnebot > 2; fizen{ procesu
V+y={1 b1 = L w0 =0y =1. e
Prav4 strana rovnice lze psat jako u;(t) — us(t), takZe po provedeni Laplaceovy trans- <
formace: Ordzky
e e % Cvicent

(s*+1)L(y) =1+ — —

S S . Uceni




Odtud vyplyne y(t) = sint + u1(¢)(1 — cos(t — 1)) — ua(t)(1 — cos(t — 2)) a tedy
sint, pro0 <t < 1;
y(t) = sint + 1 — cos(t — 1), prol <t <2
sint — cos(t — 1) + cos(t — 2), prot > 2.

Rovnice v — 3y’ + 2y = f(t) dava L(y)(s) = L(f)(s) (55 — L

Lly) = LIHL(e™ —e) =L(fx (e =€),

takze feSeni lze psat ve tvaru

y(t) = F(t) % (€% — &™) = / Flu)(e2) — e=(=)) dy.

), COZ znamena

LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.
existence
po Castech spoj.
exp.omezena funkce
Lerchova véta
Vlastnosti
posunuti
funkce skoku
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derivace
integrace
konvoluce
Inverzni Laplace
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Linearni diferencialni rovnice s nekonstantnimi koeficienty

Rovnice 3" + ty' — 2y = 4 s poCatecnimi podminkami y(0) = —1,4'(0) = 0 se zobrazi
Laplaceovou transformaci a po upraveé se dostane diferencidlni rovnice

52 .
kterd ma feSeni L(y) = S% — 14 0683/2. Protoze L(y) — 0 pro s — oo, je C = 0.
— 1.

Vysledek je tedy y = t

LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.
existence
po Castech spoj.
exp.omezena funkce
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Vlastnosti
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integrace
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parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
STANDARDY
Poznamky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Soustavy diferencialnich rovnic

Soustava

y/ = T, y<0):1
Z =y, 2z(0)=0

se pomoci Laplaceovy transformace prevede na soustavu

sC(y)+L(z) =1
L(y)—sL(z) = 0, LEKCE2S-LAP

integralni tr.
. e v 9 o . Laplaceova tr.
ktera ma feSeni £(z) = 1/(s” + 1), takZe z = sint, y = cost. odgiones
po Castech spoj.
exp.omezena funkce
Lerchova véta
Vlastnosti
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Integralni rovnice

M4 se vyfesit rovnice y(t) = 3 + fot sin(t — u)y(u) du. Integrdl na pravé strané je
roven sin *y, takze L(y)(s) = 3!/s* + L(y)(s)/(s* + 1).
Snadno se nyni zjisti feSeni y = 3 + ¢°/20.
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Diferencni rovnice

Ukolem je najit ,,nerekurentni" vyjadfeni lenti posloupnosti {a, } zadané rekurentné
vzorcem
An+-2 _3an+1+2an7a0 — 07a1 =1.

V predchozi rovnosti probihd proménna n Cislan = 0,1, 2, ....

Na chvili 1ze uvaZovat, Ze predchozi rovnost plati pro n > 2,n € R. Tedy mizeme
hledat funkci
yt)=a, n<t<n+1l,n=0,12...
LEKCE28-LAP

spliiujici rovnici Rk,
y(t+2) =3yt +1)+2y(t) =0. Laplzceova i

po Castech spoj.
Po aplikaci Laplaceovy transformace (pracujeme opatrn€) se dostane 1 ecxb.omezend funkce
Vlastnosti
posunuti

5(1 — =5 1 — =S 1 1
L(y)(S) = ¢ ( € ) = € ( — ) — E(Q[n} _ 1) . funkce skoku

8(628 — 3es + 2) S 1 —2e—S 1] — =5 perioda

zvétSeni
derivace
integrace
1 — 6_5 konvoluce

[t] — Inverzni Laplace
‘C(a ) T S(l . a6_5> Aplikace
dif.rovnice
int.rovnice
Odtud plyne feSeni y(t) = ol — 1 a ndsledné a,, = 2" — 1. g;ﬁigg';gy‘;;;_m";gv_
nice
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Parcialni diferencialni rovnice

C{u(z, )} = Uz, s) = / e‘“% it
. /

L {U(z,s)} =u(z,t).




Rizeni procesu

Zkoumejme opét pro diferencidlni operator 7" klidové feSeni x rovnice Tz = f. Do-
staneme P(s)Lx = Lf. Ozna¢ime X = Lx, F = Lf a G(s) = 1/P(s) a dostaneme
X =G(s)F.

Pokud rovnice popisovala situaci, kdy z daného vstupu X, dostaneme vystup X; po-
moci procesu G1, mame vztah X; = G1(s)X,. Pokud tento vystup vstupuje do procesu
gg do&tageme vystup Xy = Gy X = GG X). Tedy napojeni procesti odpovida procesu

= G1Go.

G %5

—P> Gl > GZ —>»

Pokud se procesy spoji tak, Ze vystup z G se prida zpracovany procesem (G5 ke vstupu
do procesu (&1, dostaneme situaci, které se fika zp€tna vazba.

25 = 45

x » G >
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Mame X1 = X() + G2X2, XQ = Gl(X() + GQXQ), tedy X2 = GX(), kde

1
G=—— .
1—G1G2
X5
— > —

Pokud G, funguje jako zpétnd vazba v systému popsaném
Gy
14+ GGy’

tak nastavenim hodnoty G = 1/10 zaru¢ime, Ze ptipadny stondsobny nartist G; nezpd-
sobi priliSnou Skodu.

(0. 9]
Pokud pro fadu »_ a,t" existuji K > 0,p > 0 tak, Ze |a,| < Kp"/n! pro skoro
n=0
vSechna n.

Potom L£( Y a,t")(s) = Y aynls "L
n=0 n=0

Vyieste znovu rovnici iy’ — 3y’ + 2y = e, tentokrat obecné&, bez danych pocate¢nich
podminek.

Priklad. Najdéte obecné feSeni rovnice 4" + 4y = 0.

Priklad. Vyfeste rovnici ¢y’ +y = g(t), kde g(t) = 1 na [1,2) a je rovno O jinde, s
pocatecnimi podminkami y(0) = 0,y'(0) = 1.

Priklad. Vyfeste rovnici y” + 2y’ + by = 01(t) s pocateénimi podminkami y(0) =
0,%(0) = 0. V tomto piipadé predpokladame, Ze feSeni y ma spojité derivace do 2.fadu
a je exponencialné omezené.

LEKCE28-LAP
integralni tr.
Laplaceova tr.

existence

po Castech spoj.

exp.omezena funkce
Lerchova véta
Vlastnosti

posunuti

funkce skoku

perioda

zvétSeni

derivace

integrace

konvoluce
Inverzni Laplace
Aplikace

dif.rovnice

int.rovnice

diferencni rovnice

parcidlni dif. rov-

nice

fizeni procesu
STANDARDY
Poznamky

Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



Priklad. VyresSte soustavu

y+7+y+z =1

y/—|—Z:6t

s potdte¢nimi podminkami y(0) = —1 z( ) =2. [y =1- 26 + te!, z = 2e’ — te']

Piiklad. Vyieste integrlni rovnici y(t) = e’ — fo ) du.

Priklad. Vyfeste diferencni rovnici y(t) —y(t—7/ a) = sm(at) pii podmince y(t) = 0
proy < 0. [y(t) = sin(at) na intervalech (27n/a, 2m(n + 1)/a) a 0 jinde.]

Priklad. Ozna¢me f(t) = [t| prot > 0, f(t) = 0 pro t < 0 ( jde o kladnou celou Cast
Cisla). Spoctéte

1 e’
L(f(t) = = :
(f( )) ( . 1) 8(1 . €_S>
Spoctéte reSeni diferencni rovnice
yt+1)—yt)=1, y(y) =0,t < 1.

f(t).

Priklad. Pokud se tesi diferencialni rovnice s okrajovymi podminkami, vyfesi se po-
moci Laplaceovy transformace s (Caste¢né) obecnymi y(0), 3'(0) a pak se okrajové pod-
minky dosadi.

Vyfeste rovnici y” + y = cost pro y(0) = 1, y(w/2) = 1.

Oveéite, ze y(t) =

Priklad. Pomoci Laplaceovy transformace naleznéte feSeni diferencialni rovnice

y'(t) — 4y(t) =0
s pocatecnimi podminkami y(0) = 0 a 3/(0) = 1.
Na obé strany zadané rovnice provedeme Laplaceovu transformaci.
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Dostaneme ) /
s"L(y) — sy(0) — y'(0) — 4L(y) = 0.
Dosazenim pocateCnich podminek ziskame rovnost

—1 1 1 1/4 1/4
Lly)=—5—= : = + :
s*—4 2—s5 24+4s 2—s 2+s
Inverzni Laplaceovou transformaci prejdeme k hledanému feseni diferencidlni rovnice

1

y(t) = : (6—2t _ 62t) .

Priklad. Pomoci Laplaceovy transformace naleznéte reSeni soustavy diferencidlnich
rovnic )
2'(t) +y(t) =0,
2(t) +y'(t) =0,

s poc¢ate¢nimi podminkami y(0) = 0 a 2(0) = 1.
Laplaceovou transformaci prevedeme danou soustavu na soustavu

sL(z) —z(0) + L(y) =0,
L(z) + sL(y) — y(0) = 0.

Po dosazeni poCateCnich podminek z druhé rovnice vyjadiime

L(z) = —sL(y).
Nyni tento vztah dosadime do prvni rovnice a po snadné upravé mame
1 1/2 1/2
L) LN

T 1- 1—-s5 1+s
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Po zpétné transformaci tedy

1

y(t)zé( "+e ).

Funkci z(t) mtizete lehko urcit napriklad z druhé rovnice.
Priklad. Pomoci Laplaceovy transformace naleznéte pro ¢ > 0 klidovéa reSeni diferen-
cidlnich rovnic /
y(t) = u(t)

/ —
918) = o) LEKCE28-LAP
a OVéftC, ze integralnf tr.

Laplaceova tr.
Yy =u* d . existence
po Castech spoj.
1 — ¢ exp.omezend funkce
2 y =Lt Lerchova véta
Vlastnosti

Dostaneme sLy = %, Ly =
posunuti

Podobné sCd =1, Ld =1, d
S funkce skoku
Ovérime perioda

t zvétSeni
derivace
_y_u*d_/lldt_t integrace
konvoluce
0 Inverzni Laplace
A / /. /v / . . v . 4 e 4 Apllkace .
Priklad. Mame nehmotny nosnik, ktery couhd ze zdi a je na ném v polovin€ umisténo dif rovics
, v o Vv . 7 7, mt.rovnice
zavazi 6 kg. Zjistéte, jak se prohyba. diferentnt rovmice
parcidlni dif. rov-
nice
fizeni procesu
STANDARDY
Poznamky
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Fyzikélni divody vedou k diferencidlni rovnici (zdvaZi zndzoriiuje Diracova
delta funkce v bodé 1, nosnik je popsan funkei y na intervalu [0, 2])

kde y(0) = 4/(0) =0, v"(2) = y"'(2) = 0.
Parametry oznaCime pocateCni podminky, které Laplaceova transformace pozaduje
y"(0) = a, y"(0) = b a poCitame ...

Dostaneme ;
y(t) = gt2 ot +ult = 1)(t - 1),
Pomoci hodnot v bod€ ¢ = 2 zjistime parametry a = 6, b = —0.

Priklad. Mdme nehmotny nosnik, je na obou koncich podepien a je na ném v poloviné
umisténo zavazi 6 kg. Zjistéte, jak se prohyba.

W(?)

y(t) =65(t — 1),
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W(?)

LEKCE28-LAP
integralni tr.

Fyzikalni diivody vedou k diferencidlni rovnici (zdvazi zndzorfiuje Diracova puplaceovatr
delta funkce v bodé 1, nosnik je popsan funkei y na intervalu [0, 2]) existence

po Castech spoj.
exp.omezena funkce

y"(t) = 60(t — 1), S
posunuti

kde y(O) = y”(O) = O, y(2) = y”(2) = (. funkce skoku

perioda

Parametry oznacime pocateCni podminky, které Laplaceova transformace poZaduje ~ #cten

' (0) = a, ""(0) = b a potitdme inegrace
’ T konvoluce

Dostaneme Inverzni Laplace
Aplikace

3 1 kace
3 3 dif.rovnice
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Piiklad. Reste diferenéni rovnice
ani1+a, =1, a9p=0, ap =1.
Upt2 = Qpt1+ Gp, a9 =0, a1 =1.
Apy2 = 20p41 — A, a9 =0, a; = 1.
Qpio = 00pi1 —6a, +4n+2, ag =0, a; =1.

Piiklad. Reste difereneni rovnice

y(t) +yt—1)=¢", yt)=0t<0.

y(t) +yt—1) =t, y(t)=0¢<0.

Priklad. Reste diferencialni rovnici

y'(t) + 2y(t) = e, y(t) =0, t <0, y(0) = 4.

Laplaceova transformace dava

1

3Y(3)—y(0)+2Y:S+3.
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Odtud
5 1

T s5+2 s+3
y(t) = be  — e,

Priklad. Spoctéte integralni rovnici

Y(s)

y(t) =t —I—/O y(7)sin(t — 1) dr.

Po Laplaceové transformaci mame

1 1
Y(s)==4+Y(s)——.
(5) 52 - (8)32 +1
Tedy
1 1
Y(S) = ? + g
Reseni je
t) =t + =t
y(t) :

Priklad. Reste diferencidlni rovnice

y'(t) +y(t) = f(t)

y'(t) —y(t) = f(t)
y'(t) = f(t)
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s pomoci konvoluce.
Priklad. Reste diferencidln{ rovnici
y'(t) + y(t) = o(t) .
Dostaneme

y(t) = u(t) sin(t)
a je to jako kdyz do klidného kyvadla t ukneme.

Piiklad. ReSte rovnici
do(z, t) N dv(z,t)

dx dt
s okrajovymi podminkami v(x,0) = 0, v(0,t) = t2.

Po Laplaceové transformaci dostaneme rovnici

d 1
%‘FV(QZ,S):—

P
s okrajovou podminkou V' (0, s) = 2/s°.
Vyftesime rovnici pro V' a dostaneme

|
Viz,s)=c(s)e "+ =

Pro z = 0 pouZzijeme pocateCni podminku ke spocteni neznamé funkce c:

2 1
V(O,S)Zg:c(s)+?,
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odkud dostaneme

a po dosazeni

A tedy

Piiklad. Reste rovnici vedent tepla

s okrajovymi podminkami v(0,t) = v(w,t) = 1, v(x,0) = 1 + sin(x).

v(x,t) =t —te ¥ +t.
dv(z,t) kdzv(x,t)
dt da?

Po Laplaceové transformaci dostaneme rovnici

sV(x,s)—v(z,0) =k

da?

s okrajovou podminkou V' (0, s) = V(m,s) = 1/s.
VyfteSime rovnici pro V' a dostaneme

A tedy

1
V(z,s)=—-+

S

sin(z)
s+k-

v(z,t) =1+ e *sin(z).

d*V (x, s)
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Pfiklad. Reste vlnovou rovnici
d*o(z,t)  d*v(z,t)
de2 da?

pro x > 0 s okrajovymi podminkami v(0,¢) = f(¢), v(x,0) = vy(x,0) = 0,aprot > 0
vyhovujici fyzikdlni podmince

limv(z,t) =0.

00

Po Laplaceové transformaci dostaneme rovnici

d*V (x, s)
2 )
V = —
PV (w,5) = 3
s okrajovou podminkou V' (0, s) = F'(s).

VyfteSime rovnici pro V' a dostaneme

V(z,s)=a(s)e ™ +b(s)e™ .

Fyzikalni divody fikaji, ze
lim V(x,s) =0

T—r 00
a tedy b(s) = 0.
A tedy
V(z,s)=F(s)e ™

v(x,t) =u(t —x)f(t —x).
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