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FOURIEROVY RADY

V prvnim semestru se probi-
raly aproximace funkci po-
lynomy:
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lynomy:
\
Funkce exp ma znamy zapis
ex_1+x+x_2_|_ _|_$_n_|_€CLH— - x_k+ecLH
2! n! (n+1)! k! (n+1)!

pro n€¢jaké c mezi 0 a z.

FOURIEROVY RADY

V prvnim semestru se probi-
raly aproximace funkci po-
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V podstaté jsme rozepsali
funkci exp(x) jako prvek
prostoru funkci pomoci sou-

fadnic 1, z, 2%, ...s vhod-
nymi koeficienty.

exp
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Koeficienty

téchto poly-

nomi se pocitaly podle
derivaci funkce exp v

pocatku.
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Koeficienty téchto poly-
nomi se pocitaly podle
derivaci funkce exp v
pocatku.

To je jako monarchie. Jedi-
nec ovladne celou zemi.
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Koeficienty téchto poly-
nomi se pocitaly podle
derivaci funkce exp v
pocatku.

To je jako monarchie. Jedi-
nec ovladne celou zemi.

V disledku toho je apro-
ximace velmi pékna v po-
catku, kdezto jinde je to
slabsi.
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BTW, na periodické funkce
chodit s polynomy je ko-
mické.
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BTW, na periodické funkce
chodit s polynomy je ko-
mické.

Vyrazime proto na obecnou
funkci s jednoduchymi peri-
odickymi funkcemi.
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BTW, na periodické funkce
chodit s polynomy je ko-
mické.

Vyrazime proto na obecnou
funkci s jednoduchymi peri-
odickymi funkcemi.

A az tam dojdeme, zjistime,
ze tam uz fyzici byli uz
davno.
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COS X

sin x

V  podstaté rozepiSeme
funkci jako prvek prostoru
funkci pomoci souradnic
1, sinz, cosz, sin(2x),
cos(2z), sin(3z), cos(3z),
... s vhodnymi koeficienty.

sin (nx)

cos (nx)
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Polynomy jsou velmi vhodné funkce pro aproximace, ale ne vZdy je mozné je pouZzit
anebo ne vzdy maji potfebné vlastnosti.

\
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Polynomy jsou velmi vhodné funkce pro aproximace, ale ne vZdy je mozné je pouZzit
anebo ne vzdy maji potfebné vlastnosti.

\

Navic se dobre aproximovaly jen funkce, majici vSechny derivace.

\/
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Polynomy jsou velmi vhodné funkce pro aproximace, ale ne vzdy je mozné je pouZzit
anebo ne vzdy maji potfebné vlastnosti.

\

Navic se dobre aproximovaly jen funkce, majici vSechny derivace.

\/

Dalsi funkce, které se ukazaly velmi vhodné pro aproximace jsou funkce sinus a ko-
sinus. Pomoci nich 1ze aproximovat i nespojité funkce.

\
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Polynomy jsou velmi vhodné funkce pro aproximace, ale ne vzdy je mozné je pouZzit
anebo ne vzdy maji potfebné vlastnosti.

\

Navic se dobre aproximovaly jen funkce, majici vSechny derivace.

\/

Dalsi funkce, které se ukazaly velmi vhodné pro aproximace jsou funkce sinus a ko-
sinus. Pomoci nich 1ze aproximovat i nespojité funkce.

\

Navic jsou tyto funkce vhodné pro modelovani periodickych déjii a neni tu poZadavek,
aby aproximované funkce mély derivace vSech radu.
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Polynomy jsou velmi vhodné funkce pro aproximace, ale ne vZdy je mozné je pouZzit
anebo ne vzdy maji potfebné vlastnosti.

\

Navic se dobre aproximovaly jen funkce, majici vSechny derivace.

\/

Dalsi funkce, které se ukazaly velmi vhodné pro aproximace jsou funkce sinus a ko-
sinus. Pomoci nich 1ze aproximovat i nespojité funkce.

\

Navic jsou tyto funkce vhodné pro modelovani periodickych déjii a neni tu poZadavek,
aby aproximované funkce mély derivace vSech radu.

\/

A vubec, obesli byste se bez
mp3?
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Protoze sinus je lichd a kosinus sudé funkce, musi se pro aproximaci pouZzit obé funkce
soucasné.

\




Protoze sinus je lichd a kosinus sud4 funkce, musi se pro aproximaci pouZzit obé funkce
soucasné.

\

Je také znamo, Ze mocniny obou funkci se daji vzdy vyjadrit pomoci linedrnich kom-
binac{ funkci sin(kx), cos(kx). Napk. sin®z = 1/2— (1/2) cos(2z), cos® x = (3/4) cos z +
(1/4) cos(3x).

\
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Protoze sinus je lich4 a kosinus sudé funkce, musi se pro aproximaci pouzit obé funkce
soucasné.

\

Je také znamo, Ze mocniny obou funkci se daji vzdy vyjadrit pomoci linedrnich kom-
binac{ funkci sin(kx), cos(kx). Napk. sin®z = 1/2— (1/2) cos(2z), cos® x = (3/4) cos z +
(1/4) cos(3x).

\

PouZivan{ funkci sin(kz), cos(kx) je vhodn&jsi neZ pouZzivani funkei sin® z, cos” z. Di-
vody jsou podlozené i obecnou teorii, kterd je vSak nad ramec tohoto textu.

\/

k
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Protoze sinus je lichd a kosinus sud4 funkce, musi se pro aproximaci pouZzit obé funkce
soucasné.

\

Je také znamo, Ze mocniny obou funkci se daji vzdy vyjadrit pomoci linedrnich kom-
binac{ funkci sin(kx), cos(kx). Napk. sin®z = 1/2— (1/2) cos(2z), cos® x = (3/4) cos z +
(1/4) cos(3x).

\

PouZivan{ funkci sin(kz), cos(kx) je vhodn&jsi neZ pouZzivani funkei sin® z, cos” z. Di-
vody jsou podlozené i obecnou teorii, ktera je vSak nad ramec tohoto textu.

\/

k

Ale proti gustu zadny diSpu-

tat. Vemte si klid’opid’o jiné

Zfllyllkce. BTW, ono se to tak
€la.
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DEFINICE. Funkce 3_"_ (a, cos(nz) + b, sin(nz)) se nazgva trigonometricky poly-
nom.

\




DEFINICE. Funkce 3_"_ (a, cos(nz) + b, sin(nz)) se nazgva trigonometricky poly-
nom.

4

Rada >°° (a, cos(nz) + b, sin(nz)) se nazyva trigonometrickd fada.

\




DEFINICE. Funkce Zizo(an cos(nx) + b, sin(nx)) se nazyva trigonometricky poly-
nom.

'

Rada >~°° (a, cos(nz) + b, sin(nx)) se nazyva trigonometrick4 fada.

\

Koeficienty a,, b, 1 proménna x lze brat komplexni, tento text se omezi jen na redlna
¢isla.

\
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DEFINICE. Funkce Zizo(an cos(nx) + b, sin(nx)) se nazyva trigonometricky poly-
nom.

'

Rada >~°° (a, cos(nz) + b, sin(nx)) se nazyva trigonometrick4 fada.

\

Koeficienty a,, b, 1 proménna x lze brat komplexni, tento text se omezi jen na redlna
¢isla.

\
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Protoze trigonometricky polynom ma periodu 27, neni mozné bez upravy aproximovat
funkce, které nemayji tuto periodu.

\




Protoze trigonometricky polynom ma periodu 27, neni mozné bez upravy aproximovat
funkce, které nemaji tuto periodu.

\

Pro funkce s periodou 27 je jedno na jakém intervalu délky 27 se funkce zkouma. V

dalSim textu je bran interval [—m, 7], ktery je symetricky kolem O. Casto se bere interval
0, 27].

=
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Klicova otazka: Jak Ize
najit  koeficienty a,, b,
pro funkci f na inter-
valu (—m,7) tak, aby
fla) =2, o(an cos(nz) +

b, sin(nx))?

BTW, co muZe znamenat
uvedend rovnost?
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Pro vypocet koeficientd a,,, b, se vyuZije tzv. ortogonality funkei sin(nx), cos(nx):

\




Pro vypocet koeficientd a,,, b, se vyuZije tzv. ortogonality funkei sin(nx), cos(nx):

\

Kreslil jsem sinus a kosinus
mockrat, ale kolmosti jsem
st nevSiml.
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Pro vypocet koeficientd a,,, b, se vyuZije tzv. ortogonality funkei sin(nx), cos(nx):

\

Kreslil jsem sinus a kosinus
mockrat, ale kolmosti jsem
st nevSiml.

\

VETA. Plati nasledujici rovnosti:

/ sin(nx) cos(kx) dx = 0 pro libovolnd n, k = 0, 1,2, ...

/ sin(nz) sin(kx) dx = { 9{_’7 Blr,g Z i Z;E N
0, pron # k;

/ cos(nx) cos(kr)dx =4 m, pron==FkeN;
2m, pron =k = 0.
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Pokud by vas trapilo ne-

dokazan€ tvrzeni, v€zte, 7e
prvni rovnost je jednodu-

chda z lichosti integrované
funkce. DalSi jsou trigono-
metrické vzoreCky, které se
ovSem daji nahradit mecha-
nickym pouzitim rovnosti
e = cosx + 1sin x.
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Pokud by vas trapilo ne-

dokazan€ tvrzeni, v€zte, 7e
prvni rovnost je jednodu-

chda z lichosti integrované
funkce. DalSi jsou trigono-
metrické vzoreCky, které se
ovSem daji nahradit mecha-
nickym pouzitim rovnosti
e = cosx + 1sin x.

Pokud trapeni trva, z pred-
choziho se pokuste vyjadrit

SINT = ...aCcosT = ...
jako vyraz s €. Pak do-

sad’te do integrdli a poci-
tejte...
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oo

- olay, cos(nx) + by, sin(nx)).

Vrat'me se zpét k rovnosti f(z) =

\




Vrat'me se zpét k rovnosti f(x) = > 7 (a, cos(nz) + b, sin(nz)).

n=0
\

Obe strany rovnosti se vynasobi sin(kx) (nebo cos(kz)) a zintegruji se.

\




Vrat'me se zpét k rovnosti f(z) = > °°

n=0
\

Obé strany rovnosti se vynasobi sin(kx) (nebo cos(kx)) a zintegruji se.

\/

Pokud rada konverguje stejnomérné, lze prehodit integral a soucet a pouzit orthogo-
nalitu:

/ f(x)sin(kz) dx = Z/ (a,, cos(nx) + by sin(nz))sinkxdx = by, k=1,2,..
4 n=0 YT

(a, cos(nz) + by, sin(nz)).

[N
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/ f(x) cos(kx) dx = Z/ (a,, cos(nx)—+b, sin(nx) cos kx dx = { 72T7CTLZZ), Big g
- n—0 T



Vrat'me se zpét k rovnosti f(z) = > °°

n=0
\

Obé strany rovnosti se vynasobi sin(kx) (nebo cos(kx)) a zintegruji se.

\/

Pokud rada konverguje stejnomérné, lze prehodit integral a soucet a pouzit orthogo-
nalitu:

/ f(x)sin(kz) dx = Z/ (a,, cos(nx) + by sin(nz))sinkxdx = by, k=1,2,..
4 n=0 YT

(a, cos(nz) + by, sin(nz)).

[N

0;
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/ f(x) cos(kx) dx = Z/ (a,, cos(nx)—+b, sin(nx) cos kx dx = { 72T7CTLZZ), Big ]]Z
- n—0 T




Vysledkem jsou hledané
koeficienty. Vzhledem k
odliSnosti u a; pro £k = 0 a
k # 0 se trigonometricka
fada v néasledujici definici
formalné upravi.
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Vysledkem jsou hledané
koeficienty. Vzhledem k
odliSnosti u a; pro £k = 0 a
k # 0 se trigonometricka
fada v néasledujici definici
formalné upravi.

\

Uvedené integraly obecné nemusi existovat. Budou existovat pro spojit€ omezené
funkce.

\/
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Vysledkem jsou hledané
koeficienty. Vzhledem k
odliSnosti u a; pro £k = 0 a
k # 0 se trigonometricka
fada v néasledujici definici
formalné upravi.

\

Uvedené integraly obecné nemusi existovat. Budou existovat pro spojit€ omezené
funkce.

\/

Pro pouziti Fourierovych fad je vSak tfeba pracovat 1 s nespojitymi funkcemi. Obecnd
teorie pripousti znacné nespojitosti, tento text se omezi na jednodussi funkce, pro které
sta¢i zobecnény Newtontv integrél a znalosti dosud probrané.

=)
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Funkce na [—, 7| se nazyva po ¢astech hladka, jestlize existuje rozdéleni —m = py <
p1 < ... < p, = wtakové, Ze f ma na kazdém intervalu [p; 1, p;] spojitou derivaci.
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Funkce na [—, 7| se nazyva po ¢astech hladka, jestliZe existuje rozdéleni —m = py <
p1 < ... < p, = wtakové, Ze f ma na kazdém intervalu [p; 1, p;] spojitou derivaci.

\/

Periodickd funkce f s periodou 27 se nazyva po Castech hladka, jestlize ziZeni f na
[—7, | (nebo jiny uzavieny interval délky 27) je po ¢astech hladké.

-
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DEFINICE. Necht' f je funkce definovana na (—m, ).
\
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Cisla -
a, = —/ f(x)cos(nx)dx pron =0,1,2, ...
T —Tr

1 ™
b, = —/ f(z)sin(nz)dx pron = 1,2, ...
™ —T
se nazyvaji Fourierovy koeficienty funkce f.
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DEFINICE. Necht' f je funkce definovana na (—m, ).

M
Cisla

1 s
a, = —/ f(x)cos(nx)dx pron =0,1,2, ...
™ —T

1 ™
bnz—/ f(z)sin(nz)dx pron = 1,2, ...
T J_n

se nazyvaji Fourierovy koeficienty funkce f.

|
Rada

% 1 Z(an cos(nx) + by sin(nx))

n=1

se nazyva Fourierova fada funkce f.

\/
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DEFINICE. Necht' f je funkce definovana na (—m, ).

M
Cisla

1 s
a, = —/ f(x)cos(nx)dx pron =0,1,2, ...
T —T

1 ™
bnz—/ f(z)sin(nz)dx pron = 1,2, ...
T J_n

se nazyvaji Fourierovy koeficienty funkce f.
'
Rada -
% + Z(an cos(nx) + by, sin(nx))

n=1

se nazyva Fourierova fada funkce f.

\/

Fourierova rada existuje pro po Castech hladké funkce.
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Nésledujici
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linearita
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Nasledujici  linearita  je
ziejma.
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Nasledujici  linearita  je
ziejma.
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POZOROVANI. Jsou-li a,, b, (nebo a) bl ) Fourierovy koeficienty funkce f (resp. g),
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Poznamky 1 :

Maé-li f periodu 27, Ize vzit v integrdlech pro Fourierovy koeficienty libovolné jiné
meze vzdalené od sebe 27, napt. 0, 27.

\




Poznamky 1 :

Maé-li f periodu 27, Ize vzit v integrdlech pro Fourierovy koeficienty libovolné jiné
meze vzdalené od sebe 27, napt. 0, 27.

'

Casto se aproximuje funkce, kterd neni periodickd. V tom piipadé se vezme n&jaky
interval délky 27 a v bodech mimo tento interval se funkce zméni tak, aby vznikla funkce
s periodou 27 rovnd ptivodni funkci na zvoleném intervalu.

—p




Volbou intervalu tedy vy-
tvarime z jedné funkce vice
riznych  2m-periodickych

SIS S S S

J S S S S
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Také je mozné nechat funkci s ptivodnimi hodnotami na intervalu (0, 7), dodefinovat
ji jako lichou (nebo sudou) na intervalu (—, 0) a pak periodicky prodlouzit na R.
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Také je mozné nechat funkci s ptivodnimi hodnotami na intervalu (0, 7), dodefinovat
ji jako lichou (nebo sudou) na intervalu (—, 0) a pak periodicky prodlouzit na R.

\

Prislusna Fourierova rada bude sloZena jen ze sind nebo kosinti a dostava se tzv. sinova
nebo kosinova Forierova rada dané funkce.

-=p




Z linearni algebry jsou znadmy pojmy orthogondlni (kolmé) vektory v koneCné - di-
menziondlnich prostorech a rozvoje prvki té€chto prostortt pomoci orthogonalni baze.

\




Z linearni algebry jsou znadmy pojmy orthogondlni (kolmé) vektory v koneCné - di-
menziondlnich prostorech a rozvoje prvki téchto prostorti pomoci orthogondlni baze.
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Tam n-tou souradnici vek-
toru f ziskate pomoci ska-

larniho soucinu a, = <
f, e, >. Zde akorét roli ska-
larniho soucinu hraje inte-
grél, roli bazovych vekrorti
funkce cos kx a sin k.
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Z linearni algebry jsou znadmy pojmy orthogondlni (kolmé) vektory v koneCné - di-
menziondlnich prostorech a rozvoje prvki téchto prostorti pomoci orthogondlni baze.
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toru f ziskate pomoci ska-

larniho soucinu a, = <
f, e, >. Zde akorét roli ska-
larniho soucinu hraje inte-
grél, roli bazovych vekrorti
funkce cos kx a sin k.
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Z linearni algebry jsou znadmy pojmy orthogondlni (kolmé) vektory v koneCné - di-
menziondlnich prostorech a rozvoje prvki téchto prostorti pomoci orthogondlni baze.

\

Tam n-tou souradnici vek-
toru f ziskate pomoci ska-

larniho soucinu a, = <
f, e, >. Zde akorét roli ska-
larniho soucinu hraje inte-
grél, roli bazovych vekrorti
funkce cos kx a sin k.

\

Fourierovy rady jsou zobecnénim tohoto postupu na nekonecnou dimenzi. Protoze se
jednd o nekoneCné operace, je potfeba konvergence a tedy napf. pojem vzdalenosti.

\

Obecna teorie Fourierovych fad se provadi v tzv. Hilbertovych prostorech pomoci
orthogondlni baze.

\
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Z linearni algebry jsou znadmy pojmy orthogondlni (kolmé) vektory v koneCné - di-
menziondlnich prostorech a rozvoje prvki téchto prostorti pomoci orthogondlni baze.
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Tam n-tou souradnici vek-
toru f ziskate pomoci ska-

larniho soucinu a, = <
f, e, >. Zde akorét roli ska-
larniho soucinu hraje inte-
grél, roli bazovych vekrorti
funkce cos kx a sin k.
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Z linearni algebry jsou znadmy pojmy orthogondlni (kolmé) vektory v koneCné - di-
menziondlnich prostorech a rozvoje prvki téchto prostorti pomoci orthogondlni baze.
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Z linearni algebry jsou znadmy pojmy orthogondlni (kolmé) vektory v koneCné - di-
menziondlnich prostorech a rozvoje prvki téchto prostorti pomoci orthogondlni baze.
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Tam n-tou souradnici vek-
toru f ziskate pomoci ska-

larniho soucinu a, = <
f, e, >. Zde akorét roli ska-
larniho soucinu hraje inte-
grél, roli bazovych vekrorti
funkce cos kx a sin k.

‘ - N c % ~ 5 0 7 LEKCE27-FOR
Fourierovy tfady jsou zobecnénim tohoto postupu na nekonecnou dimenzi. Protoze se  wigpolynom
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V zéavéreCnych poznamkach budou uvedeny nékteré dalSi priklady orthogonalnich
bazi vhodnych pro neperiodické funkce.

Konec poznamek 1.




Priklady 1 :

1. Najdéte Fourierovu fadu funkce

{ —1, prox € S—W,O);

0, prox=0azx=m;

flz) =
1, prox € (0,m).

dodefinované periodicky na R.




2. Najdéte Fourierovy fady nésledujicich funkci dodefinovanych periodicky na R:

zna|-m,m), xnal0,27), |r|nal|-m,7), |sinz|na|-m, m).




3. Najdéte Fourierovu sinovou 1 kosinovou fadu funkci

sinzna0,7), xnal0,7).

Konec piikladi 1.




Otazky 1 :

1. Je-1i f lich4, jsou vSechny koeficienty a,, rovny O a Fourierova fada bude sloZena
jen z funkci sinus.

=




2. Je-li f suda, jsou vSechny koeficienty b,, rovny 0 a Fourierova fada bude sloZena jen
z funkci kosinus.

=)




3. Dokazte, Ze pokud je spojita funkce f na [—m, 7] souctem stejnomérné konvergentni
fady % + >, (a, cos(nx) + b, sin(nz)), pak &isla a,, b, jsou Fourierovy koeficienty
funkce f.

\




3. Dokazte, Ze pokud je spojita funkce f na [—m, 7] souctem stejnomérné konvergentni
fady % + >, (a, cos(nx) + b, sin(nz)), pak &isla a,, b, jsou Fourierovy koeficienty
funkce f.

\

Toto tvrzeni Ize zobecnit 1 na po ¢astech hladké funkce a bez predpokladu stejnomérné
konvergence.

\




3. Dokazte, Ze pokud je spojita funkce f na [—m, 7] souctem stejnomérné konvergentni
fady % + >, (a, cos(nx) + b, sin(nz)), pak &isla a,, b, jsou Fourierovy koeficienty
funkce f.

\

Toto tvrzeni Ize zobecnit 1 na po ¢astech hladké funkce a bez predpokladu stejnomérné
konvergence.

\

Na tomto misté se hodi podotknout, Ze ne kazda konvergentni trigonometricka rfada se
spojitym souctem je Fourierovou radou néjaké funkce.

Konec otazek 1.




Cviceni 1 :

Pfiklad. Najdéte Fourierovu fadu pro funkci f, kterd vznikne jako periodické rozsifeni
funkce signum z intervalu (—, 7) na celé R.
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Pfiklad. Najdéte Fourierovu fadu pro funkci f, kterd vznikne jako periodické rozsifeni
funkce signum z intervalu (—, 7) na celé R.

\
Reseni. Viimnéte si, Ze jde o lichou funkci, takZe koeficienty
s n € Ny

budou rovny nule.

\
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Reseni. Viimnéte si, Ze jde o lichou funkci, takZe koeficienty
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\

Nyni pojd’me spocitat koeficienty b,,.
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Cviceni 1 :

Pfiklad. Najdéte Fourierovu fadu pro funkci f, kterd vznikne jako periodické rozsifeni
funkce signum z intervalu (—, 7) na celé R.

\
Reseni. Viimnéte si, Ze jde o lichou funkci, takZe koeficienty
s n € Ny
budou rovny nule.
\
Nyni pojd’me spocitat koeficienty b,,.
\

Vyjdeme primo z definice

1 ™
b, = —/ sign x sinnx dr =
s




Cviceni 1 :

Pfiklad. Najdéte Fourierovu fadu pro funkci f, kterd vznikne jako periodické rozsifeni
funkce signum z intervalu (—, 7) na celé R.

\
Reseni. Viimnéte si, Ze jde o lichou funkci, takZe koeficienty
s n € Ny

budou rovny nule.

\

Nyni pojd’me spocitat koeficienty b,,.

\

Vyjdeme primo z definice

1 ™
b, = —/ sign x sinnx dr =

—T

\

(nyni vyuzijeme sudosti funkce - vite které?)

\




Cviceni 1 :

Pfiklad. Najdéte Fourierovu fadu pro funkci f, kterd vznikne jako periodické rozsifeni
funkce signum z intervalu (—, 7) na celé R.

\
Reseni. Viimnéte si, Ze jde o lichou funkci, takZe koeficienty
s n € Ny
budou rovny nule.

\

Nyni pojd’me spocitat koeficienty b,,.

\

Vyjdeme primo z definice

1 ™
b, = —/ sign x sinnx dr =

—T

\

(nyni vyuzijeme sudosti funkce - vite které?)

\

2 [T —2
= —/ sinne der = —((—1)" — 1),
0

/0 nim







\

coZ je pro suda n rovno nule a pro lich4 rovno
4

nim




\

coZ je pro suda n rovno nule a pro lich4 rovno
4

nim

\

Hledana Fourierova rada tedy bude

_Zstn—lx
on—1




\

coz je pro suda n rovno nule a pro lichd rovno
4

ni

\

Hledana Fourierova rada tedy bude

4 i sin(2n — 1)z
7T 2 '

n—1
n=1

Nemély by Fourierovy fady
pocitat pocitace?
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coz je pro suda n rovno nule a pro lichd rovno
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Ano, pocitaci.




Konec cviceni 1.




Uceni 1 :

Jak mam rozSitit funkci z
otevieného intervalu na ce-
lou realnou primku? A jak
se funkce definuje v kraj-
nich bodech? Dofefinuju to
nulou a mam po starostech.
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Uceni 1 :

Jak mam rozSitit funkci z
otevieného intervalu na ce-
lou realnou primku? A jak
se funkce definuje v kraj-
nich bodech? Dofefinuju to
nulou a mam po starostech.

Nékteré véci se periodicky
opakuji. Treba periodicka
funkce s limitou nula.
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Pro kazdou lichou funkci
jsou koeficienty a, rovny

nule. A pro sudou funkci
jsou nenulové?
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Pro kazdou lichou funkci
jsou koeficienty a, rovny

nule. A pro sudou funkci
jsou nenulové?

Jenom nékteré a jenom né-
kdy. BTW 0 je suda.
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Konec uceni 1.




KONVERGENCE FOURIEROVY RADY




KONVERGENCE FOURIEROVY RADY
'

Pro aplikace neni ani tak dalezitd samotnd konvergence Fourierovy fady, jako jeji
konvergence k plivodni funkci.

\/
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KONVERGENCE FOURIEROVY RADY
'

Pro aplikace neni ani tak dalezitd samotnd konvergence Fourierovy fady, jako jeji
konvergence k plivodni funkci.

\/

Je to problém obtizny, ale dilezity. Pro tento text staci uvést jednodussi vysledky.
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KONVERGENCE FOURIEROVY RADY
'

Pro aplikace neni ani tak dalezitd samotnd konvergence Fourierovy fady, jako jeji
konvergence k plivodni funkci.

\/

Je to problém obtizny, ale dilezity. Pro tento text staci uvést jednodussi vysledky.
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KONVERGENCE FOURIEROVY RADY
'

Pro aplikace neni ani tak dualezitd samotnd konvergence Fourierovy fady, jako jeji

konvergence k plivodni funkci.

\/

Je to problém obtizny, ale dilezity. Pro tento text staci uvést jednodussi vysledky.

\

V dikazech bude potieba
nasledujici tvrzeni:

\/

LEMMA. Necht' f je po ¢astech hladka v |—, 7|. Pak Fourierovy koeficienty funkce
f konverguji k O.

—p

LEKCE27-FOR
trig.polynom
trig.rada
ortogonalita
po castech hladka
funkce
Fourier.koeficienty
Fourier.fada
Fkoef.->0
konvergence
Parseval
integrace
derivace
jiné periody
Fourier.integral
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Dukaz. Integral pres [0, 27] je souctem konecné mnoha integrald pres mensi uzaviené
intervaly, kde f je spojitd a ma na nich spojitou derivaci; necht’ (a, b) je jeden z takovych
intervald.
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Dukaz. Integral pres [0, 27] je souctem konecné mnoha integrald pres mensi uzaviené
intervaly, kde f je spojitd a ma na nich spojitou derivaci; necht’ (a, b) je jeden z takovych
intervald.

\

Staci ukazat, Ze fab f(z)cos(nz)dx — 0 s rostoucim n (dikaz pro koeficienty a,, je
obdobny).

\/
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Dukaz. Integral pres [0, 27] je souctem konecné mnoha integrald pres mensi uzaviené
intervaly, kde f je spojitd a ma na nich spojitou derivaci; necht’ (a, b) je jeden z takovych
intervald.

\

Staci ukazat, Ze fab f(z)cos(nz)dx — 0 s rostoucim n (dikaz pro koeficienty a,, je
obdobny).

\/

Posledni integral se zintegruje po Castech:

/ f(z)sin(nz)dx = —l[f(x) cos(nz)]’ + %/ f'(z) cosnx dx .

n
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Dukaz. Integral pres [0, 27] je souctem konecné mnoha integrald pres mensi uzaviené
intervaly, kde f je spojitd a ma na nich spojitou derivaci; necht’ (a, b) je jeden z takovych
intervald.

\

Staci ukazat, Ze fab f(z)cos(nz)dx — 0 s rostoucim n (dikaz pro koeficienty a,, je
obdobny).

\
Posledni integral se zintegruje po Castech:
b 1 1 b
/ f(z)sin(nz)dx = —ﬁ[f(x) cos(nz))’ + E/ f'(x) cosnx dx.
\
Z predpokladt o funkci f nyni vyplyva, Ze | fab f(z)sin(nz) dx| < K/n pro néjakou
konstantu K, coz dokazuje tvrzeni. &

=
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flay) = lim

T—04

fz),

V04

fla_) = lim

T—a—

V4

f()

AN

flx) =

1

2

(f(zy) + flz-)).




V nésledujicim textu se bude kviili stru¢néjSim zapisim znacit

fla) = lm f(z), fla)= lim f() fl&)=2(f(zs) + flz2).

v T—a_ 2

Kvituji s povdékem.
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V nésledujicim textu se bude kviili stru¢néjSim zapisim znacit

fla) = lm f(z), fla)= lim f() fl&)=2(f(zs) + flz2).

v T—a_ 2

Kvituji s povdékem.

\/

Protoze f je bud’ periodicka nebo se periodicky dodefinovava, znamena f(—7_) totéz
co f(m_), apod. f(—my) = f(my).

=)
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Pro po Castech hladké funkce f je fdeﬁnované vSude a souhlasi s f pravé v bodech
spojitosti f.

\




Pro po Castech hladké funkce f je fdeﬁnované vSude a souhlasi s f pravé v bodech
spojitosti f.

\

f L~




VETA. Necht' f je po Castech hladka na [—, 7. Pak jeji Fourierova fada konverguje
k funkci f v kazdém bodé€ p € [—7, 7] (atedy k f(p) v bodech spojitosti funkce f).

\




VETA. Necht' f je po Castech hladka na [—, 7. Pak jeji Fourierova fada konverguje
k funkci f v kazdém bodé€ p € [—7, 7] (atedy k f(p) v bodech spojitosti funkce f).

\

Konvergence je stejnomérnd na intervalu leZicim uvnitt intervalu, kde ma f spojitou
derivaci.

\




VETA. Necht' f je po Castech hladka na [—, 7. Pak jeji Fourierova fada konverguje
k funkci f v kazdém bodé€ p € [—7, 7] (atedy k f(p) v bodech spojitosti funkce f).

\

Konvergence je stejnomérnd na intervalu leZicim uvnitf intervalu, kde ma f spojitou
derivaci.

\

Co vic si miizeme prat?




VETA. Necht f je po ¢astech hladka na [—m, 7]. Pak jeji Fourierova fada konverguje
k funkci f v kazdém bod¢ p € [—m, 7] (atedy k f(p) v bodech spojitosti funkce f).

\

Konvergence je stejnomérnd na intervalu leZicim uvnitf intervalu, kde ma f spojitou
derivaci.

\

LEKCE27-FOR
5 c & .., trig.polynom
Co vic st muzeme prat? trig.fada
ortogonalita
po castech hladka
funkce
Fourier.koeficienty
Fourier.fada
Fkoef.->0
konvergence
Parseval
integrace
derivace
jiné periody
Fourier.integral
STANDARDY
Poznd
123456789
I i Piiklad
Jinak to ani nemohlo dopad R
nout. Otizky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789







Diikaz. M4 se dokdzat, Ze f(p) = D+ >0 (an cos(np) + by sin(np)), tj, Ze
\




AN

Diikaz. M4 se dokdzat, Ze f(p) = 2 + >~ (a, cos(np) + by sin(np)), tj, Ze

\

n—1

Ted” se neleknéte toho
skoku, je za nim kus umor-

ného pocitini a je cely
rozebran v otazkach
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AN

Diikaz. M4 se dokdzat, Ze f(p) = 2 + >~ (a, cos(np) + by sin(np)), tj, Ze
\

Ted” se neleknéte toho
skoku, je za nim kus umor-

ného pocitini a je cely
rozebran v otazkach
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Diikaz. M4 se dokdzat, Ze f(p) = D+ >0 (an cos(np) + by sin(np)), tj, Ze
\

Ted” se neleknéte toho
skoku, je za nim kus umor-

ného pocitini a je cely
rozebran v otazkach
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AN
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Diikaz. M4 se dokdzat, Ze f(p) = D+ >0 (an cos(np) + by sin(np)), tj, Ze
\

Ted” se neleknéte toho
skoku, je za nim kus umor-

ného pocitini a je cely
rozebran v otazkach

LEKCE27-FOR

/ " ~ sin(n+1/2)z dx — trig.polynom

(f(gj + p) — (p)) =(. trig.fada
] ortogonalita
SIH(ZU/ 2) po castech hladka
funkce
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‘ Fourier.rada
. . . o . . . . Fkoef.->0
Rozepise-li se sin(n + 1/2)z podle souctového vzorce, ma funkce v poslednim inte- konvergence
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Obé tyto funkce jsou po Castech hladké (pro druhou funkci je tu potieba existence
derivace f’(p) zprava a zleva).

\
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Obé tyto funkce jsou po Castech hladké (pro druhou funkci je tu potieba existence
derivace f’(p) zprava a zleva).

\

Podle predchoziho lemmatu tyto koeficienty konverguji k 0, coz dokoncuje diikaz
prvniho tvrzeni véty.

\
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Obé tyto funkce jsou po Castech hladké (pro druhou funkci je tu potieba existence
derivace f’(p) zprava a zleva).

\

Podle predchoziho lemmatu tyto koeficienty konverguji k 0, coz dokoncuje diikaz
prvniho tvrzeni véty.

\

Diikaz lemmatu o konvergenci Fourierovych koeficientd k 0 ukazuje, ze pravé doka-
zovana konvergence je stejnomérna vzhledem k p € [a, b] — pouZije se tu fakt, ze f’ je
spojita na |a, b|.

\/
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Obé tyto funkce jsou po Castech hladké (pro druhou funkci je tu potieba existence
derivace f’(p) zprava a zleva).

\

Podle predchoziho lemmatu tyto koeficienty konverguji k 0, coz dokoncuje diikaz
prvniho tvrzeni véty.

\

Diikaz lemmatu o konvergenci Fourierovych koeficientd k 0 ukazuje, ze pravé doka-
zovana konvergence je stejnomérna vzhledem k p € [a, b] — pouZije se tu fakt, ze f’ je
spojita na |a, b|.

\/

Odtud plyne posledni tvrzeni véty o stejnomérné konvergenci. &
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At je vztah mezi f a jeji
Fourierovou radou jakykoli,
plati nasledujici rovnost
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At je vztah mezi f a jeji
Fourierovou radou jakykoli,
plati nasledujici rovnost

\
VETA. (Parseval) Necht f je definovand na | a ["_ f*(z)dx konverguje. Pak

o

/f d\——J Za+62

kde a,,, b,, jsou Fourierovy koeficienty funkce f.

\
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At je vztah mezi f a jeji
Fourierovou radou jakykoli,
plati nasledujici rovnost

\
VETA. (Parseval) Necht f je definovana na | [ f2(:

T .-{;, - +Z )
[ eSS,

kde a,, b, jsou Fourierovy koeficienty funkce f.

\

Opét plati paralela s normo-
vanym vektorovym prosto-
rem. Je to obdoba vatahu pro

normu vektoru v euklidov-
ském prostoru.

-) dx konverguje. Pak
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Je to prost¢ Pythagorova
veta. Kdo nevéri?
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Je to prost¢ Pythagorova
veta. Kdo nevéri?

Koukdm, Ze je to navic stroj
na sCitani (nékterych) rad.
Alespon néjaka radost . . .
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Dukaz. Dikaz bude proveden jen pro stejnomérnou konvergenci Fourierovy fady k f.

\




Dikaz. Dikaz bude proveden jen pro stejnomérnou konvergenci Fourierovy fady k f.

\

Pak Ize zaménit poradi souCtu a integrélu:

/ flz)f(z)dx = / f(x (C;O +Z a, cos(nx) + b, sm(nx)))d
_ /f dx+z an/ f(x)cos(nz dx+/ flz Smn:c)dx)
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Dusledkem

Parsevalovy

rovnosti je jeji zobecnéni:

LEKCE27-FOR
trig.polynom
trig.rada
ortogonalita
po castech hladka
funkce
Fourier.koeficienty
Fourier.fada
Fkoef.->0
konvergence
Parseval
integrace
derivace
jiné periody
Fourier.integral
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Disledkem Parsevalovy
rovnosti je jeji zobecnéni:

\

VETA. (Parseval) Necht f,g jsou definované na (0,27) a [* f*(z)dx, [ ¢*(z)dx
konverguji. Pak

ao

1 ' a'/O — / /
| fg) =S S b,

kde a,,, b, (nebo a,, b)) jsou Fourierovy koeficienty funkce f (resp. g).




Diukaz. Parsevalova rovnost pro [ + g diva

= [ o)+ glayrax = L2

Q0 —T




Dikaz. Parsevalova rovnost pro [ + g dava

Q0 —T

\

1 /W< £(@) + ga)) dx = (0 E a0’ > ((an £ a2+ (b £ 1))

Zobecnénd Parsevalova rovnost nyni plyne ze vzorce (a + b)* — (a — b)* = 4ab ode-

ctenim uvedenych dvou Parsevalovych rovnosti.

&
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Poznamky 2 :

Konvergence.

\




Poznamky 2 :

Konvergence.

\

Vét o konvergenci Fouriero-
vych fad je mnoho.




Poznamky 2 :

Konvergence.

\

\

Je nutné se zminit, ze existuje spojitd funkce s periodou 2m, jejiz Fourierova rada
nekonverguje v nekonec¢né mnoha bodech na intervalu (—7, 7) — tyto body jsou navic

husté rozlozeny v intervalu.

\

Vét o konvergenci Fouriero-
vych fad je mnoho.
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Poznamky 2 :

Konvergence.

\

\

Je nutné se zminit, ze existuje spojitd funkce s periodou 2m, jejiz Fourierova rada
nekonverguje v nekonec¢né mnoha bodech na intervalu (—7, 7) — tyto body jsou navic
husté rozlozeny v intervalu.

\

Dalsi hodné pouzivané tvrzeni o konvergenci je nasledujici: Je-li f po cdstech mono-
tonni v (—m, m) a md tam jen konecné mnoho bodii nespojitosti, konverguje jeji Fourie-

rova rada k funkci f.

\

V¢ét o konvergenci Fouriero-
vych fad je mnoho.
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Poznamky 2 :

Konvergence.

\

V¢ét o konvergenci Fouriero-
vych fad je mnoho.

\

Je nutné se zminit, ze existuje spojitd funkce s periodou 2m, jejiz Fourierova rada
nekonverguje v nekonec¢né mnoha bodech na intervalu (—7, 7) — tyto body jsou navic
husté rozlozeny v intervalu.

\

Dalsi hodné pouzivané tvrzeni o konvergenci je nasledujici: Je-li f po cdstech mono-
tonni v (—m, m) a md tam jen konecné mnoho bodii nespojitosti, konverguje jeji Fourie-

rova rada k funkci f.

\

V tomto tvrzeni neni tieba predpokladat existenci derivaci. Ostatni tvrzeni o konver-
genci jsou slozitéjsi. Nékterd tvrzeni davaji podminky pro konvergenci v jednom zada-
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ném bod¢.
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Aproximace funkeci.
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Lemma o konvergenci Fourierovych koeficientt k O plati pro obecnéjsi funkce nez po
castech hladké.

\

Musi se predpokladat, Za |f| je integrovatelnd Pak staci, kdyZ existuje po Castech
hladkd funkce g na [—, 7] tak, Ze ["_|f(x) — g()| dx < &, pro dané kladné . Plati

‘/abf(x)sin(nx) dx‘ < /b|f(x) \dx+|/ ) sin(nz) dx
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Aproximace funkeci.

\

Lemma o konvergenci Fourierovych koeficientt k O plati pro obecnéjsi funkce nez po
castech hladké.

\

Musi se predpokladat, Za |f| je integrovatelnd Pak staci, kdyZ existuje po Castech
hladkd funkce g na [—, 7] tak, Ze ["_|f(x) — g()| dx < &, pro dané kladné . Plati

‘/abf(x)sin(nx) dx‘ < /b|f(x) \dx+|/ ) sin(nz) dx

§5—|—‘/ ) sin(nx dx‘
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Tim se pfevede problém na po Castech hladké funkce.
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Aproximace funkeci.

\

Lemma o konvergenci Fourierovych koeficientt k O plati pro obecnéjsi funkce nez po
castech hladké.

\

Musi se predpokladat, Za |f| je integrovatelnd Pak staci, kdyZ existuje po Castech
hladkd funkce g na [—, 7] tak, Ze ["_|f(x) — g()| dx < &, pro dané kladné . Plati

‘/abf(x)sin(n:c) dx‘ < /b|f(x) \dx+‘/ ) sin(nz) dx

§5—|—‘/ ) sin(nx dx‘

\

Tim se pfevede problém na po Castech hladké funkce.

\

Lemma vyplyva i z tzv. Besselovy nerovnosti

/f2 dX>——|—Z 24 12),

kterd se d4 dokdzat minimalizaci integrdlu Ctverce rozdilu f a trigonometrickych poly-
nomi (anebo vyplyne snadno z obecné teorie v Hilbertovych prostorech).
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Parsevalova rovnost. Diikaz uvedeného tvrzeni je slozit€jsi a proto byl uveden ditkaz
jen pro specidlni ptipad.
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Parsevalova rovnost. Diikaz uvedeného tvrzeni je slozit€jsi a proto byl uveden ditkaz
jen pro specidlni ptipad.
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Parsevalova rovnost je totiz ekvivalentni tzv. uplnosti trigonometrického systému, coz
napt. znamend (je vice ekvivalentnich formulaci), Ze kazda spojitd funkce f lze aproxi-

movat trigonometrickymi polynomy 7" v tom smyslu, ze | fﬁ( f — T)? je libovoln& maly
pro vhodna 7.
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'

Parsevalova rovnost. Diikaz uvedeného tvrzeni je slozit€jsi a proto byl uveden ditkaz
jen pro specidlni ptipad.

\

Parsevalova rovnost je totiz ekvivalentni tzv. uplnosti trigonometrického systému, coz
napt. znamend (je vice ekvivalentnich formulaci), Ze kazda spojitd funkce f lze aproxi-

movat trigonometrickymi polynomy 7" v tom smyslu, ze | :r( f — T)? je libovoln& maly
pro vhodna 7.

\

Diikaz tplnosti neni jednoduchy.




Parsevalova rovnost funguje
jako Pythagorova véta. Po-
moci ni se pocita napriklad
v kvadru zyz telesova uhlo-
pricka u? = 2% + y? + 2°.
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Parsevalova rovnost funguje
jako Pythagorova véta. Po-
moci ni se pocita napriklad
v kvadru zyz telesova uhlo-
pricka u? = 2% + y? + 2°.

To jde pokud mame opravdu
tf1 kolmé sméry z, y a z. Po-
kud by jeden smér chybgl,
byla by z toho Pythagorova

nerovnost u> > 2 + 1.
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Parsevalova rovnost funguje
jako Pythagorova véta. Po-
moci ni se pocita napriklad
v kvadru zyz telesova uhlo-
pricka u? = 2% + y? + 2°.

To jde pokud mame opravdu
tf1 kolmé sméry z, y a z. Po-
kud by jeden smér chybgl,
byla by z toho Pythagorova

nerovnost u> > 2 + 1.
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Konec poznamek 2.

A to je ta "uplnost". Trigo-
nometrickym polynomim
nic  "nechybi".  Pokud
bychom ten systém zmenSili
(naptiklad vyhodili kvili
povércivosti sin(13x)),
neplatila by Parsevalova
rovnost.

Jo, takovy uplny ortogo-
nalni systém, ten se da vy-
vazovat zlatem.
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Priklady 2 :

1. Nakreslete, k ¢emu konverguji Fourierovy fady z predchozich Prikladu.




2. Dosazenim vhodnych ¢isel za x do predchozich Fourierovych fad sectéte rtizné
Ciselné rady, napft.

N (Y D L - — 2 = 1
Z2 §§::02n+ Egn_

n=0 n




2. Dosazenim vhodnych ¢isel za = do predchozich Fourierovych fad secCtéte rizné
Ciselné tfady, napr.

T = (=" = T =
Z:ZQn+1 22n+ EIZE

3
I
=}
ﬁ
=
T
—

To je nekdy jako hledani
jehly v kupce sena. PiSte si
spoctené Fourierovy fady na
zed’ a budete radi, Ze je tam LEKCE27-FOR
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3. Pii pouziti Parsevalovy rovnosti pro soucet Ciselnych fad neni tieba ovérovat Zadné
podminky konvergence.
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Pouzijte napt. Parsevalovu rovnost pro funkci || a dostanete soucet > m
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Vyzkousejte i pro dalsi Fourierovy fady z minulych prikladi.
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3. Pti pouziti Parsevalovy rovnosti pro soucet ¢iselnych fad neni tieba ovérovat Zadné
podminky konvergence.

\

200 . c 7 1
Pouzijte napf. Parsevalovu rovnost pro funkci |x| a dostanete soucet > NS
\

Vyzkousejte i pro dalsi Fourierovy fady z minulych prikladi.

\

Dosazenim vhodnych hodnot do Parsevalovy rovnosti dostanete soucty riznych cisel-
nych rad.

\
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3. Pti pouziti Parsevalovy rovnosti pro soucet ¢iselnych fad neni tieba ovérovat Zadné
podminky konvergence.

\

200 . c 7 1
Pouzijte napf. Parsevalovu rovnost pro funkci |x| a dostanete soucet > NS
\

Vyzkousejte i pro dalsi Fourierovy fady z minulych prikladi.

\

Dosazenim vhodnych hodnot do Parsevalovy rovnosti dostanete soucty riznych cisel-
nych rad.

\

Zkuste napf. secist > >~ 1/n*.
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4. Ukazte, ze




4. Ukazte, ze

Kdyz se ale zadafi, mate
Parsevalovu rovnost a tak, je

to PARADA.

Konec prikladu 2.
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Otazky 2 :
1. Ukazte, Ze trigonometrickd fada ag/2 + >~ (a, cos(nx) + b, sin(nz)) konverguje
absolutné a stejnomérné pokud Y >, (|a,| + |b,|) konverguje.

_—




2. Ukazte, Ze pro spojitou a po Cdstech hladkou funkei f konverguje fada Z (|an| +

|0n]), kde ay, by, jsou Fourierovy koeficienty funkce f. (Dikaz je snadny pfi pouZiti in-
tegrace Fourierovy fady z dalSi Césti textu.)

=)




3. Dosazenim definic Fourierovych koeficientd do k-tého ¢aste¢ného souctu Fourie-
rovy fady dostanete (ovérte)

! /w £0 (% + cos(t — @) + cos(2(t — @) + ... + cos(k(t — z))) dt.

Q0 —T




3. Dosazenim definic Fourierovych koeficientd do k-tého ¢aste¢ného souctu Fourie-
rovy fady dostanete (ovérte)

L /w £0 (% + cos(t — @) + cos(2(t — @) + ... + cos(k(t — z))) dt.

Q0 —T

\

Soucet kosinu se rovna
sin (k+ 3)(t — x)

2sin(t — x)/2
(dokaZte tuto rovnost napf. pomoci vzorce 2 cos(ny) sin(y/2) = sin(n +1/2)y — sin(n —

1/2)y.)
4




3. Dosazenim definic Fourierovych koeficientd do k-tého ¢aste¢ného souctu Fourie-
rovy fady dostanete (overte)

E /” f (@) (% + cos(t — x) + cos(2(t — x)) + ... + cos(k(t — x))) dt |

T —T

\

Soucet kosinu se rovna
sin (k+ 1) (t — z)

2sin(t — x)/2
(dokaZzte tuto rovnost napt. pomoci vzorce 2 cos(ny) sin(y/2) = sin(n + 1/2)y — sin(n —

1/2)y.)
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3. Dosazenim definic Fourierovych koeficientd do k-tého ¢aste¢ného souctu Fourie-
rovy fady dostanete (overte)

l/w £® (%+cos(t—x) +cos(2(t = 2)) + .. + cos(k(t — x))) dt.

T —T

\

Soucet kosinu se rovna
sin (k+ 1) (t — z)

2sin(t — x)/2
(dokaZzte tuto rovnost napt. pomoci vzorce 2 cos(ny) sin(y/2) = sin(n + 1/2)y — sin(n —

1/2)y.)
i

Nebo by to opét Slo pouZi-
tim cosz = (e +e7)/2a
sinz = (e — e ") /2i

\

Po malé tdpravé dostavate tzv. Dirichletovu rovnost pouzitou v diikazu véty o konver-
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genci, totiz Ze k-ty ¢astecny soucet Fourierovy rady funkce f se rovna

sm (k+3)t
— dt.
/ flt+z) sint /2




genci, totiz Ze k-ty CasteCny soucet Fourierovy fady funkce f se rovnd

1 " sin (k + %)t

— i
21 . t+2) sint /2

dt

Mezi nami, dokdzat to jde
jako po masle. Kdo na to
vSak mohl pfijit, to nevim.
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genci, totiZ ze k-ty CasteCny soucet Fourierovy rfady funkce f se rovna

1 " sin (k + %)t

— i
21 . t+2) sint /2

dt

Mezi nami, dokdzat to jde
jako po masle. Kdo na to
vSak mohl pfijit, to nevim.

Odhaduji to na kouzelnika
prvni kategorie.
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3. Necht’ a je redlné necelé Cislo. Ukazte, Ze Fourierova fada funkce cos(ax) na inter-
valu (—, 7) je rovna

sin(ma N (—1)"2asin(7a) i cos(nx)

Ta i a2 —n?’
n=1




3. Necht’ a je redlné necelé Cislo. Ukazte, Ze Fourierova fada funkce cos(ax) na inter-
valu (—, 7) je rovna

sin(ma N (—1)"2asin(7a) i cos(nx)
Ta T ~a’—n*

\

Dosazenim 2 = (0 dostanete rovnost

T 1 - . 2a
‘ L Z(_l) 2 _ 2
sinwa - a = n‘ —a




3. Necht’ a je redlné necelé Cislo. Ukazte, Ze Fourierova fada funkce cos(ax) na inter-
valu (—, 7) je rovna

sin(ma N (—1)"2asin(7a) i cos(nx)

Ta i a2 —n?’
n=1

\

Dosazenim 2 = (0 dostanete rovnost

sinTa Z — a2 '

\
Dosazenim do vyjadieni funkce I'(z)I'(1 — z) se ziska duleZity vzorec
T

D(2)[(1 - z) =

sin(mx)




3. Necht’ a je redlné necelé Cislo. Ukazte, Ze Fourierova fada funkce cos(ax) na inter-
valu (—, 7) je rovna

sin(ma N (—1)"2asin(7a) i cos(nx)

Ta i a2 —n?’
n=1

\

Dosazenim 2 = (0 dostanete rovnost

sinTa Z — a2 '

\
Dosazenim do vyjadieni funkce I'(z)I'(1 — z) se ziska duleZity vzorec
T

D(2)[(1 - z) =

sin(mx)




Kdyz to budu umét, budu si
fikat Saman.

Konec otazek 2.




DERIVACE A INTEGRACE FOURIEROVYCH RAD
\




DERIVACE A INTEGRACE FOURIEROVYCH RAD
/

Integrace Fourierovych rad
je jednodussi nez derivace
a dava zajimavy vysledek,
bez ohledu na to, zda Fou-

rierova fada k dané funkci
konverguje nebo nikoli.

LEKCE27-FOR
trig.polynom
trig.rada
ortogonalita
po castech hladka
funkce
Fourier.koeficienty
Fourier.fada
Fkoef.->0
konvergence
Parseval
integrace
derivace
jiné periody
Fourier.integral
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



DERIVACE A INTEGRACE FOURIEROVYCH RAD
/

Integrace Fourierovych rad
je jednodussi nez derivace
a dava zajimavy vysledek,
bez ohledu na to, zda Fou-

rierova fada k dané funkci
konverguje nebo nikoli.

\

VETA. Necht’ @+ > (a, cos(nx) + bysin(nz)) je Fourierova fada funkce f na
[—, ], pro kterou konverguje [ | f(z)] dx.

\
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DERIVACE A INTEGRACE FOURIEROVYCH RAD
/

Integrace Fourierovych rad
je jednodussi nez derivace
a dava zajimavy vysledek,
bez ohledu na to, zda Fou-

rierova fada k dané funkci
konverguje nebo nikoli.

\

VETA. Necht % + >°* (a, cos(nz) + b,sin(nz)) je Fourierova fada funkce f na
[—7, 7], pro kterou konverguje [* | f(z)|dx.

\
Pak pro libovolny interval (a,b) C [0, 27] platl’

b b o0
f ) dx = / —dx + Z (a,, cos(nx) + b, sin(nz)) dx,

4/ n=1 d

a uvedend rada integralli konverguje stejnomérné.
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Ukazeme, Ze funkci 1ze "ro-
zebrat na casteCky", ty zin-
tegrovat (najit jejich primi-
tivni funkce) a po jejich slo-
Zeni ziskat integral ptivodni
funkce.
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Ukazeme, Ze funkci 1ze "ro-
zebrat na casteCky", ty zin-
tegrovat (najit jejich primi-
tivni funkce) a po jejich slo-
Zeni ziskat integral ptivodni
funkce.

\

Dukaz. Funkce f ma (zobecnénou) primitivni funkci F(x fo x) dx, kterd je spojita
a po Castech hladka.

\/
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Ukazeme, Ze funkci 1ze "ro-
zebrat na casteCky", ty zin-
tegrovat (najit jejich primi-
tivni funkce) a po jejich slo-
Zeni ziskat integral ptivodni
funkce.

\

Dukaz. Funkce f ma (zobecnénou) primitivni funkci F(x fo x) dx, kterd je spojita
a po Castech hladka.

‘ , . . o o . LEKCE27-FOR
Funkce F'(x) — apz/2 ma navic periodu 27 (ovéite). Podle véty o konvergenci kon-  wigpolynom
2 5 > c SR trig.rada
verguje Fourierova fada funkce F'(x) — agx/2 stejnomérné k F'(x) — apx/2. ortogonalita
po castech  hladka
funkce
‘ Fourier.koeficienty
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Ukazeme, Ze funkci 1ze "ro-
zebrat na casteCky", ty zin-
tegrovat (najit jejich primi-
tivni funkce) a po jejich slo-
Zeni ziskat integral ptivodni
funkce.

\

Dukaz. Funkce f ma (zobecnénou) primitivni funkci F(x fo x) dx, kterd je spojita
a po Castech hladka.

\/

Funkce F'(z) — apr/2 ma navic periodu 27 (ovéite). Podle véty o konvergenci kon-
verguje Fourierova fada funkce F'(x) — agx/2 stejnomérné k F'(x) — apx/2.

\

Oznaci-li se prislusné Fourierovy koeficienty funkce F'(x) — apz/2 po fadé A, B,,
pak snadny vypocet da pro n > 0
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Ukazeme, Ze funkci 1ze "ro-
zebrat na casteCky", ty zin-
tegrovat (najit jejich primi-
tivni funkce) a po jejich slo-
Zeni ziskat integral ptivodni
funkce.

\

Dukaz. Funkce f ma (zobecnénou) primitivni funkci F(x fo x) dx, kterd je spojita
a po Castech hladka.

\/

Funkce F'(z) — apr/2 ma navic periodu 27 (ovéite). Podle véty o konvergenci kon-
verguje Fourierova fada funkce F'(x) — agx/2 stejnomérné k F'(x) — apx/2.

\

Oznaci-li se prislusné Fourierovy koeficienty funkce F'(x) — apz/2 po fadé A, B,,
pak snadny vypocet da pro n > 0
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Odtud vyplyva

/ dx+Z/ a, cos(nx) + by, sin(nzx)) dx,

coz dava tvrzeni véty.




Uvedené vyjadieni primitivni funkce F'(z) neni ov§em Fourierovou fadou pokud a( #
0:

\




Uvedené vyjadieni primitivni funkce F'(z) neni ov§em Fourierovou fadou pokud a( #
0:

\

Néco ndm tam nehraje, co
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Uvedené vyjadieni primitivni funkce F'(z) neni ov§em Fourierovou fadou pokud a( #
0:

\

Néco ndm tam nehraje, co
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Uvedené vyjadieni primitivni funkce F'(z) neni ov§em Fourierovou fadou pokud a( #
0:

\

Néco ndm tam nehraje, co
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%2 derivace
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n=1
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Uvedené vyjadieni primitivni funkce F'(z) neni ov§em Fourierovou fadou pokud a( #
0:

\

Néco ndm tam nehraje, co

a, sin(nx) — b,(cos(nx) — 1)

F(z) = :

\

Aby se dostala Fourierova fada, musi se funkce = nahradit jeji Fourierovou fadou (viz
Priklady).

\

Pokud se zvoli periodické rozsiteni funkce x z [—m, 7) a dosadi se do pfedchoziho
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vzorce, dostane se (fady konverguji absolutné a Ize je tedy vhodné prehazovat)

F(z) = Z b,/ + Z —by, cos(nz) + (a, — (—1)"ay) sin(nx) |

n
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vzorce, dostane se (fady konverguji absolutné a Ize je tedy vhodné prehazovat)

F(z) = Z b,/ + Z —by, cos(nz) + (a, — (—1)"ay) sin(nx) |

n

\

Dusledkem rovnosti je absolutni konvergence fady >, b,/n, jakmile konverguje

SO f ()] dx.
=)
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Derivace Fourierovy fady nemusi byt Fourierovou fadou zadné funkce (viz Priklady).

\




Derivace Fourierovy fady nemusi byt Fourierovou fadou zadné funkce (viz Priklady).

\
\




Derivace Fourierovy rady nemusi byt Fourierovou radou zadné funkce (viz Priklady).

\
\

Fourierovy koeficienty
funkce f’ lze ale snadno
odvodit z Fourierovych ko-
eficienti funkce f pouzitim
predchozi Casti o integraci.
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Derivace Fourierovy rady nemusi byt Fourierovou radou zadné funkce (viz Priklady).

\
\

Fourierovy koeficienty
funkce f’ lze ale snadno
odvodit z Fourierovych ko-
eficientd funkce [ pouZitim
predchozi Casti o integraci.

\/

VETA. Necht' f je po &astech hladkd funkce na [—, 7], jejiZ derivace je absolutnd
integrovatelna a a,,, b,, jsou Fourierovy koeficienty funkce f. Pak Fourierovy koeficienty
a,, b funkce f’ se daji vyjadrfit nasledovné:

1 o ,
ag = ;ILQW) — f(0), a,=(=1)"ay+nb,, b, =—na,.
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Derivace Fourierovy rady nemusi byt Fourierovou radou zadné funkce (viz Priklady).

\
\

Fourierovy koeficienty
funkce f’ lze ale snadno
odvodit z Fourierovych ko-
eficientd funkce [ pouZitim
predchozi Casti o integraci.

\/

VETA. Necht f je po &istech hladkd funkce na [—, 7], jejiZz derivace je absolutné
integrovatelna a a,,, b,, jsou Fourierovy koeficienty funkce f. Pak Fourierovy koeficienty
a,, b funkce f’ se daji vyjadrfit nasledovné:

n

n

1
ay = ;f(Q?T) — f(0), a,=(—1)"ag+nb,, b, =—-na,.

\

DUSLEDEK. Necht f je spojitéd funkce s periodou 27, po ¢astech hladka, jejiZ derivace
je absolutné integrovatelna. Pak Fourierova fada pro f’ se ziska z Fourierovy fady pro f
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derivaci Clen po Clenu a je rovna

(0. 9]

Z n(b, cos(nx) — a, sin(nx)).

n=1




Poznamky 3 :

Jestlize | :T f? konverguje, da se Fourierova fada vZdycky integrovat ¢len po ¢lenu a
souctem je integral z f pres stejny interval.

\




Poznamky 3 :

Jestlize | :T f? konverguje, da se Fourierova fada vZdycky integrovat ¢len po ¢lenu a
souctem je integral z f pres stejny interval.

\

Toto tvrzeni dava velkou tfidu fad, které nekonverguji stejnomérné a presto se daji
integrovat Clen po Clenu.

\




Poznamky 3 :

Jestlize | :T f? konverguje, da se Fourierova fada vZdycky integrovat ¢len po ¢lenu a
souctem je integral z f pres stejny interval.

\

Toto tvrzeni dava velkou tfidu fad, které nekonverguji stejnomérné a presto se daji
integrovat Clen po Clenu.

\

Za predpokladli prvni véty se da Fourierova rada derivovat ¢len po Clenu, i kdyZ pii-
sluSna Fourierova fada derivace nekonverguje stejnomérné.

\




Poznamky 3 :

Jestlize | :T f? konverguje, da se Fourierova fada vZdycky integrovat ¢len po ¢lenu a
souctem je integral z f pres stejny interval.

\

Toto tvrzeni dava velkou tfidu fad, které nekonverguji stejnomérné a presto se daji
integrovat Clen po Clenu.

\

Za predpokladli prvni véty se da Fourierova rada derivovat ¢len po Clenu, i kdyZ pii-
sluSna Fourierova fada derivace nekonverguje stejnomérné.

\

Obé véty o integrovani a derivovani se hodi v ptipadé, kdy funkce f zndma neni, ale
je zndma jeji Fourierova rada.

—p




Uvédomte si, ze se dostanou jiné vzorce pro integraci a derivaci Fourierovy rady,
vezme-li se interval [0, 27| misto [—, 7].

\




Uvédomte si, ze se dostanou jiné vzorce pro integraci a derivaci Fourierovy rady,
vezme-li se interval [0, 27| misto [—, 7].

\

Proc¢? Pozor na to!!!




Nékdy je slozité urcit koeficient Ay u primitivni funkce k Fourierové fadé pomoci
integrace funkce (ta tfeba neni zndma) nebo jako soucet nekonecné fady. Pak 1ze napsat
primitivni funkci s obecnou konstantou C' a vhodnym dosazenim nebo limitou ji urcit
(viz Priklady).

\




Nékdy je slozité urcit koeficient Ay u primitivni funkce k Fourierové fadé pomoci
integrace funkce (ta tfeba neni zndma) nebo jako soucet nekoneCné rady. Pak 1ze napsat
primitivni funkci s obecnou konstantou C' a vhodnym dosazenim nebo limitou ji urcit
(viz Priklady).

\

Zde se vyplati premyslet.

LEKCE27-FOR
trig.polynom
K k 3 trig.rada
A ortogonalita
onec pozname ’ po castech hladka
funkce
Fourier.koeficienty
Fourier.fada
Fkoef.->0
konvergence
Parseval
integrace
derivace
jiné periody
Fourier.integral
STANDARDY
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Priklady 3 :

1. Pouzijte véty o integraci a derivaci Fourierovych fad na rozvoj funkce |z|.




%

2. Vezméte Fourierovu fadu pro z° na [—m, 7] a ¢len po Clenu ji zintegrujte (jako

neurcity integral).

\




%

2. Vezméte Fourierovu fadu pro z° na [—m, 7] a ¢len po Clenu ji zintegrujte (jako

neurcity integral).

\
Dostanete 22/2 = 7% /3 — 4(sin z — sin(2z) /2% + sin(3z) /3% — ...) + C.

\




2. Vezméte Fourierovu fadu pro z° na [—m, 7] a ¢len po ¢lenu ji zintegrujte (jako
neurcity integral).

\
Dostanete 22/2 = 7% /3 — 4(sin z — sin(2z) /2% + sin(3z) /3% — ...) + C.

\

Dosazenim x = 0 dostanete hodnotu konstanty.

\




2. Vezméte Fourierovu fadu pro z?

neurcity integral).

\/

Dostanete x°/2 = 73 /3 — 4(sinz — sin(2x) /2% + sin(3x) /3% — ...) + C.

\

Dosazenim x = 0 dostanete hodnotu konstanty.

\

na [—m, 7| a ¢len po Clenu ji zintegrujte (jako

A7 na konstantu.
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A ted’ tajny trik:
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\

3*, Méte Fourierovu fadu »

\

n=2 n?—1

A ted’ tajny trik:

oo (—1)"nsin(nz)

neznamé funkce f.
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A ted’ tajny trik:

\

2, . 4 —1 "'n si i 2, sz
3*. Mate Fourierovu fadu )~ , D" nsin(nt) pezngmé funkee .

n2—1
¥
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A ted’ tajny trik:

\

2, . v —1 "'n si i 2, sz
3*. Mate Fourierovu fadu )~ , D" nsin(nt) pezngmé funkee .

n2—1
¥

Derivovanim ovéite, ze f vyhovuje diferencidlni rovnici f” + f = —sin x. LEKCE27-FOR
trig.polynom
trig.rada

‘ ortogonalita
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A ted’ tajny trik:

\

, . v —1 Ny cin(nr . .
3*. Mate Fourierovu fadu )~ , D" nsin(nt) pezngmé funkee .

n2—1
¥

Derivovanim ovéite, ze f vyhovuje diferencidlni rovnici f” + f = —sin x. LEKCE27-FOR
trig.polynom
trig.rada

‘ ortogonalita

v v .o v v, s z P po castech hladka

Vyfeste ji a urete neurCité konstanty pomoci vhodnych hodnot f a f'. [f(x) = funkce
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Konec piikladi 3.




Otazky 3 :

1. Ukazte, Ze fada )~ , sin(nz)/ log n konverguje na R, ale neni Fourierovou fadou
zadné absolutné integrovatelné funkce. (PouZzijte toho, Ze pro Fourierovy rady konver-

guje > b,/n.)
=)




2. Ukazte, Ze derivace Fourierovy fady funkce = na [—m, 7| nekonverguje v zadném
bodé€.

\




2. Ukazte, Ze derivace Fourierovy fady funkce = na [—m, 7| nekonverguje v zadném
bodé€.

\

Jaky predpoklad véty o derivaci Fourierovych fad neni splnén?




3. Dokazte, ze koeficient af, z véty o derivovani Fourierovych fad se dd vyjadfit limi-
tou lim,,((—1)""'nb, ). (Tato limita miZze byt nékdy jednodusii na vypocet neZ uvedeny
rozdil limit funkce f v krajnich bodech, zvlasté, pokud f neni zndma.)

=




4. Zformulujte obé véty pro integrovani a derivovani Fourierovych fad na intervalu
[0, 27r] misto [—7, 7).~

_—




4. Dokazte, Ze ma-li funkce f spojitou k-tou derivaci absolutné integrovatelnou a
a,, b, jsou Fourierovy koeficienty funkce f, pak

ok Lk
hgnn a, =0, h;bnn a, =0.

Konec otazek 3.




CviCeni 3 :

Piiklad. Najdéte rozvoj funkce x — 2° na intervalu (—, ). VyuZijte znalost rozvoje
x +— x ax — x° aintegrace Fourierovych fad.

\




CviCeni 3 :

Piiklad. Najdéte rozvoj funkce x — 2° na intervalu (—, ). VyuZijte znalost rozvoje
x +— x ax — x° aintegrace Fourierovych fad.

'

Reseni. Jiz mame spocteno, Ze

y 1o (=1
75 :§7T +4Z - COSN.

m=1l




CviCeni 3 :

Piiklad. Najdéte rozvoj funkce x — 2° na intervalu (—, ). VyuZijte znalost rozvoje
x +— x ax — x° aintegrace Fourierovych fad.

'

Reseni. Jiz mame spocteno, Ze

y 1o (=1
75 :§7T +4Z - COSN.

m=1l

\

Integrujme nyni tuto fadu | dt.

\




CviCeni 3 :

Piiklad. Najdéte rozvoj funkce x — 2° na intervalu (—, ). VyuZijte znalost rozvoje
x +— x ax — x° aintegrace Fourierovych fad.

'

Reseni. Jiz mame spocteno, Ze

1 +o0 _1n
332:—7T2-|—4Z( )cosnx.

2
3 — n

\

Integrujme nyni tuto fadu | dt.

\

Potom .
1, 1 = (=1)"
05— = d — 4; 3 sin nx




CviCeni 3 :

Piiklad. Najdéte rozvoj funkce x — 2° na intervalu (—, ). VyuZijte znalost rozvoje
x +— x ax — x° aintegrace Fourierovych fad.

'

Reseni. Jiz mame spocteno, Ze

1 +o0 _1n
332:—7T2-|—4Z( )cosnx.

2
3 — n

\
Integrujme nyni tuto fadu | dt.
\
Potom .

1 1 = (=1)"

“x® — Zmip = 42 ( 3 sin nx

n=1
\
Ted’ pouzijeme rozvoj
+00 <_1>n_1







\

Z. predchozich rovnosti jiz snadno dostaneme

(= E e

3
n n
=1l




\

Z. predchozich rovnosti jiz snadno dostaneme

(= E e

3
n n
=1l

\

Tato fada konverguje bodové na (—m, 7).




Konec cviceni 3.




Uceni 3 :




Pro¢ fada funkce z +— z°
na intervalu (—m,7) kon-

verguje bodoveé a nekonver-
guje stejnomérné? Vzdyt
rada muze konvergovat stej-
nomérné na [—m, 7], to jsem
jiz zazil.
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Pro¢ fada funkce z +— z°
na intervalu (—m,7) kon-

verguje bodoveé a nekonver-
guje stejnomérné? Vzdyt
rada muze konvergovat stej-
nomérné na [—m, 7], to jsem
jiz zazil.

A kdo vSechno ma spojitou
limitu? TO se nemusi vzdy
podarit. U boda nespojitosti
je takovy hezky rozkmit. To
se musi vidét!
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Konec uceni 3.




PERIODY JINE DELKY NEZ 27




PERIODY JINE DELKY NEZ 27
'

Predchozi uvahy se snadno pfenesou na periodické funkce s periodou 2I.
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PERIODY JINE DELKY NEZ 27
'

Predchozi uvahy se snadno pfenesou na periodické funkce s periodou 2I.

\
Misto funkei cos(nx), sin(nx) staci vzit funkce cos(mnz /1), sin(wnz /1), které maji pe-
riodu 2/.

\




PERIODY JINE DELKY NEZ 27
'

Predchozi Givahy se snadno prenesou na periodické funkce s periodou 21.

\
Misto funkci cos(nx), sin(nx) staci vzit funkce cos(mnz /1), sin(wnx /1), které maji pe-
riodu 2/.

\

Fourierovy koeficienty jsou pak definovany jako

1 /! 1/ |
an =7 /lf(a:) cos(mnx/l)dx, b, = —/_ f(z)sin(mnx/l) dx. LEKCE27-FOR
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PERIODY JINE DELKY NEZ 27
'

Predchozi Givahy se snadno prenesou na periodické funkce s periodou 21.

\
Misto funkci cos(nx), sin(nx) staci vzit funkce cos(mnz /1), sin(wnx /1), které maji pe-
riodu 2/.

\

Fourierovy koeficienty jsou pak definovany jako

1 /! 1/ |
an =7 /lf(a:) cos(mnx/l)dx, b, = —/_ f(z)sin(mnx/l) dx. LEKCE27-FOR

l trig.polynom
trig.rada
ortogonalita
po castech  hladka
‘ funkce
° . o g Fourier.koeficienty
Fourierova fada funkce f je fada Fourier.fada
Fkoef.->0
konvergence
a Parseval

5 T nz_:l (an cos(mnx /1) + by, Sin(ﬁnx/l)) : integrace
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Fourier.integral
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PrisluSnd teorie a tvrzeni z
pfedchozi casti se jen for-
malné upravi.
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PrisluSnd teorie a tvrzeni z
pfedchozi casti se jen for-
malné upravi.

IMHO je to limonadka.
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Priklady 4 :
1. Napiste Fourierovu fadu pro ndsledujici funkci s periodou 6:

0, pro0 < x < 2;
flx)=4 1, pro2 <z <4
0, pro4d < x < 6.




2. Napiste Fourierovu fadu funkce x na intervalu [—2, 2] a urCete jeji soucet.

Konec piikladi 4.




Otazky 4 :

1. Zformuluyjte ptislusné véty o konvergenci Fourierovych fad s periodou 2I.




2. Zformulujte prisluSné véty o integraci a derivaci Fourierovych fad s s periodou 2.

—p




3. Jak se zméni formulace, budete-li brat misto intervalu [—, [| interval [0, 2{]?

Konec otazek 4.




Cviceni 4 :
Priklad. Najdéte Fourierovu fadu pro funkci
f(z) =xcosx T € (—z z).

Ddle vySetiete konvergenci této rady.

\




Cviceni 4 :

Priklad. Najdéte Fourierovu fadu pro funkci

T
f(z) =xcosx T € (—— —).
Ddle vySetiete konvergenci této rady.

'

Reseni. Nejprve si uvédomme, Ze perioda je pouze m a budeme proto hledat rozvoj
pomoci funkci
1, cos2nz, sin?2nz.

\
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Vidime, Ze jde o lichou funkci, takze koeficienty
Qs n € Ny

budou rovny nule.
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\

Vidime, Ze jde o lichou funkci, takze koeficienty
Qs n € Ny

budou rovny nule.
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Nyni pojd’me spocitat koeficienty b,,. Vyjdeme piimo z definice

s
2

b, = —/ xcosxsin2nx do =

vl




Cviceni 4 :

Priklad. Najdéte Fourierovu fadu pro funkci

T
f(z) =xcosx T € (—— —).
Ddle vySetiete konvergenci této rady.

'

Reseni. Nejprve si uvédomme, Ze perioda je pouze 7 a budeme proto hledat rozvoj
pomoci funkci
1, cos2nz, sin?2nz.

\

Vidime, Ze jde o lichou funkci, takze koeficienty
Qs n € Ny

budou rovny nule.

\

Nyni pojd’me spocitat koeficienty b,,. Vyjdeme piimo z definice

s
2

b, = —/ xcosxsin2nx do =

vl




(nyni pouzijeme vzorce pro goniometrické funkce)

— %/_g z(sin(2n + 1)x +sin(2n — 1)z)der = - - - = ((—4711)2”(_—18)721),

vl




(nyni pouzijeme vzorce pro goniometrické funkce)

— %/_g z(sin(2n + 1)x +sin(2n — 1)z)der = - - - = (@711):(__5;),

vl

\

kde jsme pouzili pouze integraci per partes.

\




(nyni pouzijeme vzorce pro goniometrické funkce)

2 [t —1)"(—8
- /_% z(sin(2n + 1)x +sin(2n — )z)de = - - - = ((471)2 (_ 1;),
\
kde jsme pouzili pouze integraci per partes.
\
Hledana Fourierova fada tedy bude

8 Z 477,2 — 1) sin 2nx.




(nyni pouzijeme vzorce pro goniometrické funkce)

2 [z —1)(—8
- /_% z(sin(2n + 1)x +sin(2n — )z)de = - - - = ((471)2 (_ 1;),

\

kde jsme pouzili pouze integraci per partes.

\

Hledana Fourierova fada tedy bude

8 Z 4n2 EEE sin 2nx.
\

Podle véty o konvergentni majoranté (najdete néjakou?) dostadvame stejnomérnou kon-
vergenci na celé redlné primce.




Konec cvicCeni 4.




* FOURIERUV INTEGRAL




* FOURIERUV INTEGRAL

Ted” do toho vneseme po-
fadné jasno svitem z hvézd.
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Ted” do toho vneseme po-
fadné jasno svitem z hvézd.
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Fourier.koeficienty
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Ukazuje se, zZe jsou dvé zakladni moznosti. Bud’ Ize pouZzit jinou soustavu funkci gieef. >0
nez trigonometrické funkce (o tom je zminka v Pozndmkdch nebo se misto fad pouzije kenyergence

. 5 Parseval

1ntegral . integrace
derivace
jiné periody

‘ Fourier.integral

STANDARDY
Poznamky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



* FOURIERUV INTEGRAL

Ted” do toho vneseme po-
fadné jasno svitem z hvézd.

\

Daji se rozvinout ve vhodné rady Fourierova typu i funkce neperiodické, aniz by se
upravovaly?

\

Ukazuje se, ze jsou dvé zdkladni moznosti. Bud’ lze pouzit jinou soustavu funkci
nez trigonometrické funkce (o tom je zminka v Pozndmkdch nebo se misto fad pouZzije
integral.

\

ProtoZe tento druhy zpusob se bude hodit v pozdé€jsich kapitolach, bude nyni vyloZen.

—p
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Fourierova rada dan€ funkce
je rozloZeni funkce do jejich

vnitrnich frekvenci.
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Fourierova rada dan€ funkce
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Fourierova rada dan€ funkce
je rozloZeni funkce do jejich

vnitrnich frekvenci.

Pouzivame pritom frek-
vence 1, 2, 3 a podobné.
Co kdyz ale ma funkce
rracionalni frekvence?

Z4dny problém. RozloZime
j1 do spojitého spektre vlast-
nich frekvenci. A je to. Bude
se misto fady psat integra-
lem.
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Jiz vidim rozzarena ocicCka

’_)
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V této Casti je f funkce definovand na R, je po Castech hladka a fR | f| konverguje.

(Pojem po castech hladkd funkce bude nyni interpretovan tak, Ze je to funkce po Castech
hladka (v dfive definovaném smyslu) v kazdém omezeném intervalu.)

\




V této Casti je f funkce definovand na R, je po Castech hladka a fR | f| konverguje.

(Pojem po castech hladkd funkce bude nyni interpretovan tak, Ze je to funkce po Castech
hladka (v dfive definovaném smyslu) v kazdém omezeném intervalu.)

\

Pripometite si, Ze [ je funkce definovand rovnosti f(z) = (f(z2) + flzy))/2.




Pro kazdé k € N lze f vyjadfit pomoci Fourierovy fady na intervalu [—k, k] (za Fou-
rierovy koeficienty jsou tu dosazeny jejich vyjadfeni pomoci definice):

fo) = 5 [ s as
+Z (%/ f(t) cos(mnt/k) cos(mnx/k) dt + % /k f(t)sin(mwnt/k) sin(rnx/

k 00 k
= 211-{:/ f(t) dt + ; % /_kf(t)(cos(ﬂnt/k) cos(mnx /k) + sin(mnt/k) sin(rnx

k &9 k n
— %/kf(t) dt—l—nz_;%/kf(t)cos(%(x—t)) dt.




Pro kazdé k € N lze f vyjadfit pomoci Fourierovy fady na intervalu [—k, k] (za Fou-
rierovy koeficienty jsou tu dosazeny jejich vyjadfeni pomoci definice):

fo) = 5 [ s as
+Z (%/ f(t) cos(mnt/k) cos(mnx/k) dt + % /k f(t)sin(mnt/k)sin(mnz/

k 00 k

= 211-{:/ f(t) dt + ; % /_k f(t)(cos(ﬂnt/k) cos(mnx /k) + sin(mnt/k) sin(rnx
k 00 k "

— %/kf(t) dt—l—;%/kf(t)cos(%(x—t)) dt.

\

Uvedena rovnost plati na libovolné velkych intervalech [k, k] a 1ze se pokusit pravou
stranu zlimitit pro k — oo.

\




Pro kazdé k € N lze f vyjadfit pomoci Fourierovy fady na intervalu [—k, k] (za Fou-
rierovy koeficienty jsou tu dosazeny jejich vyjadfeni pomoci definice):

fo) = 5 [ s as
+Z (%/ f(t) cos(mnt/k) cos(mnx/k) dt + % /k f(t)sin(mnt/k)sin(mnz/

k 00 k

= 211-{:/ f(t) dt + ; % /_k f(t)(cos(ﬂnt/k) cos(mnx /k) + sin(mnt/k) sin(rnx
k 00 k "

— %/kf(t) dt—l—;%/kf(t)cos(%(x—t)) dt.

\

Uvedena rovnost plati na libovolné velkych intervalech [k, k] a 1ze se pokusit pravou
stranu zlimitit pro k — oo.

\
Z predpokladu konecnosti integralu [, f vyplyva, Ze limy, 5 ffk f(t) dt = 0.




Limita zbyvajictho vyrazu
se odhadne timto zptisobem:
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Limita zbyvajictho vyrazu
se odhadne timto zptisobem:

\

Polozi se g(u f . f(t) cos(u(z — t)) dt; potom je zbyvajici vyraz roven

Z ( ) ’ LEKCE27-FOR

n— trig.polynom
trig.rada
v we s s . v ~ v < 2 9 0% N ortogonalita
COZ prlpommaOORlemannovy soucty funkce g a da se tedy oCekavat, ze jejich limita bude [STEEEE 1) s
funkce
rovina (1/ 7T) fO g<U> du. Fourier.koeficienty
Fourier.fada
‘ Fkoef.->0
konvergence
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\

Polozi se g(u

coz pripomind Riemannovy soucCty funkce g a da se tedy oCekavat, ze jejich limita bude
rovna (1/7) [ g(u

\

To se d4 opravdu dokéazat: pro € > 0 se najde ng tak, Ze pro n > nyq je rozdil mezi

=[5 f

) du.

Limita zbyvajictho vyrazu
se odhadne timto zptisobem:

)cos(u(x — t)) dt; potom je zbyvajici vyraz roven

—z(>,

=1l

uvedenym integrdlem a predchozim souctem roven nejvyse c.

—
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Uvedeny postup tedy dava
nasledujici tvrzeni:




Uvedeny postup tedy dava
nasledujici tvrzeni:

\
VETA. Necht' f je po Castech hladkd na R a fR | f| konverguje. Potom plati rovnost

flz) = %/OOO /Z f(t) cos(u(x —t)) dt du.




Uvedeny postup tedy dava
nasledujici tvrzeni:

\
VETA. Necht' f je po Castech hladkd na R a fR | f| konverguje. Potom plati rovnost

flz) = %/OOO /Z f(t) cos(u(x —t)) dt du.

\

Integral na pravé strané se nazyva Fourieriiv integral funkce f.




JestliZe se cos(u(x — t)) rozepiSe pomoci souctového vzorce, dostane se obdoba Fou-
rierovych fad:

\




JestliZe se cos(u(x — t)) rozepiSe pomoci souctového vzorce, dostane se obdoba Fou-
rierovych fad:

\ /
VETA. Necht f je po ¢astech hladkd na R a & | f] konverguje. Potom

flx) = /OOO(A(U) cos(ux) + B(u)sin(uz)) du

kde
A(u) =

1
T

/OO f(t)cos(ux)dx, B(u)= %/_OO f(t)sin(ux) dx .

—00




JestliZe se cos(u(x — t)) rozepiSe pomoci souctového vzorce, dostane se obdoba Fou-
rierovych fad:

\ /
VETA. Necht' f je po ¢astech hladkd na R a & | f] konverguje. Potom

flx) = /OOO(A(U) cos(ux) + B(u)sin(uz)) du
Alu) = % /_ " F(t) cos(uz) dx,  Blu) = % /_ " F(t) sin(uz) dx.
 /

K Fourierovému integralu se tento text opét vrati v kapitole o Fourierové transformaci.

—p




Citite tam ty spojité frek-
vence?




Citite tam ty spojité frek-
vence?

Ani nevim, jestli mam radsi
fady nebo integraly. AZ to
zjistim, to bude veselo.
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Citite tam ty spojité frek-
vence?

Ani nevim, jestli mam radsi
fady nebo integraly. AZ to
zjistim, to bude veselo.

Rozsvitime si na to.
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Poznamky 5 :

Tyto zavérecné poznamky budou vénovany jinym ortogonalnim systémuam.
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Pak 1ze definovat Fourierovy koeficienty funkce f vzhledem k systému {g, } jako

Ep — pin If(a:)gn(a:) dx.




Poznamky 5 :

Tyto zdveérecné poznamky budou vénovany jinym ortogondlnim systémiim.

\

Ortogonalita posloupnosti {g, } funkci na intervalu I znamend, Ze [, g,gm = 0 pro
n#maje [ 7 Yngm TOVen n€jakému nenulovému Cislu p,, pro n = m.

\

Pak 1ze definovat Fourierovy koeficienty funkce f vzhledem k systému {g, } jako

Ep — pin If(a:)gn(a:) dx.

\

Fourierova fada je potom fada ) | ¢,¢,(v).




Vhodnymi funkcemi pro takové systémy jsou jisté polynomy.
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Vhodnymi funkcemi pro takové systémy jsou jisté polynomy.
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Jak najit ortogonalni systémy sloZené z polynomu?
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Cestu ukazuje tzv. Gramova-Schmidtova ortogonalizace.

\




Vhodnymi funkcemi pro takové systémy jsou jisté polynomy.

\

Jak najit ortogonalni systémy sloZené z polynomu?

\

Cestu ukazuje tzv. Gramova-Schmidtova ortogonalizace.

\

Vezmou se funkce 1, z, 2%, 2%, ..., napf. na intervalu (—1,1). Prvni funkce g; = 1 se
nechd beze zmény. Pak se hledd linedarni kombinace ¢; a druhé funkce, tedy x, kolmé

ke g1: 0 = f_11(1(01.1 + x)dx = 2¢; + 0 a tedy ¢; = 0. PoloZi se go(x) = x. Podobné
ddle: line4rni kombinace ¢, g», ° musi byt kolma na funkce 1,z: 0 = f_ll(cl + cox +
2?)dx, 0 = f_ll(clx + cpx? + 2%) dx, coz ddva ¢; = —1/3, ¢y = 0. Atd.

\




Vhodnymi funkcemi pro takové systémy jsou jisté polynomy.

\

Jak najit ortogonalni systémy sloZené z polynomu?

\

Cestu ukazuje tzv. Gramova-Schmidtova ortogonalizace.

\

Vezmou se funkce 1, z, 2%, 2%, ..., napf. na intervalu (—1,1). Prvni funkce g; = 1 se
nechd beze zmény. Pak se hledd linedarni kombinace ¢; a druhé funkce, tedy x, kolmé

ke g1: 0 = f_ll(l(cl.l + x)dx = 2¢; + 0 a tedy ¢; = 0. PoloZi se go(x) = x. Podobné
ddle: line4rni kombinace ¢, g», ° musi byt kolma na funkce 1,z: 0 = f_ll(cl + cox +
2?)dx, 0 = f_ll(clx + cpx? + 2%) dx, coz ddva ¢; = —1/3, ¢y = 0. Atd.

\

Dostane se ortogonalni posloupnost

—1+432% 523 — 3z 35x* — 3022 + 3

1
7337 2 Y 2 J 8 Y




(-1,1) (1,1)

(-1,-1) (1,-1)




(-1,1) (1,1)

(-1,-1) (1,-1)

\

To jsou tzv. Legendreovy polynomy.




Legendreovy polynomy vypadaji hezky.
\




Legendreovy polynomy vypadaji hezky.
\

Daji se popsat i mnoha jinymi zptsoby, napft. rekurentnim vzorcem, nebo jako deri-
vace jisté funkce, jako feSeni diferencidlni rovnice. Pomoci Legendreovych polynomu
se daji rozvinout v fady funkce na intervalu (—1, 1).

=




Na neomezenych intervalech nemohou byt polynomy na sebe kolmé (krome trivial-
nich nezajimavych ptipada).

\




Na neomezenych intervalech nemohou byt polynomy na sebe kolmé (krome trivial-
nich nezajimavych ptipada).

\

Proto se k nim pridava tzv. viha.

\




Na neomezenych intervalech nemohou byt polynomy na sebe kolmé (krome trivial-
nich nezajimavych ptipada).

\

Proto se k nim pridava tzv. viha.

\

Napt. na intervalu (0, co) je vahou funkce e~* a tedy kolmost funkci g, h znamena, zZe

[ e *g(x)h(z) dx = 0.

\




Na neomezenych intervalech nemohou byt polynomy na sebe kolmé (krome trivial-
nich nezajimavych ptipada).

\

Proto se k nim pridava tzv. viha.

\

Napt. na intervalu (0, co) je vahou funkce e~* a tedy kolmost funkci g, h znamena, zZe

[ e *g(x)h(z) dx = 0.

\

Viéha se musi pouZit i pfi definici Fourierovych koeficientti. VySe uvedenou Gramovou-
Schmidtovou ortogonalizaci se dostanou tzv. Laguerrovy polynomy:

1,1 —z, 22 — 4z + 2, —2> + 922 — 18z + 6, ...




Na intervalu (—o0, 00) se bere vaha e~". Dostanou se tzyv. Hermiteovy polynomy:

1,2z, 4% — 2,82° — 12z, ...




Na intervalu (—o0, c0) se bere vaha e~*". Dostanou se tzyv. Hermiteovy polynomy:

1,2z, 42* — 2,8z° — 12z, ...

Vsimtéte si, ze pro vSechny
typy ortogondlnich systému
jsou nerozliSitelné funkce li-
Sici na koneCné mnoziné
bodi. (Jejich f je stejna,
pokud jsou tyto po Castech
hladké a f je definovand.)
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Na intervalu (—o0, c0) se bere vaha e~*". Dostanou se tzyv. Hermiteovy polynomy:

1,2z, 42* — 2,8z° — 12z, ...

Konec poznamek 5.

Vsimtéte si, ze pro vSechny
typy ortogondlnich systému
jsou nerozliSitelné funkce li-
Sici na koneCné mnoziné
bodi. (Jejich f je stejna,
pokud jsou tyto po Castech
hladké a f je definovand.)

Pfi pouziti obecnéjSiho Le-
besgueva integralu, mizeme
fict, ze jsou nerozliSitelné
vSechny funkce liSici se na
"mnozin€ miry nula".
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Priklady 5 :

1. Napiste Fouriertiv integral ve tvaru uvedeném v posledni vété pro funkci s hodno-
tami 1 na intervalu [—a, a] a 0 jinde. Do vysledku dosad’te = = 0.

=)




2. Napiste Fourierdv integrél ve tvaru uvedeném v posledni vété pro funkei e ="l pro
a > 0.

—p




3. Vypoctéte prvnich 5 koeficientd Fourierovy fady vzhledem k Legendreovym poly-
nomdm pro funkci rovnou O na (—1,0] a 1 na (0, 1).

Konec piikladt 5.




Otazky 5 :

1. Obdobnym zplisobem jako u Fourierovych fad dokaZte Parsevalovu rovnost pro
Fourierav integral (pro absolutné integrovatelné funkce):

% / Z ) dx = / (A%(u) + B(u)) du.

00
0




2. Uved’te tvary Fourierova integralu pro liché nebo sudé funkce.

Konec otazek 5.







‘ STANDARDY z kapitoly \
\ FOURIEROVY RADY \
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‘ STANDARDY z kapitoly \
\ FOURIEROVY RADY \

V  podstaté rozepiSeme
funkci jako prvek prostoru
funkci pomoci souradnic
1, sinz, coszx, sin(2x),
cos(2z), sin(3z), cos(3z),
... s vhodnymi koeficienty.
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COS X sin (nx)

cos (nx)

sin x




DEFINICE. Funkce 3_"_ (a, cos(nz) + b, sin(nz)) se nazgva trigonometricky poly-
nom.

\




DEFINICE. Funkce 3_"_ (a, cos(nz) + b, sin(nz)) se nazgva trigonometricky poly-
nom.

4

Rada >°° (a, cos(nz) + b, sin(nz)) se nazyva trigonometrickd fada.

\




DEFINICE. Funkce Zizo(an cos(nx) + b, sin(nx)) se nazyva trigonometricky poly-
nom.

'

Rada >~°° (a, cos(nz) + b, sin(nx)) se nazyva trigonometrick4 fada.

\

Koeficienty a,, b, 1 proménna x lze brat komplexni, tento text se omezi jen na redlna
¢isla.

\
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DEFINICE. Funkce Zizo(an cos(nx) + b, sin(nx)) se nazyva trigonometricky poly-
nom.

'

Rada >~°° (a, cos(nz) + b, sin(nx)) se nazyva trigonometrick4 fada.

\

Koeficienty a,, b, 1 proménna x lze brat komplexni, tento text se omezi jen na redlna
¢isla.

\
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Pro vypocet koeficientd a,,, b, se vyuZije tzv. ortogonality funkei sin(nx), cos(nx):

\




Pro vypocet koeficientd a,,, b, se vyuZije tzv. ortogonality funkei sin(nx), cos(nx):
\

VETA. Plati nasledujici rovnosti:

/ sin(nx) cos(kx) dx = 0 pro libovolnd n, k = 0, 1,2, ...

—T

/ sin(nx) sin(kx) dx = { 9{’ gig Z i ]]2;6 N.

—T

m 0, pron #k;
/ cos(nz)cos(kxr)dx =4 7, pron ==k e N;
2w, pron =k = 0.

—T




oo

- olay, cos(nx) + by, sin(nx)).

Vrat'me se zpét k rovnosti f(z) =

\




Vrat'me se zpét k rovnosti f(x) = > 7 (a, cos(nz) + b, sin(nz)).

n=0
\

Obe strany rovnosti se vynasobi sin(kx) (nebo cos(kz)) a zintegruji se.

\




Vrat'me se zpét k rovnosti f(z) = > °°

n=0
\

Obé strany rovnosti se vynasobi sin(kx) (nebo cos(kx)) a zintegruji se.

\/

Pokud rada konverguje stejnomérné, lze prehodit integral a soucet a pouzit orthogo-
nalitu:

/ f(x)sin(kz) dx = Z/ (a,, cos(nx) + by sin(nz))sinkxdx = by, k=1,2,..
4 n=0 YT

(a, cos(nz) + by, sin(nz)).

[N

0;
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/ f(x) cos(kx) dx = Z/ (a,, cos(nx)—+b, sin(nx) cos kx dx = { 72T7CTLZZ), Big g
- n—0 T



Funkce na [—, 7| se nazyva po ¢astech hladka, jestlize existuje rozdéleni —m = py <
p1 < ... < p, = wtakové, Ze f ma na kazdém intervalu [p; 1, p;] spojitou derivaci.

\




Funkce na [—, 7| se nazyva po ¢astech hladka, jestliZe existuje rozdéleni —m = py <
p1 < ... < p, = wtakové, Ze f ma na kazdém intervalu [p; 1, p;] spojitou derivaci.

\/

Periodickd funkce f s periodou 27 se nazyva po Castech hladka, jestlize ziZeni f na
[—7, | (nebo jiny uzavieny interval délky 27) je po ¢astech hladké.

-
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DEFINICE. Necht' f je funkce definovand na (—m, 7).
\




DEFINICE. Necht' f je funkce definovand na (—m, 7).

Y
Cisla -
a, = —/ f(x)cos(nx)dx pron =0,1,2, ...
T —Tr

1 ™
b, = —/ f(z)sin(nz)dx pron = 1,2, ...
™ —T
se nazyvaji Fourierovy koeficienty funkce f.

\
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DEFINICE. Necht' f je funkce definovand na (—m, 7).

M
Cisla

1 s
a, = —/ f(x)cos(nx)dx pron =0,1,2, ...
™ —T

1 ™
bnz—/ f(z)sin(nz)dx pron = 1,2, ...
T J_n

se nazyvaji Fourierovy koeficienty funkce f.

|
Rada

% 1 Z(an cos(nx) + by sin(nx))

n=1

se nazyva Fourierova fada funkce f.

\/
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DEFINICE. Necht' f je funkce definovand na (—m, 7).

M
Cisla

1 s
a, = —/ f(x)cos(nx)dx pron =0,1,2, ...
T —T

1 ™
bnz—/ f(z)sin(nz)dx pron = 1,2, ...
T J_n

se nazyvaji Fourierovy koeficienty funkce f.
'
Rada -
% + Z(an cos(nx) + by, sin(nx))

n=1

se nazyva Fourierova fada funkce f.

\/

Fourierova rada existuje pro po Castech hladké funkce.
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Priklad. Najdéte Fourierovu fadu funkce

—1, prox € (—m,0);

flz)=1<¢ 0, proa::%ax:ﬂ;
1, prox e (0,m).

dodefinované periodicky na R.

\




Priklad. Najdéte Fourierovu radu funkce

—1, proz € (—m,0);
f(x)=1< 0, prongax:
I, prox € (0,m).

e

dodefinované periodicky na R.

\

Priklad. Najdéte Fourierovy fady nasledujicich funkci dodefinovanych periodicky na
R:
znal|—m,7), xnal0,2r), |x|na|-m ), |sinz|nal[-m, 7).
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Priklad. Najdéte Fourierovu radu funkce

—1, proz € (—m,0);
f(x)=1< 0, prongax:
I, prox € (0,m).

e

dodefinované periodicky na R.

\

Priklad. Najdéte Fourierovy fady nasledujicich funkci dodefinovanych periodicky na
R:
znal|—m,7), xnal0,2r), |x|na|-m ), |sinz|nal[-m, 7).

\

Priklad. Najdéte Fourierovu sinovou i kosinovou radu funkci LEKCE27-FOR
) trig.polynom
sinzna|0,7), xnal0, ). e
ortogonalita
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Priklad. Je-li f lichd, jsou vSechny koeficienty a, rovny O a Fourierova fada bude
slozena jen z funkci sinus.

\




Priklad. Je-li f lichd, jsou vSechny koeficienty a, rovny O a Fourierova fada bude
sloZend jen z funkci sinus.

\/

Priklad. Je-li f sudd, jsou vSechny koeficienty b, rovny O a Fourierova fada bude
sloZena jen z funkci kosinus.
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KONVERGENCE FOURIEROVY RADY




KONVERGENCE FOURIEROVY RADY

\

LEMMA. Necht' f je po Castech hladkd v |—m, 7. Pak Fourierovy koeficienty funkce
f konverguji k 0.

=)




Dukaz. Integral pres [0, 27] je souctem konecné mnoha integrald pres mensi uzaviené
intervaly, kde f je spojitd a ma na nich spojitou derivaci; necht’ (a, b) je jeden z takovych
intervald.

\
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Dukaz. Integral pres [0, 27] je souctem konecné mnoha integrald pres mensi uzaviené
intervaly, kde f je spojitd a ma na nich spojitou derivaci; necht’ (a, b) je jeden z takovych
intervald.

\

Staci ukazat, Ze fab f(z)cos(nz)dx — 0 s rostoucim n (dikaz pro koeficienty a,, je
obdobny).

\/
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Dukaz. Integral pres [0, 27] je souctem konecné mnoha integrald pres mensi uzaviené
intervaly, kde f je spojitd a ma na nich spojitou derivaci; necht’ (a, b) je jeden z takovych
intervald.

\

Staci ukazat, Ze fab f(z)cos(nz)dx — 0 s rostoucim n (dikaz pro koeficienty a,, je
obdobny).

\/

Posledni integral se zintegruje po Castech:

/ f(z)sin(nz)dx = —l[f(x) cos(nz)]’ + %/ f'(z) cosnx dx .

n
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Dukaz. Integral pres [0, 27] je souctem konecné mnoha integrald pres mensi uzaviené
intervaly, kde f je spojitd a ma na nich spojitou derivaci; necht’ (a, b) je jeden z takovych
intervald.

\

Staci ukazat, Ze fab f(z)cos(nz)dx — 0 s rostoucim n (dikaz pro koeficienty a,, je
obdobny).

\
Posledni integral se zintegruje po Castech:
b 1 1 b
/ f(z)sin(nz)dx = —ﬁ[f(x) cos(nz))’ + E/ f'(x) cosnx dx.
\
Z predpokladt o funkci f nyni vyplyva, Ze | fab f(z)sin(nz) dx| < K/n pro néjakou
konstantu K, coz dokazuje tvrzeni. &

=
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flay) = lim

T—04

fz),

V04

fla_) = lim

T—a—

V4

f()

AN

flx) =

1

2

(f(zy) + flz-)).




V nésledujicim textu se bude kviili stru¢néjSim zapisim znacit

flad) = lim f@), fla)=lim f@@) F&) = (f@s) + fo2).

v T—a_ 2

\/

ProtoZe f je bud’ periodicka nebo se periodicky dodefinovava, znamend f(—m_) totéz

co f(m_), apod. f(—my) = f(my).
=
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Pro po Castech hladké funkce f je fdeﬁnované vSude a souhlasi s f pravé v bodech
spojitosti f.

\




Pro po Castech hladké funkce f je fdeﬁnované vSude a souhlasi s f pravé v bodech
spojitosti f.

\

f L~




VETA. Necht' f je po ¢astech hladka na [—, 7|. Pak jeji Fourierova fada konverguje k
funkci f v kazdém bodé p € [—m, 7] (a tedy k f(p) v bodech spojitosti funkce f).

\




VETA. Necht' f je po ¢astech hladka na [—, 7|. Pak jeji Fourierova fada konverguje k
funkci f v kazdém bodé p € [—m, 7] (a tedy k f(p) v bodech spojitosti funkce f).

\

Konvergence je stejnomérnd na intervalu leZicim uvnitt intervalu, kde ma f spojitou
derivaci.

=)




VETA. (Parseval) Necht' f je definovand na [—7, 7| a f f?(z) dx konverguje. Pak

2 e
- P@e=2 + 3 (a + ),
kde a,, b, jsou Fourierovy koeficienty funkce f.

\




VETA. (Parseval) Necht' f je definovand na [—7, 7| a f f?(z) dx konverguje. Pak

2 e
- P@e=2 + 3 (a + ),
kde a,, b, jsou Fourierovy koeficienty funkce f.

\

Je to prosté Pythagorova
veta.




VETA. Je-li f po &stech monoténni v (—7, ) a mé tam jen koneéné mnoho bodii
nespojitosti, konverguje jeji Fourierova fada k funkci f.

\




VETA. Je-li f po &istech monoténni v (—m,7) a ma tam jen kone¢né mnoho bodu
nespojitosti, konverguje jeji Fourierova fada k funkci f.

\

Super véta.




DERIVACE A INTEGRACE FOURIEROVYCH RAD
\




DERIVACE A INTEGRACE FOURIEROVYCH RAD
\

VETA. Necht % + 3" (a,cos(nz) + b,sin(nz)) je Fourierova fada funkce f na
[—, ], pro kterou konverguje [*_|f(z)| dx.

\




DERIVACE A INTEGRACE FOURIEROVYCH RAD
\

VETA. Necht % + 3" (a,cos(nz) + b,sin(nz)) je Fourierova fada funkce f na
[—, ], pro kterou konverguje [*_|f(z)| dx.

\

Pak pro libovolny interval (a,b) C [0, 27] plati

/ab flz)dx = /ab % dx + nzoz(/ab(an cos(nz) + b, sin(nx)) dx,

a uvedena rada integralti konverguje stejnomeérné.




Uvedené vyjadieni primitivni funkce F'(z) neni ov§em Fourierovou fadou pokud a( #
0:

\




Uvedené vyjadreni primitivni funkce F'(x) neni ovS§em Fourierovou fadou pokud a( #
0:

\
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Aby se dostala Fourierova rada, musi se funkce x nahradit jeji Fourierovou fadou.

—p
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Z predchozich rovnosti jiz snadno dostaneme
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\

Tato fada konverguje bodové na (—m, 7).
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