INTEGRALY S PARAMETREM

V kapitole o integraci funkci vice proménnych byla potieba spojitost funkce g(x) =
7 f(x,y) dy proménné z.
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Spojitost funkce g(z) = fab f(x,y)dy proménné = znamena vlastné prohozeni limity
a integralu

b b
1im/ f(rc,y)dy:/ iig]ljf(x,y)dy-

T—p
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Spojitost funkce g(z) = fab f(z,y)dy proménné z znamena vlastné prohozeni limity
a integralu
b b
1im/ f(z,y)dy = / lim f(z,y)dy.
a a T—DP

T—p

\/

Integrdlu na levé strané se rika integral s parametrem z a vysledkem jeho integrace je
funkce proménné x.

\/
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Jedno tvrzeni o zaméné li-
mity a integralu znate z ka-
pitoly o stejnomérné kon-
vergenci. V této kapitole

bgde toto tvrzeni zobec-
néno.
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Nejdfive se musi zavést
novy pojem.




Nejdiive se musi zavést
novy pojem.
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DEFINICE. Necht f je funkce definovand na sou¢inu M x I, kde M C R al je
interval v R. Funkce g(y) se nazyva integrovatelnd majoranta funkce f, jestlize
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Pojem integrovatelné majo-
ranty samozfejmé zavisi na
tom, jaky integral se pou-
Zije.
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Pojem integrovatelné majo-
ranty samozfejmé zavisi na
tom, jaky integral se pou-
Zije.

\

Podle dfivéjsi imluvy jsou uvedené integrdly chapany jako zobecnény Newtonilv in-
tegral.

\
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Nasledujici véta tedy zobec-
fuje vetu o zdméné limity a
stejnomerné konvergence.




Nasledujici véta tedy zobec-
fuje vetu o zdméné limity a
stejnomerné konvergence.
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VETA. Necht {f.}je posloupnost spojitych funkci na intervalu I konvergujici bodove
k funkci f. JestliZze posloupnost { f,,} ma integrovatelnou majorantu na /, pak

hm/fn dx—/f

pokud prava strana existuje.




Dukaz. Necht’ g je spojita integrovatelna majoranta posloupnosti { f,,} na I a& > 0.

\




Dukaz. Necht’ g je spojita integrovatelna majoranta posloupnosti { f,,} na I ae > 0.

\/

Ze srovnavaciho kritéria vyplyva, Ze integrély [ 7 Jn konverguji.

\
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Dukaz. Necht’ g je spojita integrovatelna majoranta posloupnosti { f,,} na I ae > 0.

\

Ze srovnavaciho kritéria vyplyva, Ze integrély [ 7 Jn konverguji.

\

Existuje kompaktni interval J C I tak, Ze ‘ Jr9(@)dx — [, g(x) dx‘ < e.

\
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Dukaz. Necht’ g je spojita integrovatelna majoranta posloupnosti { f,,} na I ae > 0.

\

Ze srovnavaciho kritéria vyplyva, Ze integrély [ 7 Jn konverguji.
\

Existuje kompaktni interval J C I tak, Ze ‘ Jr9(@)dx — [, g(x) dx‘ < e.

\
Odtud vyplyvaji nasledujici odhady:

| [ h@ax= [ x| < [ 1) - f@)lax < / fa@) = F(@)]dx+ 2.
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Zbyvé odhadnout [, |f,(z) — f(z)| dx.
\




Zbyvé odhadnout [, |f,(z) — f(z)| dx.
\

K tomu bude nutné vyjit ven
z Newtonovych integrall a
pouzit obecnéjSi K-integral
nebo L-integral.
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Zbyvé odhadnout [, |f,(z) — f(z)| dx.
\

K tomu bude nutné vyjit ven
z Newtonovych integrall a
pouzit obecnéjSi K-integral
nebo L-integral.
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Zbyvé odhadnout [, |f,(z) — f(z)| dx.
\

K tomu bude nutné vyjit ven
z Newtonovych integrall a
pouzit obecnéjSi K-integral
nebo L-integral.

\
Oznaci se G, = {z € J;|fi(z) — f(z)| < e pro kazdé k > n}.

¥
Ziejmé je G, C G, alJ G, = J.
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Zbyvé odhadnout [, |f,(z) — f(z)| dx.
\

K tomu bude nutné vyjit ven
z Newtonovych integrall a
pouzit obecnéjSi K-integral
nebo L-integral.

\
Oznaci se G, = {z € J;|fi(z) — f(z)| < e pro kazdé k > n}.

\
Ziejmé je G, C G, alJ G, = J.

\

Mnoziny GG,, nemusi byt oteviené a proto nelze pouZit na integraci pres tyto mnoZiny
Newtontv integral.
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V nésledujici rovnosti je
trocha magie L (nebo K)-
integraldi.
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V nésledujici rovnosti je
trocha magie L (nebo K)-
integrald.

Plati
im | 1fu(@) = @)l =tim [ [f.(e) = fla)]dx

a tedy existuje k takové, Ze pron > k je

/\fn >\dx</G ful2) — f(@)] dx+e < ed(J) +e,

kde d(J) je délka intervalu J. Tim je dikaz hotov.
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Dilezitym duasledkem jsou
tvrzeni o spojitosti integralu
s parametrem:
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Dilezitym duasledkem jsou
tvrzeni o spojitosti integralu
s parametrem:

\

DUSLEDEK.

1. Necht' f je spojita funkce definovand na intervalu I x J v roviné a [, f(x,y)dy
existuje pro kazdé x € I. Ma-li f(x,y) integrovatelnou majorantu g(y) na I x .J, pak
funkce [, f(z,y)dy je na I spojita.

2. Necht’ f je omezend spojitd funkce definovand na omezeném intervalu / < .JJ v roviné.
Pak [, f(x,y)dy je na I spojitd.




Dukaz. Necht' © € [ a {z,,} je posloupnost v I konvergujici k .

\




Dukaz. Necht' © € [ a {z,,} je posloupnost v I konvergujici k .

\
Oznadi se f,(y) = f(zn,y), takze lim f,(y) = f(z,y) pro kazdé y € J.

\




Dukaz. Necht' © € [ a {z,,} je posloupnost v I konvergujici k .

\
Oznali se f,(y) = f(x,,y), takze lim f,,(y) = f(x,y) pro kazdé y € J.

\

Integrovatelnd majoranta g pro f je zdroven integrovatelnou majorantou pro posloup-
nost { f,,} a podminky véty jsou splnény.

\
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Dukaz. Necht' © € [ a {z,,} je posloupnost v I konvergujici k .

\
Oznali se f,(y) = f(x,,y), takze lim f,,(y) = f(x,y) pro kazdé y € J.

\

Integrovatelnd majoranta g pro f je zdroven integrovatelnou majorantou pro posloup-
nost { f,,} a podminky véty jsou splnény.

\
Plati tedy

i /J P, )y = i /J fuly) dy = /J M)ty

coZ se méelo dokazat v prvnim tvrzeni. LEKCE26-IPA
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Dukaz. Necht' © € [ a {z,,} je posloupnost v I konvergujici k .
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Oznali se f,(y) = f(x,,y), takze lim f,,(y) = f(x,y) pro kazdé y € J.

\

Integrovatelnd majoranta g pro f je zaroven integrovatelnou majorantou pro posloup-
nost { f,,} a podminky véty jsou splnény.

\
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Protoze derivace je definovana pomoci limity, da se uvedena véta pouzit i na vypocet
derivaci integralu s parametrem. Vysledkem je tvrzeni o ziméné derivace a integralu.

\
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Protoze derivace je definovana pomoci limity, da se uvedena véta pouzit i na vypocet
derivaci integralu s parametrem. Vysledkem je tvrzeni o ziméné derivace a integralu.

\

VETA. Necht' f je spojitd funkce definovand na intervalu I x J v roviné a | ; flx,y)dy
existuje pro kazdé x € I. Ma-li %(T y) integrovatelnou majorantu g(y) na I x J, pak

d\/ffzyd\—/ar”ry

na /.
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Protoze derivace je definovana pomoci limity, da se uvedena véta pouzit i na vypocet
derivaci integralu s parametrem. Vysledkem je tvrzeni o ziméné derivace a integralu.

\

VETA. Necht f je spojité funkce definovand na intervalu I x J vroviné a [, f ; flx,y)dy
existuje pro kazdé x € 1. M4-li - <T y) integrovatelnou majorantu g(y) na I x J, pak

d\/f'yd\—/arzy

na /.
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Diikaz. Vysledek vyplyva z nasledujicich rovnosti:

%/Jf(:ﬁ,y)d
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lim
Tp—T

J

lim
Tpn—T

f(:lC y)

/

f(@n,y) —

— X

f(z,y)

Ln

— X

dy

dy =

of
7 Oz

(@

,y)dy .
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Diikaz. Vysledek vyplyva z nasledujicich rovnosti:

—d/f(x,y)dy B . fjfxm fJ
X JJ

Ty —>T
Tn—T Ty, — T
7 Tn—aT Ty — & , Ox

\

Predposledni rovnost vyplyva z véty, protoze g je integrovatelnd majoranta pro uve-
deny zlomek (diky 2’ € [x,,, x]):

f(xn,y) —

ZB_

&2, y)(xn — )

:Bn_x

<g(y).

LEKCE26-1PA
integrdl s parametrem
integr.majoranta

Spojitost
derivace
inetgral
Gama funkce
derivace
prubeh
graf
Beta funkce
vztah Beta a Gama
[(z)[(1 — x)
Stirlingv vzorec
STANDARDY
tahdk
Pozndmky

Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



Prirozené je podivat se na
zaménu integrace s inte-
gralem. To vSak bylo pro-
brano v kapitole o integra-
lech funkci vice promén-
nych, v Casti o Fubiniové
vEte.
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Prirozené je podivat se na
zaménu integrace s inte-
gralem. To vSak bylo pro-
brano v kapitole o integra-
lech funkci vice promén-
nych, v Casti o Fubiniové
vEte.

VSechno souvisi se v§im a to
NEMAM rad.
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Prirozené je podivat se na
zaménu integrace s inte-
gralem. To vSak bylo pro-
brano v kapitole o integra-
lech funkci vice promén-
nych, v Casti o Fubiniové
vEte.

VSechno souvisi se v§im a to
NEMAM rad.

Ja nemam rada _vSechno, co
souvisi s mrkvickou.
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Poznamky 1 :

Existuje obecnéjsi tvrzeni o zaméné limity a integralu, kde se misto existence integro-

vatelné majoranty predpoklada stejnomerna konvergence integralu fab f(z,y)dy v bodé
b vzhledem k © € M, coZ znamend, Ze pro kazdé ¢ > 0 existuje ¢ € (a, b) tak, Ze pro

libovolnd by, by € (¢, b),x € M je | j;)bf flz,y) dy‘ < e.

—p




Véta o derivaci integrdlu s parametrem ma take dusledky pro pripady, kdy existuji
omezené spojité parcidlni derivace 1ntegrovane funkce az do fadu k£ na omezeném inter-
valu I x .J. Pak integrél s parametrem ma spojité derivace az do fadu k.

—p




Pri zjiSt’ ovani spojitosti a derivace integrilu s parametrem se Casto pouziva lokélniho
charakteru spojitosti a derivace. Napfr. pti zjiSt ovani spojitosti fab f(z,y) dy na intervalu
(0, 00) staci zjistit spojitost (a tedy hledat majorantu) jen na omezenych intervalech x €
(¢, d) pro libovolna ¢isla 0 < ¢ < d < 0.

\




Pri zjiSt' ovani spojitosti a derivace integralu s parametrem se Casto pouziva lokalniho
charakteru spojitosti a derivace. Napr. pri zjiSt ovani spojitosti fab f(x,y) dy na intervalu
(0, 00) stadi zjistit spojitost (a tedy hledat majorantu) jen na omezenych intervalech x €
(¢, d) pro libovolnd ¢isla 0 < ¢ < d < oo.

\

Jen ty intervaly (c, d) museji
"umét pokryt"libovolny bod
z € (0, 00).
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Pri zjiSt' ovani spojitosti a derivace integralu s parametrem se Casto pouziva lokalniho
charakteru spojitosti a derivace. Napr. pri zjiSt ovani spojitosti fab f(x,y) dy na intervalu
(0, 00) staci zjistit spojitost (a tedy hledat majorantu) jen na omezenych intervalech x €
(¢, d) pro libovolnd ¢isla 0 < ¢ < d < oo.

\

Jen ty intervaly (c, d) museji
"umét pokryt"libovolny bod
z € (0, 00).
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Véta o zaméné derivace a integralu se pouzivd pro vypocet nékterych integrald, u
kterych je obtizné nebo nemozné napsat primitivni funkci.

\




Véta o zaméné derivace a integralu se pouzivd pro vypocet nékterych integrald, u
kterych je obtizné nebo nemozné napsat primitivni funkci.

\

Do integralu se prida vhodné parametr tak, aby po zderivovani funkce podle parametru
se ziskal jednodussi integral.

\




Véta o zaméné derivace a integralu se pouzivd pro vypocet nékterych integrald, u
kterych je obtizné nebo nemozné napsat primitivni funkci.

\

Do integralu se prida vhodné parametr tak, aby po zderivovani funkce podle parametru
se ziskal jednodussi integral.

\

Ten se vypocte; hodnota jedné z jeho primitivnich funkci je rovna pivodnimu inte-
gralu. Viz Priklady.

\




Véta o zaméné derivace a integrdlu se pouzivd pro vypocet nékterych integraldi, u
kterych je obtizné nebo nemozné napsat primitivni funkci.

\

Do integralu se prida vhodné€ parametr tak, aby po zderivovani funkce podle parametru
se ziskal jednodussi integral.

\

Ten se vypocte; hodnota jedné z jeho primitivnich funkci je rovna pivodnimu inte-
gralu. Viz Priklady.

\
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Véta o zaméné derivace a integrdlu se pouzivd pro vypocet nékterych integraldi, u
kterych je obtizné nebo nemozné napsat primitivni funkci.

\

Do integralu se prida vhodné€ parametr tak, aby po zderivovani funkce podle parametru
se ziskal jednodussi integral.

\

Ten se vypocte; hodnota jedné z jeho primitivnich funkci je rovna pivodnimu inte-
gralu. Viz Priklady.

\
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Konec pozndmek 1.

Ja se taky délim o Cokoladu.




Priklady 1 :

L. Ukate, e pro Fla) = [ 42 dy je F'(z) = 0 na (0,00), ale [;= 255201 gy
neexistuje.

—p




2. Pouzitim véty o zdmeéné limity a integrilu ukazte, Ze

1 1
lim/ :c”dX:O,lim/ %dXZO
n 0 n 0 1 4+n°x

(©.9) 1 n (©,9)
lim/ o dx =1, lim/ e Ysinydy =0.
0 0

n 1+ x2n T—00




3. Najdéte funkci na [0, 1] x [0, 1] spojitou vSude kromé bodu (0,0) a takovou, Ze
: 1 1.
Jim Jo fla,y)dx # [, Jim f(z,y) dx

=)




4. UkaZte, Ze funkce [ e~ dy je spojitd na (0, 00).




S. Plati fooo e "dy = 1/x pro x > 0. UkaZte, Ze miZete pouZzit vétu o zaméné derivaci
a integralu a dostanete rovnosti fooo y"e~ % dy = n!/z" pro z > 0.

=




6. Spoctéte integral

o0, —ax 2b
/ ‘ Sm(w)dxproa>0,b€R.
0 T




6. Spoctéte integral

o0, —ax 2b
/ ‘ Sm(w)dxproa>0,b€R.
0 T

\

Pouzije se postup popsany na konci Pozndmek.

\




6. Spoctéte integral

X

o0 —ax o3 Qb
/ ‘ Sm(m)dxproa>0,b€IR{.
0

\

Pouzije se postup popsany na konci Pozndmek.

\

Zde jiz jsou parametry dany, ale jsou dva. Nejdrive je nutné se rozhodnout, podle
kterého parametru se bude derivovat (v nékterych pripadech je mozné brat takovyto
integral jako funkci dvou proménnych a derivovat podle obou proménnych).

\
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6. Spoctéte integral

X

o0 —ax o3 Qb
/ ‘ Sm(m)dxproa>0,b€IR{.
0

\

Pouzije se postup popsany na konci Pozndmek.

\

Zde jiz jsou parametry dany, ale jsou dva. Nejdrive je nutné se rozhodnout, podle
kterého parametru se bude derivovat (v nékterych pripadech je mozné brat takovyto
integral jako funkci dvou proménnych a derivovat podle obou proménnych).

\

Zde je lepsi vzit za parametr b.

\
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6. Spoctéte integral

X

o0 —ax o3 Qb
/ ‘ Sm(m)dxproa>0,b€IR{.
0

\

Pouzije se postup popsany na konci Pozndmek.

\

Zde jiz jsou parametry dany, ale jsou dva. Nejdrive je nutné se rozhodnout, podle
kterého parametru se bude derivovat (v nékterych pripadech je mozné brat takovyto
integral jako funkci dvou proménnych a derivovat podle obou proménnych).

\

Zde je lepsi vzit za parametr b.

\

Zkuste 1 parametr a, abyste
videli, jaké tézkosti nasta-
nou. BTW, rad¢;i to nezkou-
sejte.
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6. Spoctéte integral

X

o0 —ax o3 Qb
/ ‘ Sm(m)dxproa>0,b€IR{.
0

\

Pouzije se postup popsany na konci Pozndmek.

\

Zde jiz jsou parametry dany, ale jsou dva. Nejdrive je nutné se rozhodnout, podle
kterého parametru se bude derivovat (v nékterych pripadech je mozné brat takovyto
integral jako funkci dvou proménnych a derivovat podle obou proménnych).

\

Zde je lepsi vzit za parametr b.

\

Zkuste 1 parametr a, abyste
videli, jaké tézkosti nasta-
nou. BTW, rad¢;i to nezkou-
sejte.
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Ukazte, ze lze zaménit derivaci a integral, vypoctéte novy integral a dostanete vysle-
dek 2b/(a® + 4b%).

\




Ukazte, ze lze zaménit derivaci a integral, vypoctéte novy integral a dostanete vysle-
dek 2b/(a® + 4b?).

\

Najdéte neurcity integral (proménné b) k tomuto vysledku a dosad’te hodnotu b = 0.
Tim odstranite konstantu a dostanete vysledek

> e~ gjn? 1 4b
/ ¢ o0 (ba;)dX:Zlog(l—F
0

T a?

2

)proa>0,b€R.




Ukazte, ze Ize zaménit derivaci a integral, vypoctéte novy integral a dostanete vysle-
dek 20/ (a* + 40°).

\

Najdéte neurcity integral (proménné b) k tomuto vysledku a dosad’te hodnotu b = 0.
Tim odstranite konstantu a dostanete vysledek

> e sin”(b 1 4
/ ¢ bm(x)(11><:—1()g<1+—2>proa>0,b€]R.
0 x 4 a
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7. M4 se spocitat

/ e cos(bxr)dx proa # 0,0 € R.
0




7. M4 se spocitat

/ e cos(bxr)dx proa # 0,0 € R.
0

\

Ze stejného divodu jako v predchozim prikladé se pouZije parametr b, integral ozna-
¢ime F'(b).

\




7. M4 se spocitat

/ e cos(bxr)dx proa # 0,0 € R.
0

\

Ze stejného divodu jako v predchozim prikladé se pouZije parametr b, integral ozna-
¢ime F'(b).

\

Ukazte, Ze lze zaménit derivaci a integrdl a na novy integral pouzijte integraci po
castech.

\




7. M4 se spocitat

/ il cos(bx)dx proa # 0,b € R.
0

\/

Ze stejného diivodu jako v predchozim prikladé se pouZzije parametr b, integral ozna-
¢ime F'(b).

\

Ukazte, Ze lze zaménit derivaci a integrdl a na novy integral pouzijte integraci po
castech.

\
b

Dostanete rovnost F'(b) = —s5F'(b), coz je diferencialni rovnice pro neznamou F'.

20?2
\ /

LEKCE26-IPA
integral s parametrem
integr.majoranta
spojitost
derivace
inetgral
Gama funkce
derivace
prubéh
graf
Beta funkce
vztah Beta a Gama
[(z)[(1 — x)
Stirlingv vzorec
STANDARDY
tahak
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



7. M4 se spocitat

/ il cos(bx)dx proa # 0,b € R.
0

\/

Ze stejného diivodu jako v predchozim prikladé se pouZzije parametr b, integral ozna-
¢ime F'(b).

\

Ukazte, Ze lze zaménit derivaci a integrdl a na novy integral pouzijte integraci po
castech.

\
Dostanete rovnost F’(b) = —%F (b), coz je diferencialni rovnice pro neznamou F'.
\

Jejim vyfesSenim (s pocatecni podminkou F'(0) = /7 /(2a) — pro¢?) dostanete vysle-
dek

o0 2
/ e cos(bx) dx = ge_ (3:) proa # 0,b € R.
0 a
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8. Spoctéte integrdl [ log(1 — 2w siny + y?) dy pro x € [—1.1]. [Vyjde 0]
0




Kdo se ve tmé neboji, je mij
kamarad.

e "———=dx proa>0.
0 &
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9, Spoctéte integral

0

\

Je vhodné zvolit za parametr b. Po nalezeni integrovatelné majoranty a zderivovani
snadno spocCtete ziskany integral a jeho primitivni funkci. Ziskate vSak vysledek jen pro

Kdo se ve tmé neboji, je mij
kamarad.

/ e_“x—sm( z) dx proa>0.
T

a > 0 (pro a = 0 neexistuje integrovatelna majoranta).

\
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Kdo se ve tmé neboji, je mij
kamarad.

9, Spoctéte integral

/ e_‘w”M dx proa >0.
0 T

\

Je vhodné zvolit za parametr b. Po nalezeni integrovatelné majoranty a zderivovani
snadno spocCtete ziskany integral a jeho primitivni funkci. Ziskate vSak vysledek jen pro
a > 0 (pro a = 0 neexistuje integrovatelna majoranta).

\

Abyste ziskali vysledek i1 pro a = 0, musite integral i1 vysledek zlimitovat pro a — 0.
ProtoZe neexistuje integrovatelnd majoranta, musi se v tomto pripadé pouZit zobecnéni
vety o zaméné limity a integralu vysvétlené v Pozndmkdch, tj. stejnomérnd konvergence
pocitané€ho integralu pro a > 0, kterd se urci snadno.
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Konec prikladi 1.

A je to.




Otazky 1 :

1. Ukazte, Ze je-li f spojita funkce definovana na soucinu M x (a,b), kde M C R
a fab f(z,y)dy existuje pro kazdé x € M a ma-li f na M X (a,b) integrovatelnou
majorantu, pak fab f(z,y) dy konverguje v b stejnomérné vzhledem k z € M.

_—




2. Projdéte dikaz véty o zaméné limity a integralu a zjistéte, Ze plati i pro predpoklad
stejnomérné konvergence integralu fab f(z,y)dy.

\




2. Projdéte dikaz véty o zaméné limity a integralu a zjistéte, Ze plati i pro predpoklad
stejnomérné konvergence integralu fab f(z,y)dy.

\

Napiste presnou formulaci této modifikace véty.




3. Dikaz Dusledku o spojitosti integrdlu s parametrem lze udé€lat i obracené, tj. doka-
zat nejdrive druhou Cast a z ni vyplyne prvni Cast (jak?).

Konec otazek 1.




CvicCeni 1 :

Priklad. Vypocitejme integral

1,.b _ a
/ ' —x dr
0 logx

pro a,b > 0.




CvicCeni 1 :

Priklad. Vypocitejme integral

1,.b _ a
/ ' —x dr
0 logx

pro a,b > 0.

‘

ReSeni. Vyuzijeme tvaru integrované funkce

1,6 _ .a 1 y 10 1
/ S dx:/ [x ] dx:/
o logx o Llogzx], 0

(/ o ) ds




CvicCeni 1 :

Priklad. Vypocitejme integral

pro a,b > 0.

\

Reseni. VyuZzijeme tvaru integrované funkce

L,.b_ ,a 1 y 10 1 b

a5 T T
/—dx:/ dx:/ /xydy dz.
o logx o Llogz a 0 a

Nyni byste méli byt schopni
odtivodnit pouziti Fubiniovy
vety, muchachos.
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CvicCeni 1 :

Priklad. Vypocitejme integral

pro a,b > 0.

\

Reseni. VyuZzijeme tvaru integrované funkce

L,.b_ ,a 1 y 10 1 b

a5 T T
/—dx:/ dx:/ /xydy dz.
o logx o Llogz a 0 a

Nyni byste méli byt schopni
odtivodnit pouziti Fubiniovy
vety, muchachos.
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1 b b 1
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\
Potom jiz snadno dostavame

b 1 b
1 14+0b
¥d dy = — dy =1 )
/a (/o . x) / /a1+y s




1 b b 1
/ / 2/ dy | doe = / / x/ dx
0 a a 0
\
Potom jiZ snadno dostavame

b 1 boq
r/dx | dy = —dy = log
[ () zrar) an= [y =

dy.

14+b

l+a

To bylo néco, ¢emu fikam
"polo-joke". Podruhé se ne-
zasmgeju.
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GAMA A BETA FUNKCE

Pomoci integrdlu s parame-
trem se daji definovat uzi-
teCné funkce.
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Tieba n! = fooo et dt.
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Takze dovedeme spocitat je-
den a pul faktoridl. To se
hodi, protoze mam presné
tolik ponozek.
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Gama funkce
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V této Casti bude zkoumdna tzv. Gama funkce, kterd ma vztah k n! a jeji pouZiti je
velmi Siroké nejen v teoretick€é matematice, ale hlavné v praktickém pouziti, napr. ve
fyzice a ve statistice.
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V této Casti bude zkoumdéna tzv. Gama funkce, kterd ma vztah k n! a ]6]1 pouz1t1 je
velmi Siroké nejen v teoretické matematice, ale hlavng v praktickém pouZiti, napr. ve
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Gama funkce
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V této Casti bude zkoumdéna tzv. Gama funkce, kterd ma vztah k n! a ]6]1 pouz1t1 je
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Ukolem této Casti je zjistit
pribéh Gama funkce a uvést
jeji zakladni vlastnosti.
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Ukolem této Casti je zjistit
pribéh Gama funkce a uvést
jeji zakladni vlastnosti.

To se nejrychleji zjisti po-
moci PLOT(Gamma).
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1. Defini¢ni obor.
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Pro ktera x Kkonverguje
J7 et de?




1. Definicni obor.

\

Pro kterd x Kkonverguje
J7 et de?

\/

Na intervalu (0,1) méa e~' hodnoty mezi e~! a 1; funkce e~'t*~! se tedy z hlediska
konvergence integralu chova jako t* ! (tj., t*71 /3 < e '#*~1 < t*"L prokazdé t € (0, 1).
Integral fol t*=1 dt konverguje pravé kdyz x > 0.

\
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1. Definicni obor.
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Pro kterd x Kkonverguje
J7 et de?

\/

Na intervalu (0,1) méa e~' hodnoty mezi e~! a 1; funkce e~'t*~! se tedy z hlediska
konvergence integralu chova jako t* ! (tj., t*71 /3 < e '#*~1 < t*"L prokazdé t € (0, 1).
Integral fol t*=1 dt konverguje pravé kdyz x > 0.

\

Navic se pro x > a > 0 ziskala integrovatelna majoranta t*~! funkce e~*t*~! na (0, 1).
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Integral fol t*=1 dt konverguje pravé kdyz x > 0.
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My nékdy mluvime skoro

nesrozumiteln€, ale bavi nas
to. Chtéla jsem vlastné fici,

ze?
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My nékdy mluvime skoro

nesrozumiteln€, ale bavi nas
to. Chtéla jsem vlastné fici,

ze?

Dékuji. Ano.
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\/

Staci se nyni omezit na x > 1. Pro dané z > 1 existuje p > 0 tak, zZe e Tl < e
pro t > p (ukaZte to). Na [1, p| je funkce e “t*~! proménné ¢ spojitd a omezend, takze
ke~'/? je (pro n&jakou konstantu k) integrovatelnd majoranta funkce et~ na (1, 0o).

\/

My nékdy mluvime skoro

nesrozumiteln€, ale bavi nas
to. Chtéla jsem vlastné fici,

ze?

Dékuji. Ano.
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Staci se nyni omezit na x > 1. Pro dané z > 1 existuje p > 0 tak, zZe e Tl < e
pro t > p (ukaZte to). Na [1, p| je funkce e “t*~! proménné ¢ spojitd a omezend, takze
ke~'/? je (pro n&jakou konstantu k) integrovatelnd majoranta funkce et~ na (1, 0o).

\/

Defini¢nim oborem funkce U je interval (0, 00), na celém definicnim intervalu je I'(x) >

0.

My nékdy mluvime skoro

nesrozumiteln€, ale bavi nas
to. Chtéla jsem vlastné fici,

ze?

Dékuji. Ano.
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Provz,@g’m. Z.a chvili st Gamu
rozs$ifime.




Prozgtim. Z.a chvili st Gamu
rozsirime.

Neprepinejte na jiny pro-
gram. Pro jistotu ani na
pracce.
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Spojitost a derivace. Parcidlni derivace podle x funkce e~ je rovna e "~ !log t.

\




Spojitost a derivace. Parcidln{ derivace podle = funkce e /¢! je rovna e 't*!log t.

\

Prox > 0 se vezme a € (0, ) a parcidlni derivace se piepiSe do tvaru e 't 1(t*“log t).

\
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Spojitost a derivace. Parcidln{ derivace podle = funkce e /¢! je rovna e 't*!log t.

\

Prox > 0 se vezme a € (0, ) a parcidlni derivace se piepiSe do tvaru e 't 1(t*“log t).

\

Posledni funkce v zdvorce je spojitd a omezend na (0,1) a tedy funkce e “t* !logt
ma (az na vynasobeni néjakou konstantou) stejnou integrovatelnou majorantu na (0, co)
jako funkce e~ 1,

\/
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Spojitost a derivace. Parcidln{ derivace podle = funkce e /¢! je rovna e 't*!log t.

\

Prox > 0 se vezme a € (0, ) a parcidlni derivace se piepiSe do tvaru e 't 1(t*“log t).

\

Posledni funkce v zdvorce je spojitd a omezena na (0,1) a tedy funkce e “t* !logt
ma (az na vynasobeni néjakou konstantou) stejnou integrovatelnou majorantu na (0, co)
jako funkce e~ 1,

\/

Totéz plati pro parcidlni derivace vyssich fadd funkce e 't*~! podle z. Z véty o deri-
vaci integrilu podle parametru nyni plyne:

\
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Spojitost a derivace. Parcidln{ derivace podle = funkce e /¢! je rovna e 't*!log t.

\

Prox > 0 se vezme a € (0, ) a parcidlni derivace se piepiSe do tvaru e 't 1(t*“log t).

\

Posledni funkce v zdvorce je spojitd a omezena na (0,1) a tedy funkce e “t* !logt
ma (az na vynasobeni néjakou konstantou) stejnou integrovatelnou majorantu na (0, co)
jako funkce e~ 1,

\/

Totéz plati pro parcidlni derivace vyssich fadd funkce e 't*~! podle z. Z véty o deri-
vaci integrilu podle parametru nyni plyne:

\

Funkce Gama md derivace vSech rddii a je tedy spojitd.

\
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Spojitost a derivace. Parcidln{ derivace podle = funkce e /¢! je rovna e 't*!log t.
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Prox > 0 se vezme a € (0, ) a parcidlni derivace se piepiSe do tvaru e 't 1(t*“log t).
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Totéz plati pro parcidlni derivace vyssich fadd funkce e 't*~! podle z. Z véty o deri-
vaci integrilu podle parametru nyni plyne:

\

Funkce Gama md derivace vSech rddii a je tedy spojitd.

\

Bedlivé ji sleduji, co jesté
vyvede.
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Spojitost a derivace. Parcidln{ derivace podle = funkce e /¢! je rovna e 't*!log t.
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Prox > 0 se vezme a € (0, ) a parcidlni derivace se piepiSe do tvaru e 't 1(t*“log t).

\

Posledni funkce v zdvorce je spojitd a omezend na (0,1) a tedy funkce e “t* !logt
ma (az na vynasobeni néjakou konstantou) stejnou integrovatelnou majorantu na (0, co)
jako funkce e~ 1,
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Totéz plati pro parcidlni derivace vyssich fadd funkce e 't*~! podle z. Z véty o deri-
vaci integrilu podle parametru nyni plyne:

\

Funkce Gama md derivace vSech rddii a je tedy spojitd.

\

Bedlivé ji sleduji, co jesté
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Nic uz dneska nevyvedu.




Protoze ['"(x) = [ e~'t*~!log®t dt, je druhd derivace kladn4 a tudiz

0
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Protoze I'(z) = [~ e "t" 'log®t dt, je druhd derivace kladnd a tudiz
\
funkce Gama je ryze konvexni.
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Protoze I''(z) = [ e "t*"!log”t dt, je druhd derivace kladn4 a tudiZ

\

funkce Gama je ryze konvexni.

\

Nyni se pouZije integrace po ¢astech na ['(x + 1):

Nz+1)= / e "t" dt = [—e 2, + @ / e it dt.
0 0
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Protoze I''(z) = [ e "t*"!log”t dt, je druhd derivace kladn4 a tudiZ
\
funkce Gama je ryze konvexni.

\

Nyni se pouZije integrace po ¢astech na ['(x + 1):
Nz+1)= / e "t" dt = [—e 2, + @ / e 't de.
0 0

\

Prvni vyraz na pravé strané se rovna O pro x > 0. Vysledkem je rovnost

['z+1)=2l(z) prox>0.
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Protoze I''(z) = [ e "t*"!log”t dt, je druhd derivace kladn4 a tudiZ
\
funkce Gama je ryze konvexni.

\

Nyni se pouZije integrace po ¢astech na ['(x + 1):

Nz+1)= / e "t" dt = [—e 2, + @ / e 't de.
0 0

\

Prvni vyraz na pravé strané se rovna O pro x > 0. Vysledkem je rovnost

['z+1)=2l(z) prox>0.

\
Snadno se vypocte ['(1) = 1, takze ['(2) = 1,I'(3) = 2.1, ... aindukci I'(n + 1) = nl.
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Protoze I''(z) = [ e "t*"!log”t dt, je druhd derivace kladn4 a tudiZ
\
funkce Gama je ryze konvexni.

\

Nyni se pouZije integrace po ¢astech na ['(x + 1):
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Prvni vyraz na pravé strané se rovna O pro x > 0. Vysledkem je rovnost
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\
Snadno se vypocte ['(1) = 1, takze ['(2) = 1,I'(3) = 2.1, ... aindukci I'(n + 1) = nl.

\/

LEKCE26-1PA
integrdl s parametrem
integr.majoranta

Spojitost
derivace
inetgral
Gama funkce
derivace
prubeh
graf
Beta funkce
vztah Beta a Gama
[(z)[(1 — x)
Stirlingv vzorec
STANDARDY
tahdk
Pozndmky

Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



Ano. To je ale krasnd vé-
cicka. To nas poprvé doka-
zovalo n skritkda.

LEKCE26-1PA
integral s parametrem
integr.majoranta
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derivace
inetgral
Gama funkce
derivace
prubéh
graf
Beta funkce
vztah Beta a Gama
[(z)[(1 — x)
Stirlingv vzorec
STANDARDY
tahak
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Z konvexity vyplyva, ze minimum funkce I leZi v intervalu (1,2) a Zze lim I'(x) = oc.
T—00
\




Z konvexity vyplyva, ze minimum funkce I leZi v intervalu (1,2) a Zze lim I'(x) = oc.
T—00
\

Dadle je
I 1
lim I'(z) = lim Ie+l) = 0.
x—04 x—04 T




Z konvexity vyplyva, Ze minimum funkce 1" leZi v intervalu (1,2) a Ze lim I'(z) = oc.
T—00
\

Dadle je
I 1
lim I'(z) = lim He+l) = 00.
x—04 x—04 X

\

Pomoci vzorce I'(x) = I'(x+1)/x 1ze dodefinovat funkci I" na intervalu (—1, 0), potom
na intervalu (—2, —1), atd. azna R \ {0, —1,—2, -3, ...}.

\

LEKCE26-1PA
integrdl s parametrem
integr.majoranta

Spojitost
derivace
inetgral
Gama funkce
derivace
prubéh
graf
Beta funkce
vztah Beta a Gama
[(z)[(1 — x)
Stirlingv vzorec
STANDARDY
tahdk
Pozndmky
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Z konvexity vyplyva, Ze minimum funkce 1" leZi v intervalu (1,2) a Ze lim I'(z) = oc.
T—00
\

Dadle je
I 1
lim I'(z) = lim He+l) = 00.
z—04 x—04 X

\

Pomoci vzorce I'(x) = I'(x+1)/x 1ze dodefinovat funkci I" na intervalu (—1, 0), potom
na intervalu (—2, —1), atd. azna R \ {0, —1,—2, -3, ...}.

\

LEKCE26-1PA
integral s parametrem
integr.majoranta
spojitost
derivace
inetgral
Gama funkce
, cev . derivace
Nyni 1ze jiz zhruba nakreslit pribéh
f graf
gra . Beta funkce
vztah Beta a Gama
I(2)I'(1 —x)
Stirlingv vzorec
STANDARDY
* tahdk
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789







Beta funkce




Beta funkce

\

Beta funkce ma tzky vztah ke Gama funkci a proto je stejné dilezita.

\




Beta funkce

\

Beta funkce ma tzky vztah ke Gama funkci a proto je stejné dilezita.

\

Ja mam uzky vztah k Coko-
1adé.

LEKCE26-1PA
integral s parametrem
integr.majoranta
‘ spojitost
derivace
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Gama funkce
derivace
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graf
Beta funkce
vztah Beta a Gama
I(2)I'(1 —x)
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STANDARDY
tahak
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123456789
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Beta funkce

\

Beta funkce ma tzky vztah ke Gama funkci a proto je stejné dilezita.

\

Ja mam uzky vztah k Coko-
1adé.

LEKCE26-IPA
integral s parametrem
integr.majoranta
‘ spojitost
derivace
inetgral
Gama funkce
derivace
prubéh
graf
Beta funkce
vztah Beta a Gama
[(z)[(1 — x)
. Stirlingv vzorec
Alfa, beta, gama, delta, to je SR
, ana
cela abecelta. Poznamky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
* 123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789




DEFINICE. Funkce Beta je definovana rovnosti

1
Bla,y) = /0 11—t dt




DEFINICE. Funkce Beta je definovdna rovnosti

1
B(x,y):/ "1 =)t de.
0

BTW, docela protivny inte-
gral.

LEKCE26-IPA
integral s parametrem
integr.majoranta

spojitost
derivace
inetgral
Gama funkce
derivace
prubéh
graf
Beta funkce
vztah Beta a Gama

[(z)[(1 — x)
Stirlingv vzorec
STANDARDY
tahdk
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky

123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



DEFINICE. Funkce Beta je definovdna rovnosti

\

Pomoci substituce ¢t = u/(u+1) se da funkce Beta vyjadrit integralem pfes neomezeny

00 um—l
B(z,y) =/O T 1) du,

z které ale neni vidét symetricky charakter, totiz ze B(x,y) = B(y, ).

interval:

\

1
B(a:,y):/ "1 =)t de.
0

BTW, docela protivny inte-
gral.

LEKCE26-1PA
integral s parametrem
integr.majoranta
spojitost
derivace
inetgral
Gama funkce
derivace
prubéh
graf
Beta funkce
vztah Beta a Gama
[(z)[(1 — x)
Stirlingv vzorec
STANDARDY
tahak
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
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123456789
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123456789



DEFINICE. Funkce Beta je definovdna rovnosti

1
B(x,y):/ "1 =)t de.
0

BTW, docela protivny inte-
gral.

\

Pomoci substituce ¢t = u/(u+1) se da funkce Beta vyjadfit integralem pfes neomezeny

interval:
o0 um—l d
B _

z které ale neni vidét symetricky charakter, totiz ze B(x,y) = B(y, ).

\

Snadno se zjisti, ze B(x,y) je definovana v prvnim kvadrantu, tj. pro z > 0,y > 0.

-=p

LEKCE26-1PA
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spojitost
derivace
inetgral
Gama funkce
derivace
prubéh
graf
Beta funkce
vztah Beta a Gama

[(z)[(1 — x)
Stirlingv vzorec
STANDARDY
tahdk
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky

123456789
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123456789
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123456789



Neni nutné probirat vlast-
nosti funkce Beta vyply-
vajici z definice, protoze
B(x) se da vyjadfit pomoci
funkce I'.

LEKCE26-1PA
integral s parametrem
integr.majoranta
spojitost
derivace
inetgral
Gama funkce
derivace
prubéh
graf
Beta funkce
vztah Beta a Gama
[(z)[(1 — x)
Stirlingv vzorec
STANDARDY
tahak
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
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123456789
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123456789



Neni nutné probirat vlast-
nosti funkce Beta vyply-
vajici z definice, protoze
B(x) se da vyjadfit pomoci
funkce I’

\

Napise se soucin ['(z)I'(y) a do vzniklého dvojrozmérného integrilu se dé substituce
v=t4+u,w=y/(x+vy):

integr.majoranta
spojitost

1 ©o v 1 J 1 y 1 derivace
— - - - _ - inetgral
=) ] e (vw)* 0" (1 —w)?" dv dw Gama funke

derivace

0 (0. 9]
—t—ugz—1_ y—1 LEKCE26-IPA
I (.CC ) [’ (y) = / / e Y dt du integrél s parametrem
0 0

vztah Beta a Gama

I(2)I'(1 —x)
Stirlingv vzorec
STANDARDY

J tahdk

Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789

1 %9 priibéh
= / / e " (w) 1 —w)!t dv dw =T(z + y)B(z,y) . Beta funkee
0 Jo



Neni nutné probirat vlast-
nosti funkce Beta vyply-
vajici z definice, protoze
B(x) se da vyjadfit pomoci
funkce I'.

\

Napise se soucin ['(z)I'(y) a do vzniklého dvojrozmérného integrilu se dé substituce
v=t+u,w=y/(r+y):

0 (0. 9]
—t—ugz—1_ y—1 LEKCE26-IPA
I (.CC ) [’ (y) = / / e Y dt du integrél s parametrem
0 0

integr.majoranta
spojitost
derivace

1 o0
. —v z—1, y—1/1 y—1 inetgral
_ /0 /O ve(ww)® ¥ (1 — w)¥L dv duw gl

derivace
prubéh

1 00
— _ _ — graf
= / / e " (w) 1 —w)!t dv dw =T(z + y)B(z,y) . Beta funkce
h Beta a Gama
0 0 vzta
L(@)'(1—2)
Stirlingdv vzorec
STANDARDY
J tahdk
Pozndmky
Y, 123456789
Odtud plyne hledany vzorec Pikiady
123456789
F(:U)F(y) Oticky
_—F( + ) 123456789
x Cviéeni
y 123456789
Uceni
123456789

N






Kdyz I'(z) rozsifuje (z —
bude rozsifovat kombinato-
rickou ulohu "kolika zpt-
soby mohu rozdélit x —1 ku-
licek na y — 1 hromadek . ..

LEKCE26-IPA
integral s parametrem
integr.majoranta
spojitost
derivace
inetgral
Gama funkce
derivace
prubéh
graf
Beta funkce
vztah Beta a Gama
[(z)[(1 — x)
Stirlingv vzorec
STANDARDY
tahak
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Kdyz I'(z) rozsifuje (z —
bude rozsifovat kombinato-
rickou ulohu "kolika zpt-
soby mohu rozdélit x —1 ku-
licek na y — 1 hromadek . ..

JiZ si nehraju . ..

LEKCE26-1PA
integral s parametrem
integr.majoranta
spojitost
derivace
inetgral
Gama funkce
derivace
prubéh
graf
Beta funkce
vztah Beta a Gama
[(z)[(1 — x)
Stirlingv vzorec
STANDARDY
tahak
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



BTW, takhle vypad4 nahote
a dole orezana Beta.
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integral s parametrem
integr.majoranta
spojitost
derivace
inetgral
Gama funkce
derivace
prubéh
graf
Beta funkce
vztah Beta a Gama
[(z)[(1 — x)
Stirlingv vzorec
STANDARDY
tahak
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
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123456789
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LEKCE26-IPA
integral s parametrem
integr.majoranta
spojitost
derivace
inetgral
Gama funkce
derivace
prubéh
graf
Beta funkce
vztah Beta a Gama
D(x)I'(1 — x)
Stirlingv vzorec
STANDARDY
tahak
Pozn4
123456789
Priklady
123456789
Otazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Jako v hororu
Beéta".

"Krvava




JestliZe se v pfedchozim vzorcidda y = 1 —x pro z € (0, 1), dostane se po substitucich
u = (1 — t)~" do prvniho integrdlu a v = u' — 1) do pfedposledniho integrlu

M) - z) = / 1 (1'51_; dt — /0 b 1“+; o=

1 ,.z-1 00 -1 1 ,,z-1 1 -
:/ ° du+/ u du:/ “ du+/ Y
0 1+U 1 1+'U, 0 1—|—'LL 0 1+U

dv .

LEKCE26-1PA
integrdl s parametrem
integr.majoranta

Spojitost
derivace
inetgral
Gama funkce
derivace
prubeh
graf
Beta funkce
vztah Beta a Gama
[(z)[(1 — x)
Stirlingv vzorec
STANDARDY
tahdk
Pozndmky

Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



JestliZe se v pfedchozim vzorcidda y = 1 —x pro z € (0, 1), dostane se po substitucich
u = (1 — t)~" do prvniho integrdlu a v = u' — 1) do pfedposledniho integrlu

M) - z) = / 1 (1'51_; dt — /0 b ﬂ; o=

1 x—1 00 -1 1 z—1 1 —x
:/ 4 du+/ u du:/ “ du+/ Y
0 1 +Uu 1 1 +Uu 0 1 +Uu 0 1 + v
\
Zlomek ﬁ je soucet geometrické rfady s kvocientem —u, kterd se d4 integrovat Clen
po Clenu (fada konverguje stejnomérné na [0, 1] podle ):
\

LEKCE26-1PA
integrdl s parametrem
integr.majoranta

spojitost
derivace
inetgral
Gama funkce
derivace
prubeh
graf
Beta funkce
vztah Beta a Gama
[(z)[(1 — x)
Stirlingv vzorec
STANDARDY
tahdk
Pozndmky

Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



JestliZe se v pfedchozim vzorcidda y = 1 —x pro z € (0, 1), dostane se po substitucich
u = (1 — t)~" do prvniho integrdlu a v = u' — 1) do pfedposledniho integrlu

M) - z) = / 1 (1'51_; dt — /0 b ﬂ; o=

1 ,.z-1 00 -1 1 x—1 1 -
:/ ¢ du+/ u du—/ “ du+/ ' .
0 1+’U, 1 1+'U, 0 1—|—u 0 1+U

Zlomek ﬁ je soucet geometrické rfady s kvocientem —u, kterd se d4 integrovat Clen
o Clenu (fada konverguje stejnomérné na |0, 1| podle ;
Y
@ LEKCE26-IPA
integrdl s parametrem
integr.majoranta
spojitost
derivace
1 ux—l w7 1 ) oY inetgral
xr— —X n, n _ Gama funkce
/ ( + ) d’LL/ (’LL +u ) § :<_]‘> u du T derivace
o \M4u 14w 0 5 priibeh
graf
©9] 1 ©.9) 1 1 Beta fu}rlllg:e G
— — vztah Beta a Gama
_ 2 :(_1)71/ (un+x 1 + u” x) du E :(_1)n( = + n 1> - St_pl_(m)op(lfm)
— 1riimnguyv vzorec
0 0 0 s n L STANgDARDY
00 tahak
1 2t Pozndmky
- E — n2 — 22 Piiklady
n=1 Otéazky
l Cviceni

Uceni



JestliZe se v pfedchozim vzorcidda y = 1 —x pro z € (0, 1), dostane se po substitucich
u = (1 — t)~" do prvniho integrdlu a v = u' — 1) do pfedposledniho integrlu

M) - z) = / 1 (1'51_; dt — /0 b ﬂ; o=

1 ,.z-1 00 -1 1 x—1 1 -
:/ ¢ du+/ u du—/ “ du+/ ' .
0 1+’U, 1 1+'U, 0 1—|—u 0 1+U

Zlomek ﬁ je soucet geometrické rfady s kvocientem —u, kterd se d4 integrovat Clen
o Clenu (fada konverguje stejnomérné na |0, 1| podle ;
Y
@ LEKCE26-IPA
integrdl s parametrem
integr.majoranta
spojitost
derivace
1 ux—l u 1 | e9 inetgral
r— —x E n,n Gama funkce
/ ( + ) d’LL/ (U _|_ U ) (_1) U du - derivace
o M +w I+u 0 = priibéh
graf
©¢) 1 o) 1 1 Beta funkce
_ _ vztah Beta a Gama
— 2 :(_1)71/ <un+az 1 4+ u™ :v) du § :(_1)71( + 1) = St_rl_(g;)orufm)
— 1riinguyv vzorec
0 0 0 n+r n—-T+ STANDARDY
00 tahak
1 2t Poznamky
- ; — n2 _ 22 Piiklady
n=1 Otéazky

Cviceni

# Uceni



Posledni fada bude seCtena v kapitole o Fourierovych fadach (rozvoj funkce cos(xt)
prot € (—m, m)) a dostane se dileZity vzorec

D(z)0(1 — z) = szrm) proz € (0,1).

LEKCE26-1PA
integral s parametrem
integr.majoranta
spojitost
derivace
inetgral
Gama funkce
derivace
prubéh
graf
Beta funkce
vztah Beta a Gama
I(2)I'(1 —x)
Stirlingv vzorec
STANDARDY
tahdk
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Posledni fada bude seCtena v kapitole o Fourierovych fadach (rozvoj funkce cos(xt)
prot € (—m, m)) a dostane se dileZity vzorec

D(z)0(1 — z) = szrm) proz € (0,1).

Napotvoru zase nic hez-

kého. LEKCE26-IPA
integral s parametrem
integr.majoranta
spojitost
‘ derivace
inetgral
Gama funkce
derivace
prubéh
graf
Beta funkce
vztah Beta a Gama
I(2)I'(1 —x)
Stirlingv vzorec
STANDARDY
tahdk
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789




Posledni fada bude seCtena v kapitole o Fourierovych fadach (rozvoj funkce cos(xt)
prot € (—m, m)) a dostane se dileZity vzorec

D(z)0(1 — z) = szrm) proz € (0,1).

Napotvoru zase nic hez-

kého. LEKCE26-IPA
integral s parametrem
integr.majoranta
spojitost
‘ derivace
inetgral
Gama funkce
derivace
prubéh
graf
Beta funkce
vztah Beta a Gama
[(z)[(1 — x)

, v - Ve v Stirlingav vzorec
A co bude dal? Uz jste urcité STANDARDY

slyseli, ze faktoridl se chova tahak

1.V Pozndmky
exponencidlné . .. 123456789

Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789

# Cviceni

123456789
Uceni
123456789




Stirlinguiv vzorec




Stirlinguiv vzorec

\

Gama i Beta funkce lze vyjadrit mnoha zptsoby, napt. jako soucet nekonecné rady,
soucin nekonecné posloupnosti, limity posloupnosti, ...

\

LEKCE26-1PA
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derivace
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derivace
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Stirlingv vzorec
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Stirlinguiv vzorec

\

Gama i Beta funkce lze vyjadrit mnoha zptsoby, napt. jako soucet nekonecné rady,
soucin nekonecné posloupnosti, limity posloupnosti, ...

\

Vsechna tato presna vyjadreni jsou nekonecné procesy, které se az na vyjimky nedaji
presné v jednotlivych bodech spocitat.

\

LEKCE26-1PA
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derivace
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Stirlinguiv vzorec

\

Gama i Beta funkce lze vyjadrit mnoha zptsoby, napt. jako soucet nekonecné rady,
soucin nekonecné posloupnosti, limity posloupnosti, ...

\

Vsechna tato presna vyjadreni jsou nekonecné procesy, které se az na vyjimky nedaji

presné v jednotlivych bodech spocitat.

\

Proto je nékdy vyhodnéjsi nahradit uvedené charakterizace jednodusSim vzorcem,
ktery aproximuje danou funkci.

-=p

LEKCE26-1PA
integrdl s parametrem
integr.majoranta
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derivace
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Gama funkce
derivace
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graf
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Nasledujici postup mizete sami sledovat (aZ na posledni krok):

F(J? + 1) — / e—ttx dt _/ 6xlogt—t dt u:;—x <£):p/ exlog(l—l—u/ac)—u/x du
0 0

€ —X

U (2 / " OBV OVE ) Vara (2’
Y

€ €

LEKCE26-1PA
integral s parametrem
integr.majoranta
spojitost
derivace
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Gama funkce
derivace
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graf
Beta funkce
vztah Beta a Gama
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Stirlingv vzorec
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Nasledujici postup mizete sami sledovat (aZ na posledni krok):

F(Jj + 1) — / e—ttx dt _/ emlogt—t dt u:i—x (z):p/ exlog(l—l—u/ac)—u/x du
0 0

€ —X

U (2 / " OBV OVE ) Vara (2’
Y

€ €

\
kde v poslednim kroku byla pouZita rovnost lim [ > Vi e?log(1+v/Va)=v/vVa qy = /2.

T—00
\

LEKCE26-1PA
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Nasledujici postup mizete sami sledovat (aZ na posledni krok):

F(Jj + 1) — / e—ttx dt _/ emlogt—t dt u:i—x (z):p/ exlog(l—l—u/ac)—u/x du
0 0 € —

X

U (2 / " OBV OVE ) Vara (2’
Y

€ €

\
kde v poslednim kroku byla pouzita rovnost lim f e?loa(l4+v/VE)—v/VE qy = /2.

T—00
\

Vztah f(x) ~ g(x) tedy znamena, Ze hm f(x)/g(x) =
LEKCE26-1PA
integrdl s parametrem
‘ integr.majoranta
Spojitost
derivace
inetgral
Gama funkce
derivace
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graf
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tahdk
Pozndmky
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Nasledujici postup mizete sami sledovat (aZ na posledni krok):

F(Jj + 1) — / e—ttx dt _/ emlogt—t dt u:;—x (z):p/ exlog(l—l—u/ac)—u/x du
0 0 € —

X

U (2 / " OBV OVE ) Vara (2’
Y

€ €

\
kde v poslednim kroku byla pouzita rovnost lim f e?loa(l4+v/VE)—v/VE qy = /2.

T—00
\

Vztah f(x) ~ g(x) tedy znamena, Ze hm f(x)/g(x) =
LEKCE26-1PA
integrdl s parametrem
‘ integr.majoranta
spojitost
, s, . v . g o derivace
Tim se dostava aproximacni Stirlinguv vzorec inetgrdl

Gama .funkce

T\ T derivace
INz+1) =~ V2rx (—) priibeh
e graf
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Nasledujici postup mizete sami sledovat (aZ na posledni krok):

F(Jj + 1) — / e—ttx dt _/ emlogt—t dt u:i—x (z):p/ exlog(l—l—u/ac)—u/x du
0 0 € —

X

U (2 / " OBV OVE ) Vara (2’
Y

€ €

\
kde v poslednim kroku byla pouzita rovnost lim f e?loa(l4+v/VE)—v/VE qy = /2.

T—00
\

Vztah f(z) =~ g(x) tedy znamend, Ze lim f flz)/g9(z) =

LEKCE26-1PA
integrdl s parametrem
‘ integr.majoranta
spojitost
derivace

Tim se dostdva aproximacni Stirlingliv vzorec inetgrl
Gama funkce
T\ degivvace
F(.T + 1) ~ 2rx (—) prubéh
e graf

Beta funkce
vztah Beta a Gama

[(z)[(1 — x)
; Stirlingv vzorec
STANDARDY

a jeho verze pro faktoridl tahik
n\"n Pozndmky
) Priklady

Otéazky
‘ Cviceni

Uceni



Nasledujici postup mizete sami sledovat (aZ na posledni krok):

F(Jj + 1) — / e—ttx dt _/ emlogt—t dt u:i—x (z):p/ exlog(l—l—u/ac)—u/x du
0 0 € —

X

U (2 / " OBV OVE ) Vara (2’
Y

€ €

\
kde v poslednim kroku byla pouzita rovnost lim f e?loa(l4+v/VE)—v/VE qy = /2.

T—00
\

Vztah f(z) =~ g(x) tedy znamend, Ze lim f flz)/g9(z) =

LEKCE26-1PA
integrdl s parametrem
‘ integr.majoranta
spojitost
derivace

Tim se dostdva aproximacni Stirlingliv vzorec inetgrl
Gama funkce
T\ degivvace
F(.T + 1) ~ 2rx (—) prubéh
e graf

Beta funkce
vztah Beta a Gama

[(z)[(1 — x)
; Stirlingv vzorec
STANDARDY

a jeho verze pro faktoridl tahik
n\"n Pozndmky
) Priklady

Otéazky
‘ Cviceni

Uceni



To rovnitko je néjaké pokii-
veneé ...




To rovnitko je n€jaké pokii-
vené ...

Uz nenosim rovnatka.
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Poznamky 2 :

Funkce Gama se také nazyva Euleriiv integrdl 2.druhu a funkce Beta Euleriv integrdl
1.druhu.

\




Poznamky 2 :

Funkce Gama se také nazyva Euleriiv integrdl 2.druhu a funkce Beta Euleriv integrdl
1.druhu.

\

T
Uvédomte si, Ze Stirlingiiv vzorec nefika nic o rozdilu mezi I'(z + 1) a v/27x (f) :

\




Poznamky 2 :

Funkce Gama se také nazyva Euleriiv integrdl 2.druhu a funkce Beta Euleriv integrdl
1.druhu.

\

T
Uvédomte si, Ze Stirlingiiv vzorec nefika nic o rozdilu mezi I'(z + 1) a v/27x (f) :

\

Tento rozdil se zvétSuje pro zvetSujici se x a konverguje k oo. Proto se musi davat
velky pozor pfi nahrazovani napt. faktorialu n! funkei S(n) = v/2nmn"/e".

\




Poznamky 2 :

Funkce Gama se také nazyva Euleriv integrdl 2.druhu a funkce Beta Euleriiv integrdl

1.druhu.
|

T
Uvédomte si, Ze Stirlingiv vzorec nefika nic o rozdilu mezi ['(x + 1) a v/ 27z (f—) :

\

Tento rozdil se zvétSuje pro zvetSujici se x a konverguje k oo. Proto se musi déavat
velky pozor pfi nahrazovani napt. faktoridlu n! funkcei S(n) = v2nmn"/e".

\

POZOR!
ZOR !

POZOR!!

PO-
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Nasledujici tabulka ukazuje nékteré hodnoty a rozdily t€chto dvou funkci (u n > 6
bez desetinnych mist u S(n) an! — S(n))
| 2 3 4

n 6 7 8 9
n! 1 2 6 24 120 720 | 5040 | 40320 | 362880 | 362
S(n) 0,922 1,919 | 5,836 | 23,506 | 118,019 | 710,078 | 4980 | 39902 | 359536 | 359
S"T!L 1,084 1,042 1,028 | 1,021 1,017 1,014 1,012 | 1,010 1,009
n! —S(n)0,922]0,081 0,164 | 0,494 | 1,980 9,922 59| 417| 3343] 3




Nasledujici tabulka ukazuje nékteré hodnoty a rozdily t€chto dvou funkci (u n > 6

bez desetinnych mist u S(n) an! — S(n))
| 2 3 4

n 6 7 8 9

n! 1 2 6 24 120 720 | 5040 | 40320 | 362880 | 362

S(n) 0,922 1,919 | 5,836 | 23,506 | 118,019 | 710,078 | 4980 | 39902 | 359536 | 359

SLT!L 1,084 1,042 1,028 | 1,021 1,017 1,014 |1,012| 1,010 | 1,009

n! —S(n)0,922]0,081 0,164 | 0,494 | 1,980 9,922 59| 417| 3343] 3
\

Podil n!/S(n) se zvySenim o fad pro n zhruba o fad snizi. Pro n = 1000 je podil roven

asi 1,000083336, kdeZto rozdil je v&tsi nez 10%°%3,

\




Nasledujici tabulka ukazuje nékteré hodnoty a rozdily t€chto dvou funkci (u n > 6

bez desetinnych mist u S(n) an! — S(n))
n 4 6 7 8 9
n! 1 2 6 24 120 720 | 5040 | 40320 | 362880 | 362
S(n) 0,922 11,919 5,836 | 23,506 | 118,019 | 710,078 | 4980 | 39902 | 359536 | 359
SLT!L 1,084 | 1,042 | 1,028 | 1,021 1,017 1,014 1 1,012 | 1,010 | 1,009
n! — S(n)[0,922]0,081]0,164 | 0,494 1,980 9,922 59| 417 3343 3
\

Podil n!/S(n) se zvySenim o fad pro n zhruba o fad snizi. Pro n = 1000 je podil roven
asi 1,000083336, kdeZto rozdil je v&tsi nez 10%°%3,

\

Pro pfesnéjsi vyjadieni Gama funkce (nebo faktorialu) existuji modifikace Stirlingova

vzorce. Plati napt. rovnosti

T\ T (1 S S
27T£E(—> e \122 " 36023 " 126025

[Nz+1) = ;

)= v (D) (1)

J- z ax
2rx| — | ez =
e

kde 0 <a, <1,0<b, <1.
 /




Nasledujici tabulka ukazuje nékteré hodnoty a rozdily t€chto dvou funkci (u n > 6

bez desetinnych mist u S(n) an! — S(n))
n 4 6 7 8 9
n! 1 2 6 24 120 720 | 5040 | 40320 | 362880 | 362
S(n) 0,922 11,919 5,836 | 23,506 | 118,019 | 710,078 | 4980 | 39902 | 359536 | 359
SLT!L 1,084 | 1,042 | 1,028 | 1,021 1,017 1,014 1 1,012 | 1,010 | 1,009
n! — S(n)[0,922]0,081]0,164 | 0,494 1,980 9,922 59| 417 3343 3
\

Podil n!/S(n) se zvySenim o fad pro n zhruba o fad snizi. Pro n = 1000 je podil roven
asi 1,000083336, kdeZto rozdil je v&tsi nez 10%°%3,

\

Pro pfesnéjsi vyjadieni Gama funkce (nebo faktorialu) existuji modifikace Stirlingova

vzorce. Plati napt. rovnosti

T\ T (1 S S
27T£E(—> e \122 " 36023 " 126025

[Nz+1) = ;

)= v (D) (1)

J- z ax
2rx| — | ez =
e

kde 0 <a, <1,0<b, <1.
 /




Konec pozndmek 2.

To jsou jiz opravdu jem-
nosti.




Priklady 2 :

1. Pomoci vzorce pro I'(z)['(1 — z) spoctéte I'(1/2) a odtud I'(3/2),1'(5/2) a také

integrél [;* e~ dx.

BTW, zakladni vysledek pro
statistiky.
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i

2. Pomoci substituce u = e~ v integralu definujicim I'(z) ukazte, ze

['(z) = /01 (log (%))x_l du .




2. Pomoci substituce u = e " v integrdlu definujicim I'(x) ukaZte, Ze

['(z) = /01 <log (%))x_l du .
\

Pouzitim rovnosti log (1) = limn(1 — {/u) lze snadno ukdzat vyjadfeni Gama funkce
n

pomoci limity:

R (n —1)!
) =l e+ D=1




a—1 b—

“1 2 cos’!  dx pomoci Gama funkci. Pro jakd a, b vy-

. T(a/2)T'(b/2
, vyjde 2(I‘(/(a)—l—b()//2))]

3. Vyjadiete integral foﬁ/ ? sin

sledek plati? [pouZijte substituci t = cos’

\




a—1 b—

“1 2 cos’!  dx pomoci Gama funkci. Pro jakd a, b vy-

. T(a/2)T'(b/2
, vyjde 2(I‘(/(a)—l—b()//2))]

3. Vyjadiete integral foﬁ/ ? sin

sledek plati? [pouZijte substituci t = cos’

\

4. Pomoci piedchoziho vysledku vypo&téte foﬁ/ *sindxcos?zdx a foﬁ/ ? g5 1 dx.

\




a—1 b—

“1 2 cos’!  dx pomoci Gama funkci. Pro jakd a, b vy-

. T(a/2)T'(b/2
, vyjde 2(I‘(/(a)—l—b()//2))]

3. Vyjadiete integral foﬁ/ ? sin

sledek plati? [pouZijte substituci t = cos’

\

4. Pomoci piedchoziho vysledku vypo&téte fow/ *sindxcos?zdx a foﬁ/ ? g5 1 dx.

\

A 7/ o Vv / 2 .
5. Pfedchozim zpsobem napiste pomoci Gama funkce vzorec pro I, = | Oﬁ/ sin” x dx.

—p




6. Jestlize do integralu pro ['(a) date substituci v = tx, kde nova proménna je u,
dostanete po upraveé vyraz
1 1 >
— —/ ey du .
0

z¢  [(a)




6. Jestlize do integralu pro ['(a) date substituci v = tx, kde nova proménna je u,
dostanete po upraveé vyraz
1 1 >
— —/ ey du .
0

z¢  [(a)

\

Toto vyjadfeni funkce 1/x“ 1ze dosadit do riznych integrall, kde se pak da prehodit
poradi integrace a puvodni integral tak spocitat.

\




6. Jestlize do integralu pro ['(a) date substituci v = tz, kde nova proménna je u,
dostanete po uprave vyraz

1 1 >
— —/ e "yt du.
zt  I(a) Jy

\

Toto vyjadreni funkce 1/z“ 1ze dosadit do riiznych integralt, kde se pak da prehodit
poradi integrace a puvodni integral tak spocitat.

\

PouZijte tento postup na vypocet tzv. Fresnelovych integrali [, sin(2?) dx, [, cos(2?) dx.
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6. Jestlize do integralu pro ['(a) date substituci v = tz, kde nova proménna je u,
dostanete po uprave vyraz

1 1 >
— = —/ e "yt du.
zt  I(a) Jy

\

Toto vyjadreni funkce 1/z“ 1ze dosadit do riiznych integralt, kde se pak da prehodit
poradi integrace a puvodni integral tak spocitat.

\

PouZijte tento postup na vypocet tzv. Fresnelovych integrali [, sin(2?) dx, [, cos(2?) dx.

\
Po substituci 2? = ¢ dosad’te za 1/+/t predchozi vyjadieni pomoci I'(1/2) a po pre-
hozeni poradi integrace vSe snadno spocitate (s vyhodou pouzijte vypocet pomoci Beta

funkce). Vyjde /7 /8.
=

LEKCE26-IPA
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7. Stirlingliv vzorec lze pouzit pii vypoctu limit, kde se vyskytuje faktoridl. Napf.

1
. 2 . n" a 2
lim V/n! = lim ( 2n7r—nel_2%> "=1.
e




7. Stirlingliv vzorec lze pouzit pii vypoctu limit, kde se vyskytuje faktoridl. Napf.

1
. 2 . n" a 2
lim V/n! = lim ( 2n7r—nel_2%> "=1.
e

\

Spoctéte podobnym zpiisobem lim % [e]




8. Odhadnéte pomoci Stirlingova vzorce, jakého fadu je 100!. [158]

\




8. Odhadnéte pomoci Stirlingova vzorce, jakého tadu je 100!. [158]

\

Kdyby na mne nékdo zakii-
cel: "100!", myslel bych si
néco o néradech a zlodéjich.

Konec priklada 2.
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Cviceni 2 :




Priklad. Vypocitejme integral

1
/ zte T dx .
0




Priklad. Vypocitejme integral

1
/ zte T dx .
0

V
Reseni. Jde o ['(5) = 4! = 24




Priklad. Vypocitejme integral

0
/ e dg .
0




Priklad. Vypocitejme integral
/ e dx .
0
\

Reseni. Substituce y = 2z prevede na funkci I'.




Priklad. Vypocitejme
[(3/2)

T(1/2)




Priklad. Vypocitejme
[(3/2)

r/2)
4

Reseni. Pouzijeme I'(n + 1) = nI'(n), takZe v Citateli mame 3I'(1/2).

‘




Priklad. Vypocitejme

-

4 /

eSeni. PouZijeme I'(n 4 1) = nl'(n), takZe v Citateli mdme 5I'(1/2).

R
\

Tohle se mockrat hodi, " se
v argumentu posune o jed-

nicku velmi snadno. Jde to
pouzivat vickrat za sebou.
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Priklad. Pomoci vzoreCku

D(2)D(1 — z) = —

sin(mx)

proz € (0,1)

spoctéte I'(1/2).
\




Priklad. Pomoci vzoreCku

D(2)[(1 — 2) =

proz € (0,1)

sin(mx)
spoctéte I'(1/2).
V

Reseni. Zvolime x = 1/2 a dostaneme /7.




Priklad. Spoctéte
['(1/2) :/ %7 dg
0

substituci z = 22.

\




Priklad. Spoctéte
['(1/2) :/ %7 dg
0

substituci z = 22.

‘

Reseni. Objevi se zndmy integral
< T
/ e " dz = £
0 2

a spocteme vysledek /7.




Priklad. Spoctéte

/ \/56_9”3 dx
0

substituci y = 22,

\




Priklad. Spoctéte

/ \/Ee_x3 dx
0

substituci y = 22,

\
Reseni. Objevi se zndma I'(1/2) a vysledek g




Priklad. Spoctéte

[
—dx
0 V—logx

substituci — log x = t.

\




Priklad. Spoctéte

[
—dx
0 V—logx

substituci — log x = t.

'

Reseni. Objevi se znama I'(1/2).

\




Priklad. Spoctéte

substituci — log x = t.

\/

1
1
/ 4
0o VvV — 1()g$

Reseni. Objevi se znama I'(1/2).

\

Takhle se definovala funkce

Gamma poprvé. Zkuste to i
pro jiné exponenty nez %
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Priklad. Vypocitejme integral

o
_n
/ e dx .
0




Priklad. Vypocitejme integral
/ e dy |
0
\

Reseni. Zase to prevedeme na ['. ZaCneme samoziejmée exponentem u e, aby se dostalo
—y

=)




Priklad. Definuyme operator derivovani
D'z =m(m—1)---(m—n+1)z™™"
pomoci funkce I" a zkusmo spoctéte piltou derivaci funkce z2.

\




Priklad. Definuyme operator derivovani
D'z =m(m—1)---(m—n+1)z™™"
pomoci funkce I" a zkusmo spoctéte piltou derivaci funkce z2.

\

Reseni. Jde o tvar
['(m+1)

['(m—n-+1)

anm _ m—n

8
D22 _ 3/2
N




Priklad. Definujme operator derivovani

D™ — m<m - 1> o (m —n+ 1>xm—n

pomoci funkce I" a zkusmo spo&téte piltou derivaci funkce z2.

\

Reseni. Jde o tvar
['(m+1)

['(m—n+1)

m—n

DTI,:C’NI/ —

8
D1/2 2 _ 3/2 .
‘ Bﬁx

Dvakrat polovicni derivace

se u 22 rovna celé derivaci.

OK.
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Priklad. Spoctéte
(0.9)
/ €2ax—x2 dz
a

2

vyjadrenim exponentu ve tvaru

2

2 — 2> = —(z —a)’ +a

a prevedenim na znimé integraly.




Priklad. Spoctéte

|
/ dz
0 1‘|‘374

r° = tan « .

substituci




Priklad. Ovérte
[(z)=T'(z+1) —I'(x)

derivovanim rekurentniho vztahu
[z+1)=al(x).




Priklad. Vyjadrete integral
/2
/ sin™ t cos” t dt
0

pomoci Beta funkce. Uvazujte m,n > 1.

\




Priklad. Vyjadrete integral
/2
/ sin™ t cos” t dt
0

pomoci Beta funkce. Uvazujte m,n > 1.

\

ResSeni. V integralu provedeme substituci

Tr =sint.




Priklad. Vyjadrete integral
/2
/ sin™ t cos” t dt
0

pomoci Beta funkce. Uvazujte m,n > 1.

\

Reseni. V integralu provedeme substituci

Tr =sint.

A procpak asi?




Potom
1

/2 1 L
/ sin™ ¢t cos" t dt = / r™(1 —z°) 2 dz.
0 0




Potom

/2 1 L
/ sin™ ¢t cos" t dt = / z™(1 — zcz)_fl dx.
0 0

\

Po dalif substituci y = z? dostdvdme

\




Potom

/2 1 L
/ sin™ ¢t cos" t dt = / z™(1 — zcz)_fl dx.
0 0

\

Po dalif substituci y = z? dostdvdme




Potom
/2 1 o
/ sin™ ¢t cos" t dt = / r™(1 —z°) 2 dz.
0 0

\
Po dalif substituci y = z? dostdvdme
\

1 1

m n=1 _1 m—1 n—1 1 m+1 n+1
—/ y?(l—y>2y2dy=—/y2 (1—y)> dy=§B< 5 )
0 0

\ /

Tusil jsem to!




Potom
/2 1 o
/ sin™ ¢t cos" t dt = / r™(1 —z°) 2 dz.
0 0

\
Po dalif substituci y = z? dostdvdme
\

1 1

m n=1 _1 m—1 n—1 1 m+1 n+1
—/ y?(l—y>2y2dy=—/y2 (1—y)> dy=§B< 5 )
0 0

\ /

Tusil jsem to!




Nic netusil, rekl mi to.




Priklad. Rozhodnéte o konvergenci nasledujiciho integralu

+oo m—1
X
/ dx
0 1 + "

v zavislosti na parametrech m, n a vyjadrete integral pomoci Beta funkce.

\




Priklad. Rozhodnéte o konvergenci nasledujiciho integralu

+oo m—1
il
/ dx
0 1 -+ xn

v zavislosti na parametrech m, n a vyjadrete integral pomoci Beta funkce.

'

Reseni. V integralu provedeme substituci ¢ = 2".

\




Priklad. Rozhodnéte o konvergenci nasledujiciho integralu

+oo m—1
il
/ dx
0 1 -+ xn

v zavislosti na parametrech m, n a vyjadrete integral pomoci Beta funkce.

'

Reseni. V integralu provedeme substituci ¢ = 2".

\

NetuSim proc.




Priklad. Rozhodnéte o konvergenci nasledujiciho integralu

+00 xm—l
—dx
0 1 + "

v zavislosti na parametrech m, n a vyjadrete integral pomoci Beta funkce.

\

ReSeni. V integralu provedeme substituci ¢t = z".

\

NetuSim proc.

Taky ne.

LEKCE26-IPA
integral s parametrem
integr.majoranta

spojitost
derivace
inetgral
Gama funkce
derivace
prubéh
graf
Beta funkce
vztah Beta a Gama

D(x)I'(1 — x)
Stirlingv vzorec
STANDARDY
tahak
Pozn4
123456789
Priklady
123456789
Otéazky

123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789






Potom

/+oo xm—l 1 /-I—oo tmT_l
de = —
pokud n # 0.
\

il dt = —/ dt,




Potom

/+oo wm—l 1 /-I—oo tmT_l
de = —
pokud n # 0.
\

Rozd¢€lenim integralu

il dt = —/ dt,

oo Ly Ot
/ dt= [ e | at

uréime, Ze integral konverguje pro

™m
0< — < 1.
T

(Uvédomte si, kdy konverguji integraly na pravé strané predchozi rovnosti.)

\




Potom

+00 = +00 t
/ T e / tﬁ_l dt — /
o l+am ] ]

pokud n # 0.
\

Rozd¢€lenim integralu

m—-n

Foo pHE 1 too pHot
/ dt:/ —dt+/ dt

uréime, Ze integral konverguje pro

™m
0< — < 1.
T

(Uvédomte si, kdy konverguji integraly na pravé strané predchozi rovnosti.)

\

Celkem tedy mtizeme pro tato m, n psat

+oo ,.m—1 1
/ Y dr=_—B (— 1 @)
o l+a” In| n




Potom

+00 = +00 t
/ T e / tﬁ_l dt — /
o l+am ] ]

pokud n # 0.
\

Rozd¢€lenim integralu

m—-n

Foo pHE 1 too pHot
/ dt:/ —dt+/ dt

uréime, Ze integral konverguje pro

™m
0< — < 1.
T

(Uvédomte si, kdy konverguji integraly na pravé strané predchozi rovnosti.)

\

Celkem tedy mtizeme pro tato m, n psat

+oo ,.m—1 1
/ Y dr=_—B (— 1 @)
o l+a” In| n




Neéktera kouzla nikomu ne-
prozradim.
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Priklad. Spoctéte

/om T

pomoci funkce Beta a Gama.




Konec cviceni 2.







‘ STANDARDY z kapitoly \

INTEGRALY S PARAMETREM
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‘ STANDARDY z kapitoly \

INTEGRALY S PARAMETREM

\

Spojitost funkce g(z) = | Jb f(x,y)dy proménné x znamena vlastné prohozeni limity
a integralu

b b
lim [ f(z,y)dy —/ lim f(x,y)dy.

T=p ), T—p
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‘ STANDARDY z kapitoly \

INTEGRALY S PARAMETREM

\

Spojitost funkce g(z) = | Jb f(x,y)dy proménné x znamena vlastné prohozeni limity
a integralu

b b
lim [ f(z,y)dy :/ lim f(z,y)dy.

z—=p J, q TP

\

Integralu na levé strané€ se fika integral s parametrem x a vysledkem jeho integrace je
funkce proménné x.

-
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DEFINICE. Necht f je funkce definovand na sou¢inu M x I, kde M C R al je
interval v R. Funkce ¢(y) se nazyva integrovatelna majoranta funkce f, jestlize

o |f(z,y)| < gly) provsechnax € M,y € I;
e [, 9(y)dy konverguje.
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POZOROVANI. Necht' {f,} je posloupnost spojitych funkci na omezeném intervalu
konvergujici stejnomérné. Pokud existuje libovolné velky index n pro ktery konverguje

integral | 7 fn» potom ma posloupnost { f,,} integrovatelnou majorantu na /.

=)
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Nasledujici véta zobecnuje
veétu o zamené limity a stej-
nomeérné konvergence.




Nasledujici véta zobecnuje
veétu o zamené limity a stej-
nomeérné konvergence.

\

VETA. Necht {f.}je posloupnost spojitych funkci na intervalu I konvergujici bodové
k funkci f. Jestlize posloupnost { f,,} ma integrovatelnou majorantu na /, pak

hm/fn dx—/f

pokud prava strana existuje.




DUSLEDEK.

1. Necht' f je spojitd funkce definovand na intervalu I x J v roviné a [, f(x,y)dy
existuje pro kazde x € I.Ma-li f(x,y) integrovatelnou majorantu g(y) na I x J, pak
funkce [, f(x,y) dy je na I spojitd.

2. Necht’ f ] Je omezena spojita funkce definovand na omezeném intervalu / X J v roviné.
Pak [, f(z,y)dy je na I spojita.




Dukaz. Necht' © € [ a {z,,} je posloupnost v I konvergujici k .

\




Dukaz. Necht' © € [ a {z,,} je posloupnost v I konvergujici k .

\
Oznadi se f,(y) = f(zn,y), takze lim f,(y) = f(z,y) pro kazdé y € J.

\




Dukaz. Necht' © € [ a {z,,} je posloupnost v I konvergujici k .

\
Oznali se f,(y) = f(x,,y), takze lim f,,(y) = f(x,y) pro kazdé y € J.

\

Integrovatelnd majoranta g pro f je zdroven integrovatelnou majorantou pro posloup-
nost { f,,} a podminky véty jsou splnény.

\
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Dukaz. Necht' © € [ a {z,,} je posloupnost v I konvergujici k .

\
Oznali se f,(y) = f(x,,y), takze lim f,,(y) = f(x,y) pro kazdé y € J.

\

Integrovatelnd majoranta g pro f je zdroven integrovatelnou majorantou pro posloup-
nost { f,,} a podminky véty jsou splnény.

!
hm/f:cn,y dy—hm/fn ) dy = /fx )&,
LEKCE26-IPA
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Dukaz. Necht' © € [ a {z,,} je posloupnost v I konvergujici k .

\
Oznali se f,(y) = f(x,,y), takze lim f,,(y) = f(x,y) pro kazdé y € J.

\

Integrovatelnd majoranta g pro f je zdroven integrovatelnou majorantou pro posloup-
nost { f,,} a podminky véty jsou splnény.

|
Plati tedy
hm/fxn,y dy—hm/fn ) dy = /fx y)dy,
coz se melo dokdzat v prvnim tvrzeni. ffgﬂz szgégﬁetrem

integr.majoranta
¢ ;. o 2 79 , . . spojitost
Druhé tvrzeni je dusledkem prvniho tvrzeni (integrovatelna majoranta je konstanta). =
inetgra
<> Gama funkce
derivace
prubeh

graf
# Beta funkce

vztah Beta a Gama
[(z)[(1 — x)
Stirlingv vzorec
STANDARDY
tahdk
Pozndmky
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Protoze derivace je definovana pomoci limity, da se uvedena véta pouzit i na vypocet
derivaci integralu s parametrem. Vysledkem je tvrzeni o ziméné derivace a integralu.

\
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Protoze derivace je definovana pomoci limity, da se uvedena véta pouzit i na vypocet
derivaci integralu s parametrem. Vysledkem je tvrzeni o ziméné derivace a integralu.

\

VETA. Necht f je spojita funkce definovand na intervalu / X J v rovin¢€ a f ; flx,y)dy
existuje pro kazdé x € I. Ma-li %(T y) integrovatelnou majorantu g(y) na I x J, pak

d\/ffzyd\—/ar”ry

na /.
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Diikaz. Vysledek vyplyva z nasledujicich rovnosti:

%/Jf(:ﬁ,y)d

S

(%0, y)

fJ

xn—>l‘

lim
Tp—T

J

lim
Tpn—T

f(:lC y)

/

f(@n,y) —

— X

f(z,y)

Ln

— X

dy

dy =

of
7 Oz

(@

,y)dy .
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Diikaz. Vysledek vyplyva z nasledujicich rovnosti:

—d/f(x,y)dy B . fjfxm fJ
X JJ

Ty —>T
Tn—T Ty, — T
7 Tn—aT Ty — & , Ox

\

Predposledni rovnost vyplyva z véty, protoze g je integrovatelnd majoranta pro uve-
deny zlomek (diky 2’ € [x,,, x]):

f(xn,y) —

ZB_

&2, y)(xn — )

:Bn_x

<g(y).
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Priklad. Pouzitim véty o zaméné limity a integralu ukaZzte, zZe

1 1
lim/ x”dX:O,lim/ _ " k=0
n 0 n 0 1—|—n2x2

©.¢) 1 n ©.¢)
lim/ id:x;:l, lim/ e Ysinydy =0.
0 0

n 1+ :132” T—500
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Priklad. Vypocitejte integral

1,06 a
/ x’ —x dr
o logx

pro a,b > 0.

\




Priklad. Vypocitejte integrél

1,6 .a
/udx
o logx

Vyuzijeme tvaru integrované funkce

pro a, b > 0.

\

L,b_ ,.a 1 y 10 1 b
/udw:/ ‘ dx:/ /a;ydy dz.
0 logx o |logz], 0 a
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Priklad. Vypocitejte integrél

1,6 .a
/udx
o logx

Vyuzijeme tvaru integrované funkce

pro a, b > 0.

\

L,b_ ,.a 1 y 10 1 b
/udx:/ ‘ dx:/ /a;ydy dz.
0 logx o |logz], 0 a

1 b b 1
/ / 2/ dy | dx = / / xY dr | dy.
0 a a 0
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Priklad. Vypocitejte integrél

1,6 .a
/udx
o logx

Vyuzijeme tvaru integrované funkce

pro a,b > 0.

\

L,b_ ,.a 1 y 10 1 b
/udx:/ [x ] dx:/ (/ ycydy> dx.
0 logx o |logz], 0 a

1 b b 1
/ (/ a:ydy) dx:/ (/ a:yda:> dy.
0 a a 0
\
Potom jiZ snadno dostavame

b 1 b
1 1+0
/(/ xyd:c> dy:/—dyzlog il :
a 0 a 1+y l+a
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Priklad. Vypocitejte integrél

1,6 .a
/udx
o logx

Vyuzijeme tvaru integrované funkce

pro a,b > 0.

\

L,b_ ,.a 1 y 10 1 b
/udx:/ [x ] dx:/ (/ ycydy> dx.
0 logx o |logz], 0 a

1 b b 1
/ (/ a:ydy) dx:/ (/ a:yda:> dy.
0 a a 0
\
Potom jiZ snadno dostavame

b 1 b
1 1+0
/(/ xyd:c> dy:/—dyzlog il :
a 0 a 1+y l+a
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Tomu se ftika
podle parametru.

integrace
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Priklad. Vypocitejte integral
/ > arctan ax — arctan bx
0

X

X

pro a,b > 0.

\




Priklad. Vypocitejte integrél

/ *° arctan ax — arctan bx
0

X
35

pro a,b > 0.

\

1
1+p?z2
p > 0. Po integrovani hleddme integracni konstantu C'(b), pouZijeme a = b a dostaneme
vysledek

Derivujeme podle parametru a, majorantu najdeme pro a € [p, o) pro

v

1
5 %8

S
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Priklad. Vypocitejte integrél
/ °® arctan ax — arctan bz
0

X

X

pro a,b > 0.

\

- +;2x2 najdeme pro a € [p, o) pro

p > 0. Po integrovani hleddme integracni konstantu C'(b), pouZijeme a = b a dostaneme
vysledek

Derivujeme podle parametru a, majorantu

v

1
5 %8

S
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GAMA A BETA FUNKCE




GAMA A BETA FUNKCE

n! = fooo et dt.
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Gama funkce




Gama funkce

\
DEFINICE. Funkce Gama je definovédna rovnosti

I'(z) =/ et dt.
0







1. Defini¢ni obor.

\




1. Defini¢ni obor.

\

Pro kterd x Kkonverguje

J7 et de?
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1. Defini¢ni obor.

\

Pro kterd x Kkonverguje
J7 et de?

\/

Na intervalu (0,1) méa e~' hodnoty mezi e~! a 1; funkce e~'t*~! se tedy z hlediska
konvergence integralu chova jako t*~1 (4j., t*71/3 < e %! < t*"L prokazdé t € (0, 1).
Integral fol t*=1 dt konverguje pravé kdyz x > 0.

\
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1. Defini¢ni obor.

\

Pro kterd x Kkonverguje
J7 et de?

\/

Na intervalu (0,1) méa e~' hodnoty mezi e~! a 1; funkce e~'t*~! se tedy z hlediska
konvergence integralu chova jako t*~1 (4j., t*71/3 < e %! < t*"L prokazdé t € (0, 1).
Integral fol t*=1 dt konverguje pravé kdyz x > 0.

\

Navic se pro x > a > 0 ziskala integrovatelna majoranta t*~! funkce e~*t*~! na (0, 1).

\
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1. Definicni obor.

\

Pro kterd x Kkonverguje
J7 et de?

\/

Na intervalu (0,1) méa e~' hodnoty mezi e~! a 1; funkce e~'t*~! se tedy z hlediska
konvergence integralu chova jako t* ! (tj., t*71 /3 < e '#*~1 < t*"L prokazdé t € (0, 1).
Integral fol t*=1 dt konverguje pravé kdyz x > 0.

\

Navic se pro x > a > 0 ziskala integrovatelna majoranta t*~! funkce e~*t*~! na (0, 1).

\

Stadi se nyni omezit na z > 1. Pro dané = > 1 existuje p > 0 tak, Ze e 1t~ ! < 7 1/2
pro t > p (ukaZte to). Na [1, p| je funkce e “t*~! proménné ¢ spojitd a omezend, takze
ke~'/? je (pro n&jakou konstantu k) integrovatelnd majoranta funkce e *t*~! na (1, 00).

-—p
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Definicnim oborem funkce U je interval (0, 00); na celém definicnim intervalu je I'(x) >
0.

\




0.

Defini¢nim oborem funkce I je interval (0, 00), na celém definicnim intervalu je I'(x) >

\

Funkce Gama md derivace vSech rddii a je tedy spojitd.

\
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Defini¢nim oborem funkce I je interval (0, 00), na celém definicnim intervalu je I'(x) >
0.

\

Funkce Gama md derivace vSech rddii a je tedy spojitd.

\

Protoze ['(x) = [ e~'t*~!log®t dt, je druhd derivace kladnd a tudiZ

0
\
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0.

Defini¢nim oborem funkce I je interval (0, 00), na celém definicnim intervalu je I'(x) >

\

Funkce Gama md derivace vSech rddii a je tedy spojitd.

\

Protoze I''(z) = [ e 't*"!log”t dt, je druhd derivace kladn4 a tudiZ
\

funkce Gama je ryze konvexni.

\
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0.

Defini¢nim oborem funkce I je interval (0, 00), na celém definicnim intervalu je I'(x) >

\

Funkce Gama md derivace vSech rddii a je tedy spojitd.

\

Protoze I''(z) = [ e 't*"!log”t dt, je druhd derivace kladn4 a tudiZ
\

funkce Gama je ryze konvexni.

\

Nyni se pouzije integrace po Castech na ['(x + 1):

Mz+1)= / e "t" dt = [—e 2, + @ / e 't dt.
0 0
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Defini¢nim oborem funkce I je interval (0, 00), na celém definicnim intervalu je I'(x) >
0.

\

Funkce Gama md derivace vSech rddii a je tedy spojitd.

\

Protoze I''(z) = [ e 't*"!log”t dt, je druhd derivace kladn4 a tudiZ
\
funkce Gama je ryze konvexni.

\

Nyni se pouzije integrace po Castech na ['(x + 1):
LEKCE26-1PA
integrdl s parametrem

(0. @) (©.@)
—tyx —t4 27100 —tyx—1 integr.majoranta
MNz+1) = e 't° dt = [—e |2y + e 't"T dt. el
0 0 derivace
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derivace
; prubeh
oo z 7 p P 5 graf
Prvni vyraz na pravé strané se rovna O pro x > 0. Vysledkem je rovnost Beta funkce
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F(CE + 1) — Q’JF(.T) prox > 0. Stirlingtiv vzorec
STANDARDY
tahak
Pozndmky

Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



0.

Defini¢nim oborem funkce I je interval (0, 00), na celém definicnim intervalu je I'(x) >

\

Funkce Gama md derivace vSech rddii a je tedy spojitd.

\

Protoze I''(z) = [ e 't*"!log”t dt, je druhd derivace kladn4 a tudiZ
\

funkce Gama je ryze konvexni.

\

Nyni se pouzije integrace po Castech na ['(x + 1):
Mz+1)= / e "t" dt = [—e 2, + @ / e 't dt.
0 0

\

Prvni vyraz na pravé strané se rovna O pro x > 0. Vysledkem je rovnost

['z+1)=2l(z) prox>0.

\
Snadno se vypocte ['(1) = 1, takze ['(2) = 1,I'(3) = 2.1, ... aindukci ['(n + 1) = nl.

-
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Z konvexity vyplyva, ze minimum funkce I leZi v intervalu (1,2) a Zze lim I'(x) = oc.
T—00
\




Z konvexity vyplyva, ze minimum funkce I leZi v intervalu (1,2) a Zze lim I'(x) = oc.
T—00
\

Dadle je
I 1
lim I'(z) = lim Ie+l) = 0.
x—04 x—04 T




Z konvexity vyplyva, Ze minimum funkce 1" leZi v intervalu (1,2) a Ze lim I'(z) = oc.
T—00
\

Dadle je
I 1
lim I'(z) = lim He+l) = 00.
x—04 x—04 X

\

Pomoci vzorce I'(x) = I'(x+1)/x 1ze dodefinovat funkci I" na intervalu (—1, 0), potom
na intervalu (—2, —1), atd. azna R \ {0, —1,—2, -3, ...}.

=)
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Beta funkce




Beta funkce

\
DEFINICE. Funkce Beta je definovana rovnosti

1
Bla,y) = /O =11 — g .




Beta funkce

\
DEFINICE. Funkce Beta je definovana rovnosti

1
Blz,y) = /0 =11 — g .

\

Snadno se zjisti, ze B(x,y) je definovana v prvnim kvadrantu, tj. pro z > 0,y > 0.

=
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Pomoci substituce ¢t = u/(u+1) se da funkce Beta vyjadfit integrdlem pfes neomezeny

interval:
o0 u:L‘—l d
B p—

z které ale neni vidét symetricky charakter, totiz Ze B(x,y) = B(y, x).

\/
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Pomoci substituce ¢t = u/(u+1) se da funkce Beta vyjadfit integrdlem pfes neomezeny

interval:
o0 um—l d
B p—

z které ale neni vidét symetricky charakter, totiz ze B(x,y) = B(y, ).

\/

Ten tvar se nékdy hodi. LEKCE26-IPA
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Neni nutné probirat vlast-
nosti funkce Beta vyply-
vajici z definice, protoze
B(x) se da vyjadfit pomoci
funkce I'.
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Neni nutné probirat vlast-
nosti funkce Beta vyply-
vajici z definice, protoze
B(x) se da vyjadfit pomoci
funkce I'.
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UziteCny vzorec
™

Nx)l'(1—x)= () proxz € (0,1).




Stirlinguiv vzorec




Stirlinguiv vzorec

\
Vztah f(z) ~ g(x) znamena, Zze lim f(x)/g(z) = 1.

T—r00
\




Stirlinguiv vzorec

\

Vztah f(z) ~ g(x) znamena, Zze lim f(x)/g(z) = 1.

T—00

\/

Plati aproximacni Stirlingtiv vzorec

MNx+1) = 27T£U(

X

y
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\

Stirlinguiv vzorec

Vztah f(z) ~ g(x) znamena, Zze lim f(x)/g(z) = 1.

\/

T—00

Plati aproximacni Stirlingtiv vzorec

\

a jeho verze pro faktorial

MNx+1) = 27T:1:(
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Pro presné€jsi vyjadieni Gama funkce (nebo faktoridlu) existuji modifikace Stirlingova
vzorce. Plati napf. rovnosti

[(x+1)=+Vv2rx (g)xela?_xw = /2 (E)z(l -F b—x) ;

e e 6x
kde 0 < a, < 1,0 < b, < 1.
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Priklad. Pomoci vzorce pro I'(z)I'(1 — x) spoététe I'(1/2) a odtud I'(3/2),I'(5/2) a
také integrdl [;© e~ dx.

—p




t

Priklad. Pomoci substituce v = e~" v integralu definujicim ['(z) ukazte, Ze

['(z) = /01 (log (%))x_l du .




Priklad. Pomoci Stirlingova vzorce spoctéte

lim %




Priklad. Pomoci Stirlingova vzorce spoctéte

lim %

Reseni.

n 1
lim n\/2 n! = lim (\/ 2n7rn—eT2&n) . 1.
6n




Priklad. Odhadnéte pomoci Stirlingova vzorce, jakého fadu je 100!.

\




Priklad. Odhadnéte pomoci Stirlingova vzorce, jakého fadu je 100!.

\
Regeni. Vyjde 158.




Priklad. Vypocitejme integral

1
/ 2re " dx .
0




Priklad. Vypocitejme integral

1
/ 2re " dx .
0

V
Reseni. Jde o ['(5) = 4! = 24.




Priklad. Vypocitejme integral

(0.)
/ e dx .
0




Priklad. Vypocitejme integral
/ e dx .
0
\

Refeni. Substituce y = 2z prevede na funkci I'.




Priklad. Vypocitejme
L3/2)

0(1/2)




Priklad. Vypocitejme
L3/2)

r/2)
4

Reseni. Pouzijeme I'(n + 1) = nI'(n), takZe v Citateli mame 3T'(1/2).

4




Priklad. Vypocitejme

Pouzijeme I'(n + 1) = nl'(n), takZe v Citateli mame 5I'(1/2).

Tohle se mockrét hodi, [ se
v argumentu posune o jed-

nicku velmi snadno. Jde to
pouzivat vickrat za sebou.
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Priklad. Pomoci vzorecku

D(2)D(1 — z) = —

sin(7x)

proz € (0,1)

spoctéte I'(1/2).
\




Priklad. Pomoci vzorecku

D(2)[(1 - z) =

proz € (0,1)

sin(7x)
spoctéte I'(1/2).
V

Reseni. Zvolime x = 1/2 a dostaneme /7.




Priklad. Spoctéte
['(1/2) =/ ™12 % dx
0

substituci z = 22.

\




Priklad. Spoctéte
['(1/2) =/ ™12 % dx
0

substituci z = 22.

{

Reseni. Objevi se zndmy integral
e i
/ e~ dz= £
0 2

a spocteme vysledek /7.




Priklad. Spoctéte

/ Jze ™ dx
0

substituci y = z°.

\




Priklad. Spoctéte

/ Jze ™ dx
0

substituci y = z°.

\
Redeni. Objevi se znamd I'(1/2) a vysledek ?




Priklad. Spoctéte

[
——dx
0 vV —logx

substituci — log x = t.

\




Priklad. Spoctéte

[
——dx
0 vV —logx

substituci — log x = t.

'

Regeni. Objevi se znamd I'(1/2).

\




Priklad. Spoctéte

substituci — log x = t.

\
Objevi se znama ['(1/2).

Takhle se definovala funkce

Gamma poprvé. Zkuste to 1
pro jiné exponenty nez %
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Priklad. Vypocitejme integral

o
_on
/ e " dx .
0




Priklad. Vypocitejme integral
/ e dy |
0
\

Reseni. Zase to prevedeme na ['. ZaCneme samoziejmée exponentem u e, aby se dostalo
—y

=)




Priklad. Spoctéte
(0.9)
/ ean—w2 dr
a

2

vyjadfenim exponentu ve tvaru

2

2ax — 2’ = —(x —a)’ +a

a prevedenim na zndmé integraly.




Priklad. Vyjadrete integral
/2
/ sin™ t cos” t dt
0

pomoci Beta funkce. Uvazujte m,n > 1.

\




Priklad. Vyjadrete integral
/2
/ sin™ t cos” t dt
0

pomoci Beta funkce. Uvazujte m,n > 1.

\

Reseni. V integralu provedeme substituci

Tr =sint.




Priklad. Vyjadrete integral

/2
/ sin tcos t dit
0

pomoci Beta funkce. Uvazujte m,n > 1.

\

Potom

V integralu provedeme substituci

Tr =sint.

/2 1
/ sin™ t cos" t dt = / (1 — %)
0 0

n—1

2 dx.
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Priklad. Vyjadrete integral
/2
/ sin™ t cos™ t dt
0

pomoci Beta funkce. Uvazujte m,n > 1.

\

V integralu provedeme substituci

Tr =sint.

Potom

/2 1 .
/ sin™ ¢ cos” t dt = / z™(1 — xz)ﬁ_l dx.
0 0

\

Po dals{ substituci y = 2> dostdvdme

\/
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Priklad. Vyjadrete integral
/2
/ sin™ t cos™ t dt
0

pomoci Beta funkce. Uvazujte m,n > 1.

\

V integralu provedeme substituci

Tr =sint.

Potom
/2 1 o
/ sin™ ¢ cos” t dt = / t™(1 - 2°)7 daz.
0 0

\

Po dals{ substituci y = 2> dostdvdme
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Priklad. Rozhodnéte o konvergenci nasledujiciho integralu

+00 m—1
X
/ 4
0 1 N x"

v zavislosti na parametrech m, n a vyjadrete integral pomoci Beta funkce.

\/
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Priklad. Rozhodnéte o konvergenci nasledujiciho integralu

+00 m—1
X
/ 4
0 1 N x"

v zavislosti na parametrech m, n a vyjadrete integral pomoci Beta funkce.

\

V integralu provedeme substituci ¢t = z".
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Priklad. Rozhodnéte o konvergenci nasledujiciho integralu

+00 m—1
X
/ 4
0 1 N x"

v zavislosti na parametrech m, n a vyjadrete integral pomoci Beta funkce.

\

V integralu provedeme substituci ¢t = z".

Potom

m—-n

ti~Ldt = —/ -t

/+oo xm—l 1 /+oo tmTil
~ _dr=—
o l+a" Inl Jo 1+1%

pokud n # 0.
\
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Priklad. Rozhodnéte o konvergenci nasledujiciho integralu

+00 m—1
X
/ 4
0 1 N x"

v zavislosti na parametrech m, n a vyjadrete integral pomoci Beta funkce.

\

V integralu provedeme substituci ¢t = z".

Potom

/+oo
0

pokud n # 0.
\

m—1

X

1+ an

Rozdé€lenim integralu

ur¢ime, Ze integral konverguje pro

(Uveédomte si, kdy konverguji integraly na pravé strané predchozi rovnosti.)

J

m—-n
+00 t_n

1+t

R R
da::—/

m—-n

1 +o0
t n t
/ dt+/
0 14+t 1

m
0<— <L
n

1

m—

n

n

+1

1 +00
il dt = —/
7| Jo

dt

m—-n

t
14+t

dt,
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\

Celkem tedy mtizeme pro tato m, n psat

+oo ,.m—1 1
/ ! dx:—B(T,l—T).
o L+a" n|  \n n




Priklad. Spoctéte

/om T

pomoci funkce Beta a Gama.
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