STEJINOMERNA KONVERGENCE

Zatim nebylo v téchto textech vénovano priliS§ pozornosti konvergenci funkci, at’ jako
limita posloupnosti nebo soucet rady.

Jinak byla konvergence posloupnosti funkci nebo fady brana jako bodova konver-
gence.

To je samoziejmé zdkladni pojem konvergence, ale v mnoha pripadech je priliS obecny
a nestaci na dokazovani neékterych uziteCnych tvrzeni.
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POSLOUPNOSTI A RADY FUNKCI

Pred uvedenim riznych konvergenci posloupnosti nebo rad funkci je vhodné rozvést
nekteré zakladni pojmy definované drive.

Neni nutné se soustredit jen na funkce jedné promeénné a ani na realné funkce.
Ale ani neni nutné probirat téma v tplné obecnosti.

Zobrazeni f z Euklidovského prostoru do Euklidovského prostoru dimenze m je m-
tice (f1, ..., fn) funkei vice proménnych s hodnotami v R.

Protoze zdkladni vlastnosti funkce f jsou urCeny vlastnostmi funkci f; a konvergence
v R™ je konvergence po souradnicich, staci probirat pripady redlnych funkci vice pro-
ménnych R" — R a omezit se nan < 2.

Nicméné, vzhledem k zjednoduseni zapisu budou nékteré pojmy zavedeny nebo pro-
birdny obecnéji.

DEFINICE. Necht M je mnoZina a pron € N je f,, zobrazeni M — R. Posloupnost
{f.} konverguje bodové na M k zobrazeni f : M — R, jestlize lim,, f,(x) = f(zx) pro
kazdé x € M, .

VeVe € M3k e NVn >k (|fulz) — f(x)] <e).

Obvyklé znacenti je lim f,, = f nebo f, — f.

Bodovy soucet fady zobrazeni se milize definovat jako bodova limita posloupnosti
EasteCnych soudti Fady, nebo rovnosti (Y f,)(z) = Y fu(z) (ukaZte, Ze se dostane
tentyZ pojem).

Jak je obvyklé z teorie fad Cisel, i fady funkci nebo jejich soucet se znaci > _ f,.
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1. lim,(f, + g,) = lim,, f,, + lim, g,,, ma-li prava strana smysl.
2. lim,(fng,) = lim, f, lim, g,,, ma-li prava strana smys].

3. lim,(f/gn) = lim, f,,/lim, g,, ma-li prava strana smysl.

DUSLEDEK. Yoolafn+0bg,) =ad f.+b>, gn, ma-li prava strana smysl, kde a, b
jsou realna Cisla.
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STEJNOMERNA KONVERGENCE

Bodova limita posloupnosti spojitych funkci nemusi byt spojitd (napiiklad z") a jsou
1 dalsi vlastnosti, které bodova konvergence nema.

Je proto vhodné pridat néjakou dalsi podminku na konvergenci, aby se vyloucily ony
Spatné situace.

Takovou jednoduchou podminkou je stejnomérnost konvergence:

DEFINICE. Necht M je mnoZina a pron € N je f,, zobrazeni M — R. Posloupnost
{fn} konverguje stejnomérné na M k zobrazeni f : M — R, jestlize

Vedk e NVx € MVn > k|f.(z) — f(z)] <e.

Obvyklé znaceni je f, = f.

DEFINICE. Rada funkeci > . [n konverguje na M stejnomérné k funkci f, jestlize

posloupnost ¢astecnych souctt {> ° f;} konverguje na M stejnomérné k f.
i=1

POZOROVANI.

1. Konverguje-li posloupnost { f,,} k f stejnomérné na M, konverguje na M k f i bo-
dové.

2. (Bolzanova—Cauchyova podminka) Posloupnost { f,,} konverguje na M stejnomérné
k néjaké funkci prave kdyz plati:

Vedk e NVz € MVm,n > k|f.(z) — fu(z)] <c.
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3. Rada > . o konverguje na M stejnomérné praveé kdyz plati:

VsHkGNVxEM\an ) <e.

n=Fk

Posledni podminka pro stejnomérnou konvergenci fad l1ze té€Z prepsat pomoci Bolzanovy—

Cauchyovy podminky:

Vedk e NVz € MVYm > 1>k \an )| <e

LEKCE25-RAF
bodova konvergence
stejnomérna
konvergence
kritéria 1
kritéria 2
spojitost
Diniova véta
limity
integral
derivace
mocninnd fada
polomér konver-
gence
deriv.,integrace
Taylorova fada
Abelova véta
STANDARDY
Poznamky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



1. Posloupnost { f,,} konverguje na M stejnomérné k funkci f pravé kdyz plati
lim sup | fn(x) — f(x)] =0.

2. Jestlize ) f,, ma na M majorantni stejnomérné konvergentni fadu (tj., existuje stej-
nomérné konvergentni fada ) | g, na M takova, ze |f,(z)| < g,(x) pro kazdé n a
kazdé x € M), pak > f, konverguje na M stejnomérné.

3. Necht’ |f,(z)| < ¢, pro kazdé x € M a ) _ ¢, konverguje. Pak > f,, konverguje na
M stejnomérné.

Posledni podminka pro stejnomérnou konvergenci se Casto nazyva Weierstrassovo kri-
térium.
V kapitole o Ciselnych radich byly, kromé kritérii pro absolutni konvergenci, dvé dalsi

kritéria pro konvergenci, a to Dirichletovo a Abelovo (Leibnizovo kritérium je specidlni
pripad Dirichletova kritéria).

VETA. Necht {f.}, {9,} jsou dvé posloupnosti funkci na intervalu /. Rada > fnn
n=1
konverguje na [ stejnomérné, jestlize { f,,} je monoténni a bud’

(a) f, konverguje stejnomérné k 0, {g,,} ma stejné omezené Castecné soucty (Dirichlet)
nebo

(b) {f.} je omezend atada ) g, konverguje stejnomérné na I/ (Abel),
n=1
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DUSLEDEK. (Leibniz) Necht {fn},{gn} je posloupnost nezapornych funkci na in-
tervalu /. Rada Y (—1)"f, konverguje na I stejnomérné, pokud { f,,} je monoténni a f,

n=1
konverguje stejnomérné k O na /.

Poznamky 2 Piiklady 2 Otazky 2




VLASTNOSTI STEJNOMERNE KONVERGENCE

PrestozZe 1ze ndasledujici tvrzeni o spojitosti a limitach dokézat i pro funkce vice pro-
meénnych, pro jednoduchost budou v této Casti uvazovany funkce jedné proménné, t;.
defini¢ni obor M bude podmnoZzinou realnych cisel.
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Spojitost

VETA. Necht {f.} je posloupnost (stejnomérné) spojitych funkei na M, kterd na M
konverguje stejnomérné k funkci f. Potom je f (stejnomérné€) spojitd funkce na M.

DUSLEDEK. Necht fada > fu (stejnomérné) spojitych funkei na M konverguje stej-
nomérné k funkci f. Potom je f (stejnomérné) spojitd na M.

Existuje situace, kdy lze predchozi vétu obritit.
Monoténni posloupnost funkci f,, je bud’ nerostouci nebo neklesajici posloupnost, tj,

napf. v prvnim piipadé, pro kazdé = z defini¢niho oboru funkci f, je fu.(z) > foi1(z).
VETA. (Dini) Necht posloupnost spojitych funkci konverguje monotonne ke spojité
funkci na kompaktni mnoZziné€. Pak je tato konvergence stejnomérna.

Poznamky 3 Priklady 3 Otéazky 3
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Stejnomérna konvergence a limity

Pokud f, — f alim f,(z) = p,, nastava otazka, zda lim, p, = lim f(x), j., zda lze
TrT—a T—a

prehodit limity
lim lim f,(x) = lim lim f,(x).

n r—a T—a n

Je ten —
- - - ]:1

diagram P, / \‘
komutativni ? v
p p o = =

— -
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VETA. Necht' {f,} je posloupnost funkci na M, kterd na M konverguje stejnomérné JETE e

k funkci f. Pro libovolny hromadny bod @ mnoZiny M plati Taylorova fada
Abelova véta
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DUSLEDEK. Necht fada > fn spojitych funkci na M konverguje stejnomérné. Potom

pro libovolny bod a € [ je
> lim fula —gngn ,
existuje-li jedna strana.
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Stejnomérna konvergence a integral

Opét se daji najit jednoduché priklady, Ze nelze prehodit limitu a integraci u bodové
konvergence.

VETA. Necht' {f,} je posloupnost funkci na omezeném intervalu I v R, kterd na [
konverguje stejnomérné k funkci f. Je-li {F,} posloupnost primitivnich funkei k f,, na
I, ktera konverguje alespon v jednom bod¢ z I, pak {F,} konverguje stejnomérné k
primitivni funkci k f na .

DUSLEDEK. Necht > fn je fada funkci na omezeném intervalu I v R, kterd na [
konverguje stejnomérné k funkci f. Jsou-li F;, primitivni funkce k f,, na [ takové, Ze rada
> F,(x) konverguje alespon v jednom bodé x z I, pak ) | F;, konverguje stejnomérné k
primitivni funkci k f na [.

Predchozi vétu a jeji dsledek 1ze pouZzit pro urcité integraly:

VETA. Necht {f.} je posloupnost spojitych funkci na omezeném intervalu /.

1. Jestlize {f,} konverguje na I stejnomérné k funkci f. Pak pro libovolny interval

la,b] C I plati
f )dx = hm / folx
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2. Jestlize _ f,, konverguje na I stejnomérné k funkci f. Pak pro libovolny interval

la,b] C I plati b b
| r@ax- > | )i,




Stejnomérna konvergence a derivace

VETA. Necht {f.} je posloupnost spojitych funkci na omezeném intervalu I, kterd
konverguje alesponi v jednom bodé z I a {f/} konverguje na I stejnomérné k funkci g.
Potom { f,,} konverguje na I stejnomérné k n&jaké funkci f a f' = g.
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MOCNINNE RADY

Specidlni pripad fad funkci, tzv. mocninné fady, se probiral v kapitole o Taylorovych
radach funkci.

Nékteré podrobnosti 0 mocninnych fadach budou nyni uvedeny, dalSi budou probrany
v kapitolach o komplexnich funkcich.

Na rozdil od probiranych Taylorovych fad se obecné mocninné fady budou definovat
v roviné (j., pro komplexni Cisla).

DEFINICE. Mocninnd fada je fada > a,(z — 29)", kde ay, 29, z € R

n=0
Bod z; se nazyva stied konvergence mocninné rady.
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Cislo p z predchozi véty se nazyva polomér konvergence dané mocninné fady.
Z dukazu véty vyplyva nésledujici tvrzeni:

DUSLEDEK. Je-li g € (0, p), kde p je polomér konvergence fady )  a,(z — 29)", pak
n=0
tato fada konverguje stejnomérné a absolutné na mnoziné {z; |z — zy| < ¢}.

DUSLEDEK. Sou¢tem mocninné fady je funkce spojitd na mnozing {z; |z — 2| < p},
kde p je polomér konvergence rady.

ProtoZe mocninna fada konverguje stejnomérné na uzavirenych kruzich uvnitt kruhu

konvergence, 1ze pouzit predchozi véty o integraci a derivaci rad.
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p), kde p je polomér konvergence fady. Potom na intervalu (zy — p, ¢ + p) plati e
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QC . /1
i) = )l X £to fadv i derace
1. f'(z) = ”Z:l na,(x — x9)"~" a polomér konvergence této fady je p. derivae
- polomér  konver-
gence
2 o0 0 n+1 : . t . f k k 1 o k t,t > d . deriv.,integvrace
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n=0 STANDARDY
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DUSLEDEK. Necht' funkce f je na otevieném intervalu / souctem mocninné fady.
Pak f ma derivace vSech fadt na [.

DUSLEDEK. Necht funkce f je na otevieném intervalu [ souctem mocninné rady

> ap(x — x0)". Potom
n=0
Qp = f(n)(x())
n!

jsou Taylorovy koeficienty funkce f v bod¢ xy.

VETA. (Abel) Necht mocninni fada > a,(z — )" mé souet f(z) na intervalu
n=0

(xo — p,xo + p), kde p je polomér konvergence fady. Tato mocninna fada konverguje v

bod€ zy + p (nebo xy — p) pravé kdyz tato mocninna fada konverguje na |x, xg + p)

(resp. na (xg — p, Tg|) stejnomérné.

(0.@) (©.9)
To nastane pravé kdyz konverguje »  a,p"; tento soucet se pakrovnd  lim > a,(x—
n=0 r=a0+p- 20

x()". (Obdobné pro —p.)
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‘ STANDARDY z kapitoly \

STEJNOMERNA KONVERGENCE
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POSLOUPNOSTI A RADY FUNKCI

Zobrazeni f z Euklidovského prostoru do Euklidovského prostoru dimenze m je m-
tice (f1, ..., fn) funkei vice proménnych s hodnotami v R.

Protoze zakladni vlastnosti funkce f jsou urCeny vlastnostmi funkci f; a konvergence
v R je konvergence po souradnicich, staci probirat pripady redlnych funkci vice pro-
ménnych R" — R a omezit se nan < 2.

DEFINICE. Necht M je mnoZina a pro n € N je f,, zobrazeni M — R. Posloupnost
{f.} konverguje bodové na M k zobrazeni f : M — R, jestlize lim,, f,(x) = f(z) pro
kazdé x € M, tj.

VeVe € M3k e NVn >k (|fulz) — f(x)] <e).

Obvyklé znaceni je lim f,, = f nebo f, — f.

Bodovy soucet fady zobrazeni se miliZze definovat jako bodova limita posloupnosti
CasteCnych soudti Fady, nebo rovnosti (Y. f,)(z) = Y fu(z) (ukaZte, Ze se dostane
tentyZ pojem).

Jak je obvyklé z teorie fad Cisel, i fady funkci nebo jejich soucet se znaci » | f,.

Bodov4 limita spojitych funkei f,,(z) = " na intervalu [0, 1] nen{ spojita.

. n
lim x
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Bodovym limitam spojitych funkci se fika funkce 1. Baireovy tfidy. Funkce spojité
jsou formalné 0.tridy.




STEJNOMERNA KONVERGENCE

DEFINICE. Necht M je mnoZina a pro n € N je f,, zobrazeni M — R. Posloupnost
{f.} konverguje stejnomérné na M k zobrazeni f : M — R, jestlize

Vedk e NVx € MVn > k|f.(x) — f(z)| <e.
Obvyklé znaceni je f, = f.

DEFINICE. Rada funkci > . o konverguje na M stejnomérné k funkci f, jestlize

posloupnost ¢asteCnych soucti { > f;} konverguje na M stejnomérné k f.

1=1
POZOROVANI.
1. Konverguje-li posloupnost { f,,} k f stejnomérné na M, konverguje na M k f i bo-
dove.

2. (Bolzanova—Cauchyova podminka) Posloupnost { f,,} konverguje na M stejnomérné
k néjaké funkci prave kdyz plati:

Vedk e NVx € MVm,n > k|f.(x) — fn(x)] < €.

3. Rada > . o konverguje na M stejnomérné praveé kdyz plati:

VsHkENVxEM\an(a:)\ <e.
n==k
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Posledni podminka pro stejnomérnou konvergenci rad lze t€Z prepsat pomoci Bolzanovy—

Cauchyovy podminky:

Vedk eNVz e MVm > 1>k | |)  falz)| <e
n=l

— 1

VETA.
1. (0, podminka.) Ozna¢me

0-71 — SU‘I) ‘ef‘ll<‘/’l’)> - ef<1>‘ :

xeM
Posloupnost { f,,} konverguje na M stejnomérné k funkci f pravé kdyz plati

limo, =0.
n
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2. (Majoranta.) Jestlize > _ f,, ma na M majorantni stejnomérné konvergentni fadu (tj.,
existuje stejnomérné konvergentni fada ) _ g, na M takova, Ze |f,(x)| < gu(z) pro
kazdé n a kazdé x € M), pak > f,, konverguje na M stejnomérné.

3. (Weierstrass. M-test.) Necht' |f,,(z)| < ¢, pro kazdé x € M a ) _ ¢, konverguje.
Pak > f,, konverguje na M stejnomérné.

VETA. Necht {f,},{g.} jsou dvé posloupnosti funkci na intervalu I. Rada 3 f,g,
n=1
konverguje na I stejnomérné, jestlize { f,,} je monoténni a bud’

(a) f,, konverguje stejnomérné k 0, {g,,} ma stejné omezené ¢astecné soucty (Dirichlet)
nebo

(b) {f.} je omezend afada ) g, konverguje stejnomérné na I (Abel),
n=1

DUSLEDEK. (Leibniz) Necht {f,},{g,} je posloupnost nezdpornych funkef na in-
tervalu /. Rada >~ (—1)"f, konverguje na I stejnomérné, pokud { f,,} je monoténni a f,,

n=1
konverguje stejnomérné k O na /.




VLASTNOSTI STEJNOMERNE KONVERGENCE




Spojitost

VETA. Necht' {f,} je posloupnost (stejnomérng) spojitych funkci na M, kterd na M

konverguje stejnomérné k funkci f. Potom je f (stejnomérné) spojitd funkce na M.

f
/e

DUSLEDEK. Necht fada > fn (stejnomérné) spojitych funkei na M konverguje stej-
nomérné k funkci f. Potom je f (stejnomérné) spojitd na M.

Pro monoténni funkce lze vétu obratit.
Monoténni posloupnost funkci f,, je bud’ nerostouci nebo neklesajici posloupnost, tj,
napf. v prvnim pfipad¢, pro kazdé x z defini¢niho oboru funkei f,, je f.(z) > foi1(x).

VETA. (Dini) Necht posloupnost spojitych funkci konverguje monotonné ke spojité
funkci na kompaktni mnoziné€. Pak je tato konvergence stejnomérna.
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Stejnomérna konvergence a limity

Pokud f, — f alim f,(x) = p,, nastava otdzka, zda lim, p, = lim f(x), tj., zda lze
r—a r—a

prehodit limity

hTan 91612’(11 folx) = ilg{ll hgn fn(x).

Je ten

e B o

diagram D/ /_

. I? n \ :

komutativni ? N ——T T = - - /
< -

Jak ukazuje pfiklad f,(z) = " na |0, 1] aa = 1, pro bodovou konvergenci tato ziména
limit platit nemusi.

VETA. Necht { f.} je posloupnost funkci na M, kterd na M konverguje stejnomérné k
funkci f. Pro libovolny hromadny bod @ mnoZziny M plati

lim lim f,,(x) = lim lim f,,(x),

n Tr—a r—a n

existuje-li prava strana.
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DUSLEDEK. Necht fada > fn spojitych funkci na M konverguje stejnomérné. Potom

pro libovolny bod a € [ je
> lim fula —gngn ,

existuje-li jedna strana.




Stejnomérna konvergence a integral

Opct se daji najit jednoduché priklady, Ze nelze prehodit limitu a integraci u bodové
konvergence.

Napftiklad f,(z) = (n + 1)z" na [0, 1).

VETA. Necht {f,} je posloupnost funkci na omezeném intervalu I v R, kterd na [
konverguje stejnomérné k funkci f. Je-li {F},} posloupnost primitivnich funkci k f;, na
I, ktera konverguje alespon v jednom bodé z I, pak {F,} konverguje stejnomérné k
primitivni funkci k f na /.

DUSLEDEK. Necht ) f, je fada funkci na omezeném intervalu / v R, kterd na [
konverguje stejnomérné k funkci f. Jsou-li £, primitivni funkce k f,, na I takové, Ze fada
> F,(x) konverguje alespon v jednom bodé x z I, pak » _ F;, konverguje stejnomérné k
primitivni funkci k f na [.

VETA. Necht {f.} je posloupnost spojitych funkci na omezeném intervalu /.

1. Jestlize { f,} konverguje na I stejnomérné k funkci f. Pak pro libovolny interval
la,b] C I plati
b b
flz)dx = hm/ fn(x)dx.

2. Jestlize ) f,, konverguje na I stejnomérné k funkci f. Pak pro libovolny interval

la,b] C I plati
b b
/ flx)dx = g / fo(z)dx.
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Stejnomérna konvergence a derivace

VETA. Necht {f.} je posloupnost spojitych funkci na omezeném intervalu I, ktera
konverguje alespon v jednom bodé z I a {f/ } konverguje na I stejnomérné k funkci g.
Potom { f,,} konverguje na [ stejnomérné k néjaké funkci f a f' = g.

Priklad. Porovnejte na [0, 1| konvergenci

fn(x) — : gn@:) — " xn—l—l : hn({E) — " Q:Qn .

Priklad. (Trik nz.) Pro danou funkci g(x) zkoumejte chovéni f,(x) = g(n bodova bomersence

Piiklad. (Trik /n.) Pro danou funkci g(x) zkoumejte chovani f,(z) = g(x/n). e onvergence
Piiklad. (Trik 2".) Pro danou funkci g(z) zkoumejte chovéni f,(x) = g(z"). Kriéria 2
Piiklad. (Trik /z.) Pro danou funkci g(x) zkoumejte chovani f,(z) = g({/x). o
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MOCNINNE RADY

DEFINICE. Mocninn fada je fada _ a,(z — )", kde a,, 29, 2 € R

n=0
Bod zj se nazyva stied konvergence mocninné rady.

©.@)

VETA. Pro kazdou mocninnou fadu ) | a,(z—zg)" existuje ¢islo p € [0, +o0] takové, ze
n=0

fada konverguje na mnoziné {z; |z — zy| < p} a diverguje na mnoziné {z; |z — z| > p}.

Plati p = (limsup {/|a,|)~*.

Q ¥ fada diverguje

fada konverguje

Cislo p z ptfedchozi véty se nazyva polomér konvergence dané mocninné rady.

DUSLEDEK. Je-li g € (0, p), kde p je polomér konvergence fady > an(z — 2)", pak
n=0
tato fada konverguje stejnomérné a absolutné na mnoziné€ {z; |z — zy| < ¢}.
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DUSLEDEK. Sou¢tem mocninné fady je funkce spojitd na mnoziné {z; |2 — 20| < p},
kde p je polomér konvergence rady.

VETA. Necht’ mocninnd fada > a,(z—xzo)" md soulet f(z)naintervalu (zo—p, zo+p),
n=0
kde p je polomér konvergence fady. Potom na intervalu (xg — p, x¢ + p) plati

1. f'(x) = > na,(x — 29)" ! a polomér konvergence této fady je p.

n=1
oo
2. (2 — 25)" ! je primitivni funkce k f a polomér konvergence této fady je p.
. JEP P g ylep
n=0

Z druhého tvrzeni vyplyva, Ze pro (a,b) C (xg — p,xo + p) je

(0.9]

[ 1@ ax =37 - any™ — (@ =20,

n=0

DUSLEDEK. Necht' funkce f je na otevieném intervalu / souctem mocninné fady.
Pak f ma derivace vSech fadt na [.

DUSLEDEK. Necht funkce f je na otevieném intervalu / souctem mocninné rady

> an(r — x0)". Potom

n=0




jsou Taylorovy koeficienty funkce f v bodé xy.

o0
VETA. (Abel) Necht’ mocninnd fada ) a,(x — z¢)" ma soucet f(x) na intervalu (xq—
n=>0
p, Ty + p), kde p je polomér konvergence fady. Tato mocninna fada konverguje v bodé
xo + p (nebo zy — p) praveé kdyZ tato mocninna fada konverguje na [xg, xo + p) (resp. na
(xo — p, xo]) stejnomerné.

To nastane pravé kdyz konverguje > _ a,p"; tento soucet se pakrovna lim > a,(x—
n=0 T=T0TP— p=(
xo)". (Obdobné pro —p.)

Priklad. Pomoci mocninnych fad seCtéte (tam, kde to jde) LEKCE25.RAF

bodova konvergence

" stejnomérna
- konvergence
: : ) kritéria 1
n

kritéria 2
Priklad. Pomoci mocninnych fad seCtéte (tam, kde to jde) spojitost
Diniova véta
limity
n integral
§ (n + l)x . derivace
mocninnd fada

Priklad. Najdéte Taylorovu fadu arctg x pomoci rozvoje derivace. polomér  konver-

gence

Priklad. Najdéte Taylorovu fadu log(z + 1) pomoci rozvoje derivace. Pomoci Abelovy = deriv.dniegrace

Taylorova fada

véty o limit€ mocninnych fad ukaZte, Ze Taylorv rozvoj funkce log(z + 1) je platny i Abelowéa

pro xr = 1. Poznamky

v o P 0 o 1234567809

Priklad. Sectéte nasledujici fadu Piiklady
1234567809

+00 Otézky
(—1)" 1234567809

E P E—— Cviceni
2n + 3 123456789

n=1 Uceni

1234567809



Nejprve si uvédomme, Ze podle Dirichlet-Abelova kriteria z fada konverguje.

Budeme uvazovat radu
—+00

(D" 2n13
S(x) = s
@) ; 2n + 3$
proz € (0,1).
Derivaci této fady ziskame radu
+00 +00

S/(SC) _ Z(_l)nx2n+2 _ Z(_Dn(an)n’

n=1 n=2
kterou jiZ snadno seCteme.
400
d (-1 = -1+ +
n=2

Pro primitivni funkce tedy plati rovnost
1
S(r)=—x+ §x3 + arctan x.
Podle Abelovy véty je hledany soucet roven limité

lim S(x):—l—i—l—i-z:
r—1— 4

Piiklad. Spo&téte s presnosti 10~3 ndsledujici integral

1
2
/exdx.
0

1+

N
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~ 2 5 0,0 z o _ 2 200 o o P S
Protoze nezname primitivni funkci k e™ | vyuzijeme teorie mocninnych fad.

1+OO n 2n
/ -t dx—/ ' dz.

+00

1"‘OO n 2n n 2n
/ dx—Z/ dxzz(
n=0

Protoze napfﬂdad

—+00 +00

n=11 n=11

e xr = .
0 0 (2n R 1)”'

dostavame vysledek

2n + 1)n!’

1 1_ —10 —
NP SELN
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