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PLOSNE INTEGRALY

\/

V praxi se vyskytuje potfeba integrovat funkce nejen podle kiivych Car, ale 1 podle
ktivych ploch (napf. pres povrch koule).
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Podrobnosti 1ze nalézt v
ucCebnici diferencidlni geo-
meftrie.
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Podrobnosti 1ze nalézt v
ucCebnici diferencidlni geo-
meftrie.

Na plochy chodim s placa-
tici, ta uvolnuje predstavi-
vost.
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PLOCHY
\

Plochy v prostoru, které byly zatim hlavné pouzivany, byly grafy funkci dvou pro-
ménnych.
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PLOCHY
\

Plochy v prostoru, které byly zatim hlavné pouzivany, byly grafy funkci dvou pro-
ménnych.

\/

To je, stejné jako u kfivek, specidlni pripad zadani plochy parametricky, nebo specialni
ptipad zadani plochy funkci tff proménnych (tj., jako mnoZina bodu spliiujicich rovnost
g(x,y, z) = 0 pro n€jakou spojitou funkci g, obvykle majici spojité parcidlni derivace).
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Parametrizace je vlastné

udélani
planu.

dvojrozmérného
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Parametrizace je vlastné
udélani  dvojrozmérného
planu.
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Takhle se délaji mapy.




Takhle se délaji mapy.
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Viélcové souradnice délaji
valcové mapy. A ty jsou
vlastné rovinné.
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Musi se vlastn€ dand plocha
"osahat".
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Musi se vlastn€ dand plocha
"osahat".
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Jde zase o zobrazeni. Téch
uz jsem vidél . ..
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Plocha je mnoZina {(¢(u, v), ¥(u, v), 7(u, v)); (u, v) € 1}, kde p(u,v), Y(u, v), 7(u, v)
jsou realné spojité funkce definované na néjakém omezeném intervalu / v roving.
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Plocha je mnoZina {(¢(u, v), ¥(u, v), 7(u, v)); (u, v) € 1}, kde p(u,v), Y(u, v), 7(u, v)
jsou realné spojité funkce definované na néjakém omezeném intervalu / v roving.
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Predchozi plocha se nazyva uzavrend, jestlize I je uzavieny a vSechny body z hranice
I se zobrazi do jediného bodu.
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jsou realné spojité funkce definované na néjakém omezeném intervalu / v roving.

\

Predchozi plocha se nazyva uzavrend, jestlize I je uzavieny a vSechny body z hranice
I se zobrazi do jediného bodu.

\

LEKCE23-IPL
plochy
uzaviend plocha
;v spojeni ploch
Ted” neni c¢as na slova. hiadk plocha

Machejte ruciCkama, Clo- kraj plochy :
po Castech hladka

vickové, at’ je ta plocha plocha
°A¥ jedn.uzaviena
opravdu vidét. Dloeha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
‘ smérové kosiny
popis 1.dr.
plos$ny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes

M

objem pomoci ploS.int.
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Plocha je mnoZina {(¢(u, v), ¥(u, v), 7(u, v)); (u, v) € 1}, kde p(u,v), Y(u, v), 7(u, v)
jsou realné spojité funkce definované na néjakém omezeném intervalu / v roving.

\

Predchozi plocha se nazyva uzavrend, jestlize I je uzavieny a vSechny body z hranice
I se zobrazi do jediného bodu.

\

LEKCE23-IPL
plochy

uzaviend plocha
;v jeni ploch
Ted neni &as na slova. T
Machejte ruciCkama, Clo- kraj plochy )
v 7 > s po cdastech hladka
vickové, at’ je ta plocha plocha
° A% jedn.uzaviend
opravdu vidét. Dlocha

orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
‘ smérové kosiny
popis 1.dr.
Kulova plocha je uzaviend, povrch kvadru je uzavienou plochou, graf funkce dvou POy nteerdl B

~ , P v vlastnosti 2.dr.
proménnych neni uzavienou plochou. popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
m)  (©2iSE desky
objem pomoci ploS.int.
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Priklady
123456789
Otazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Necht P, P, jsou plochy zadané na intervalech Iy, [5 resp., které maji spolecnou
jednu svou stranu. Spojeni ploch P, P je pak jejich sjednoceni definované na [, U I5.
/Znacise P, + P.
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Necht P, P, jsou plochy zadané na intervalech Iy, [5 resp., které maji spolecnou
jednu svou stranu. Spojeni ploch P, P je pak jejich sjednoceni definované na [, U I5.
/Znacise P, + P.
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Indukci 1ze tento pojem zavést pro spojeni kone¢né mnoha ploch.
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Necht P, P, jsou plochy zadané na intervalech Iy, [5 resp., které maji spolecnou
jednu svou stranu. Spojeni ploch P, P je pak jejich sjednoceni definované na [, U I5.
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Indukci 1ze tento pojem zavést pro spojeni kone¢né mnoha ploch.
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Napr. povrch kvadru vznikne postupnym spojenim vSech obdélniki této plochy.
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Necht P, P, jsou plochy zadané na intervalech Iy, [5 resp., které maji spolecnou
jednu svou stranu. Spojeni ploch P, P je pak jejich sjednoceni definované na [, U I5.
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Povrch hrnicku s uchem
vznikne spojenim  dvou

vhodné deformovanych
valcovych  ploch  (bez
podstav).
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Povrch hrnicku s uchem
vznikne spojenim  dvou

vhodné deformovanych
valcovych  ploch  (bez
podstav).

To chce kafe!!!
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Povrch hrnicku s uchem
vznikne spojenim  dvou

vhodné deformovanych
valcovych  ploch  (bez
podstav).

To chce kafe!!!

Nebude to dno chybét?
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123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789






Povrch snéhuldka vznikne
spojenim tii kulovych ploch
(pripadné vhodné zdefor-
movanych kvili knoflikim,
nosu,...).

LEKCE23-IPL
plochy
uzaviend plocha
spojeni ploch
hladka plocha
kraj plochy
po castech hladka
plocha
jedn.uzaviena
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smérové kosiny
popis 1.dr.
plos$ny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
objem pomoci ploS.int.
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Plocha zadana parametry ¢(u,v), ¥ (u,v), 7(u,v) na intervalu I se nazyva hladka,
jestlize plati:

1. funkce ¢, v, 7 maji spojité prvni parciadlni derivace na /;

2. pro kazdé (u,v) € I ma matice

99 O Oor
o 8 o
ov Ov Ov
hodnost 2; LEKCE23-IPL

ey . e . . plochy
3. kazdy bod plochy je obrazem jediného bodu (u,v) € I s jedinou moZnou vyjimkou: 1l
o c P spojeni ploc
obrazy bodu z hranice / mohou splyvat. hladké plocha
kraj plochy
po castech hladka
‘ plocha
jedn.uzaviend
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smerové kKosiny
popis 1.dr.
plosny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
objem pomoci ploS.int.
STANDARDY
Pozndmky

Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



Plocha zadana parametry ¢(u,v), ¥ (u,v), 7(u,v) na intervalu I se nazyva hladka,
jestlize plati:

1. funkce ¢, v, 7 maji spojité prvni parciadlni derivace na /;

2. pro kazdé (u,v) € I ma matice

99 O Oor
ov Ov Ov

hodnost 2;

3. kazdy bod plochy je obrazem jediného bodu (u, v) € I s jedinou moznou vyjimkou:
obrazy bodt z hranice / mohou splyvat.

\

Hladka plocha ma body, kde
je mozné hladit, panové.

LEKCE23-IPL
plochy
uzaviend plocha
spojeni ploch
hladka plocha
kraj plochy
po castech hladka
plocha
jedn.uzaviend
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smerové kKosiny
popis 1.dr.
plos$ny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
objem pomoci ploS.int.
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Pro dalsi ¢ast je dilezity po-
jem kraj plochy P.

LEKCE23-IPL
plochy
uzaviend plocha
spojeni ploch
hladka plocha
kraj plochy
po castech hladka
plocha
jedn.uzaviena
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smérové kosiny
popis 1.dr.
plos$ny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
objem pomoci ploS.int.
STANDARDY
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



\

Kraj plochy se nékdy nazyv4 hranice, ale pak je nutné odliSovat hranici plochy v R?

Pro dalsi ¢ast je dilezity po-
jem kraj plochy P.

(to je obvykle cela plocha) a hranici, kterd se tu nazyva kraj.

\

LEKCE23-IPL
plochy
uzaviend plocha
spojeni ploch
hladka plocha
kraj plochy
po castech hladka
plocha
jedn.uzaviena
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smérové kosiny
popis 1.dr.
plos$ny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
objem pomoci ploS.int.
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



\

Kraj plochy se nékdy nazyv4 hranice, ale pak je nutné odliSovat hranici plochy v R?

Pro dalsi ¢ast je dilezity po-
jem kraj plochy P.

(to je obvykle cela plocha) a hranici, kterd se tu nazyva kraj.

\

Pro predstavu si vezméte kruh, jakkoli polozeny v prostoru, tieba i zvinény. Je jasné,

co znamena kraj tohoto obrazce.

\

LEKCE23-IPL
plochy
uzaviend plocha
spojeni ploch
hladka plocha
kraj plochy
po castech hladka
plocha
jedn.uzaviend
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smerové kKosiny
popis 1.dr.
plos$ny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
objem pomoci ploS.int.
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



\

Kraj plochy se nékdy nazyv4 hranice, ale pak je nutné odliSovat hranici plochy v R?

Pro dalsi ¢ast je dilezity po-
jem kraj plochy P.

(to je obvykle cela plocha) a hranici, kterd se tu nazyva kraj.

\

Pro predstavu si vezméte kruh, jakkoli polozeny v prostoru, tieba i zvinény. Je jasné,

co znamena kraj tohoto obrazce.

\

Oplatky jim od kraje. A ten
tam je skoro az do konce.

LEKCE23-IPL
plochy
uzaviend plocha
spojeni ploch
hladka plocha
kraj plochy
po castech hladka
plocha
jedn.uzaviena
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smérové kosiny
popis 1.dr.
plos$ny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
objem pomoci ploS.int.
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Presnd definice je dost komplikovana a nebude zde uvadéna. V pripadech zde pouzi-
vanych bude intuitivné jasné, co kraj plochy znamena.

\

LEKCE23-IPL
plochy
uzaviend plocha
spojeni ploch
hladka plocha
kraj plochy
po castech hladka
plocha
jedn.uzaviena
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smérové kosiny
popis 1.dr.
plos$ny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
objem pomoci ploS.int.
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Presnd definice je dost komplikovana a nebude zde uvadéna. V pripadech zde pouzi-
vanych bude intuitivné jasné, co kraj plochy znamena.

\

Plocha s prazdnym krajem je totéz, co uzavrena plocha.

\/

LEKCE23-IPL
plochy
uzaviend plocha
spojeni ploch
hladka plocha
kraj plochy
po castech hladka
plocha
jedn.uzaviend
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smerové kKosiny
popis 1.dr.
plosny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
objem pomoci ploS.int.
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Presnd definice je dost komplikovana a nebude zde uvadéna. V pripadech zde pouzi-
vanych bude intuitivné jasné, co kraj plochy znamena.

\

Plocha s prazdnym krajem je totéz, co uzavrena plocha.

\/

LEKCE23-IPL
plochy
uzaviend plocha
spojeni ploch
hladka plocha
1 T 1 kraj plochy
Kr/aJ. Naprﬂdad kraj K. Tu el o
mam rada. plocha
jedn.uzaviena
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
ﬁ vlastnosti 1.dr.
smérové kosiny
popis 1.dr.
plos$ny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes

M

objem pomoci ploS.int.
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Po castech hladka plocha je spojeni kone¢né mnoha hladkych ploch.
\




Po castech hladka plocha je spojeni konecné mnoha hladkych ploch.
\/

Prikladem je povrch krychle nebo valce, nebo ,leporelo”, ,,snéhuldk" nebo lemniskata
vynasobena usecCkou.

\/

LEKCE23-IPL
plochy
uzaviend plocha
spojeni ploch
hladka plocha
kraj plochy
po castech hladka
plocha
jedn.uzaviena
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smérové kosiny
popis 1.dr.
plos$ny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
objem pomoci ploS.int.
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Po castech hladka plocha je spojeni konecné mnoha hladkych ploch.
\/

Prikladem je povrch krychle nebo valce, nebo ,leporelo”, ,,snéhuldk" nebo lemniskata
vynasobena usecCkou.

\/

Povrch krychle nebo vilce, 1 ,,snéhuldk”, jsou priklady po Castech hladké uzaviené
plochy.

\

LEKCE23-IPL
plochy
uzaviend plocha
spojeni ploch
hladka plocha
kraj plochy
po castech hladka
plocha
jedn.uzaviend
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smerové kKosiny
popis 1.dr.
plos$ny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
objem pomoci ploS.int.
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Po castech hladka plocha je spojeni konecné mnoha hladkych ploch.
\/

Prikladem je povrch krychle nebo valce, nebo ,leporelo”, ,,snéhuldk" nebo lemniskata
vynasobena usecCkou.

\/

Povrch krychle nebo vilce, 1 ,,snéhuldk”, jsou priklady po Castech hladké uzaviené
plochy.

\

Kazda po Castech hladka plocha je parametricky zadana readlnymi spojitymi funkcemi
©(u,v),¥(u,v), 7(u,v), které jsou definované na néjakém omezeném intervalu / v ro-
ving, pricemz ¢(u, v), Y (u,v), 7(u, v) maji spojité parcidlni derivace v§ude v I kromé
konec¢né mnoha usecek.

\

LEKCE23-IPL
plochy
uzaviend plocha
spojeni ploch
hladka plocha
kraj plochy
po Castech hladka
plocha
jedn.uzaviend
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smérové kosiny
popis 1.dr.
plosny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
objem pomoci ploS.int.
STANDARDY
Pozndmky

Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



Po castech hladka plocha je spojeni konecné mnoha hladkych ploch.
\/

Prikladem je povrch krychle nebo valce, nebo ,leporelo”, ,,snéhuldk" nebo lemniskata
vynasobena usecCkou.

\/

Povrch krychle nebo vilce, 1 ,,snéhuldk”, jsou priklady po Castech hladké uzaviené
plochy.

\

Kazda po Castech hladka plocha je parametricky zadana readlnymi spojitymi funkcemi
©(u,v),¥(u,v), 7(u,v), které jsou definované na néjakém omezeném intervalu / v ro-
ving, pricemz ¢(u, v), Y (u,v), 7(u, v) maji spojité parcidlni derivace v§ude v I kromé
kone¢n€ mnoha usecek.

\

Priibézné zapojujte predsta-
vivost.

LEKCE23-IPL
plochy
uzaviend plocha
spojeni ploch
hladka plocha
kraj plochy
po castech hladka
plocha
jedn.uzaviend
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smerové kKosiny
popis 1.dr.
plosny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
objem pomoci ploS.int.
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Podobné jako u kiivek je
vhodné dit nazev hezkym
uzavienym po castech hlad-
kym plocham typu kulova
plocha nebo povrch kvadru.

LEKCE23-IPL
plochy
uzaviend plocha
spojeni ploch
hladka plocha
kraj plochy
po castech hladka
plocha
jedn.uzaviena
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smérové kosiny
popis 1.dr.
plos$ny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
objem pomoci ploS.int.
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



\

Po Castech hladka plocha P, parametricky zadana zobrazenim ¢ na uzavieném inter-
valu I, se nazyva jednodusSe uzavrena jestlize ® je prosté na vnitiku /, konstantni na

Podobné jako u kiivek je
vhodné dit nazev hezkym
uzavienym po castech hlad-
kym plocham typu kulova
plocha nebo povrch kvadru.

hranici / s hodnotou ruznou od hodnot na vnitiku /.

\/

LEKCE23-IPL
plochy
uzaviend plocha
spojeni ploch
hladka plocha
kraj plochy
po castech hladka
plocha
jedn.uzaviena
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smérové kosiny
popis 1.dr.
plos$ny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
objem pomoci ploS.int.
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Podobné jako u kiivek je
vhodné dit nazev hezkym
uzavienym po castech hlad-
kym plocham typu kulova
plocha nebo povrch kvadru.

\

Po Castech hladka plocha P, parametricky zadana zobrazenim ¢ na uzavieném inter-
valu I, se nazyva jednodusSe uzavrena jestlize ® je prosté na vnitiku /, konstantni na
hranici I s hodnotou rtiznou od hodnot na vnitiku 1.

\/

JednoduSe uzaviena plocha P rozdé€luje prostor na dvé souvislé Casti, jednu omeze-
nou, zvanou vnitfek (znaceni ¢P) a druhou neomezenou.

=)

LEKCE23-IPL
plochy
uzaviend plocha
spojeni ploch
hladka plocha
kraj plochy
po castech hladka
plocha
jedn.uzaviend
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smerové kKosiny
popis 1.dr.
plos$ny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
objem pomoci ploS.int.
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Jak je to s orientaci plochy?




Jak je to s orientaci plochy?

Orientace u kfivky zname-
nalo zadat smér teCen ke
kiivce. U plochy nelze mlu-
vit o sméru teCen, ale o
sméru normal.

LEKCE23-IPL
plochy
uzaviend plocha
spojeni ploch
hladka plocha
kraj plochy
po castech hladka
plocha
jedn.uzaviena
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smérové kosiny
popis 1.dr.
plos$ny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
objem pomoci ploS.int.
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



\/

Orientace plochy znamend, Ze 1ze mluvit o dvou strandch plochy, jedna se oznaci za

kladnou a druha za zapornou.

Jak je to s orientaci plochy?

Orientace u kfivky zname-
nalo zadat smér teCen ke
kiivce. U plochy nelze mlu-
vit o sméru teCen, ale o
sméru normal.

=)

LEKCE23-IPL
plochy
uzaviend plocha
spojeni ploch
hladka plocha
kraj plochy
po castech hladka
plocha
jedn.uzaviena
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smérové kosiny
popis 1.dr.
plos$ny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
objem pomoci ploS.int.
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Ne vSechny plochy lze ori-
entovat — typickou neorien-
tovatelnou plochou je Mo-
bitlv list.

LEKCE23-IPL
plochy
uzaviend plocha
spojeni ploch
hladké plocha
kraj plochy
po castech hladka
plocha
jedn.uzaviena
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smérové kosiny
popis 1.dr.
plos$ny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
teziste desky
objem pomoci plos.int.
STANDARDY
Pozn4
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



ZkouSel jsem to na svém
pasku a nevydrzel.

LEKCE23-IPL
plochy
uzaviend plocha
spojeni ploch
hladké plocha
kraj plochy
po castech hladka
plocha
jedn.uzaviena
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smérové kosiny
popis 1.dr.
plos$ny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
objem pomoci plos.int.
STANDARDY
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



ZkouSel jsem to na svém
pasku a nevydrzel.

Takze ma dva kraje, které
jsou totoZné.

LEKCE23-IPL
plochy
uzaviend plocha
spojeni ploch
hladka plocha
kraj plochy
po castech hladka
plocha
jedn.uzaviena
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smérové kosiny
popis 1.dr.
plos$ny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
objem pomoci ploS.int.
STANDARDY
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Je-1i plocha orientovana, norméla vzdy smeéfuje nad kladnou stranu.

\




Je-li plocha orientovana, normala vzdy smétuje nad kladnou stranu.

\

U jednoduse uzavrenych ploch, pokud neni stanoveno jinak, se za kladnou stranu bere
vnejsi strana a normala tedy sméruje ven, nikoli dovnitf.

\/

LEKCE23-IPL
plochy
uzaviend plocha
spojeni ploch
hladka plocha
kraj plochy
po castech hladka
plocha
jedn.uzaviend
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smerové kKosiny
popis 1.dr.
plosny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
objem pomoci ploS.int.
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Je-li plocha orientovana, normala vzdy smétuje nad kladnou stranu.

\

U jednoduse uzavrenych ploch, pokud neni stanoveno jinak, se za kladnou stranu bere

vnejsi strana a normala tedy sméruje ven, nikoli dovnitf.

\/

U grafti funkci dvou proménnych se za kladnou stranu bere horni strana.

\

LEKCE23-IPL
plochy
uzaviend plocha
spojeni ploch
hladka plocha
kraj plochy
po castech hladka
plocha
jedn.uzaviend
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smerové kKosiny
popis 1.dr.
plosny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
objem pomoci ploS.int.
STANDARDY
Pozndmky

Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



Je-li plocha orientovana, normala vzdy smétuje nad kladnou stranu.

\

U jednoduse uzavrenych ploch, pokud neni stanoveno jinak, se za kladnou stranu bere
vnejsi strana a normala tedy sméruje ven, nikoli dovnitf.

\/

U grafti funkci dvou proménnych se za kladnou stranu bere horni strana.

‘ LEKCE23-IPL
plochy
uzaviend plocha
spojeni ploch
hladka plocha
kraj plochy
po castech hladka
plocha

Pokud se to poplete, vyjde Jedn.uzaviens
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Mouchy dovedou chodit po
ploSe zespodu. Mi se to ni-
kdy nepovedlo.
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Orientace hladké plochy znamena, Ze v kazdém jejim bodé€ je urCen smér normaély a to
spojitym zplisobem: jestlize pujdete po jednoduse uzaviené kiivce na dané plose, musite
dojit do vychoziho bodu ve stejné poloze.

\
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Orientace hladké plochy znamena, Ze v kazdém jejim bodé€ je urCen smér normaély a to
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Orientace hladké plochy znamena, Ze v kazdém jejirn bodé€ je urCen smér normaély a to
spojitym zplisobem: jestlize pujdete po jednoduse uzaviené kiivce na dané plose, musite
dojit do vychoziho bodu ve stejné poloze.
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Je-1i orientovand kiivka C' Casti kraje orientované plochy P, fika se, Ze obé orientace
jsou souhlasné, jestliZze pti chtizi po kiivce v kladném sméru a po kladné strané plochy,
mate plochu po levé strané.
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Je-1i orientovand kiivka C' Casti kraje orientované plochy P, fika se, Ze obé orientace
jsou souhlasné, jestlize pfi chizi po kfivce v kladném sméru a po kladné strané plochy,
mate plochu po levé strané.
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Musi se davat pozor pri orientaci po castech hladkych ploch, protoze ve styénych
hranach obecné neexistuji normaly.

\




Musi se davat pozor pri orientaci po castech hladkych ploch, protoze ve styCnych
hranach obecné neexistuji normaly.

\

Necht’ jsou jednotlivé spojované plochy orientovany a necht’ jejich kraje jsou uza-
viené kiivky, které jsou orientovany souhlasné s prisluSnymi plochami. Pak je celd plo-
cha orientovdna, jestlize Cdsti kraju, které se stykaji (pravé dvé) jsou navzdjem oriento-
vany opacné.

\/
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Musi se davat pozor pri orientaci po castech hladkych ploch, protoze ve styCnych
hranach obecné neexistuji normaly.
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Necht’ jsou jednotlivé spojované plochy orientovany a necht’ jejich kraje jsou uza-
viené kiivky, které jsou orientovany souhlasné s prisluSnymi plochami. Pak je celd plo-
cha orientovdna, jestlize Cdsti kraju, které se stykaji (pravé dvé) jsou navzdjem oriento-
vany opacné.

\/

Nicemu nerozumim, asi
jsem zde "zespoda". ..
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Poznamky 1 :

Pouziti intervalu v definici plochy sice zjednodusSuje nékteré dalsi definice, ale jiné
zase komplikuje. Proto je dobré mit na mysli, Ze Ize pouZzit i jiné mnoZiny misto intervalu
za definicni obor parametrd.

\




Poznamky 1 :

Pouziti intervalu v definici plochy sice zjednodusSuje nékteré dalsi definice, ale jiné
zase komplikuje. Proto je dobré mit na mysli, Ze Ize pouZzit i jiné mnoZiny misto intervalu
za definicni obor parametrd.
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Misto intervalu [ Ize vzit v definici plochy jakykoliv prosty homeomorfni obraz inter-
valu, napf. vnitfek kruhu (popr. s ¢asti hrani¢ni kruznice), riizné zdeformovany interval
nebo kruh, apod.

\



ipl.homeomorfismus

Poznamky 1 :

Pouziti intervalu v definici plochy sice zjednodusuje nékteré dalsi definice, ale jiné
zase komplikuje. Proto je dobré mit na mysli, Ze 1ze pouzit 1 jiné mnoziny misto intervalu
za definicni obor parametrd.
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Misto intervalu [ 1ze vzit v definici plochy jakykoliv prosty homeomorfni obraz inter-
valu, napf. vnitfek kruhu (popr. s ¢asti hrani¢ni kruznice), riizné zdeformovany interval
nebo kruh, apod.

\

Homeomorfismusmezi podmnoZinami A, B roviny je spojité prosté zobrazeni [ :
A — B takové, 7ze f~! je také spojité. Pro hladké plochy je nutné dodat jest€ slovo
hladky homeomorfismus, &imZ se mini, Ze f i f~' maji spojité parcidlni derivace.

\
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Poznamky 1 :

Pouziti intervalu v definici plochy sice zjednodusuje nékteré dalsi definice, ale jiné
zase komplikuje. Proto je dobré mit na mysli, Ze 1ze pouzit 1 jiné mnoziny misto intervalu
za definicni obor parametrd.
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Misto intervalu [ 1ze vzit v definici plochy jakykoliv prosty homeomorfni obraz inter-
valu, napf. vnitfek kruhu (popr. s ¢asti hrani¢ni kruznice), riizné zdeformovany interval
nebo kruh, apod.
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Homeomorfismusmezi podmnoZinami A, B roviny je spojité prosté zobrazeni [ :
A — B takové, 7ze f~! je také spojité. Pro hladké plochy je nutné dodat jest€ slovo
hladky homeomorfismus, &imZ se mini, Ze f i f~' maji spojité parcidlni derivace.
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Toto je nesmirné dilezity
pojem.
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ipl.homeomorfismus

My skfitci jsme vSichni na-
vzajem homeomorfni.
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My skfitci jsme vSichni na-
vzajem homeomorfni.

\

Kazdé dva uzavrené (nebo oteviené) intervaly v roviné se na sebe daji zobrazit hlad-

kym homeomorfnim zobrazenim.

\
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My skfitci jsme vSichni na-
vzajem homeomorfni.

\

Kazdé dva uzavrené (nebo oteviené) intervaly v roviné se na sebe daji zobrazit hlad-

kym homeomorfnim zobrazenim.

\

Uzavieny (nebo otevieny) kruh je hladce homeomortni s uzavienym (nebo otevienym,

resp.) intervalem.
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Neudélate chybu, kdyz si
budete pfedstavovat, ze
kazdda kompaktni poloo-

teviena konvexni mnoZina
v roviné je homeomorfni

s uzavienym intervalem v
roving.
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Neudélate chybu, kdyz si
budete pfedstavovat, ze
kazdda kompaktni poloo-

teviena konvexni mnoZina
v roviné je homeomorfni

s uzavienym intervalem v
roving.

To chci slySet jesté jednou.
Rymuje se to alespon?
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Spojeni ploch Ize definovat i jinym zptisobem. Napf. bylo mozné pozadovat, aby se
definiCni intervaly protinaly jen na C4sti své strany.
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Spojeni ploch Ize definovat i jinym zptisobem. Napf. bylo mozné pozadovat, aby se
definiCni intervaly protinaly jen na C4sti své strany.

\

Pfi ptivodni definici je totiZ nutné pro pripojeni tfeti a dalSich ploch defini¢ni obor
parametrl upravit tak, aby se prislusné intervaly protinaly v celych stranéch.
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Spojeni ploch Ize definovat i jinym zptisobem. Napf. bylo mozné pozadovat, aby se
definiCni intervaly protinaly jen na C4sti své strany.

\

Pfi ptivodni definici je totiZ nutné pro pripojeni tfeti a dalSich ploch defini¢ni obor
parametrl upravit tak, aby se prislusné intervaly protinaly v celych stranéch.

\

Je mozné vzit za definiCni obory hezké polooteviené mnoziny majici za hranici kfivky
a pri spojeni pozadovat prekryvani Casti téchto krivek
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Kazdy bod kraje plochy S je obrazem bodu hranice defini¢niho oboru / v R,
\




Kazdy bod kraje plochy S je obrazem bodu hranice defini¢niho oboru / v R,
\

U predstavy zvlnéného kruhu v prostoru je kraj pfimo obraz hranice kruhu (nebo
ctverce) v roviné.

\




Kazdy bod kraje plochy S je obrazem bodu hranice defini¢niho oboru / v R,
\

U predstavy zvlnéného kruhu v prostoru je kraj pfimo obraz hranice kruhu (nebo
ctverce) v roviné.

\

Ale mohou existovat body hranice 7, které se zobrazi dovnitf plochy P. Napft. se v [
ztotozni (hladce) dvé protilehlé strany a dostane se valcova plocha — ztotoznéné strany,
kromé svych krajnich bodu, prejdou dovniti valcové plochy.

—p




'''''

noho bodu. Vysledkem je kulova plocha jejiz kraj je prazdna mnoZina. Je to obdoba
Jordanovych kiivek. Je to obdoba Jordanovych ktivek a zaslouZi si taky nidzev: uzaviena
plocha.

\




vvvvv

noho bodu. Vysledkem je kulova plocha, jejiz kraj je prazdnd mnozina. Je to obdoba
Jordanovych kiivek. Je to obdoba Jordanovych kiivek a zaslouZi si taky ndzev: uzaviena
plocha.

\

V pomérné Castych pripadech si 1ze kraj plochy predstavit ndsledovné: jsou to body,
pro které Zadné jejich okoli na ploSe (tj. prunik jejich okoli v prostoru s plochou) nema
tvar ,,zvinéného" kruhu s onim bodem uprostied.
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Uvédomte si rozdil pri orientovéani po C¢astech hladké kiivky a po Castech hladké plo-
chy.
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Uvédomte si rozdil pri orientovéani po C¢astech hladké kiivky a po Castech hladké plo-
chy.

\

U kiivky bylo jedno, jak jednotlivé hladké Casti zorientujeme (pokud neslo o jedno-
duse uzavrenou kiivku), u ploch uz to jedno neni.

—p




Necht’ P je po Castech hladka plocha, u které je dana orientace jejim tvarem (mapr. je
jednoduse uzaviend nebo je grafem funkce dvou proménnych).
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Necht’ P je po Castech hladka plocha, u které je dana orientace jejim tvarem (mapr. je
jednoduse uzaviend nebo je grafem funkce dvou proménnych).

\

Je-1i jedna jeji hladka Cést orientovana souhlasné s orientaci P a udé€late-li orientaci
ostatnich hladkych casti podle predchoziho odstavce o orientaci po Castech hladkych
ploch, pak dostanete orientaci souhlasnou s pivodni orientaci P.
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Necht’ P je po Castech hladka plocha, u které je dana orientace jejim tvarem (mapr. je
jednodusSe uzaviena nebo je grafem funkce dvou proménnych).

\

Je-1i jedna jeji hladka Cast orientovana souhlasné s orientaci PP a ud¢late-li orientaci
ostatnich hladkych ¢asti podle predchoziho odstavce o orientaci po Castech hladkych
ploch, pak dostanete orientaci souhlasnou s ptivodni orientaci P.

\/

Na "viditelné€"plose je vSe
vidét. Definice potiebujeme
pro to, aby se zvladly pfi-
pady "neviditelné".
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Priklady 1 :

1. UkazZte, Ze Mobiuv list nelze orientovat.
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2. UkaZte, ze povrch krychle je po ¢astech hladka plocha.




3. UkaZte, Ze kulova plocha je hladké uzaviena plocha.

\




3. Ukazte, ze kulova plocha je hladka uzaviena plocha.

\

Konec prikladu 1.

MiizZete prepokladat (ve
smyslu poznamky), ze de-
finicnim oborem parametra
je kruh kolem nuly. AZ vy-

feSite otazku 4., zvladnete
to 1 s definiCnim oborem
intervalem  (ve  smyslu

definice).
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Otazky 1 :

1. UkaZte, Ze graf spojité redlné funkce f definované na intervalu / v roviné je plocha
v definovaném smyslu.

\




Otazky 1 :

1. UkaZte, Ze graf spojité redlné funkce f definované na intervalu / v roviné je plocha
v definovaném smyslu.

\/

Najdéte prisluSnou paramet-
rizaci.

LEKCE23-IPL
plochy
uzaviend plocha
spojeni ploch
hladké plocha
kraj plochy
po castech hladka
plocha
jedn.uzaviena
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smérové kosiny
popis 1.dr.
plos$ny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
teziste desky
objem pomoci plos.int.
STANDARDY
Pozn4
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
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2. Ukazte, zZe pro hladkou plochu P je mnoZina téch jejich bodt, ve kterych je jeden
vybrany Jacobiho determinant matice z definice hladké plochy nenulovy, oteviena.

\




2. Ukazte, ze pro hladkou plochu P je mnoZina téch jejich bodt, ve kterych je jeden
vybrany Jacobiho determinant matice z definice hladké plochy nenulovy, otevrena.

\

Spojité hratky. Zkuste nej-
prve ukdzat, Ze funkce na
defininim oboru parame-
trQi (intervalu [) prifazujici

bodu prislusny Jakobidn je LEKCE23-IPL
P oc
SPO_]lta- ? uzgvfené plocha
spojeni ploch
hladké plocha
kraj plochy
po castech hladka
* plocha
jedn.uzaviena
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smérové kosiny
popis 1.dr.
plos$ny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes

Movew

objem pomoci plos.int.
STANDARDY
Pozna
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Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
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123456789



3. Dokazte popis po ¢astech hladké plochy pomoci parametrti na intervalu.




4. Najdéte hladky homeomorfismus prevadéjici kruh na Ctverec (oba bud’ oteviené
nebo oba uzavrené).

\




4. Najdéte hladky homeomorfismus prevadéjici kruh na Ctverec (oba bud’ oteviené
nebo oba uzavrené).

\

Kvadratura kruhu?




4. Najdéte hladky homeomorfismus prevadéjici kruh na Ctverec (oba bud’ oteviené
nebo oba uzavrené).

\

LEKCE23-IPL
loch

Kvadratura kruhu? ? uzgvfené plocha
spojeni ploch
hladké plocha
kraj plochy

‘ po Castech hladka

plocha
jedn.uzaviena
plocha

orientace plochy

plosny integral 1.druhu

vlastnosti 1.dr.
smérové kosiny
popis 1.dr.

plos$ny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.

N ’ d' v . f vk vztah 1.2.dr.
cni qu, 7€ tO JC uskKa. Gauss_OStrogradskij

Stokes

Movew

objem pomoci plos.int.
STANDARDY
P Pozna
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PLOSNE INTEGRALY 1.DRUHU




PLOSNE INTEGRALY 1.DRUHU
'

Myslenka vypoctu integrdlu funkce f : P — R na ploSe P je podobna jako u ktivko-
vého integrilu 1.druhu.

\




PLOSNE INTEGRALY 1.DRUHU
'

Myslenka vypoctu integrdlu funkce f : P — R na ploSe P je podobna jako u ktivko-
vého integrilu 1.druhu.

\

Pomoci urCovacich parametrickych funkci se plocha ,,narovna" a spocita se integral
pres podmnoZzinu roviny.

\




PLOSNE INTEGRALY 1.DRUHU
'

Myslenka vypoctu integralu funkce f : P — R na ploSe P je podobna jako u kfivko-
vého integrélu 1.druhu.

\

Pomoci urCovacich parametrickych funkci se plocha ,,narovna" a spocita se integral
pfes podmnoZinu roviny.

\

PloSny integrél se bude defi-
novat pfes parametrizaci.

LEKCE23-IPL
plochy
uzaviend plocha
spojeni ploch
hladka plocha
kraj plochy
po castech hladka
plocha
jedn.uzaviena
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smérové kosiny
popis 1.dr.
plos$ny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
objem pomoci ploS.int.
STANDARDY
Pozndmky
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123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Placaty integral je snadny,
kdyz umite kouzlit s para-
metry.
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spojeni ploch
hladka plocha
kraj plochy
po castech hladka
plocha
jedn.uzaviena
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smérové kosiny
popis 1.dr.
plos$ny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
objem pomoci ploS.int.
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Placaty integral je snadny,
kdyz umite kouzlit s para-

metry.

Vykouzli mi
bulku Cokolady.

kulatou ta-

LEKCE23-IPL
plochy
uzaviend plocha
spojeni ploch
hladka plocha
kraj plochy
po castech hladka
plocha
jedn.uzaviena
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smérové kosiny
popis 1.dr.
plos$ny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
objem pomoci ploS.int.
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Ono narovnani je trochu slozit€jsi nez u kiivek. Tam bylo nutné prisluSnou funkci
vynasobit faktorem ktery odpovidal zmeéné délky pri narovnani kiivky (od ds se preslo
k dx).

\

LEKCE23-IPL
plochy
uzaviend plocha
spojeni ploch
hladka plocha
kraj plochy
po castech hladka
plocha
jedn.uzaviend
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smerové kKosiny
popis 1.dr.
plos$ny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
objem pomoci ploS.int.
STANDARDY
Pozndmky
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Ono narovnani je trochu slozit€jsi nez u kiivek. Tam bylo nutné prislusSnou funkci
vynasobit faktorem ktery odpovidal zmeéné délky pri narovnani kiivky (od ds se preslo
k dx).

\

Stejné tak u plochy je tfeba pouzit faktor, ktery udava zménu velikosti kiivé plochy
pfi narovnani.

\/
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hladka plocha
kraj plochy
po Castech hladka
plocha
jedn.uzaviend
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orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smérové kosiny
popis 1.dr.
plosny integral 2.dr.
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Ono narovnani je trochu slozit€jsi nez u kiivek. Tam bylo nutné prislusSnou funkci
vynasobit faktorem ktery odpovidal zmeéné délky pri narovnani kiivky (od ds se preslo
k dx).

\

Stejné tak u plochy je tfeba pouzit faktor, ktery udava zménu velikosti kiivé plochy
pfi narovnani.

\/

V bodé (z,y, z) plochy se velmi mald ploska dS okolo tohoto bodu d4 povazovat za
rovinnou a zjisti se pomér jeji velikosti ku poméru jejiho primétu, napt. do roviny xy
(neni-li tento pramét dsecka nebo bod).

\/

LEKCE23-IPL
plochy
uzaviend plocha
spojeni ploch
hladka plocha
kraj plochy
po Castech hladka
plocha
jedn.uzaviena
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smérové kosiny
popis 1.dr.
plosny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
objem pomoci ploS.int.
STANDARDY
Pozndmky

Ptiklady
Otéazky
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Ono narovnani je trochu slozit€jsi nez u kiivek. Tam bylo nutné prislusSnou funkci
vynasobit faktorem ktery odpovidal zmeéné délky pri narovnani kiivky (od ds se preslo
k dx).

\

Stejné tak u plochy je tfeba pouzit faktor, ktery udava zménu velikosti kiivé plochy
pfi narovnani.

\/

V bodé (z,y, z) plochy se velmi mald ploska dS okolo tohoto bodu d4 povazovat za
rovinnou a zjisti se pomér jeji velikosti ku poméru jejiho primétu, napt. do roviny xy
(neni-li tento pramét dsecka nebo bod).

\

V roviné xy ma primét velikost dz. dy. Skute¢né ploSka ma velikost vétsi, ato dS =
dz.dy/|cos~y|, kde v je thel, ktery svird normala k plose v (z,y, z) s rovnobéZkou v
(x,y, z) s osou z v kladném sméru.

\

LEKCE23-IPL
plochy
uzaviend plocha
spojeni ploch
hladka plocha
kraj plochy
po Castech hladka
plocha
jedn.uzaviena
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smérové kosiny
popis 1.dr.
plosny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
objem pomoci ploS.int.
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Ono narovnani je trochu slozit€jsi nez u kiivek. Tam bylo nutné prislusSnou funkci
vynasobit faktorem ktery odpovidal zmeéné délky pri narovnani kiivky (od ds se preslo
k dx).

\

Stejné tak u plochy je tfeba pouzit faktor, ktery udava zménu velikosti kiivé plochy
pfi narovnani.

\/

V bodé (z,y, z) plochy se velmi mald ploska dS okolo tohoto bodu d4 povazovat za
rovinnou a zjisti se pomér jeji velikosti ku poméru jejiho primétu, napt. do roviny xy
(neni-li tento pramét dsecka nebo bod).

\

V roviné xy ma primét velikost dz. dy. Skute¢nd ploSka ma velikost vétsi, ato dS =
dz.dy/|cos~y|, kde v je thel, ktery svird normala k plose v (z,y, z) s rovnobéZkou v
(x,y, z) s osou z v kladném sméru.

\

Je nutné predpokladat, ze | cosy| # 0, tj., Ze ploSka neni rovnobéZna s osou z.
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spojeni ploch
hladka plocha
kraj plochy
po Castech hladka
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jedn.uzaviena
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orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smérové kosiny
popis 1.dr.
plosny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
objem pomoci ploS.int.
STANDARDY
Pozndmky

Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



Tedy ze normdla '"ne-
padne"do roviny zy. Aby se
prosté nemuselo spadnout.

XYy
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spojeni ploch
hladké plocha
kraj plochy
po castech hladka
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jedn.uzaviena
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orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smérové kosiny
popis 1.dr.
plos$ny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
objem pomoci plos.int.
STANDARDY
Poznd
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Tedy ze normdla '"ne-
padne"do roviny zy. Aby se
prosté nemuselo spadnout.

XYy

LEKCE23-IPL
plochy
uzaviend plocha
spojeni ploch
hladké plocha
kraj plochy
po castech hladka
plocha
jedn.uzaviena
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smérové kosiny
popis 1.dr.
plos$ny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
objem pomoci plos.int.
STANDARDY
Poznd
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Smétuje to ke spocteni Ja-
kobianu.
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po castech hladka
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jedn.uzaviena
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smérové kosiny
popis 1.dr.
plos$ny integral 2.dr.
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Stokes
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Podle druhé podminky definice hladkych ploch musi byt v kazdém bod€ plochy aspon
jeden uvedeny kosinus nenulovy.

\
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plochy
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spojeni ploch
hladka plocha
kraj plochy
po castech hladka
plocha
jedn.uzaviena
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orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smérové kosiny
popis 1.dr.
plos$ny integral 2.dr.
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popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
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Stokes
objem pomoci ploS.int.
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Otéazky
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Podle druhé podminky definice hladkych ploch musi byt v kazdém bod€ plochy aspon
jeden uvedeny kosinus nenulovy.

\

Hodnost 2 matice z de-
finice hladké plochy zna-

mend, Ze normala (Cili vek-
torovy soucin prvniho a dru-
hého tadku oné matice) je

nenulovy vektor. Ten ne- Socy
muze padnout do rovin zy, uzaviend plocha

. . spojeni ploch
Yz 1 zx najednou. hiadk plocha
kraj plochy
po castech hladka
plocha
jedn.uzaviena
‘ plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smérové kosiny
popis 1.dr.
plos$ny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes

M

objem pomoci ploS.int.
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Podle druhé podminky definice hladkych ploch musi byt v kazdém bod€ plochy aspon
jeden uvedeny kosinus nenulovy.

\

Hodnost 2 matice z de-
finice hladké plochy zna-

mend, Ze normala (Cili vek-
torovy soucin prvniho a dru-
hého tadku oné matice) je

nenulovy vektor. Ten ne- Socy
muze padnout do rovin zy, uzaviend plocha

. . spojeni ploch
yz 1 zx najednou. hladka plocha
kraj plochy
po castech hladka
plocha
jedn.uzaviend
‘ plocha
oy O N7 aSZ0 L. a0 v 712 9. o v . v orientace plochy
Plocha se rozd€li na nejvyse tii Casti, a v kazdé je jeden dany kosinus nenulovy. Inte- piosny integrdl 1.druhu
grél pies plochu P je pak sou¢tem integrald pies tyto ¢ésti. oyt kesing
popis 1.dr.
‘ plos$ny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes

M

objem pomoci ploS.int.
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Pozndmky
123456789
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123456789
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123456789
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123456789
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Podle druhé podminky definice hladkych ploch musi byt v kazdém bod€ plochy aspon
jeden uvedeny kosinus nenulovy.

\

Hodnost 2 matice z de-
finice zZna-

mend, Ze normala (Cili vek-
torovy soucin prvniho a dru-
hého tadku oné matice) je
nenulovy vektor. Ten ne-
muzZe padnout do rovin zy,
yz 1 zx najednou.

\

Plocha se rozd€li na nejvyse tii Casti, a v kazdé je jeden dany kosinus nenulovy. Inte-
gral pres plochu P je pak souctem integrala pres tyto Casti.

\

Podle volby takové Casti se berou priméty i do rovin xz nebo yz a dostavaji se ve-
likosti plosek dz.dz/| , resp. dy.dz/] , kde dhly 3, « jsou opét uhly mezi
normdlou a prislusSnymi osami (y, resp. ). Kosiny techto uhli se nazyvaji smérové ko-
siny normaly.

-—p
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vlastnosti 1.dr.
smerové kKosiny
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plosny integral 2.dr.
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vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
objem pomoci ploS.int.
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Pozndmky

Ptiklady
Otéazky
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Nyni lze definovat ploSny
integral 1.druhu. V kifiv-
kovém integralu pouzivany
symbol ds bude nahrazen
symbolem dS. Bude zadefi-
novan integral pres projekci
M plochy na rovinu zy.
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Nyni lze definovat ploSny
integral 1.druhu. V kifiv-
kovém integralu pouzivany
symbol ds bude nahrazen
symbolem dS. Bude zadefi-
novan integral pres projekci
M plochy na rovinu zy.

\

DEFINICE. Necht f je funkce zadand na hladké ploSe P, na které je v kazdém bodé
cos vy # 0. Pak se definuje ploSny integral 1.druhu funkce f pies plochu P jako

[rsyas= [ f@%-
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\

DEFINICE. Necht f je funkce zadand na hladké ploSe P, na které je v kazdém bodé
cos vy # 0. Pak se definuje ploSny integral 1.druhu funkce f pies plochu P jako

Nyni lze definovat ploSny
integral 1.druhu. V kifiv-
kovém integralu pouzivany
symbol ds bude nahrazen
symbolem dS. Bude zadefi-
novan integral pres projekci
M plochy na rovinu zy.

[rsyas= [ f@%-

\

Na pravé strané je dvojrozmérny integral, v ném se za proménné S, , y, v musi dosa-

dit prislusné hodnoty (viz dale).

\/
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Nyni lze definovat ploSny
integral 1.druhu. V kifiv-
kovém integralu pouzivany
symbol ds bude nahrazen
symbolem dS. Bude zadefi-
novan integral pres projekci
M plochy na rovinu zy.

\

DEFINICE. Necht f je funkce zadand na hladké ploSe P, na které je v kazdém bodé

cos vy # 0. Pak se definuje ploSny integral 1.druhu funkce f pies plochu P jako
dx dy
[ rsyas= [ sk,
P M | cos |

\

Na pravé strané je dvojrozmérny integral, v ném se za proménné S, , y, v musi dosa-

dit prislusné hodnoty (viz dale).

\/

Samoziejmé Ize pozadavek nenulovosti smérového kosinu oslabit podminkou, Ze miize

nabyvat O jen na malé mnoziné (nulové).

=)
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Ptimo z definice Ize ukazat nasledujici vlastnosti:

POZOROVANI. Nasledujici 2 rovnosti plati, jakmile maji smysl pravé strany, posledni

nerovnost plati, pokud existuje leva strana.

1. [o(af(S)+ Bg(S)) dS =a [, f(S) dS+ B [, g(S) dS;

2. [pip, f(S)dS = [p f(S) dS+ [, f(S) dS;

3.1 [Jp f(S) dS| < O(P)maxgep | f(S)], kde O(P) je obsah plochy P.
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Uhel v se samoziejmé méni spolu s bodem (x,y, z) a pro vypocet plosného integrilu
je obvykle tfeba cos v vyjadrit pomoci néjakych souradnic.

\
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Uhel v se samoziejmé méni spolu s bodem (x,y, z) a pro vypocet plosného integrilu
je obvykle tfeba cos v vyjadrit pomoci néjakych souradnic.

\

Nasledujici jednoduché po-
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VETA. Necht plocha P je grafem funkce h(z,y). Potom

|colsv| - \/1 - (%)2+ (Z_Z)z




VETA. Necht plocha P je grafem funkce h(z,y). Potom

|colsv\ - \/1 - (%)2+ (2_2)2

4

Dikaz. Rovnost Ize odvodit z obecnéjsi rovnosti pro plochu P zadanou rovnosti g(x, y, 2)
0.

\




V

Dukaz. Rovnost I1ze odvodit z obecnéjsi rovnosti pro plochu P zadanou rovnosti g(x, y, z) =

0.
\

Z teorie funkci vice promennych je znamo, ze gradg udava smér normadly, takZze z
popisu skaldrniho soucinu pomoci kosinu thlu sevieného obéma vektory se dostane

I | gradg|

[cosn| [ gradg.(0,0,1)]
Nyni staci za g dat funkci z — h(x,y). &
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Plochy vSak byvaji ponej-
vice zadany parametricky.
Tam je prislusSny popis slozi-
t¢j$1 a nebude v tomto textu
dokazovan:
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Plochy vSak byvaji ponej-
vice zadany parametricky.
Tam je prisluSny popis slozi-
téjS$1 a nebude v tomto textu
dokazovan:

\

VETA. Necht je plocha P ddna parametricky rovnostmi « = ¢(u,v),y = ¥(u,v), 2z =

7(u,v). Potom |
1 VEG-F?
o]~ J@rd)

- (G () ()

B Jp\ 2 oY\ 2 o7\ 2
- ga%> +a( 65> i)(%“)
pedp oYY 0Ty
F .
ou Ov - ou Ov - ou Tv
a J(p, 1) je Jakobian funkei ¢, 1.

kde
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Nyni Ize uvést prevod ploSného integralu 1.druhu na obycejny integrél pres rovinnou
mnozinu.

VETA. Necht f je funkce definovand na hladké ploe P.
1. Necht’ je plocha P grafem funkce h definované na mnoziné A. Pak

[r1a5= [ etz (32)'+

2. Necht’ je plocha P urCena parametricky funkcemi ¢, 1), 7 na mnoziné A. Pak

/Pf(S) dS = /Af(gp(u,v),w(u,v),T(u,v))\/ EG — F? du dv.

<%>2dxdy.




Jiné vysvétleni pro pridany
Clen VEG — F? je, ze je to
obsah Ctyruhelniku ur¢eném
dvéma radkovymi vektory z
matice v definici hladké plo-
chy. A ty jsou zase "jakymsi
pomérem"mezi malym po-
hybem parametru wu (resp.
v) a prisluSnym pohybem na
plose.
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Jiné vysvétleni pro pridany
Clen VEG — F? je, ze je to
obsah Ctyruhelniku ur¢eném
dvéma radkovymi vektory z
matice v definici hladké plo-
chy. A ty jsou zase "jakymsi
pomérem"mezi malym po-
hybem parametru wu (resp.
v) a prisluSnym pohybem na
plose.

VEG-FZ
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Poznamky 2 :

PloSny integral byl definovdn na hladké plose. Na po Castech hladkych plochach se
integral vypocte pro jednotlivé hladké Casti a pak secte.

\




Poznamky 2 :

PloSny integral byl definovdn na hladké plose. Na po Castech hladkych plochach se
integral vypocte pro jednotlivé hladké Casti a pak secte.

\

Lze pouZit definici integralu pro hladké plochy 1 pro Castecné hladké plochy s tim, Ze
na zanedbatelnych mnoZinéach (vzhledem k dvojrozmérnému integralu) neni integrovana
funkce definovéna.

—p




V Pozorovani vypadla oproti kfivkovym integralim 1.druhu tfeti vlastnost. Odpovi-
dajici vlastnost pro plosné integraly samoziejmeé plati (plosny integrédl 1.druhu nezavisi
na orientaci plochy), ale nema prili§ smysl tuto vlastnost vypisovat.

=




Plo$né integrély Ize t€Z definovat pomoci Riemannovych soucti. Bud’ se rovnou po-
uz1Je parametrizace plochy a rozdeluje se defini¢ni interval na mensi 1ntervaly, nebo se
pouZzije rozdéleni dané plochy na mensi ploSky — v tomto pripadé je nutné znat obsahy
téchto plosek.

\




Plo$né integrély Ize t€Z definovat pomoci Riemannovych soucti. Bud’ se rovnou po-
uz1Je parametrizace plochy a rozdeluje se defini¢ni interval na mensi 1ntervaly, nebo se
pouZzije rozdéleni dané plochy na mensi ploSky — v tomto pripadé je nutné znat obsahy
téchto plosek.

\

Podrobnosti tu nebudou uvadény.

Konec pozndmek 2.




Priklady 2 :

1. Vypoététe obsah plochy dané rovnosti 22 + y? + 2? = 2,/z7y. Nejdfive najdéte
parametrické vyjadfeni plochy. [72]

=)




2. Vypoctéte [ e 2? dS, kde P je ¢ast kuZele dana parametrizaci x = r cos @ sin a, y =
rsingsina, z =rcosa,r € [0,al,p € [0,2r] aa € (0, 7/2) je konstanta. [ra® sin o cos?

=)




3. Vypoctéte v EG — F? pro kulovou plochu se stfedem v pocatku zadanou sféric-
kymi soufadnicemi. [r? cos ©]

\




3. Vypoctéte v EG — F? pro kulovou plochu se stfedem v pocatku zadanou sféric-
kymi soufadnicemi. [r? cos ©]

\
4. Vypoctéte plochu koule pomoci vysledku predchoziho prikladu.




5. Zintegrujte funkci xyz pres povrch krychle o délce hrany 1, se stranami rovnobéz-
nymi s rovinami soufadnic, prochazejici body (0,0, 0), (1,1, 1). [3/4]

Konec piikladi 2.




Otazky 2 :

1. Dokazte podrobné tvrzeni o vyjadieni smérovych kosint pro graf funkce h(x, y).

=




2. Ukazte, ze tvrzeni o vyjadieni smérovych kosind pro graf funkce h(z,y) je disled-
kem obecné véty o vyjaddieni smérovych kosinil pro plochu zadanou parametricky.

=




3. UkaZte, Ze u hladké plochy existuje v kazdém bodé tecna rovina. Pii jaké poloze
teCné roviny nelze pri vypoctu plosného integralu pouzit primét na rovinu yz v okoli
daného bodu?

=P




4. Ukazte pfimo z definice, Ze plo$ny integrdl 1.druhu nezavisi na orientaci plochy.

=P




5. Dokazte Pozorovani.




6. Dokazte, Ze definice obsahu plochy souhlasi s jiz dfive definovanymi obsahy rovin-
nych obrazct a plochy rotacniho télesa.

-=p




Jsem tu.
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'

*a, Najdéte vyjadreni pro smérové kosiny u grafu redlné funkce dvou proménnych.

\

Jsem tu.
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'

*a, Najdéte vyjadreni pro smérové kosiny u grafu redlné funkce dvou proménnych.

\/

Konec otazek 2.

Jsem tu.

A mizim. Byla to jen vte-
finka.
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Cviceni 2 :

Priklad. Spoctéte povrch koule B o poloméru a.

\




Cviceni 2 :

Priklad. Spoctéte povrch koule B o poloméru a.

'

Reseni. Mdme vypoéitat integral

[ ras
0B




Cviceni 2 :

Priklad. SpocCtéte povrch koule B o poloméru a.

\

ResSeni. Mame vypocitat integral

1dS.
OB

Je vyhodné prejit ke sféric-
kym soufadnicim.
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Cviceni 2 :

Priklad. SpocCtéte povrch koule B o poloméru a.

\

ResSeni. Mame vypocitat integral

\

| 1as.
OB

kym soufadnicim.

Je vyhodné prejit ke sféric-

Sféru 0B tedy parametrizujeme

kde

o(u,v) = acosucosv, P(u,v) = asinucoswv,

u€ (—mm), ve€ (—

T
272

).

T(u,v) = asinwv,
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'

Spocitame parcialni derivace

au(@a w7 T)? 8U((107¢77—>
a spocitame vektorovy soucin téchto dvou vektord.

\




'

Spocitame parcialni derivace

au(@a w7 T)? 8U((107¢77—>
a spocitame vektorovy soucin téchto dvou vektord.

\
Vysledek oznaéme b = (by, bs, b3). Pak plati

b2 + b5 + b3 = a cos® v.




'

Spocitame parcialni derivace

au<(10> 'Qba T)? av((lpﬂw77->
a spocitame vektorovy soucin téchto dvou vektord.

\
Vysledek oznaéme b = (by, bs, b3). Pak plati

b2 + b5 + b3 = a cos® v.

\

Dostavame

m j
/ 1dS = a,2/ du/ dv| cosv| = 4ma®.
0B -7 -5




\

Spocitame parcialni derivace

Oulp, ¥, 7)s  Oulp, ¥, 7)

a spocitame vektorovy soucin téchto dvou vektord.

|
Vysledek ozna¢me b = (by, by, bs). Pak plati

b + b5 + b3 = a* cos*v.

\

Dostavame

/1dS—a/ du/ dv| cosv| = 4ma’.
0B

1\3\21

Dokonéno jest.
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Konec cvicCeni 2.




PLOSNE INTEGRALY 2.DRUHU




PLOSNE INTEGRALY 2.DRUHU

Kiivkové integraly 2.druhu
vyjadiuji napr. tok kapaliny
danou kiivkou.
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PLOSNE INTEGRALY 2.DRUHU

Kiivkové integraly 2.druhu
vyjadiuji napr. tok kapaliny
danou kiivkou.

Plosné integraly 2.druhu bu-
dou vyjadrovat tok kapaliny
danou plochou.
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PLOSNE INTEGRALY 2.DRUHU

Kiivkové integraly 2.druhu
vyjadiuji napr. tok kapaliny
danou kiivkou.

Plosné integraly 2.druhu bu-
dou vyjadrovat tok kapaliny
danou plochou.
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Na této motivaci je také
vidét, proC je treba mit
plochu orientovanou (kapa-
lina proudi plochou z jedné
strany na druhou).
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DEFINICE. Necht P je hladkd orientovand plocha a f : P — R? ma soufadnice
(f1, f2, f3)- Pak se definuje plo$ny integral 2.druhu funkce f ptfes P rovnosti

/ f.dn = / (fi(z,y,2) dy dz + fo(z,y, 2) dz dz + fi(z,y, 2) dz dy).
P R2
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DEFINICE. Necht P je hladkd orientovand plocha a f : P — R? ma soufadnice
(f1, f2, f3)- Pak se definuje plo$ny integral 2.druhu funkce f ptfes P rovnosti

/f dn :/ (fl(xayaz) dy dZ+f2(£C,y,Z) dz dZ—f—fg(l’,y,Z) dz dy)
P R2

\/

Integrdl na pravé strané je souctem tif integrdlii a kazdy lze brat pies projekci plochy
P do prislusné roviny (yz nebo xz nebo xy resp.).

\

LEKCE23-IPL
plochy
uzaviend plocha
spojeni ploch
hladka plocha
kraj plochy
po castech hladka
plocha
jedn.uzaviena
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smérové kosiny
popis 1.dr.
plos$ny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
objem pomoci ploS.int.
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



DEFINICE. Necht P je hladkd orientovand plocha a f : P — R? ma soufadnice
(f1, f2, f3). Pak se definuje plo$ny integral 2.druhu funkce f ptfes P rovnosti

/f dn :/ (fl(ilf,y,Z) dy dZ+f2(CU,y,Z) dz dZ—f—fg(ZC,y,Z) dz dy)
P R2

\/

Integrdl na pravé strané je souctem tif integrdlii a kazdy lze brat pies projekci plochy
P do prislusné roviny (yz nebo xz nebo xy resp.).

\

V definici je pro jednoduchost uvedena integrace pies celou rovinu (rozumi se, Ze
integrovand funkce se dodefinuje nulou ve zbyvajicich bodech).

=)

LEKCE23-IPL
plochy

uzaviend plocha

spojeni ploch

hladka plocha

kraj plochy

po castech hladka

plocha
jedn.uzaviend
plocha

orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.

smerové kKosiny

popis 1.dr.
plos$ny integral 2.dr.

vlastnosti 2.dr.

popis 2.dr.

vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
objem pomoci ploS.int.
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
1234
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789

6789

()]



Tedy napriklad  pokud
"kapalina proudi"pouze ve
sméru osy x (tedy pouze f;
je nenulova), pak naptiklad
u cedniku ve tvaru polosféry
bude integral zaviset pouze
na jejim primétu do roviny
Yz

LEKCE23-IPL
plochy
uzaviend plocha
spojeni ploch
hladka plocha
kraj plochy
po castech hladka
plocha
jedn.uzaviena
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smérové kosiny
popis 1.dr.
plos$ny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
objem pomoci ploS.int.
STANDARDY
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Opét se snadno ukdze:

POZOROVANI. Nasledujici 3 rovnosti plati, jakmile maji smysl pravé strany.
1. [p(af(S)+ Bg(S))dS = afc f(S)dS + chg(S) ds;
2. fP1+P2f(S) dS = fP1f(S) dS+fP2f(S) ds;
3. |_p f(S)dS = [, f(S)dS;

LEKCE23-IPL
plochy
uzaviend plocha
* spojeni ploch
hladka plocha
kraj plochy
po castech hladka
plocha
jedn.uzaviena
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smérové kosiny
popis 1.dr.
plos$ny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
objem pomoci ploS.int.
STANDARDY
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Podle uvedené definice plosného integralu 2.druhu vSak nelze integral vétSinou primo
pocitat, protoZe napf. [n»(fi(z,y, z) dy dz obsahuje i proménnou z, kterd zdvisi na y a
z.

\

LEKCE23-IPL
plochy
uzaviend plocha
spojeni ploch
hladka plocha
kraj plochy
po castech hladka
plocha
jedn.uzaviend
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smerové kKosiny
popis 1.dr.
plos$ny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
objem pomoci ploS.int.
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Podle uvedené definice plosného integralu 2.druhu vSak nelze integral vétSinou primo
pocitat, protoZe napf. [n»(fi(z,y, z) dy dz obsahuje i proménnou z, kterd zdvisi na y a
z.

\

Tato zavislost se musi do integralu dosadit.

\

LEKCE23-IPL
plochy
uzaviend plocha
spojeni ploch
hladka plocha
kraj plochy
po castech hladka
plocha
jedn.uzaviend
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smerové kKosiny
popis 1.dr.
plosny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
objem pomoci ploS.int.
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Podle uvedené definice plosného integralu 2.druhu vSak nelze integral vétSinou primo
pocitat, protoZe napf. [n»(fi(z,y, z) dy dz obsahuje i proménnou z, kterd zdvisi na y a
z.

\

Tato zavislost se musi do integralu dosadit.

\

Pouzije se véta o substituci na jednotlivé Casti integralu podle toho, jak je plocha P
zadana.

\

LEKCE23-IPL
plochy
uzaviend plocha
spojeni ploch
hladka plocha
kraj plochy
po Castech hladka
plocha
jedn.uzaviend
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smérové kosiny
popis 1.dr.
plosny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
objem pomoci ploS.int.
STANDARDY
Pozndmky

Ptiklady
Otéazky
Cviceni

Uceni



Podle uvedené definice plosného integralu 2.druhu vSak nelze integral vétSinou primo

pocitat, protoZe napf. [n»(fi(z,y, z) dy dz obsahuje i proménnou z, kterd zdvisi na y a
z.

\

Tato zavislost se musi do integralu dosadit.

\

Pouzije se véta o substituci na jednotlivé Casti integralu podle toho, jak je plocha P
zadana.

\

Je vhodné si1 uvédomit, Ze
kladna strana grafu funkce

je horni strana.

LEKCE23-IPL
plochy
uzaviend plocha
spojeni ploch
hladka plocha
kraj plochy
po castech hladka
plocha
jedn.uzaviend
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smerové kKosiny
popis 1.dr.
plos$ny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
objem pomoci ploS.int.
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



VETA. Necht f: P — R? je funkce definovana na hladké plose P.
1. Necht’ je plocha P grafem funkce g definované na mnoziné A. Pak

0

Lfds — [4<_f1(x7yag<$7y)>a_i dx dy_f2<$7yvg<xay)>g_g dx dy+f3($,y,g<$,

9. Niglhi? e gllvls 2 mriss e e fleem v, ), o 5a e AL Pk
/P fdS = + /A £, ), 9, ), 7, 0)) T (W, 7) du do
L /A Faleo(t, ), v), (1, 0)) T (0, 7) du dv
£ [ el o), 6w, 0) rw,0) (e, ) du do.

kde znaménka pred integrdly se ur¢i podle souhlasu orientace plochy s obvyklou
orientaci souradnicovych mnoZin.

\




VETA. Necht f: P — R3 je funkce definovana na hladké plose P.

1. Necht’ je plocha P grafem funkce g definované na mnoziné A. Pak

0 0

9 9
p

0x Yy

2. Necht’ je plocha P urena parametricky funkcemi ¢, ¢, 7 na mnoziné A. Pak

fds = / filo(u,v), Y(u,v), 7(u,v))J (Y, 7) du dv

JP

+ /jz u, v), Y(u,v), 7(u,v))J(p,7) du dv
+ /fg,(ap(u,?)),?/)(u,1}),7‘(7L,?)))J(99,1/}) du dv,
JA

kde znaménka pred integraly se urCi podle souhlasu orientace plochy s obvyklou
orientaci souradnicovych mnozin.

\/

Posledni véta o urCeni znaménka znamend, napf. pro posledni integral na pravé strané,
ze znaménko bude stejné jako znaménko Jakobianu .J (¢, 1), pokud pfi pohledu seshora
na rovinu zy vidime kladnou stranu plochy v néjakém vybraném bod¢, ve kterém se
néjaké jeho okoli na plose zobrazuje prosté na rovinu xy.

-—p

LEKCE23-IPL
plochy
uzaviend plocha
spojeni ploch
hladké plocha
kraj plochy
po castech hladka
plocha
jedn.uzaviena
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smérové kosiny
popis 1.dr.
plos$ny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
teziste desky
objem pomoci plos.int.
STANDARDY
Pozn4
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Podobné jako u kiivko-
vych integrali, i zde existuje
vztah mezi ploSnymi inte-
graly 1.druhu a 2.druhu. N&-
sledujici vzorec je ziejmy z
popisu obou integralt:

LEKCE23-IPL
plochy
uzaviend plocha
spojeni ploch
hladka plocha
kraj plochy
po castech hladka
plocha
jedn.uzaviena
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smérové kosiny
popis 1.dr.
plos$ny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
objem pomoci ploS.int.
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



\

POZOROVANI. Necht f: P — R? je funkce definovand na hladké ploSe P. Potom

/de:/(fl(I,y,Z)COS(X+f2<$,y,Z)COSﬁ—|—fS(I,y,Z)COS’7> dSa
P P

Podobné jako u kiivko-
vych integrali, i zde existuje
vztah mezi ploSnymi inte-
graly 1.druhu a 2.druhu. N&-
sledujici vzorec je ziejmy z
popisu obou integralt:

kde uvedené kosiny jsou smérové kosiny v bodech z P.

\

LEKCE23-IPL
plochy
uzaviend plocha
spojeni ploch
hladka plocha
kraj plochy
po castech hladka
plocha
jedn.uzaviena
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smérové kosiny
popis 1.dr.
plos$ny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
objem pomoci ploS.int.
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



\

POZOROVANI. Necht f: P — R? je funkce definovand na hladké ploSe P. Potom

/de:/(f1<$,y,Z)COS()é+f2<$,y72)0086—|—f3<$,y,Z)COS’7> dSa
P P

Podobné jako u kiivko-
vych integrali, i zde existuje
vztah mezi ploSnymi inte-
graly 1.druhu a 2.druhu. N&-
sledujici vzorec je ziejmy z
popisu obou integralt:

kde uvedené kosiny jsou smérové kosiny v bodech z P.

\

V integrdlu [, f dS lze tedy fdS chédpat jako skaldrni soucin vektoru f s vektorem

dS = (cos a, cos 5, cosy) dS
\

LEKCE23-IPL
plochy
uzaviend plocha
spojeni ploch
hladka plocha
kraj plochy
po castech hladka
plocha
jedn.uzaviena
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smérové kosiny
popis 1.dr.
plos$ny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
objem pomoci ploS.int.
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



\

POZOROVANI. Necht f: P — R? je funkce definovand na hladké ploSe P. Potom

/de:/(f1<$,y,Z)COS()é+f2<$,y72)0086—|—f3<$,y,Z)COS’7> dSa
P P

Podobné jako u kiivko-
vych integrali, i zde existuje
vztah mezi ploSnymi inte-
graly 1.druhu a 2.druhu. N&-
sledujici vzorec je ziejmy z
popisu obou integralt:

kde uvedené kosiny jsou smérové kosiny v bodech z P.

\

V integrdlu [, f dS lze tedy fdS chédpat jako skaldrni soucin vektoru f s vektorem

dS = (cos a, cos 5, cosy) dS
\

LEKCE23-IPL
plochy
uzaviend plocha
spojeni ploch
hladka plocha
kraj plochy
po castech hladka
plocha
jedn.uzaviena
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smérové kosiny
popis 1.dr.
plos$ny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
objem pomoci ploS.int.
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Tedy dS je normalovy vek-
tor k ploSe v daném bodé o
velikosti d.S.

LEKCE23-IPL
plochy
uzaviend plocha
spojeni ploch
hladka plocha
kraj plochy
po castech hladka
plocha
jedn.uzaviena
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smérové kosiny
popis 1.dr.
plos$ny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
objem pomoci ploS.int.
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Poznamky 3 :

Plo$né integrély 2.druhu se Casto definuji ,,po slozkdch", tj. integrél [ f; dy dz zv14st
a dalsi dva integraly také zvlast'. Vysledky se pak sectou.

\




Poznamky 3 :

Plo$né integrély 2.druhu se Casto definuji ,,po slozkdch", tj. integrél [ f; dy dz zv14st
a dalsi dva integraly také zvlast'. Vysledky se pak sectou.

\

Opét je tu ztracen vektorovy charakter a motivace, podobné jako u kiivkovych inte-
grala 2.druhu definovanych po slozkéch.

=)




I plos$né integrély 2.druhu lze definovat pomoci Riemannovych souctt.

Konec pozndmek 3.




Priklady 3 :

1. Spoctéte [,(y—z) dy dz+(z—x) dzdx+(z—y) dx dy, kde P je plocha {(z,y, 2); z =

V2 + 2,z € [0,1]}. [0]
=)




2. Spoététe [, dy dz/x + dzdx/y + dxdy/z, kde P je povrch elipsy z*/a* + y* /b* +
22/c? = 1.

=)




3. Spoctéte plosny integral 2.druhu funkce (zy,yz, xz) pies povrch krychle o délce
hrany 1, se stranami rovnob&znymi s rovinami soufadnic, prochazejici body (0, 0,0), (1, 1,
[3/2]

=)




4. Spoététe [,z dydz+ydzdx+zdxdy kde P = {(z,y,2);x+y+2z = a,2° +y° +
z? < a*} pro a > 0. PouZijte vyjadfeni pomoci plo§ného integrélu 1.druhu.

=)




5. Spottéte [, 0dydz + yzdzdx + 2% dxdy, kde P = {(z,y,2);y* + 2° = a*, 2z >
0,0 <z < a} jecast valce (a > 0). Pouzijte definici plosného integralu 2.druhu pomoci
skaldrniho sou¢inu s normélou. [2a*]

Konec piikladt 3.




Otazky 3 :

1. Ukazte vlastnosti uvedené hned po definici integralu, zvlasté zménu znaménka pfi
zméné orientace plochy. Proc€ tato situace nenastane u ploSného integralu 1.druhu?

-




2. Dokazte vztah mezi plosnymi integraly obou druhi.

Konec otazek 3.




Cviceni 3 :
Priklad. Vypoctéte integral
I:/ rxdydz + ydzdx + 2z dz dy,
M

kde M je sféra o poloméru a orientovana ve sméru vnéjsi normaly.

\




Cviceni 3 :
Priklad. Vypoctéte integral
I:/ rxdydz + ydzdx + 2z dz dy,
M

kde M je sféra o poloméru a orientovana ve sméru vnéjsi normaly.

{

Reseni. Substituci pfevedeme integrél do sférickych soufadnic.

\




Cviceni 3 :
Priklad. Vypoctéte integral

]:/ rdydz +ydzde + 2 dz dy,
M

kde M je sféra o poloméru a orientovana ve sméru vnéjsi normaly.

‘ LEKCE23-IPL
~ N / . / A . / / . /. A . loch
ReSeni. Substituci prevedeme integral do sférickych souradnic. e
spojeni ploch
hladké plocha
‘ kraj plochy
po castech hladka
plocha
jedn.uzaviena
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smérové kosiny

MnoZina je kulata a po- popis 1.dr.
larni soufadnice ndm prove- plosy integrfl 2.dr.

" 2. 2 . vlastnosti 2.dr.
dou "narovnani"do roviny. popis 2.dr.

vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes

t¢zisté desky

‘ objem pomoci plos.int.
STANDARDY
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789




Cviceni 3 :
Priklad. Vypoctéte integral

]:/ rdydz +ydzde + 2 dz dy,
M

kde M je sféra o poloméru a orientovana ve sméru vnéjsi normaly.

'

ReSeni. Substituci prevedeme integral do sférickych souradnic.

\/

Mnozina je kulatd a po-
larni souradnice ndm prove-
dou "narovnani"do roviny.

4

Polozme tedy
o(u,v) = acosucosv, P(u,v)=asinucosv, 7(u,v)=asinuv,
kde

e (-mm), ve(-3,3)
Uu — 7. 7T () ——_ = || 4
b 9 272

LEKCE23-IPL
plochy
uzaviend plocha
spojeni ploch
hladké plocha
kraj plochy
po castech hladka
plocha
jedn.uzaviena
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smérové kosiny
popis 1.dr.
plos$ny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
teziste desky
objem pomoci plos.int.
STANDARDY
Pozn4
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789






Potom

I =/xdydz+ydzdx+zdxdy=
M

H

s
— @ / ( / (cos? u cos® v 4 sin? u cos® v + sin® v cos v) dv) du =

us
2

m 3
:/ (/ cosvdv) du = 4ma?,

coz jsme meli spocitat.

\




rdydz+ydzdr + 2dxrdy =

. (T[T , (
= a’ ( (cos® u cos® v + sin” u cos” v 4 sin” v cos v) dv) du
7r 5 ,
= ( COS v dv) du = 47a”,

coZ jsme méli spocitat.

\

Problémy se zde nemohou
objevit.

LEKCE23-IPL
plochy
uzaviend plocha
spojeni ploch
hladké plocha
kraj plochy
po castech hladka
plocha
jedn.uzaviena
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smérové kosiny
popis 1.dr.
plos$ny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
teziste desky
objem pomoci plos.int.
STANDARDY
Pozn4
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



rdydz+ydzdr + 2dxrdy =

. (T[T , (
= a’ ( (cos® u cos® v + sin” u cos” v 4 sin” v cos v) dv) du
7r 5 ,
= ( COS v dv) du = 47a”,

coZ jsme méli spocitat.

\

Problémy se zde nemohou
objevit.

LEKCE23-IPL
plochy
uzaviend plocha
spojeni ploch
hladké plocha
kraj plochy
po castech hladka
plocha
jedn.uzaviena
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smérové kosiny
popis 1.dr.
plos$ny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
teziste desky
objem pomoci plos.int.
STANDARDY
Pozn4
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Protoze jsem tu taky ja.




Konec cvicCeni 3.




GAUSSOVA-OSTROGRADSKEHO VETA




GAUSSOVA-OSTROGRADSKEHO VETA
'

Greenova véta prevadi kiivkovy integral po jednoduse uzaviené kiivce na integral pres
vnitrek této kiivky.

\

LEKCE23-IPL
plochy
uzaviend plocha
spojeni ploch
hladka plocha
kraj plochy
po castech hladka
plocha
jedn.uzaviena
plocha
orientace plochy
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Greentv vzorec mél dvé podoby: pro kfivkovy integral ze skaldrniho soucinu s teCnym
vektorem nebo s normélovym vektorem.

\

LEKCE23-IPL
plochy
uzaviend plocha
spojeni ploch
hladka plocha
kraj plochy
po castech hladka
plocha
jedn.uzaviena
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smérové kosiny
popis 1.dr.
plos$ny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
objem pomoci ploS.int.
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Greentv vzorec mél dvé podoby: pro kfivkovy integral ze skaldrniho soucinu s teCnym
vektorem nebo s normélovym vektorem.

\

Pro plosné integraly se musi LEKCE23-IPL
pouzit druhd varianta. B fon plocha
spojeni ploch
hladka plocha
kraj plochy
‘ po castech hladka
plocha
jedn.uzaviena
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smérové kosiny
popis 1.dr.
plos$ny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes

M

objem pomoci ploS.int.
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Greentiv vzorec mél dvé podoby: pro kfivkovy integral ze skaldrniho soucinu s teCcnym
vektorem nebo s normalovym vektorem.
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Pro plosné integraly se musi LEKCE23-IPL
pouzit druhd varianta. B fon plocha
spojeni ploch
hladké plocha
kraj plochy
‘ po castech hladka
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Greentiv vzorec mél dvé podoby: pro kfivkovy integral ze skaldrniho soucinu s teCcnym
vektorem nebo s normalovym vektorem.

\

Pro ploSné integraly se musi
pouzit druha varianta.

\

VETA. Necht G je oteviend podmnoZina prostoru a P je jednoduse uzaviena orien-
tovana plocha lezici i s vnittkem v G. Necht' f = (fi, fo, f3) je funkce G — R® majici
spojité parcidlni derivace na GG. Pak plati

$ (Alo,9.2)dy dot fola,y,2) dedz-+ oo, v, 2) dxdy) =
P)

[ (0RO OfsN .
— /{P < o 1 9y + o )(b\d} dz .

\

Diikaz je naznacen v Pozndmkdch a Otdzkdch.
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Jak budou vypadat strany
rovnosti z véty pro tento jed-
noduchy priklad?

o,
&

—3 f(xpz)=(x00)
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Podobné jako Greenova véta, da se 1 Gaussova—Ostrogradského véta vyslovit pro ko-
necnd sjednoceni ploch.
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necnd sjednoceni ploch.
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Poznadmky 4 :

V Otdzkdch je naznacCen ditkaz Gaussova—Ostrogradského vzorce pro kvadr. Myslenka
dikazu pro obecné pripustné téleso je obdobna jako v pripadé Greenovy véty:

\
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Poznamky 4 :

V Otdzkdch je naznaCen dliikaz Gaussova—Ostrogradského vzorce pro kvadr. MySlenka
dikazu pro obecné pripustné téleso je obdobna jako v pripadé Greenovy véty:

\

T¢Eleso se pokryje neprekryvajicimi se kvadry a integral pres téleso je soucet integralt
pres jednotlivé kvadry, které se vyjadii podle jiz dokdzaného vzorce jako ploSné inte-
graly 2.druhu pres povrch kvadrt.

\

Vzhledem k opacnym orientacim se plosné integraly pres jednotlivé steny vyrusi
se ocekavat, Ze zbude plosny integral pres hranici tclesa.

\

Pokud se hranice télesa sklada z obdélnik rovnobéznych se soufadnicovymi rovi-
nami, je zieyme posledni véta predchoziho odstavce platna. To bude ptipad, Ze se pouzilo
konecné mnoho pokryvacich kvadri.

\
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Poznamky 4 :

V Otdzkdch je naznaCen dliikaz Gaussova—Ostrogradského vzorce pro kvadr. MySlenka
dikazu pro obecné pripustné téleso je obdobna jako v pripadé Greenovy véty:

\

T¢Eleso se pokryje neprekryvajicimi se kvadry a integral pres téleso je soucet integralt
pres jednotlivé kvadry, které se vyjadii podle jiz dokdzaného vzorce jako ploSné inte-
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\

Vzhledem k opacnym orientacim se plosné integraly pres jednotlivé steny vyrusi
se ocekavat, Ze zbude plosny integral pres hranici tclesa.

\

Pokud se hranice télesa sklada z obdélnik rovnobéznych se soufadnicovymi rovi-
nami, je zieyme posledni véta predchoziho odstavce platna. To bude ptipad, Ze se pouzilo
konecné mnoho pokryvacich kvadri.

\

Nyni staci uvazit, ze az na libovolné ¢ lze jak trojrozmérny integral tak i1 potfebny
plosny integral nahradit integraly pres takove konecné sjednocent, resp. pres jeho hra-
nici.
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Gaussova—Ostrogradského vzorec ma Siroké pouziti v prirodnich védach. Napft. po-
moci tohoto vzorce Ize odvodit Archimedtv zakon.

\
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Gaussova—Ostrogradského vzorec ma Siroké pouziti v prirodnich védach. Napft. po-
moci tohoto vzorce 1ze odvodit Archimediv zakon.
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Pouziva se 1 v teorii gravi- L

tace. uzaviend plocha
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hladké plocha
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Kdo je ten Gravitac?
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Pomoci Gaussova—Ostrogradského vzorcese da ukazat, ze harmonicka funkce f(z, y, z)
na télese s hranici tvaru jednodusSe uzaviené plochy, je jednozna¢né urCena svymi hod-

notami na hranici. (f se nazyva harmonickd, pokud (%)2 + (3—5)2 + (%)2 =0.)
\




Pomoci Gaussova—Ostrogradského vzorcese da ukazat, Zze harmonicka funkce f(z, y, 2)
na télese s hranici tvaru jednoduse uzaviené plochy, je jednoznacné urCena svymi hod-

notami na hranici. (f se nazyva harmonicka, pokud (%)2 E (2—5)2 + (%)2 =0.)
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Priklady 4 :

1. Vypo&téte plosny integral 2.druhu z funkce (z,y, 2) na sféfe 22 + y? + 22 = a?

pomoci Gaussovy—Ostrogradského véty.

=)




2. Pomoci Gaussovy—Ostrogradského véty vypoctéte plosny integrél 2.druhu z funkce
(xy,yz, xz) na povrchu krychle o délce hrany 1, se stranami rovnob&Zznymi s rovinami
soufadnic, prochazejici body (0, 0,0), (1,1, 1). [3/2]

Konec ptikladi 4.




Otazky 4 :

Dokazte Gaussiv—Ostrogradského vzorec pro kvadr K se st€énami rovnobéznymi s
rovinami soufadnic, tj. pro K = [a, b] X [c, d] X [p, q].
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Dékuji :-)
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Konec otazek 4.

Kdo je hravy analytik, ten to
hravé zvladne.
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STOKESOVA VETA




STOKESOVA VETA

Greenovu vétu lze prenést
o dimenzi vySe jesté jednim
zpuisobem, a to na prostoro-
vou kiivku, ktera je hranici
n¢jaké plochy.
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Na rozdil od Gaussovy—Ostrogradského véty se bude v tomto pripadé€ vychazet z Gre-

STOKESOVA VETA

Greenovu vétu lze prenést
o dimenzi vySe jesté jednim
zpuisobem, a to na prostoro-
vou kiivku, ktera je hranici
néjaké plochy.

enova vzorce pro skalarni soucin funkce a tecného vektoru:

\
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Na rozdil od Gaussovy—Ostrogradského véty se bude v tomto pripadé vychazet z Gre-

STOKESOVA VETA

Greenovu vétu lze prenést
o dimenzi vySe jesté jednim
zpuisobem, a to na prostoro-
vou kiivku, ktera je hranici
néjaké plochy.

enova vzorce pro skalarni soucin funkce a tecného vektoru:

\

VETA. Necht C je jednoduse uzaviena kiivka v prostoru, kterd je krajem po Castech
hladké plochy +C'. Necht C' 1 (C lezi v oteviené mnoziné (G, na které je definovdna

funkce f = (f1, f2, f3) : G — R majici spojité parcidlni derivace na G. Pak plati

[((

0fs

oy

f(h(fﬂ, y,2) dx + fa(z,y, 2) dy + f3(z,y,2) dz) =
C

df
0z

)

dy dz +

( (98];1 83{; > dxdz + ( ik

Ox

dfi

dy

) dx dy
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Podobné jako Greenova véta, da se 1 Stokesova véta vyslovit pro plochy majici za kraj
konecna sjednoceni jednodusSe uzavienych krivek v prostoru.

\




Podobné jako Greenova veéta, da se 1 Stokesova véta vyslovit pro plochy majici za kraj
konecnd sjednoceni jednoduse uzavienych kiivek v prostoru.

\
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Priklady 5 :

1. Vypottéte pomoci Stokesovy véty §,(y dx+z dy+a dz) pies kruznici {(z, y, 2); 2°+
Y +22=r z+y+2z=0}

%

B




2. Vypottéte pomoci Stokesovy véty §,.(y* dx+ z* dy +2* dz) pies obvod trojihelnika
s vrcholy (0,1,1),(1,0,1),(1,1,0) a to jak ptes ,vnitiek" tohoto trojihelnika, tak pfes
ti1 trojuhelniky spojujici vzdy dva vrcholy s pocatkem.

=)




3. Vypoctéte pomoci Stokesovy véty plosny integrdl z funkce (y, —z,0) pfes horni
polosféru {(z,y, 2); 2° + y* + 22 = r?, 2z > 0}.

\




3. Vypoctéte pomoci Stokesovy véty plosny integrdl z funkce (y, —z,0) pfes horni
polosféru {(z,y, 2); 2° + y* + 22 = r?, 2z > 0}.

\

Ziskany ktivkovy integrél spoCtéte pomocé Greenovy vety.

Konec prikladi 5.




Otazky 5 :

Dokazte Stokesovu vétu na-
sledujicim postupem.
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Otazky 5 :

\

Dokazte Stokesovu vétu na-
sledujicim postupem.

Pro jednoduchost predpokladejte fo = f3 = 0.

\/
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Otazky 5 :

\

Dokazte Stokesovu vétu na-
sledujicim postupem.

Pro jednoduchost predpokladejte fo = f3 = 0.

\

Necht’ md (C' parametrizaci ® = (p(u,v), ¥ (u,v),7(u,v)) n

¢, d] aobvod I se zobrazi na kiivku C' pomoci 4 zobrazeni CD(t,

na [0, 1].
\

mtervalu I =]
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Otazky 5 :

Dokai}te/ Stokesovu vetu na-
sledujicim postupem.

\
Pro jednoduchost predpokladejte fo = f3 = 0.

\

Necht’ ma (C' parametrizaci ® = (p(u,v), ¥ (u,v), 7(u,v)) na intervalu I = [a, b] X
¢, d] aobvod I se zobrazi na kiivku C' pomoci 4 zobrazeni CD(t, 0), d(1,¢), d(¢, 1), P(0, 1)
na [0, 1].

\

Vyjadfete integral ¢.(fi(z,y, z)dx podle definice pomoci zobrazeni z obvodu I a
dostanete §,.(fip. du + fip, dv).

=)
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Na tento integral pouzijte Greenovu vétu a dostanete

/I(flz(w(uyv),w(U,v),T(u,v))J(r, o) du dv+

B /I (F1y (2, 0), (1, 0), 7 (2, 0)) T (0, ) lu .




Na tento integral pouzijte Greenovu vétu a dostanete

[ (ot ) 0,0 ) e
_/I(f1y(90(u,v),w(U,v),T(ujv))J(%w) du dv
|

Srovnejte tento vysledek s popisem plosného integralu 2.druhu pomoci parametrizace
(pozor na znaménka). Méli byste dostat [ . flz(x,y, z) dzdx — fi,(z,y, z) dxdy.

\




Na tento integral pouzijte Greenovu vétu a dostanete

[ (e, 0, ), 70, 00) 7 9) s ot
_/I(fly(SO(U,U>,w(U,v),T(ujv))J(%w) e
}

Srovnejte tento vysledek s popisem plosného integralu 2.druhu pomoci parametrizace
(pozor na znaménka). Méli byste dostat [ . flz(x,y, z) dzdx — fi,(z,y, z) dxdy.

\

TotézZ se provede pro funkce (0, f5,0) a (0,0, f3) a vysledky se seCtou.




Rozmyslete si  Stokesovu
vetu. BTW, nechcete si vy-
myslet svoji vétu?
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Konec otazek 5.

Rozmyslete si  Stokesovu
vetu. BTW, nechcete si vy-
myslet svoji vétu?

Moje véta? Pockam do jara,
jestli na Stokesové vété néco
nevyrasi.
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POUZITI PLOSNYCH INTEGRALU




POUZITI PLOSNYCH INTEGRALU
'

Obdobné¢ jako u kfivkovych integralli, se nyni daji pocitat velikosti ploch a jejich té-
ZiSté.

\/
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POUZITI PLOSNYCH INTEGRALU
'

Obdobné¢ jako u kfivkovych integralli, se nyni daji pocitat velikosti ploch a jejich té-
ZiSté.

\/

Pro tuto velikost bude pouZzivan termin mira.
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POUZITI PLOSNYCH INTEGRALU
'

Obdobné¢ jako u kfivkovych integralli, se nyni daji pocitat velikosti ploch a jejich té-
ZiSté.

\/

Pro tuto velikost bude pouZzivan termin mira.
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jedn.uzaviena

Mira ani t€ziSté ploch ne- plocha

2 A 0L 7% orientace plochy
byly d_eﬁnovan}i, ngsledujlcl st P ot
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DEFINICE.
1. Mira po ¢astech hladké plochy P je rovna [ p dS.

2. Hmotnost zakfivené desky ve tvaru po ¢astech hladké plochy P je rovna [ phds,
kde A je funkce na P udavajici hustotu.

3. Téziste zaktivené desky ve tvaru po Castech hladké plochy P majici hustotu & ma

souradnice
fpazhdS T :fpyhdS T fpzh dS

xr ) Y )y 2 T )
m m m LEKCE23-IPL
g plochy
kde m je hmotnost desky. wzowiend plocha
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DEFINICE.
1. Mira po ¢astech hladké plochy P je rovna [ p dS.

2. Hmotnost zakfivené desky ve tvaru po ¢astech hladké plochy P je rovna [ phds,
kde A je funkce na P udavajici hustotu.

3. Téziste zaktivené desky ve tvaru po Castech hladké plochy P majici hustotu & ma

souradnice
fpxhdS T :fpyhdS T fpzhdS

x — = 4ty 9 <2 T )

m m m LEKCE23-IPL
o plochy
kde m je hmotnost desky. uzaviend plocha

spojeni ploch

hladka plocha

kraj plochy
‘ po castech hladkd
plocha
jedn.uzaviena

V integrélech se musi za x, y, z, d.S dosadit prisluSné vyrazy podle toho, jak je plocha blocha

A orientace plochy
P popsana. plo¥ny integrdl 1.druhu

vlastnosti 1.dr.
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DEFINICE.
1. Mira po ¢astech hladké plochy P je rovna [ p dS.

2. Hmotnost zakfivené desky ve tvaru po ¢astech hladké plochy P je rovna [ phds,
kde A je funkce na P udavajici hustotu.

3. Téziste zaktivené desky ve tvaru po Castech hladké plochy P majici hustotu & ma

souradnice
fpxh ds T fpyh ds T _ fpzh dS

wm ) Y )y =2 )

m m m

kde m je hmotnost desky.

\

V integrélech se musi za x, y, z, d.S dosadit prisluSné vyrazy podle toho, jak je plocha
P popsana.

'

Citatelé ve vzorcich pro t&Zisté jsou momenty (statické) plochy vzhledem k rovindm
Yz nebo xz nebo xy resp.

=
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Opét stejné jako u pouZziti Greenovy véty pro miry rovinnych obrazci, lze pouZit
Gaussovu—Ostrogradského vétu pro vypocet objemu télesa. Postup je zcela stejny.

\
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Opét stejné jako u pouZziti Greenovy véty pro miry rovinnych obrazci, lze pouZit
Gaussovu—Ostrogradského vétu pro vypocet objemu télesa. Postup je zcela stejny.

\

Je-li G oteviend podmnoZina prostoru majici za hranici uzavienou po Castech hladkou
plochu 0G, pak objem V (G) télesa GG (nebo jeho uzavéru G3) je roven

1
V(G)—/ ZL‘dde—/ ydxdz-/ zdxdy—gf (xdydz+ ydxdz + zdxdy) .
oG oG oG oG
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Poznamky 6 :

Stokesovu vétu lze pouzit na vypocet obsahu plochy kiivkovym integralem pres kraj
plochy (podobné¢ jako Greenovu vétu na vypocet obsahu rovinného obrazce pomoci kiiv-
kového integralu) — viz Otdzky. Tento pristup se prili§ nepouZziva.

—p




Obecné si muZeme zkusit
algebraickou formicku:
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Obecné si muZeme zkusit
algebraickou formicku:

(n.k)-rozmérna Greenova véta.
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Obecné si muZeme zkusit
algebraickou formicku:

(n.k)-rozmérna Greenova véta.

Obé  zobecnéni  Gree-
novy véty na Stokesovu a

Gaussovu—Ostrogradského
se zdaji byt zcela rizna
a nepodobnd. AvSak neni
tomu tak. Existuje obecna
véta, jejiz specialni pripady
jsou vSechny tfi uvedené
vety.
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\
%

\

\

Jsou vidét alespon dvé spolecné véci téchto vzorcli: integral pres geometricky ttvar se
prevadi na integral pres jeho hranici, priCemz na hranici se bere dana funkce a na celém

Obecné si muZeme zkusit
algebraickou formicku:

(n.k)-rozmérna Greenova véta.

Obé  zobecnéni  Gree-
novy véty na Stokesovu a

Gaussovu—Ostrogradského
se zdaji byt zcela rizna
a nepodobnd. AvsSak neni
tomu tak. Existuje obecna
véta, jejiz specialni pripady
jsou vSechny tfi uvedené
vety.
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utvaru se berou jist€ kombinace derivaci funkce.




Obecna véta vypada nasledovné:

/dw:/ W,
P opP

kde P je k-dimenzionalni ,,hezkd" plocha v R" s ,hezkym" krajem 0P a w je tzv. (k—1)-
forma na P.

\




Obecna véta vypada nasledovné:

/dw:/ W,
P opP

kde P je k-dimenzionalni ,,hezkd" plocha v R" s ,hezkym" krajem 0P a w je tzv. (k—1)-
forma na P.

\

Podle definice mé k-forma w tvar | Z Jivin(@1, o) dayy .. da,
1] yeeesle

\




Obecna véta vypada nasledovné:

/dw:/ W,
P opP

kde P je k-dimenzionalni ,,hezkd" plocha v R" s ,hezkym" krajem 0P a w je tzv. (k—1)-
forma na P.

\

Podle definice mé k-forma w tvar | Z Jivin(@1, o) dayy .. da,
1] yeeesle

\

A samoziejmné O-forma je f(x1, ..., z,).

\




Obecna véta vypada nasledovné:

/dwz/ W,
P opP

kde P je k-dimenzionalni ,,hezkd" plocha v R" s ,hezkym" krajem 0P a w je tzv. (k—1)-
forma na P.

\

Podle definice mé k-forma w tvar | Z Jivin(@1, o) dayy .. da,
1] yeeesle

\

A samoziejmné O-forma je f(x1, ..., z,).

\

Potom




Obecnad véta vypada nasledovné:

/dwz/ W,
P opP

kde P je k-dimenzionalni ,,hezkd" plocha v R" s ,hezkym" krajem 0P a w je tzv. (k—1)-
forma na P.

\

Podle definice mé k-forma w tvar | Z Jivin(@1, o) dayy .. da,
1] yeeesle

\

A samoziejmné O-forma je f(x1, ..., z,).

¥

Potom ,

dw = Z (Z 8fz’1,...,ik dxl d.il]z d.fUZ ) c

. . 8[61 ! ¥
11,..,0 =1

\

Je-li plocha P dana parametricky pomoci z; = @;(uq, ..., ug), kde (uy, ...,ux) € D C
RF i =1,...,n, pak

/wI/ (fz‘l,...,ik(%(uh...,uk),...,gpn(ul,...,uk)J(goil,...,goik)) duy... duy, .
P D

kde J jsou prislusné Jakobidny.







Dosazenim rtiznych hodnot
pro 1 < k < n se dostanou
Znama tvrzeni:
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\

Pro k = n = 1 se dostane rovnost fab fl(x)dx = f(b) — f(a).

\/
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Dosazenim rtiznych hodnot
pro 1 < k < n se dostanou
Znama tvrzeni:

Pro k = n = 1 se dostane rovnost fab fl(x)dx = f(b) — f(a).

Pro &k = n = 2 se dostane Greenova véta.
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Dosazenim rtiznych hodnot
pro 1 < k < n se dostanou
Znama tvrzeni:

\

Pro k = n = 1 se dostane rovnost fab fl(x)dx = f(b) — f(a).

\/

Pro &k = n = 2 se dostane Greenova véta.

\/

Pro £ = n = 3 se dostane Gaussova—Ostrogradského véta.

\
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Dosazenim rtiznych hodnot
pro 1 < k < n se dostanou
Znama tvrzeni:

\

Pro k = n = 1 se dostane rovnost fab f'(x)dx = f(b) — f(a).

\/

Pro &k = n = 2 se dostane Greenova véta.

\/

Pro £ = n = 3 se dostane Gaussova—Ostrogradského véta.

\

Pro k£ = 2,n = 3 se dostane Stokesova véta.
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OzkousSejte, co se dostane v
pfipadech k =1,n =2,k =
I,n=3.
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OzkousSejte, co se dostane v
pfipadech k =1,n =2,k =
I,n=3.

Pochopil jsem jediné, Zze
dxl dCL’Q = — dSUQ dIl a
tedy dz; dx; = 0. Smysl mi
to nedava.
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OzkousSejte, co se dostane v
pfipadech k =1,n =2,k =
I,n=3.

Pochopil jsem jediné, Zze
d:L’l dSL’Q = — dSUQ d[I?l a
tedy dz; dx; = 0. Smysl mi
to nedava.

CitiS tam to "vektorovo'a
"algebraicno"? To délali al-

gebraicky skfitci a to se pak
nediv ...
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Konec pozndmek 6.




Priklady 6 :

YV * v




YV WV v

hustotu v bodé (x, y, z) rovnou z.

=)




3. Vypoctéte objem koule pomoci kfivkovych integralii.

Konec prikladi 6.




Otazky 6 :

1. Ovéite vzorce pro objem V' (G) télesa G pomoci kiivkovych integrali.




2. Najdéte vzorce pro vypocet obsahu plochy pomoci kiivkového integralu pres kraj
plochy.

\




2. Najdéte vzorce pro vypocet obsahu plochy pomoci kiivkového integralu pres kraj
plochy.

\

Ve Stokesové véte se musi nejdiive ploSny integral 2.druhu prevést na ploSny integral
1.druhu (napf. pomoci smérovych kosinti).

\




2. Najdéte vzorce pro vypocet obsahu plochy pomoci kiivkového integralu pres kraj
plochy.

\

Ve Stokesové véte se musi nejdiive ploSny integral 2.druhu prevést na ploSny integral
1.druhu (napf. pomoci smérovych kosinti).

\

Pak se musi zvolit funkce f tak, aby odpovidajici funkce v ziskaném plo$ném integralu
1.druhu byla rovna 1.

\




2. Najdéte vzorce pro vypocet obsahu plochy pomoci kfivkového integrdlu pres kraj
plochy.

\

Ve Stokesove veéte se musi nejdiive ploSny integral 2.druhu prevést na plosny integral
1.druhu (napt. pomoci smérovych kosint).

\

Pak se musi zvolit funkce f tak, aby odpovidajici funkce v ziskaném plosSném integralu

l.druhu byla rovna 1. LEKCE23-IPL
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Konec otazek 6.






STANDARDY z kapitoly

PLOSNE INTEGRALY
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PLOCHY




PLOCHY

Parametrizace plochy je
vlastné udé€lani dvojrozmér-
ného planu.
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PLOCHY

Parametrizace

plochy je

vlastné udé€lani dvojrozmér-

ného planu.
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Musi se vlastn€ dand plocha
"osahat".
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/2

Musi se vlastn€ dand plocha
"osahat".

| %1 2n

—-m/2

sféra

LEKCE23-IPL
plochy
uzaviend plocha
spojeni ploch
hladké plocha
kraj plochy
po castech hladka
plocha
jedn.uzaviena
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smérové kosiny
popis 1.dr.
plos$ny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
objem pomoci plos.int.
STANDARDY
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Plocha je mnoZina {(¢(u, v), ¥(u, v), 7(u, v)); (u, v) € 1}, kde p(u,v), Y(u, v), 7(u, v)
jsou realné spojité funkce definované na néjakém omezeném intervalu / v roving.

\
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Plocha je mnoZina {(¢(u, v), ¥(u, v), 7(u, v)); (u, v) € 1}, kde p(u,v), Y(u, v), 7(u, v)
jsou realné spojité funkce definované na néjakém omezeném intervalu / v roving.

\

Predchozi plocha se nazyva uzaviena, jestlize I je uzavieny a vSechny body z hranice
I se zobrazi do jediného bodu.

-
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Necht P, P, jsou plochy zadané na intervalech Iy, [5 resp., které maji spolecnou
jednu svou stranu. Spojeni ploch P, P je pak jejich sjednoceni definované na [, U I5.
/Znacise P, + P.

\
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Necht P, P, jsou plochy zadané na intervalech Iy, [5 resp., které maji spolecnou
jednu svou stranu. Spojeni ploch P, P je pak jejich sjednoceni definované na [, U I5.
/Znacise P, + P.

\

Indukci 1ze tento pojem zavést pro spojeni kone¢né mnoha ploch.
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Plocha zadana parametry ¢(u,v), ¥ (u,v), 7(u,v) na intervalu I se nazyva hladka,
jestlize plati:

1. funkce ¢, v, 7 maji spojité prvni parciadlni derivace na /;

2. pro kazdé (u,v) € I ma matice

99 O Oor
o 8 o
ov Ov Ov
hodnost 2; LEKCE23-IPL

v 1. . - 1. . q- v L. plochy
3. kazdy bod plochy je obrazem jediného bodu (u,v) € I s jedinou moZnou vyjimkou: 1l
o o P spojeni ploc
obrazy bodu z hranice / mohou splyvat. hladké plocha
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Pro dalsi ¢ast je dilezity po-
jem kraj plochy P.
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\

Kraj plochy se nékdy nazyv4 hranice, ale pak je nutné odliSovat hranici plochy v R?

Pro dalsi ¢ast je dilezity po-
jem kraj plochy P.

(to je obvykle cela plocha) a hranici, kterd se tu nazyva kraj.

\
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\

Kraj plochy se nékdy nazyv4 hranice, ale pak je nutné odliSovat hranici plochy v R?

Pro dalsi ¢ast je dilezity po-
jem kraj plochy P.

(to je obvykle cela plocha) a hranici, kterd se tu nazyva kraj.

\

Pro predstavu si vezméte kruh, jakkoli polozeny v prostoru, tieba i zvinény. Je jasné,

co znamena kraj tohoto obrazce.

\
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Pro dalsi ¢ast je dilezity po-
jem kraj plochy P.

\

Kraj plochy se nékdy nazyv4 hranice, ale pak je nutné odliSovat hranici plochy v R?
(to je obvykle cela plocha) a hranici, kterd se tu nazyva kraj.

\

Pro predstavu si vezméte kruh, jakkoli polozeny v prostoru, tieba i zvinény. Je jasné,
co znamena kraj tohoto obrazce.

\

Plocha s prazdnym krajem je totéz, co uzaviena plocha.
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Po castech hladka plocha je spojeni kone¢né mnoha hladkych ploch.
\




Po castech hladka plocha je spojeni konecné mnoha hladkych ploch.
\/

Povrch krychle nebo vélce jsou piiklady po Castech hladké uzaviené plochy.

\/
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Po castech hladka plocha je spojeni konecné mnoha hladkych ploch.

\
Povrch krychle nebo vélce jsou piiklady po Castech hladké uzaviené plochy.

\

Kazda po Castech hladka plocha je parametricky zadana realnymi spojitymi funkcemi
gp(u v) w(u v) 7(u, v), které jsou definované na néjakém omezeném intervalu [ v ro-
ving€, pficemzZ ¢(u, v), Y(u,v), 7(u,v) maji spojité parcidlni derivace vSude v I kromé
konecné mnoha usecek.

-—p
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Po Castech hladka plocha P, parametricky zadana zobrazenim ® na uzavieném inter-
valu I, se nazyva jednoduse uzaviena jestlize ® je prosté na vnitrku /, konstantni na
hranici I s hodnotou riznou od hodnot na vnitrku /.

\
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Po Castech hladka plocha P, parametricky zadana zobrazenim ® na uzavieném inter-
valu I, se nazyva jednoduse uzaviena jestlize ® je prosté na vnitrku /, konstantni na
hranici I s hodnotou riznou od hodnot na vnitrku /.

\

JednodusSe uzaviena plocha P rozdé€luje prostor na dvé souvislé Casti, jednu omeze-
nou, zvanou vnitiek (znadeni ¢ P) a druhou neomezenou.

=)
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Orientace plochy znamend, Ze 1ze mluvit o dvou strandch plochy, jedna se oznaci za

kladnou a druhd za zapornou.

=)
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Ne vSechny plochy lze ori-
entovat — typickou neorien-
tovatelnou plochou je Mo-
bitlv list.
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Je-1i plocha orientovana, norméla vzdy smeéfuje nad kladnou stranu.

\




Je-li plocha orientovana, normala vzdy smétuje nad kladnou stranu.

\

U jednoduse uzavrenych ploch, pokud neni stanoveno jinak, se za kladnou stranu bere
vnejsi strana a normala tedy sméruje ven, nikoli dovnitf.

\/
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Je-li plocha orientovana, normala vzdy smétuje nad kladnou stranu.

\

U jednoduse uzavrenych ploch, pokud neni stanoveno jinak, se za kladnou stranu bere

vnejsi strana a normala tedy sméruje ven, nikoli dovnitf.

\/

U grafti funkci dvou proménnych se za kladnou stranu bere horni strana.

\
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Je-li plocha orientovana, normala vzdy smétuje nad kladnou stranu.

\

U jednoduse uzavrenych ploch, pokud neni stanoveno jinak, se za kladnou stranu bere
vnejsi strana a normala tedy sméruje ven, nikoli dovnitf.

\/

U grafti funkci dvou proménnych se za kladnou stranu bere horni strana.

\

Orientace hladké plochy znamen4, Ze v kazdém jejirn bod¢ je urCen smér normaély a to
spojitym zplusobem: jestlize pu]dete po jednoduse uzaviené kiivce na dané plose, musite
dojit do vychoziho bodu ve stejné poloze.

=
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Je-1i orientovand kiivka C' Casti kraje orientované plochy P, fika se, Ze obé orientace
jsou souhlasné, jestliZze pti chtizi po kiivce v kladném sméru a po kladné strané plochy,
mate plochu po levé strané.
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Je-1i orientovand kiivka C' Casti kraje orientované plochy P, fika se, Ze obé orientace
jsou souhlasné, jestlize pfi chizi po kfivce v kladném sméru a po kladné strané plochy,
mate plochu po levé strané.
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Nebude-li feCeno jinak, bude se vzdy predpokladat, ze plochy a jejich kraje jsou ori-  viastnosti Ldr

2 v smérové kosiny
entovany souhlasné. popis 1.dr.
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Musi se davat pozor pri orientaci po castech hladkych ploch, protoze ve styénych
hranach obecné neexistuji normaly.

\




Musi se davat pozor pri orientaci po castech hladkych ploch, protoze ve styCnych
hranach obecné neexistuji normaly.

\

Necht’ jsou jednotlivé spojované plochy orientovany a necht’ jejich kraje jsou uza-
viené kiivky, které jsou orientovany souhlasné s prisluSnymi plochami. Pak je celd plo-
cha orientovdna, jestlize Cdsti kraju, které se stykaji (pravé dvé) jsou navzdjem oriento-
vany opacné.
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PLOSNE INTEGRALY 1.DRUHU




PLOSNE INTEGRALY 1.DRUHU
'

V bod¢ (z,y, z) plochy se velmi mald ploska dS okolo tohoto bodu d4 povazovat za
rovinnou a zjisti se pomér jeji velikosti ku poméru jejtho primétu, napt. do roviny zy
(neni-li tento pramét dsecka nebo bod).

\/
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PLOSNE INTEGRALY 1.DRUHU
'

V bod¢ (z,y, z) plochy se velmi mald ploska dS okolo tohoto bodu d4 povazovat za
rovinnou a zjisti se pomér jeji velikosti ku poméru jejtho primétu, napt. do roviny zy
(neni-li tento pramét dsecka nebo bod).

\/

V roviné€ xy ma primét velikost dz. dy. Skute¢nd ploska ma velikost vétsi, ato d.S =
dz. dy/| cosv|, kde ~ je thel, ktery svird normala k plose v (z,y, z) s rovnobéZkou v
(x,y, z) s osou z v kladném sméru.

\
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PLOSNE INTEGRALY 1.DRUHU
'

V bod¢ (z,y, z) plochy se velmi mald ploska dS okolo tohoto bodu d4 povazovat za
rovinnou a zjisti se pomér jeji velikosti ku poméru jejtho primétu, napt. do roviny zy
(neni-li tento pramét dsecka nebo bod).

\/

V roviné€ xy ma primét velikost dz. dy. Skute¢nd ploska ma velikost vétsi, ato d.S =
dz. dy/| cosv|, kde ~ je thel, ktery svird normala k plose v (z,y, z) s rovnobéZkou v
(x,y, z) s osou z v kladném sméru.

\

Je nutné predpokladat, Ze | cosy| # 0, tj., Ze ploSka neni rovnobéZna s osou z.

Xy

LEKCE23-IPL
plochy

uzaviend plocha

spojeni ploch

hladka plocha

kraj plochy

po castech hladka

plocha
jedn.uzaviend
plocha

orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.

smerové kKosiny

popis 1.dr.
plos$ny integral 2.dr.

vlastnosti 2.dr.

popis 2.dr.

vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
objem pomoci ploS.int.
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
1234
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789

6789

()]






Podle druhé podminky definice hladkych ploch musi byt v kazdém bod€ plochy aspon
jeden uvedeny kosinus nenulovy.

\
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Podle druhé podminky definice hladkych ploch musi byt v kazdém bod€ plochy aspon
jeden uvedeny kosinus nenulovy.

\

Plocha se rozd€li na nejvySe tfi Casti, a v kazdé je jeden dany kosinus nenulovy. Inte-
gral pres plochu P je pak souctem integralli pres tyto ¢4sti.

\
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Podle druhé podminky definice hladkych ploch musi byt v kazdém bod€ plochy aspon
jeden uvedeny kosinus nenulovy.

\

Plocha se rozd€li na nejvySe tfi Casti, a v kazdé je jeden dany kosinus nenulovy. Inte-
gral pres plochu P je pak souctem integralli pres tyto ¢4sti.

\

Podle volby takové Casti se berou priméty i do rovin xz nebo yz a dostavaji se ve-
likosti plosek dx.dz/|cos (|, resp. dy.dz/|cos a|, kde thly 3, « jsou opét thly mezi
normaélou a prisluSnymi osami (y, resp. x). Kosiny téchto thla se nazyvaji smérové ko-
siny normaly.

=)
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Bude zadefinovan integral 1.
druhu pres projekci M plo-
chy na rovinu zy.
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Bude zadefinovan integral 1.
druhu pres projekci M plo-
chy na rovinu zy.

\

DEFINICE. Necht f je funkce zadand na hladké ploSe P, na které je v kazdém bodé
cos v # 0. Pak se definuje ploSny integrél 1.druhu funkce f pres plochu P jako

[rsyas= [ f(&%.
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\

DEFINICE. Necht f je funkce zadand na hladké ploSe P, na které je v kazdém bodé
cos v # 0. Pak se definuje plos$ny integral 1.druhu funkce f pfes plochu P jako

Bude zadefinovan integral 1.
druhu pres projekci M plo-
chy na rovinu zy.

[rsyas= [ f(&%.

\/

Na pravé strané je dvojrozmérny integral, v ném se za proménné S, x, y, ¥ musi dosa-

dit prislusné hodnoty (viz dale).

\
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Bude zadefinovan integral 1.
druhu pres projekci M plo-
chy na rovinu zy.

\

DEFINICE. Necht f je funkce zadand na hladké ploSe P, na které je v kazdém bodé
cos v # 0. Pak se definuje plos$ny integral 1.druhu funkce f pfes plochu P jako

[rsyas= [ f(&%.

\/

Na pravé strané je dvojrozmérny integral, v ném se za proménné S, x, y, ¥ musi dosa-
dit prislusné hodnoty (viz dale).

\

Pozadavek nenulovosti smérového kosinu Ize oslabit podminkou, Ze miize nabyvat 0
jen na malé mnozin€ (nulové).
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Uhel ~ se samozfejmé méni
spolu s bodem (x, y, z) a pro
vypocet plosSného integralu
je obvykle tfeba cos v vyjad-
it pomoci n€jakych sourad-
nic.
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Uhel ~ se samozfejmé méni
spolu s bodem (x, y, z) a pro
vypocet plosSného integralu
je obvykle tfeba cos v vyjad-
it pomoci n€jakych sourad-
nic.

\

VETA. Necht' plocha P je grafem funkce h(z, y). Potom

1

| cos 7y

ey
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Plochy vSak byvaji ponej-
vice zadany parametricky.
Tam je potfeba k piepoci-
tani ploSného elementu plo-
chy dS na plo$ny element
intervalu parametri du dov
zapotrebi velikost normalo-
vého vektoru n k plose v da-
ném bod¢.
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Plochy vSak byvaji ponej-
vice zadany parametricky.
Tam je potfeba k prepoci-
tani ploSného elementu plo-
chy dS na plo$ny element
intervalu parametri du dov
zapotrebi velikost normalo-
vého vektoru n k plose v da-
ném bod¢.

Necht je plocha P urCena parametricky funkcemi ¢, v, 7 na mnoZziné A. Pak norma-
lovy vektor n k plose je vektorovym soucinem vektort parcidlnich derivaci

ou’ Ou’ Ou

3 B aT) ’ ((9g0 o Ot
ov’ Ov’ v
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Plochy vSak byvaji ponej-
vice zadany parametricky.
Tam je potfeba k prepoci-
tani ploSného elementu plo-
chy dS na plo$ny element
intervalu parametri du dov
zapotrebi velikost normalo-
vého vektoru n k plose v da-
ném bodé.

Necht je plocha P urCena parametricky funkcemi ¢, v, 7 na mnoZziné A. Pak norma-
lovy vektor n k plose je vektorovym soucinem vektort parcidlnich derivaci

ou’ Ou’ Ou

ap az as
by by b3

3 B aT) ’ (3@ o Ot
ov’ Ov’ v

Vektorovy soucin vektorli a = (a1, a9,a3) = a1i + azj + ask a b = (b1, bo, b3)
bii + boj + b3k je definovéan

g a; as
N bl bs |J

_‘52 b3
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Nyni 1ze napsat prevod plosného integrdlu 1.druhu na obycCejny integral pres rovinnou
mnozinu.

VETA. Necht' f je funkce definovand na hladké ploge P.
1. Necht’ je plocha P grafem funkce h definované na mnoziné A. Pak

[r1a5= [ etz (32)'+

2. Necht’ je plocha P urCena parametricky funkcemi ¢, 1), 7 na mnoziné A. Pak

/Pf(S) dS = Af(w(u,v),zp(u,v),T(u,v)) In| du dv.

<%>2dxdy.







Priklad. Vypoctéte povrch koule B o poloméru a pomoci sférickych soutadnic.

\




Priklad. Vypoctéte povrch koule B o poloméru a pomoci sférickych souradnic.
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Mame vypocitat integral

0B

1dS.
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Priklad. Vypoctéte povrch koule B o poloméru a pomoci sférickych souradnic.

\

Mame vypocitat integral
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Priklad. Vypoctéte povrch koule B o poloméru a pomoci sférickych souradnic.
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Mame vypocitat integral
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Stéru 0B tedy parametrizujeme plochy
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5 5 spojeni ploch
o(u,v) = acosucosv, Y(u,v)=asinucosv, 7(u,v)=asinuv, Hladkd plocha
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kde po castech hladka
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Priklad. Vypoctéte povrch koule B o poloméru a pomoci sférickych souradnic.

\

Mame vypocitat integral

/ 1ds.
0B
¥ LEKCE23-IPL

Stéru 0B tedy parametrizujeme plochy
uzaviend plocha
5 5 spojeni ploch
o(u,v) = acosucosv, Y(u,v)=asinucosv, 7(u,v)=asinuv, Hladkd plocha
kraj plochy
kde po castech hladka

T T _ plocha .
edn.uzaviend
u E <_7T7 ﬂ-)’ (Y E (__, _) . Jplocha
% % orientace plochy

plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.

‘ smérové kosiny

s o o1 o o popis 1.dr.
Spocitame parcialni derivace plogny integrél 2.dr.

vlastnosti 2.dr.

popis 2.dr.
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Dostavame

T3
/ 1dS = a2/ / | cosv| dv du = 4ma*.
0B - J =5




Priklad. Zintegrujte funkci x + y + z pres povrch krychle.
\




Priklad. Zintegrujte funkci  + y + z pres povrch krychle.

\

Piklad. Vypoctéte [ > 22 dS, kde P je ¢ast kuZzele dan4 parametrizaci
T =Tcospsina,y =1rsinesina, 2 =17Ccos o,

r € [0,al, € 0,2n] aa € (0,7/2) je konstanta.

LEKCE23-IPL
plochy
uzaviend plocha
spojeni ploch
hladka plocha
kraj plochy
po castech hladka
plocha
jedn.uzaviena
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smérové kosiny
popis 1.dr.
plos$ny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
objem pomoci ploS.int.
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



PLOSNE INTEGRALY 2.DRUHU




PLOSNE INTEGRALY 2.DRUHU

Kiivkové integraly 2.druhu
vyjadiuji napr. tok kapaliny
danou kiivkou.
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PLOSNE INTEGRALY 2.DRUHU

Kiivkové integraly 2.druhu
vyjadiuji napr. tok kapaliny
danou kiivkou.

Plosné integraly 2.druhu bu-
dou vyjadrovat tok kapaliny
danou plochou.
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DEFINICE. Necht P je hladk4 orientovana plocha a f : P — R® m4 soufadnice
(f1, f2, f3)- Pak se definuje plo$ny integral 2.druhu funkce f ptfes P rovnosti

/ f.dn = / (fi(z,y,2) dy dz + fo(z,y, 2) dz dz + f3(z,y, 2) dz dy).
P R2
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DEFINICE. Necht P je hladk4 orientovana plocha a f : P — R® m4 soufadnice
(f1, f2, f3)- Pak se definuje plo$ny integral 2.druhu funkce f ptfes P rovnosti

/f dn :/ (fl(xayaz) dy dZ+f2(£C,y,Z) dz dZ—f—fg(l’,y,Z) dz dy)
P R2

\/

Integrdl na pravé strané je souctem tif integrdlii a kazdy lze brat pies projekci plochy
P do prislusné roviny (yz nebo xz nebo xy resp.).

\
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DEFINICE. Necht P je hladk4 orientovana plocha a f : P — R® m4 soufadnice
(f1, f2, f3). Pak se definuje plo$ny integral 2.druhu funkce f ptfes P rovnosti

/f dn :/ (fl(ilf,y,Z) dy dZ+f2(CU,y,Z) dz dZ—f—fg(ZC,y,Z) dz dy)
P R2

\/

Integrdl na pravé strané je souctem tif integrdlii a kazdy lze brat pies projekci plochy
P do prislusné roviny (yz nebo xz nebo xy resp.).

\

V definici je pro jednoduchost uvedena integrace pies celou rovinu (rozumi se, Ze
integrovand funkce se dodefinuje nulou ve zbyvajicich bodech).

\
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DEFINICE. Necht P je hladk4 orientovana plocha a f : P — R® m4 soufadnice
(f1, f2, f3). Pak se definuje plo$ny integral 2.druhu funkce f ptfes P rovnosti

/ f.dn = / 9,2 6y 8= o 2] s @ f{ ) B )
P R2

\/

Integrdl na pravé strané je souctem tif integrdlii a kazdy lze brat pies projekci plochy
P do prislusné roviny (yz nebo xz nebo xy resp.).

\

V definici je pro jednoduchost uvedena integrace pies celou rovinu (rozumi se, Ze
integrovand funkce se dodefinuje nulou ve zbyvajicich bodech).

\

Podle uvedené definice ploSného integrilu 2.druhu vSak nelze integrél vétSinou primo
pocitat, protoZe napf. [o»(fi(z,y,2) dy dz obsahuje i proménnou z, kterd zévisi na y a
z. Tato zdavislost se musi do integralu dosadit.

\
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DEFINICE. Necht P je hladk4 orientovana plocha a f : P — R® m4 soufadnice
(f1, f2, f3). Pak se definuje plo$ny integral 2.druhu funkce f ptfes P rovnosti

/ f.dn = / 9,2 6y 8= o 2] s @ f{ ) B )
P R2

\/

Integrdl na pravé strané je souctem tif integrdlii a kazdy lze brat pies projekci plochy
P do prislusné roviny (yz nebo xz nebo xy resp.).

\

V definici je pro jednoduchost uvedena integrace pies celou rovinu (rozumi se, Ze
integrovand funkce se dodefinuje nulou ve zbyvajicich bodech).

\

Podle uvedené definice ploSného integrilu 2.druhu vSak nelze integrél vétSinou primo
pocitat, protoZe napf. [o»(fi(z,y,2) dy dz obsahuje i proménnou z, kterd zévisi na y a
z. Tato zdavislost se musi do integralu dosadit.

\

Pouzije se véta o substituci na jednotlivé Casti integralu podle toho, jak je plocha P
zadana.

-
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VETA. Necht' f: P — R3 je funkce definovana na hladké plose P.
1. Necht’ je plocha P grafem funkce g definované na mnoziné A. Pak

[ 738 = [ (~hie..9@,0) 5 do dy= o,y g(a,) 57 do dy oo, v, 9o

/de=/f(x,y,g(9:,y))-n B .
P A

kden = (— %, - g—g, 1) je normdlovy vektor k plose.

2. Necht’ je plocha P urCena parametricky funkcemi ¢, 1, 7 na mnoziné A. Pak
[ 138 = £ [ Alelw, o), 90w, 0),m(w ) I, ) du do
P A
£ [ alituso) wlusv) . 0) o, 7) du do
A
£ [ ol ), (0 o), 70, 0) ) du do,

kde znaménka pred integraly se urCi podle souhlasu orientace plochy s obvyklou
orientaci souradnicovych mnozin.

/de:/f(fE,y,g(:v,y))-n dz dy,
P A
kde

2~ (5050 a0) * (5 a0 0)

je normélovy vektor k plose .







POZOROVANI. Necht' f : P — R? je funkce definovand na hladké plose P. Potom

/ fds = / N T N R e T Rl
= P

/Pde:/Pf.%dS,

kde uvedené kosiny jsou smérové kosiny v bodech z P. Ve druhém vyjadieni jde o
slozku f ve sméru normdly k ploSe (spocitdno skaldrnim soucinem f a jednotkového

vektoru n
H = (cos a, cos 3, cos7y) .
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Priklad. Vypoctéte integral

I = rdydz +ydzdr + z dz dy,
M

kde M je sféra o poloméru a orientovana ve sméru vnéjsi normaly.

\/
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Priklad. Vypoctéte integral
I:/ rdydz +ydzdr + z dz dy,
M

kde M je sféra o poloméru a orientovana ve sméru vnéjsi normaly.

\

Substituci prevedeme integral do sférickych souradnic. PoloZme tedy

o(u,v) =acosucosv, Y(u,v)=asinucosv, 7(u,v)=asnuv, Il;llggl(yZEB-IPL
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Priklad. Vypoctéte integral

I:/ rdydz +ydzdr + z dz dy,
M

kde M je sféra o poloméru a orientovana ve sméru vnéjSi normdly.

\

Substituci prevedeme integral do sférickych souradnic. PoloZme tedy

@(u,v) = acosucosv,

kde

Potom

I :/xdydz+ydzdx+zdxdy:
M

T
2
— a3/ (/ (0082u0083v+sin2ucos
_

- [ (.

coz jsme meli spocitat.

™

COS V dv) du = 4mwa’®,

Y(u,v) = asinucosv,

e (-mm), ve(-3,3)
u — 7. 7T () —, — ] .
bl ) 272

3

v 4 sin” v cos v) dv) du

T(u,v) = asinwv,
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GAUSSOVA-OSTROGRADSKEHO VETA

Prostorova verze zdkladni
vety analyzy porovnava tok
hranici a divergenci pole
uvnitf mnoziny:
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GAUSSOVA-OSTROGRADSKEHO VETA

Prostorova verze zdkladni
vety analyzy porovnava tok
hranici a divergenci pole
uvnitt mnoziny:

\

VETA. Necht G je oteviend podmnozina prostoru a P je jednodusSe uzaviend oriento-
vand plocha leZici i s vnittkem v G. Necht' f = (fi, fa, f3) je funkce G — R?® majici
spojité parcidlni derivace na (5. Pak plati

74 (filw,9, 2) dy dz + fo(w, y, 2) dxdz+ fo(, y, 2) dxdy) =
])

— [P( 5 1 9y - 9, )dxdy dz .
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STOKESOVA VETA

Greenovu vétu lze prenést
o dimenzi vySe, a to na
prostorovou krivku, ktera je
hranici néjaké plochy. Jak
vektorova funkce proudi po-
dél hranice plochy se pozna
zintegrovanim rotace funkce
uvniti plochy.

LEKCE23-IPL
plochy
uzaviend plocha
spojeni ploch
hladka plocha
kraj plochy
po castech hladka
plocha
jedn.uzaviena
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smérové kosiny
popis 1.dr.
plos$ny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
objem pomoci ploS.int.
STANDARDY
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



STOKESOVA VETA

Greenovu vétu lze prenést
o dimenzi vySe, a to na
prostorovou krivku, ktera je
hranici néjaké plochy. Jak
vektorova funkce proudi po- e
dél hranice plochy se pozna plochy

uzaviend plocha

zintegrovanim rotace funkce spojent ploch

A hladké plocha
uvniti plochy. kraj plochy

po castech hladka
plocha
jedn.uzaviena
‘ plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
4 . . v 2 5 o S% 5 c Ny vlastnosti 1.dr.
VETA. Necht' C je jednoduse uzaviena kiivka v prostoru, kterd je krajem po Céastech |* smérovékosiny

hladké plochy ¢C. Necht C'i «C' leZi v oteviené mnoziné G, na které je definovdna [ Eee ey

([ f : N . 3 B2 G 14 4 : 2 vlastnosti 2.dr.
funkce f = (f1, fo, f3) : G — R” majici spojité parcialni derivace na G. Pak plati e yH
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
A : N r " — Stokes
<j1<l: Y, Z> dx + f?(”L: Y, Z) d}" + f{;(J&, Y, Z) dZ) o 187i5t8 desky
C objem pomoci plos.int.
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POUZITI PLOSNYCH INTEGRALU

\

DEFINICE.
1. Mira po éastech hladké plochy P je rovna [ p dS.

2. Hmotnost zakfivené desky ve tvaru po astech hladké plochy P je rovna [ phds,

kde h je funkce na P uddvajici hustotu. LEKCE23-IPL
. Vv Ve pd Vv 7 pd M4 7/ / plOChy 4 74
3. Tézisté zakiivené desky ve tvaru po Castech hladké plochy P majici hustotu 7 ma o
souradnice hiadk plocha
kraj plochy
fp zh dS T — fp yh dS T fp zh dS po Cdstech hladkd
g = ly=——— L=, plocha
™m m ™m jedn.uzaviena
. plocha
kde m Jjc€ hmotnost deSky. orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smérové kosiny
popis 1.dr.

‘ plos$ny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
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Stokes

M
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POUZITI PLOSNYCH INTEGRALU

\

DEFINICE.
1. Mira po éastech hladké plochy P je rovna [ p dS.

2. Hmotnost zakfivené desky ve tvaru po astech hladké plochy P je rovna [ phds,

kde h je funkce na P uddvajici hustotu. LEKCE23-IPL
. v Ve pd Vv 7 pd M4 7/ / plOChy ¥ A
3. Téziste zakiivené desky ve tvaru po Castech hladké plochy P majici hustotu i m4  vzaviend plocha
spojeni ploch

souradnice hiadk plocha
kraj plochy
fp rh dS T — fp yh dS T fp zh dS po Cdstech hladkd

T — 4ty - Atz = plocha
™m m ™m jedn.uzaviena
. plocha
kde m Jjc€ hmotnost deSky. orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smérové kosiny
popis 1.dr.
‘ plos$ny integral 2.dr.

. 2~ , . v Y 2w g o vlastnosti 2.dr.
V integrdlech se musi za z, y, z, d.S dosadit prislu§né vyrazy podle toho, jak je plocha popis 2.
4 vztah 1.2.dr.
P pOpsana. Gauss-Ostrogradskij

Stokes

‘ téziste desky
objem pomoci ploS.int.
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POUZITI PLOSNYCH INTEGRALU

\

DEFINICE.
1. Mira po éastech hladké plochy P je rovna [ p dS.

2. Hmotnost zakfivené desky ve tvaru po astech hladké plochy P je rovna [ phds,
kde h je funkce na P udavajici hustotu.

3. Tézisté zaktivené desky ve tvaru po Castech hladké plochy P majici hustotu & ma

souradnice
_fpxh dsS T :fpyh dsS T _fpzh dS

B — ) Y ) 2 Y

m m m

kde m je hmotnost desky.

\/

V integrélech se musi za x, y, z, d.S dosadit prisluSné vyrazy podle toho, jak je plocha
P popséna.

'

Citatelé ve vzorcich pro t&7isté jsou momenty (statické) plochy vzhledem k rovindm
Yz nebo xz nebo xy resp.

=)

LEKCE23-IPL
plochy
uzaviend plocha
spojeni ploch
hladka plocha
kraj plochy
po castech hladka
plocha
jedn.uzaviena
plocha
orientace plochy
plosny integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
smérové kosiny
popis 1.dr.
plos$ny integral 2.dr.
vlastnosti 2.dr.
popis 2.dr.
vztah 1.2.dr.
Gauss-Ostrogradskij
Stokes
objem pomoci ploS.int.
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Opét stejné jako u pouZziti Greenovy véty pro miry rovinnych obrazci, lze pouZit
Gaussovu—Ostrogradského vétu pro vypocet objemu télesa. Postup je zcela stejny.
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Opét stejné jako u pouZziti Greenovy véty pro miry rovinnych obrazci, lze pouZit
Gaussovu—Ostrogradského vétu pro vypocet objemu télesa. Postup je zcela stejny.

\

Je-li G oteviend podmnoZina prostoru majici za hranici uzavienou po Castech hladkou
plochu 0G, pak objem V (G) télesa GG (nebo jeho uzavéru G3) je roven

1
V(G)—/ ZL‘dde—/ ydxdz-/ zdxdy—gf (xdydz+ ydxdz + zdxdy) .
oG oG oG oG

=)
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