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Ma-1i se spocitat napr. spotreba betonu na rovny plot s ménici se vyskou, staci spocCitat
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Ma-1i se spocitat napr. spotreba betonu na rovny plot s ménici se vyskou, staci spocCitat

KRIVKOVE INTEGRALY

integral z této vysky podle zdkladny plotu.
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Co kdyz je ale zakladnou plotu nikoli rovna usecka, ale kiiva Cara?
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Ma-1i se spocitat napr. spotreba betonu na rovny plot s ménici se vyskou, staci spocCitat
integral z této vysky podle zdkladny plotu.

\

Co kdyz je ale zakladnou plotu nikoli rovna usecka, ale kiiva Cara?

\

Podobny problém vznikd, ma-li se spocitat prace vykonana piisobenim sily po néjaké
kiivé draze.
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KRIVKOVE INTEGRALY

\/

Ma-1i se spocitat napr. spotreba betonu na rovny plot s ménici se vyskou, staci spocCitat
integral z této vysky podle zdkladny plotu.

\

Co kdyz je ale zakladnou plotu nikoli rovna usecka, ale kiiva Cara?

\

Podobny problém vznikd, ma-li se spocitat prace vykonana piisobenim sily po néjaké
kiivé draze.

\/

Na vyreSeni tohoto ukolu
zavedeme tzv. kiivkove€ inte-
graly.
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Nejdrive bude nutné se podrobnéji podivat na pojmy tykajici se krivek. Jsou to vet-
Sinou pojmy z diferencidlni geometrie a neni mozné v tomto textu vSechny potiebné
pojmy podrobné probrat.
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Nejdrive bude nutné se podrobnéji podivat na pojmy tykajici se krivek. Jsou to vet-
Sinou pojmy z diferencidlni geometrie a neni mozné v tomto textu vSechny potiebné
pojmy podrobné probrat.

\/

Pojmy, které predstavime,
maji ndzornou interpretaci a
neni problém si vybudovat
vlastni predstavu.
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Nejdrive bude nutné se podrobnéji podivat na pojmy tykajici se krivek. Jsou to vet-
Sinou pojmy z diferencidlni geometrie a neni mozné v tomto textu vSechny potiebné
pojmy podrobné probrat.

\/

Pojmy, které predstavime,
maji ndzornou interpretaci a
neni problém si vybudovat
vlastni predstavu.

Mam rad hezké kiivky ...
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KRIVKY
'

Ktivka mtize byt zadana riznymi zplisoby. Nejobvyklejsi zadani (a pokud nebude fe-

ceno jinak, prave toto zadani bude pouzito) je jako spojity obraz kompaktniho intervalu
z R. Jedna se vlastné o parametrické zadani, protoZe spojité zobrazeni ® : |
je n-tice spojitych realnych funkci jedné proménné definovanych na [a, b].

\/

a,b] - R"
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KRIVKY
'

Ktivka mtize byt zadana riznymi zplisoby. Nejobvyklejsi zadani (a pokud nebude fe-
ceno jinak, prave toto zadani bude pouzito) je jako spojity obraz kompaktniho intervalu

z R. Jedna se vlastné o parametrické zadani, protoze spojité zobrazeni ¢ : |a,b] — R”
je n-tice spojitych realnych funkci jedné proménné definovanych na [a, b].

\
Kiivka v roving je tedy popsana spojitymi funkcemi ¢, : |a,b] — R jako mnoZina

bodii {(io(t),(t));t € |a,b]}.
\/
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KRIVKY
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Ktivka mtize byt zadana riznymi zplisoby. Nejobvyklejsi zadani (a pokud nebude fe-
ceno jinak, prave toto zadani bude pouzito) je jako spojity obraz kompaktniho intervalu

z R. Jedna se vlastné o parametrické zadani, protoze spojité zobrazeni ¢ : |a,b] — R”
je n-tice spojitych realnych funkci jedné proménné definovanych na [a, b].

\
Kiivka v rovin€ je tedy popsdna spojitymi funkcemi ¢, v :

bodii {(io(t),(t));t € |a,b]}.
\/

Kiivka v prostoru je popsana spojitymi funkcemi o, ¥, 7

bodi {(p(t), ¥(t), 7(t)); t € [a, b]}.
{

la,b] — R jako mnoZina

. |a,b] — R jako mnoZina
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KRIVKY
'

Ktivka mtize byt zadana riznymi zpusoby. Nejobvyklejsi zadani (a pokud nebude fe-
ceno jinak, prave toto zadani bude pouzito) je jako spojity obraz kompaktniho intervalu
z R. Jedna se vlastné o parametrické zadani, protoZe spojité zobrazeni ¢ : |a,b] — R”
je n-tice spojitych realnych funkci jedné proménné definovanych na [a, b].

\
Kiivka v rovin€ je tedy popsdna spojitymi funkcemi ¢, v :

bodii {(io(t),(t));t € |a,b]}.
\/

Kiivka v prostoru je popsana spojitymi funkcemi o, ¥, 7

bodi {(p(t), ¥(t), 7(t)); t € [a, b]}.
4

Pocatecni bod kiivky je ®(a), koncovy bod je ®(b) (pokud neni orientace stanovena
jinak — viz dale). Krivky, u kterych pocatecni a koncovy bod splyvaji, se nazyva uza-
viené.

la,b] — R jako mnoZina

. |a,b] — R jako mnoZina
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Naptf. elipsa, lemniskata (tj. ,,leZatda osmicka"), obvod obdé€lniku jsou uzaviené ktivky.

\




Napt. elipsa, lemniskata (tj. ,,lezata osmicka"), obvod obdélniku jsou uzaviené kiivky.

\

Graf funkce jedné proménné nejsou uzaviené kiivky.
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Napt. elipsa, lemniskata (tj. ,,lezata osmicka"), obvod obdélniku jsou uzaviené kiivky.

\

Graf funkce jedné proménné nejsou uzaviené kiivky.
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Ted” si budeme s krivkami
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Necht’ jsou dany dvé kiivky C, C5 definované funkcemi @ : [a,b] — R"a V¥ : [¢, d] —
R™, pficemZ koncovy bod kfivky C je pocatecni bod kiivky C, tj. ¢(b) = ¥(c¢). Spo-
jenim obou kiivek se rozumi kfivka, znacena jako C) + C5, definovand funkci 7(¢) na
intervalu [a, b + d — ¢| predpisem

T(t) = { (1), prot €

a, bl;
U(t+c—b), prot €

b,b+d — .

Q
Vo>
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Necht’ jsou dany dvé kiivky C, C5 definované funkcemi @ : [a,b] — R"a V¥ : [¢, d] —
R™, pficemZ koncovy bod kfivky C je pocatecni bod kiivky C, tj. ¢(b) = ¥(c¢). Spo-
jenim obou kiivek se rozumi kfivka, znacena jako C) + C5, definovand funkci 7(¢) na
intervalu [a, b + d — ¢| predpisem

[ D), prot €
T(t) = { U(t+c—10b), prot €

N

y

a, bl;
b,b+d — .

Q
V>

\

Je zieymé, jak se definuje spojeni tif a vice kfivek.
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Nasledujici definice a tvr-
zeni budou formuloviny
pro rovinu. Na prostor se
vetSinou prenaseji zreymym
zpusobem (nékteré slozitejsi
pripady jsou napovézeny v
Poznamkach).
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\/

V dalsim textu bude pouzivan pojem hladka kiivka. Je-1i kiivka popsdna parametricky

Nasledujici definice a tvr-
zeni budou formulovany
pro rovinu. Na prostor se
vetSinou prenaseji zreymym
zpusobem (nékteré slozitejsi
pripady jsou napovézeny v
Poznamkach).

funkcemi ¢, ¢, znamena to:

1.

2. pro kazdé t € [a, b] je asponi jedna z derivaci '(t), ¢'(t) nenulova;

3. kazdy bod kfivky je obrazem jediného bodu z [a,b] s jedinou moznou vyjimkou:

\

funkce o, 1) maji spojité prvni derivace;

pocatecni a koncovy bod mohou splyvat.
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Nasledujici definice a tvr-
zeni budou formulovany
pro rovinu. Na prostor se
vetSinou prenaseji zreymym
zpusobem (nékteré slozitejsi
pripady jsou napovézeny v
Poznamkdch).

\/

V dalsim textu bude pouzivan pojem hladka kiivka. Je-1i kiivka popsdna parametricky
funkcemi ¢, ¢, znamena to:

1. funkce ¢, 1) maji spojité prvni derivace;
2. pro kazdé t € [a, b] je asponi jedna z derivaci '(t), ¢'(t) nenulova;

3. kazdy bod kfivky je obrazem jediného bodu z [a,b] s jedinou moznou vyjimkou:
pocatecni a koncovy bod mohou splyvat.

\

Napriklad oblouk, elipsa, graf spojité funkce majici spojitou derivaci na kompaktnim
intervalu, jsou hladké krivky. Lemniskata neni hladkou kiivkou.
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"OsmicCka"se sama proting,
jeji zobrazeni tedy neni
prosté. At se snazite jak
chcete. Zkusil jsem.
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Po castech hladka krivka je kfivka, kterd vznikla spojenim kone¢né mnoha hladkych
kiivek.

\




Po castech hladka krivka je krivka, kterd vznikla spojenim konecné mnoha hladkych
kiivek.

\

Napriklad lemniskata, asteroida, cykloida, obvod obdélniku, jsou po Castech hladké
ktivky.

\
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Po castech hladka krivka je krivka, kterd vznikla spojenim konecné mnoha hladkych
ktivek.

\

Napriklad lemniskata, asteroida, cykloida, obvod obdélniku, jsou po Castech hladké
ktivky.

\

Priklad lemniskaty dava priklad uzavrené krivky, kterda vSak ma nepfijemny bod. V
mnoha pripadech Ize tuto neprijemnost obejit, pro jednoduchost ji vSak vyloucime v
definici jednodusSe uzaviené kiivky.

\
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Po castech hladka krivka je krivka, kterd vznikla spojenim konecné mnoha hladkych
ktivek.

\

Napriklad lemniskata, asteroida, cykloida, obvod obdélniku, jsou po Castech hladké
kiivky.

\

Priklad lemniskaty dava priklad uzavrené krivky, kterda vSak ma nepfijemny bod. V
mnoha pripadech Ize tuto neprijemnost obejit, pro jednoduchost ji vSak vyloucime v
definici jednodusSe uzaviené kiivky.

\

Necht je po castech hladka kiivka C' spojenim kiivek C', C, ..., C}, v uvedeném po-
fadi. Kfivka C' se nazyva jednoduse uzaviena, jestlize vSechny kiivky C; jsou navzdjem
disjunktni s jedinymi vyjimkami:

e pocatecni bod krivky C' splyva s koncovym bodem kiivky C),

e pocatecni bod kiivky C;. 4 splyvé s koncovym bodem ktivky C; proz = 1..n — 1.

\
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Po castech hladka krivka je krivka, kterd vznikla spojenim konecné mnoha hladkych
ktivek.

\

Napriklad lemniskata, asteroida, cykloida, obvod obdélniku, jsou po Castech hladké
kiivky.

\

Priklad lemniskaty dava priklad uzavrené krivky, kterda vSak ma nepfijemny bod. V
mnoha pripadech Ize tuto neprijemnost obejit, pro jednoduchost ji vSak vyloucime v
definici jednodusSe uzaviené kiivky.

\

Necht je po castech hladka kiivka C' spojenim kiivek C', C, ..., C}, v uvedeném po-
fadi. Kfivka C' se nazyva jednoduse uzaviena, jestlize vSechny kiivky C; jsou navzdjem
disjunktni s jedinymi vyjimkami:

e pocatecni bod krivky C' splyva s koncovym bodem kiivky C),

e pocatecni bod kiivky C;. 4 splyvé s koncovym bodem ktivky C; proz = 1..n — 1.

\

D4 se dokazat, podobné jako u kruZnice, Ze jednodusSe uzaviend kiivka C' déli rovinu
na dvé Casti: omezenou, tzv. vnitiek kiivky C' (znaceny (C') a neomezenou, tzv. vnéjsek.

=)
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Tomu jsem sam neveril. Né-
jak se mi to nakonec samo
povedlo.
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Neéktera tvrzeni
zvlastni uznani. D.

zaslouzi
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V dalsim textu bude potfeba orientace kfivky, tj. urceni kladného a zaporné¢ho sméru
krlvky Je-li C' orientovand ktivka, zna¢i —C' mnoZinové tutéz kiivku s opacnou orien-
taci.

\
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V dalsim textu bude potfeba orientace kfivky, tj. urceni kladného a zaporné¢ho sméru
krlvky Je-li C' orientovand ktivka, zna¢i —C' mnoZinové tutéz kiivku s opacnou orien-
taci.

\

U kiivky zadané pomoci funkce ® na n¢jakém intervalu [a, b| je kladnd orientace ddna
(pokud nenfi uréeno jinak) timto intervalem. Kladna orientace probihd od bodu ®(a) do
bodu ®(b), tj. podle rostouciho parametru.

\
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V dalsim textu bude potfeba orientace kfivky, tj. urceni kladného a zaporné¢ho sméru
krlvky Je-li C' orientovand ktivka, zna¢i —C' mnoZinové tutéz kiivku s opacnou orien-
taci.

\

U kiivky zadané pomoci funkce ® na n¢jakém intervalu [a, b| je kladnd orientace ddna
(pokud nenfi uréeno jinak) timto intervalem. Kladna orientace probihd od bodu ®(a) do
bodu ®(b), tj. podle rostouciho parametru.

\

Kladn4 orientace jednodusSe uzaviené kiivky (pokud nebude feCeno jinak) je proti
sméru pohybu hodinovych ruciek. Presnéji feCeno: jdete-li po této kiivce v kladném
sméru, mate jeji vnitrek po levé strané.

\
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V dalsim textu bude potfeba orientace kfivky, tj. urceni kladného a zaporné¢ho sméru
krlvky Je-li C' orientovand ktivka, zna¢i —C' mnoZinové tutéz kiivku s opacnou orien-
taci.

\

U kiivky zadané pomoci funkce ® na n¢jakém intervalu [a, b| je kladnd orientace ddna
(pokud nenfi uréeno jinak) timto intervalem. Kladna orientace probihd od bodu ®(a) do
bodu ®(b), tj. podle rostouciho parametru.

\

Kladn4 orientace jednodusSe uzaviené kiivky (pokud nebude feCeno jinak) je proti
sméru pohybu hodinovych ruciek. Presnéji feCeno: jdete-li po této kiivce v kladném
sméru, mate jeji vnitrek po levé strané.

\

Kdo nyni postradd presnou
definici, postrada 1 intuici.
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Tecny vektor u orientovanych hladkych kfivek bude oznaCovan tu¢né, napt. dt. Bude-
li funkce f s hodnotami v roviné nebo prostoru chapana jako vektor, bude se téZ znacit
tucné jako f.

\/
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Tecny vektor u orientovanych hladkych kfivek bude oznaCovan tu¢né, napt. dt. Bude-
li funkce f s hodnotami v roviné nebo prostoru chapana jako vektor, bude se téZ znacit
tucné jako f.

\/

Déavam zde prostor vekto-
rové predstavivosti.
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Tecny vektor u orientovanych hladkych kfivek bude oznaCovan tu¢né, napt. dt. Bude-
li funkce f s hodnotami v roviné nebo prostoru chapana jako vektor, bude se téZ znacit

tucné jako f.

\/

Davam zde prostor vekto-
rové predstavivosti.

Takzvany vektorovy prostor.
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Poznamky 1 :

Uvédomte si, Ze graf spojité funkce f na [a, b] je specidlni piipad parametricky zadané
kiivky: o(t) = t,9(t) = f(t),t € [a,b]. Tato kiivka je hladka pravé kdyz f ma spojitou
derivaci na |a, b].

\




Poznamky 1 :

Uvédomte si, Ze graf spojité funkce f na [a, b] je specidlni piipad parametricky zadané
kiivky: o(t) = t,9(t) = f(t),t € [a,b]. Tato kiivka je hladka pravé kdyz f ma spojitou
derivaci na |a, b].

\

Po castech hladké kiivky nemuseji mit v kone¢né mnoha bodech teCny. V téchto bo-
dech vSak maji teCny jednostranné (zleva a zprava).

\




Poznamky 1 :

Uvédomte si, Ze graf spojité funkce f na [a, b] je specidlni piipad parametricky zadané
kiivky: o(t) = t,9(t) = f(t),t € [a,b]. Tato kiivka je hladka pravé kdyz f ma spojitou
derivaci na |a, b].

\

Po castech hladké kiivky nemuseji mit v kone¢né mnoha bodech teCny. V téchto bo-
dech vSak maji teCny jednostranné (zleva a zprava).

\

Uzavrené kiivky jsou specidlnim piipadech tzv Jordanovych krivek, coZ jsou spojité
prosté obrazy kruznice (napr. elipsa, obvod obdélniku). Jordanova kfivka v roving délf
(stejné jako kruznice) rovinu na dvé souvislé Casti, jednu omezenou (tzv. vnitrek) a jednu
neomezenou (tzv. vnéjsek).

\




Poznamky 1 :

Uvédomte si, Ze graf spojité funkce f na |a, 0] je spemalm prlpad parametrlcky zadané
kiivky: o(t) = t ( ) = f(t),t € |a,b]. Tato k¥ivka je hladka pravé kdyZ f ma spojitou
derivaci na |a, b].

\

Po Castech hladké krivky nemuseji mit v koneCné mnoha bodech teCny. V té€chto bo-
dech vSak maji teCny jednostranné (zleva a zprava).

\

Uzaviené krivky jsou specidlnim pripadech tzv Jordanovych krivek, coz jsou spojité

prosté obrazy kruznice (napf. elipsa, obvod obdélniku). Jordanova kiivka v roviné déli

(stejn€ jako kruznice) rovinu na dvé souvislé Casti, jednu omezenou (tzv. vnitiek) a jednu
neomezenou (tzv. vnéjsek).

\

Toto dokézat ale neni jen

tak. NezkouSejte to béhem
semestru.
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Uzaviené krivky jsou specidlnim pripadech tzv Jordanovych krivek, coz jsou spojité

prosté obrazy kruznice (napf. elipsa, obvod obdélniku). Jordanova kiivka v roviné déli

(stejn€ jako kruznice) rovinu na dvé souvislé Casti, jednu omezenou (tzv. vnitiek) a jednu
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Toto dokézat ale neni jen

tak. NezkouSejte to béhem
semestru.
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Ani o prazdninach.
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Dalsi mozZnosti zadani kiivky v roviné je pomoci spojité funkce f(z,y) dvou promén-
nych, jako mnozina bodt {(z,y); f(x,y) = 0}.

\




Dalsi mozZnosti zadani kiivky v roviné je pomoci spojité funkce f(z,y) dvou promén-
nych, jako mnozina bodt {(z,y); f(x,y) = 0}.

\

Prvni dvé vlastnosti hladké kiivky se snadno prenesou na toto zadéni (misto derivace
se pouziji parcidlni derivace). Treti vlastnost se popisuje htife i kdyZ je jasné, co tato
vlastnost znamend; obCas se nahrazuje vlastnosti, Ze v kazdém bod¢ kiivky existuje je-
dina teCna.

\




Dal$i moznosti zadani kfivky v roviné je pomoci spojité funkce f(x,y) dvou promén-
nych, jako mnozina bodu {(x,y); f(x,y) = 0}.

\

Prvni dvé vlastnosti hladké krivky se snadno prenesou na toto zadani (misto derivace
se pouZziji parcidlni derivace). Treti vlastnost se popisuje hure i kdyz je jasné, co tato
vlastnost znamend; obCas se nahrazuje vlastnosti, Zze v kazdém bodé¢ krivky existuje je-
dina teCna.

\

V tomto textu se integraly
pres takto zadané krivky ne-
budou studovat.
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Uz z pouzitého ndzvu krivky se da usoudit, Ze je tu obraz duleZitéjsi neZ funkce, které
kfivku popisuyi.

\




Uz z pouzitého ndzvu krivky se da usoudit, Ze je tu obraz duleZitéjsi neZ funkce, které
kfivku popisuyi.

\

Protoze kazdé dva uzaviené omezené intervaly 1ze na sebe vzajemné prevést rostouci
(nebo klesajici) prostou spojitou funkci, 1ze dost volné nakladat s defini¢nimi obory
ktivek.

\




Uz z pouzitého ndzvu krivky se da usoudit, Ze je tu obraz dlleZitéjsi neZz funkce, které
kfivku popisuji.

\

Protoze kazdé dva uzaviené omezené intervaly lze na sebe vzijemné prevést rostouci
(nebo klesajici) prostou spojitou funkci, Ize dost voln€ nakladat s definicnimi obory
ktivek.

\

Napf. u spojeni dvou kiivek bylo mozné predpokladat, Ze oba intervaly [a.b], |c, d] na
sebe navazuji, tj., Ze b = c. Nebo, Ze prvni kfivka je definovdna na [0, 1,] a druh4 kiivka
na [1,2].

c d Y
—
R N
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Uz z pouzitého ndzvu krivky se da usoudit, Ze je tu obraz dlleZitéjsi neZz funkce, které
kfivku popisuji.

\

Protoze kazdé dva uzaviené omezené intervaly lze na sebe vzijemné prevést rostouci
(nebo klesajici) prostou spojitou funkci, Ize dost voln€ nakladat s definicnimi obory
ktivek.

\

Napf. u spojeni dvou kiivek bylo mozné predpokladat, Ze oba intervaly [a.b], |c, d] na

sebe navazuji, tj., Ze b = c. Nebo, Ze prvni kfivka je definovdna na [0, 1,] a druh4 kiivka
na [1,2].

c d Y
—
R N

\

Kvili zachovani orientace kfivek je 1épe pouzivat rostouci funkce prevadéejici jeden
interval na druhy.
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\

Pokud orientace neni dilezita (napf. pro integraly 1.druhu), mize se pouZit i klesajici
funkce.

=




Obecné feceno, urcit kladnou orientaci hladké kiivky znamena urcit ze dvou moznosti
sméru teCného vektoru pravé jeden, ktery se bude spojité ménit. U po Castech hladké
kfivky mtze byt kladna orientace uréena svymi hladkymi ¢4stmi, moZnosti je pak vice.

=




Krivky v prostoru. Zadani kfivek v roviné implicitnim tvarem pomoci funkce dvou
proménnych nelze automaticky pfenést do prostoru, protoZe rovnice f(x,y,z) = 0
obecné udava plochu a nikoli kfivku. Lze vSak pouZzit dvou funkci a kiivku zadat jako
prunik dvou ploch, tj. jako mnoZzinu bodu {(z, y, 2); f(z,y, z) = 0, g(x,y, z) = 0}. Tato
situace se vyskytovala u vazanych extrémi funkci vice proménnych, pro kifivkové inte-
graly se v tomto textu nebude pouZzivat.

_—




U prostorovych kiivek popsanych parametricky, Ize kladnou orientaci chipat stejné
jako u rovinnych kfivek, tj. pomoci rostouciho parametru. Popsat orientaci uzavienych
ktivek v prostoru zptisobem pouzitym pro rovinné kiivky nelze, protoze kiivka miiZe byt
vSelijak naklonéna nebo jinak slozitd. Neni proto jasné, jak se na kiivku postavit.

\




U prostorovych kiivek popsanych parametricky, Ize kladnou orientaci chipat stejné
jako u rovinnych kfivek, tj. pomoci rostouciho parametru. Popsat orientaci uzavienych
ktivek v prostoru zptisobem pouzitym pro rovinné kiivky nelze, protoze kiivka miiZe byt
vSelijak naklonéna nebo jinak slozitd. Neni proto jasné, jak se na kiivku postavit.

\

Orientace vzhledem k plose, kterou kiivka ohranicuje, bude popsana v pristi kapitole.

\




U prostorovych kiivek popsanych parametricky, Ize kladnou orientaci chipat stejné
jako u rovinnych kfivek, tj. pomoci rostouciho parametru. Popsat orientaci uzavienych
ktivek v prostoru zptisobem pouzitym pro rovinné kiivky nelze, protoze kiivka miiZe byt
vSelijak naklonéna nebo jinak slozitd. Neni proto jasné, jak se na kiivku postavit.

\

Orientace vzhledem k plose, kterou kiivka ohranicuje, bude popsana v pristi kapitole.

\

Jsou ovSem prostorové uzaviené kiivky, které zddnou vhodnou plochu neohranicuji
(napr. kraj Mobiova listu).

\




U prostorovych kfivek popsanych parametricky, 1ze kladnou orientaci chéapat stejne
jako u rovinnych kfivek, tj. pomoci rostouciho parametru. Popsat orientaci uzavienych
kiivek v prostoru zplisobem pouzitym pro rovinné kiivky nelze, protoZe kiivka miize byt
vSelijak naklonéna nebo jinak slozitd. Neni proto jasné, jak se na kiivku postavit.

\

Orientace vzhledem k plose, kterou kfivka ohranicCuje, bude popséana v pristi kapitole.

\

Jsou ovSem prostorové uzaviené kiivky, které zddnou vhodnou plochu neohranicuji
(napr. kraj Mobiova listu).

\

V této kapitole nebude
orientace prostorové kiivky
podstatna.

LEKCE22-IKR
Kfivkovy integral
krivka
uzaviena kiivka
spojeni kiivek
hladka kiivka
cast. hladka krivka
jednoducha uz.
ktivka
orientace
ktivk.integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
ktivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
prolinani kiivek
Greenova véta
plocha kfivkovym int.
STANDARDY
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



U prostorovych kfivek popsanych parametricky, 1ze kladnou orientaci chéapat stejne
jako u rovinnych kfivek, tj. pomoci rostouciho parametru. Popsat orientaci uzavienych
kiivek v prostoru zplisobem pouzitym pro rovinné kiivky nelze, protoZe kiivka miize byt
vSelijak naklonéna nebo jinak slozitd. Neni proto jasné, jak se na kiivku postavit.

\

Orientace vzhledem k plose, kterou kfivka ohranicCuje, bude popséana v pristi kapitole.

\

Jsou ovSem prostorové uzaviené kiivky, které zddnou vhodnou plochu neohranicuji
(napr. kraj Mobiova listu).

\

V této kapitole nebude
orientace prostorové kiivky
podstatna.

LEKCE22-IKR
Kfivkovy integral
krivka
uzaviena kiivka
spojeni kiivek
hladka kiivka
cast. hladka krivka
jednoducha uz.
ktivka
orientace
ktivk.integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
ktivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
prolinani kiivek
Greenova véta
plocha kfivkovym int.
STANDARDY
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Kfivky mohou mnohému z

néS zatocCit hlavou. Pozor na
ne.

LEKCE22-IKR
Kfivkovy integral
krivka
uzaviend kiivka
spojeni kiivek

hladka kiivka

¢ast. hladka kiivka

jednoducha uz.
kiivka

orientace

ktivk.integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
ktivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
prolinani kiivek
Greenova véta
plocha kfivkovym int.
STANDARDY
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Konec poznamek 1.

Kfivky mohou mnohému z

néS zatocCit hlavou. Pozor na
ne.

S orientaci nemam problém.

LEKCE22-IKR
Kfivkovy integral
kiivka
uzaviena kiivka
spojeni kiivek
hladka kfivka
Cast. hladka krivka
jednoducha uz.
kiivka
orientace
ktivk.integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
ktivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
prolinani kiivek
Greenova véta
plocha kfivkovym int.
STANDARDY
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Priklady 1 :

1. Najdéte po ¢astech hladkou funkci @ : [0, 1] — R?, jejiz obraz je obvod &tverce s
vreholy (0,0), (2,0), (2,2), (0,2).

—p




2. Najdéte po Castech hladkou funkci @ : [0, 1] — R?, jejiz obraz tvoii osmicku tvore-
nou ze dvou kruznic, horni o poloméru 1, spodni o poloméru 2. Osmicku si sami vhodné
umistéte do roviny xy.

=)




3. Naleznéte parametricky popis kiivky zadané rovnosti 2> + 3y° = 7.

\




3. Naleznéte parametricky popis kfivky zadané rovnosti 2 + 3y> = 7.

\

Co bude lepsi vyjadrit, x
nebo y? Kdy by se Clovék
mél vyjadrit sedmickou?

LEKCE22-IKR
Kfivkovy integral
* kiivka
uzaviena kiivka
spojeni kiivek
hladka kfivka
Cast. hladka krivka
jednoducha uz.
kiivka
orientace
ktivk.integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
ktivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
prolinani kiivek
Greenova véta
plocha kfivkovym int.
STANDARDY
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



4. Jakou prostorovou kiivku predstavuje parametrické zadani
@(t) = 2sint ,Y(t) = 2cos(t), 7(t) = 4t ,t € [0,20]?




4. Jakou prostorovou kiivku predstavuje parametrické zadani
@(t) = 2sint ,Y(t) = 2cos(t), 7(t) = 4t ,t € [0,20]?

\

Je tato ktivka hladka? Je uzaviena? Lezi v néjaké roviné?

\




4. Jakou prostorovou kfivku predstavuje parametrické zadéani

\

©(t) = 2sint,y(t) = 2cos(t), 7(t) = 4t ,t € [0,20] 7

Je tato ktivka hladka? Je uzaviena? Lezi v néjaké roviné?

\/

Vidim to, ale nevim, co to je

LEKCE22-IKR
Kfivkovy integral
krivka
uzaviend kiivka
spojeni kiivek

hladka kiivka

¢ast. hladka kiivka

jednoducha uz.
kiivka

orientace

ktivk.integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
ktivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
prolinani kiivek
Greenova véta
plocha kfivkovym int.
STANDARDY
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



4. Jakou prostorovou kfivku predstavuje parametrické zadéani

©(t) = 2sint,y(t) = 2cos(t), 7(t) = 4t ,t € [0,20] 7

\

Je tato ktivka hladka? Je uzaviena? Lezi v néjaké roviné?

\/

LEKCE22-IKR
Kfivkovy integral
kiivka
. 1, , . uzaviena kiivka
Vidim to, ale nevim, co to Je spojent kiivek
hladka kiivka
¢ast. hladka kiivka
jednoducha uz.
kiivka
orientace
‘ krivk.integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
ktivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
prolinani kiivek
Greenova véta

Movey

Konec ptikladu 1.

plocha kfivkovym int.
STANDARDY
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Otazky 1 :

1. Najdéte linearni rostouci funkci, kterd prevadi interval [a, b] na interval [c, d].

\




Otazky 1 :

1. Najdéte linearni rostouci funkci, kterd prevadi interval [a, b] na interval [c, d].

\

2. Misto linearni funkce v predchozim prikladu pouzijte kvadratickou funkci. Lze po-
uzit funkci tvaru sin(ax + ) pro né¢jaka o, § € R?

\




Otazky 1 :

1. Najdéte linearni rostouci funkci, kterd prevadi interval [a, b] na interval [c, d].

\

2. Misto linearni funkce v predchozim prikladu pouzijte kvadratickou funkci. Lze po-
uzit funkci tvaru sin(ax + ) pro né¢jaka o, § € R?

\

3. UkaZte, Ze elipsa je spojitym prostym obrazem jednotkové kruznice.




S chuti do toho, pil je ho-
tovo.

LEKCE22-IKR
Kftivkovy integral
krivka
uzaviend kiivka
spojeni kiivek

hladka kiivka

¢ast. hladka kiivka

jednoducha uz.
kiivka

orientace

ktivk.integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
ktivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
prolinani kiivek
Greenova véta
plocha kfivkovym int.
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



S chuti do toho, pil je ho-
tovo.

\

4. %S pomoci véty o implicitnich funkcich ukazte, ze hladka ktivka zadana rovnosti

f(z,y) = 0 je po Castech hladka kiivka zadana parametricky. LEKCE22-IKR
Kfivkovy integral
krivka

‘ uzavien4 kfivka
spojeni kiivek
hladkd ktivka
cast. hladkad kiivka
jednoducha uz.

ktivka

orientace
ktivk.integral 1.druhu

vlastnosti 1.dr.
ktivk.integral 2.druhu

vlastnosti 2.dr.

vztah 1. a 2. dr.

prolinani kiivek
Greenova véta
plocha kfivkovym int.
STANDARDY
Pozn4
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



\

4. %S pomoci véty o implicitnich funkcich ukazte, ze hladka ktivka zadana rovnosti

S chuti do toho, pil je ho-
tovo.

f(z,y) = 0 je po Castech hladka kiivka zadana parametricky.

\/
s

Malinké opacko, zZeeeeeeee-
eeee.

LEKCE22-IKR
Kfivkovy integral
kiivka
uzaviena kiivka
spojeni kiivek
hladka kiivka
¢ast. hladka kiivka
jednoducha uz.
kiivka
orientace
ktivk.integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
ktivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
prolinani kiivek
Greenova véta
plocha kfivkovym int.
STANDARDY
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



5. Rozmyslete si, pro¢ bylo snadné definovat orientaci kruznice v roviné a proc to tak
nejde v prostoru.

\




5. Rozmyslete si, pro¢ bylo snadné definovat orientaci kruznice v roviné a proc to tak
nejde v prostoru.

\

6. Je mozné prirozené definovat orientaci prostorové uzaviené kiivky, kterd je krajem
Mobiova listu?

—p




7. Dokazte, ze po Castech hladké krivky maji konecnou délku.

Konec otazek 1.




KRIVKOVE INTEGRALY 1.DRUHU




KRIVKOVE INTEGRALY 1.DRUHU




KRIVKOVE INTEGRALY 1.DRUHU

Postup, jak pocitat integral
funkce podle kiivky je priro-
zeny: ktivka se narovna do
useCky a spocte se integral z
transformované funkce pres
tuto usecku.

LEKCE22-IKR
Kfivkovy integral
krivka
uzaviend kiivka
spojeni kiivek

hladka kiivka

¢ast. hladka kiivka

jednoducha uz.
kiivka

orientace

ktivk.integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
ktivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
prolinani kiivek
Greenova véta
plocha kfivkovym int.
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



KRIVKOVE INTEGRALY 1.DRUHU

Postup, jak pocitat integral
funkce podle kiivky je priro-
zeny: ktivka se narovna do
useCky a spocte se integral z
transformované funkce pres
tuto usecku.

LEKCE22-IKR
Kfivkovy integral
krivka
uzaviend kiivka
spojeni kiivek

hladka kiivka

¢ast. hladka kiivka

jednoducha uz.
kiivka

orientace

ktivk.integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
ktivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
prolinani kiivek
Greenova véta
plocha kfivkovym int.
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Pozndmky
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123456789
Otéazky
123456789
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123456789
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123456789



Kazdy kousek kiivky od-
povida kousku defini¢niho
oboru zobrazeni, které po-
pisuje kiivku. Spojita trans-
formace dovoluje prepocitat
velikosti téchto kouskd.

LEKCE22-IKR
Kfivkovy integral
krivka
uzaviend kiivka
spojeni kiivek

hladka kiivka

¢ast. hladka kiivka

jednoducha uz.
kiivka

orientace

ktivk.integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
ktivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
prolinani kiivek
Greenova véta
plocha kfivkovym int.
STANDARDY
Pozndmky
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Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Je to jako u jacobianu - ten
prepocitaval velikost pred a
po transformaci u viceroz-
mérného integralu.

LEKCE22-IKR
Kfivkovy integral
krivka
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kiivka

orientace
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Je to jako u jacobianu - ten
prepocitaval velikost pred a
po transformaci u viceroz-
mérného integralu.

Je to to samé. Vlastné jde o

vEtu o substituci mezi rov-
nymi a kiivymi svéty.

LEKCE22-IKR
Kfivkovy integral
krivka
uzaviend kiivka
spojeni kiivek

hladka kiivka

¢ast. hladka kiivka

jednoducha uz.
kiivka

orientace

ktivk.integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
ktivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
prolinani kiivek
Greenova véta
plocha kfivkovym int.
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Otéazky
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Je to jako u jacobianu - ten
prepocitaval velikost pred a
po transformaci u viceroz-
mérného integralu.

Je to to samé. Vlastné jde o

vEtu o substituci mezi rov-
nymi a kiivymi svéty.

Vidim, ale nevérim.

LEKCE22-IKR
Kfivkovy integral
krivka
uzaviend kiivka
spojeni kiivek

hladka kiivka

¢ast. hladka kiivka

jednoducha uz.
kiivka

orientace

ktivk.integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
ktivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
prolinani kiivek
Greenova véta
plocha kfivkovym int.
STANDARDY
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789






Tak jako u redlnych funkci na R dava integral z funkce identicky rovné 1 délku (miru)
mnoZiny, pfes kterou se integruje, mél by kiivkovy integrdl z identické 1 pies kfivku C
davat délku kiivky C.

\/

LEKCE22-IKR
Kftivkovy integral
krivka
uzavrena kfivka
spojeni kiivek

hladka kiivka

¢ast. hladka kiivka

jednoducha uz.
kiivka

orientace

ktivk.integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
ktivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
prolinani kiivek
Greenova véta
plocha kfivkovym int.
STANDARDY
Pozndmky
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Ptiklady
123456789
Otéazky
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Cviceni
123456789
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123456789



Tak jako u redlnych funkci na R dava integral z funkce identicky rovné 1 délku (miru)
mnoZiny, pfes kterou se integruje, mél by kiivkovy integrdl z identické 1 pies kfivku C
davat délku kiivky C.

\/

V kapitole o pouziti integrdlu se délka kiivky vypocitala jako |, o ds, kde ds sym-
bolicky znacilo délku malické Casti kiivky, kterd se dala povazovat za useCku, takze se
spocitala z Pythagorovy véty pomoci dx, dy.

\

LEKCE22-IKR
Kfivkovy integral
krivka
uzavrena kfivka
spojeni kiivek
hladka kfivka
¢ast. hladka krivka
jednoducha uz.
ktivka
orientace
kfivk.integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
kfivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
prolinani kiivek
Greenova véta
plocha kfivkovym int.
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Tak jako u redlnych funkci na R dava integral z funkce identicky rovné 1 délku (miru)
mnoZiny, pfes kterou se integruje, mél by kiivkovy integrdl z identické 1 pies kfivku C
davat délku kiivky C.

\/

V kapitole o pouziti integrdlu se délka kiivky vypocitala jako |, o ds, kde ds sym-
bolicky znacilo délku malické Casti kiivky, kterd se dala povazovat za useCku, takze se
spocitala z Pythagorovy véty pomoci dx, dy.

\

V podstaté jiz vSe bylo fe-

ceno.

LEKCE22-IKR
Kfivkovy integral
ktivka
uzavrena kiivka
spojeni kiivek
hladka kiivka
¢ast. hladka kiivka
jednoducha uz.
krivka
orientace
kfivk.integral 1.druhu
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kfivk.integral 2.druhu
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V souladu s timto znacenim se bude integral funkce f podél kiivky C znadit |, o f(s) ds,
kde s jsou body ktivky C'.

\
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Kftivkovy integral
krivka
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hladka kiivka
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V souladu s timto znacenim se bude integral funkce f podél kiivky C znadit |, o f(s) ds,
kde s jsou body ktivky C'.

\

Zpusob, jakym byla délka krivky pocitdna, naznacuje, jak se bude pocitat kiivkovy
integral.

\/
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Kftivkovy integral
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V souladu s timto znacenim se bude integral funkce f podél kiivky C znadit |, o f(s) ds,
kde s jsou body ktivky C'.

\

Zpusob, jakym byla délka krivky pocitdna, naznacuje, jak se bude pocitat kiivkovy
integral.

\/

LEKCE22-IKR
Kftivkovy integral
g v . krivka
V podstaté nelze ocekavat uzayfend kfivka
- spojeni kiivek
problém. hladkd kfivka
cast. hladka krivka
jednoducha uz.
kfivka
orientace
* ktivk.integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
ktivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
prolinani kiivek
Greenova véta

M

plocha kfivkovym int.
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Problém pfichdzi necekané
a Ceka na nas. Kfivkové in-
tegraly budou dva.

LEKCE22-IKR
Kfivkovy integral
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Problém pfichdzi necekané
a Ceka na nas. Kfivkové in-
tegraly budou dva.

. s, 2 .o , v/ . pe , , Ve [e)
Za chvili bude probiran jiny pristup integrovani funkci podle kiivky. Oba zpusoby se
odlisi v nazvu jako prvni a druhy druh. LEKCE22-IKR
Kfivkovy integral
krivka
* uzaviend kiivka
spojeni kiivek
hladka krivka
cast. hladka krivka
jednoducha uz.
ktivka
orientace
ktivk.integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
krivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
prolinani kiivek
Greenova véta
plocha kfivkovym int.
STANDARDY
Pozndmky
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Priklady
123456789
Otéazky
123456789
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123456789
Uceni
123456789



Nasledujici definice je vhodna pro vypocty v praxi se vyskytujicich pfipadt, ale poza-
duje po Castech hladké kiivky.

\
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Nasledujici definice je vhodna pro vypocty v praxi se vyskytujicich pfipadt, ale poza-
duje po Castech hladké kiivky.

\

DEFINICE. Necht je ddna redlnd funkce f na po Castech hladké kfivce v roviné
zadané parametricky funkcemi ¢ a v na intervalu [a, b]. Pak se definuje kiivkovy integral
1.druhu funkce f podél kiivky C' jako

b
/Cf(s) dSZ/ Fl(p®), 9OV 2(t) + 92(t) dt -
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Nasledujici definice je vhodna pro vypocty v praxi se vyskytujicich pfipadt, ale poza-
duje po Castech hladké kiivky.

\

DEFINICE. Necht je ddna redlnd funkce f na po Castech hladké kfivce v roviné
zadané parametricky funkcemi ¢ a v na intervalu [a, b]. Pak se definuje kiivkovy integral
I.druhu funkce f podél kiivky C' jako

b
/Cf(s) dS:/ Fl(p®), 9OV 2(t) + 92(t) dt -
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POZOROVANI. Nasledujici 3 rovnosti plati, jakmile maji smysl pravé strany, posledni
nerovnost plati, pokud existuje leva strana.

\




POZOROVANI. Nasledujici 3 rovnosti plati, jakmile maji smysl pravé strany, posledni
nerovnost plati, pokud existuje leva strana.

|
1. f(af(s) + By(s)) ds—afc ds+ﬂfcg
2. f01+02f ) ds = fC d8+f0 ) ds;

3. [ f(s)ds= [, f(s) ds;
4.1 J- f(s) ds| < L(C )maxsec | f(s)|, kde L(C') je délka krivky C.
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POZOROVANI. Nasledujici 3 rovnosti plati, jakmile maji smysl pravé strany, posledni
nerovnost plati, pokud existuje leva strana.

\
1. [o(af(s)+ Bg(s)) ds = a fc ) ds + 8 [ 9(s)
2. f01+02f ) ds = fC ) ds + fG ) ds;

3. [ f(s)ds= [, f(s) ds;
4.1 J- f(s) ds| < L(C )maxsec | f(s)|, kde L(C') je délka krivky C.
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Poznamky 2 :

1. Kdyz si projdete predchozi definici a vlastnosti kiivkového integrédlu 1.druhu, zjis-
tite, Ze nic nebrani pouZiti komplexni funkce f, tj. funkce majici za hodnoty komplexni
Cisla.

—p




2. Postupem obdobnym Riemannovu postupu u funkci jedné proménné na R Ize defi-
novat kiivkovy integral 1.druhu i pro nehladké kiivky.

\




2. Postupem obdobnym Riemannovu postupu u funkci jedné proménné na R Ize defi-
novat kiivkovy integral 1.druhu i pro nehladké kiivky.

\

Kfrivka se rozdé€li na kone¢né mnoho dilka C; a v kazdém se zvoli jeden bod s;. Pak
se vezme soucet Y . f(s;)d(C;), kde d(C;) je délka kiivky C.

\




2. Postupem obdobnym Riemannovu postupu u funkci jedné proménné na R Ize defi-
novat kiivkovy integral 1.druhu i pro nehladké kiivky.

\

Kfrivka se rozdé€li na kone¢né mnoho dilka C; a v kazdém se zvoli jeden bod s;. Pak
se vezme soucet Y . f(s;)d(C;), kde d(C;) je délka kiivky C.

\

Je mozné se vyhnout délce krivky a misto délky C; vzit vzdalenost krajnich bodu
kiivky C;.

\




2. Postupem obdobnym Riemannovu postupu u funkci jedné proménné na R Ize defi-
novat kiivkovy integral 1.druhu i pro nehladké kiivky.

\

Kfrivka se rozdé€li na kone¢né mnoho dilka C; a v kazdém se zvoli jeden bod s;. Pak
se vezme soucet Y . f(s;)d(C;), kde d(C;) je délka kiivky C.

\

Je mozné se vyhnout délce krivky a misto délky C; vzit vzdalenost krajnich bodu
kiivky C;.

\

V dalSim kroku se vezme posloupnost téchto déleni kiivky, takovych, Ze délky jednot-
livych dilki konverguji stejnomérné k 0, a limita souctl prislusnych k témto délenim.

\




2. Postupem obdobnym Riemannovu postupu u funkci jedné proménné na R Ize defi-
novat kiivkovy integral 1.druhu i pro nehladké kiivky.

\

Kfiivka se rozd€li na konecné mnoho dilki C; a v kazdém se zvoli jeden bod s;. Pak
se vezme soucet » . f(s;)d(C;), kde d(C;) je délka kiivky C;.

\

Je mozné se vyhnout délce kiivky a misto délky C; vzit vzdalenost krajnich bodi
kiivky C.

\

V dalSim kroku se vezme posloupnost t€chto déleni krivky, takovych, ze délky jednot-
livych dilkti konverguji stejnomérné k 0, a limita souctd prislusnych k t€émto délenim.

\

Jestlize jsou limity pro vSechny takovéto posloupnosti déleni stejné, definuje se tato
limita jako kiivkovy integrél funkce f pres kfivku C'.

\
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2. Postupem obdobnym Riemannovu postupu u funkci jedné proménné na R Ize defi-
novat kiivkovy integral 1.druhu i pro nehladké kiivky.

\

Kfiivka se rozd€li na konecné mnoho dilki C; a v kazdém se zvoli jeden bod s;. Pak
se vezme soucet » . f(s;)d(C;), kde d(C;) je délka kiivky C;.

\

Je mozné se vyhnout délce kiivky a misto délky C; vzit vzdalenost krajnich bodi
kiivky C.

\

V dalSim kroku se vezme posloupnost t€chto déleni krivky, takovych, ze délky jednot-
livych dilkti konverguji stejnomérné k 0, a limita souctd prislusnych k t€émto délenim.

\

Jestlize jsou limity pro vSechny takovéto posloupnosti déleni stejné, definuje se tato
limita jako kiivkovy integrél funkce f pres kfivku C'.

\

Pro formélni smysl této definice je pouze tieba, aby kiivka méla konecnou délku.

\
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2. Postupem obdobnym Riemannovu postupu u funkci jedné proménné na R Ize defi-
novat kiivkovy integral 1.druhu i pro nehladké kiivky.

\

Kfiivka se rozd€li na konecné mnoho dilki C; a v kazdém se zvoli jeden bod s;. Pak
se vezme soucet » . f(s;)d(C;), kde d(C;) je délka kiivky C;.

\

Je mozné se vyhnout délce kiivky a misto délky C; vzit vzdalenost krajnich bodi
kiivky C.

\

V dalSim kroku se vezme posloupnost t€chto déleni krivky, takovych, ze délky jednot-
livych dilkti konverguji stejnomérné k 0, a limita souctd prislusnych k t€émto délenim.

\

Jestlize jsou limity pro vSechny takovéto posloupnosti déleni stejné, definuje se tato
limita jako kiivkovy integrél funkce f pres kfivku C'.

\

Pro formélni smysl této definice je pouze tieba, aby kiivka méla konecnou délku.

\

Pro spojité funkce na po Castech hladkych krivkach davaji ob€ definice stejny integral.

\
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2. Postupem obdobnym Riemannovu postupu u funkci jedné proménné na R Ize defi-
novat kiivkovy integral 1.druhu i pro nehladké kiivky.

\

Kfiivka se rozd€li na konecné mnoho dilki C; a v kazdém se zvoli jeden bod s;. Pak
se vezme soucet » . f(s;)d(C;), kde d(C;) je délka kiivky C;.

\

Je mozné se vyhnout délce kiivky a misto délky C; vzit vzdalenost krajnich bodi
kiivky C.

\

V dalSim kroku se vezme posloupnost t€chto déleni krivky, takovych, ze délky jednot-
livych dilkti konverguji stejnomérné k 0, a limita souctd prislusnych k t€émto délenim.

\

Jestlize jsou limity pro vSechny takovéto posloupnosti déleni stejné, definuje se tato
limita jako kiivkovy integrél funkce f pres kfivku C'.

\

Pro formélni smysl této definice je pouze tieba, aby kiivka méla konecnou délku.

\

Pro spojité funkce na po Castech hladkych krivkach davaji ob€ definice stejny integral.

\
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Ktivkovy integral prvniho
druhu ma velice blizko

znamé integraci realné
funkce.

LEKCE22-IKR
Kfivkovy integral
krivka
uzaviend kiivka
spojeni kiivek

hladka kiivka

¢ast. hladka kiivka

jednoducha uz.
kiivka

orientace

ktivk.integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
ktivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
prolinani kiivek
Greenova véta
plocha kfivkovym int.
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Ktivkovy integral prvniho
druhu ma velice blizko

znamé integraci realné
funkce.

A7 na tu odmocninu ...
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3. Bylo mozné definovat kiivkovy integral jen pro hladké kiivky a pak dodefinovat
kiivkovy integral pro po castech hladké kiivky jako soucet kiivkovych integral pres
jednotlivé hladké kiivky.

\




3. Bylo mozné definovat kfivkovy integrdl jen pro hladké kiivky a pak dodefinovat
ktivkovy integral pro po Castech hladké krivky jako soucet kfivkovych integral pres
jednotlivé hladké kiivky.

4

Kiivkové integrily se také vétSinou pocitaji jako soucet pres ,,hezké" kousky kiivek,
napf. u hranice obdélniku se seCtou integraly pres jednotlivé usecky.

—p
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4. Je zfejmé, jak se definice kifivkového integrdlu 1.druhu prepiSe pro prostorové
kiivky:

b
[ 16) ds = [ ote), v10), 70D + 770 + D .
C a




4. Je zfejmé, jak se definice kfivkového integrdlu 1.druhu prepiSe pro prostorové
ktivky:

b
/Cf(S) dSZ/ F(o(), ¥(t), T(£)/Q2(E) + V2(E) + 772(2) dt .

\

Stejné tak 1 uvedend Pozorovani a predchozi poznamky plati beze zmény pro prosto-
rové kiivky.

Konec poznamek 2.
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Priklady 2 :

1. Spoctéte kiivkovy integral 1.druhu funkce x + y pres obvod trojihelnika s vrcholy
(0,0),(1,0),(1,1).

\




Priklady 2 :

1. Spoctéte kiivkovy integral 1.druhu funkce x + y pres obvod trojihelnika s vrcholy
(0,0),(1,0),(1,1).

\

Uvédomte si, Ze nezdleZi na tom, v jakém sméru budete brat strany trojuhelnika.

=)




2. Spoctéte kiivkovy integrél 1.druhu funkce xy pies hranici elipsy 22/4 + 4> = 1 v
1.kvadrantu, a to jak pomoci uvedeného vyjadieni kiivky jako grafu funkce, tak pomoci
parametrického vyjadieni z = 2cost,y =sint,t € [0, 7/2|. [14/9]

\




2. Spoctéte kiivkovy integrdl 1.druhu funkce xy pies hranici elipsy z2/4 +y?> = 1 v
1.kvadrantu, a to jak pomoci uvedeného vyjadieni kiivky jako grafu funkce, tak pomoci
parametrického vyjadieni z = 2cost,y = sint,t € [0, 7/2]. [14/9]

\

S tou odmocninou to bylo o
chlup ...

LEKCE22-IKR
Kfivkovy integral
krivka
uzaviend kiivka
spojeni kiivek

hladka kiivka

¢ast. hladka kiivka

jednoducha uz.
kiivka

orientace
ktivk.integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
ktivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
prolinani kiivek
Greenova véta
plocha kfivkovym int.
STANDARDY
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



3. Vypodtéte kiivkovy integrdl 1.druhu funkce x — 3y? + z pfes obvod prostorového
trojihelnika s vrcholy (0,0, 0), (1,1,0), (1,1, 1).

Konec prikladi 2.




Otazky 2 :

1. Ukazte, ze kiivkovy integral 1.druhu z funkce identicky rovné 1 je roven délce
kfivky.

-




2. Dokazte uvedend Pozorovani, zvlasté peclivé druhé a treti (i pro prostorové kiivky).

=P




3. Dokazte pomoci substitucni véty, ze kfivkovy integral 1.druhu nezdvisi na ekviva-
lentnim popisu kiivky (viz Pozndmky 1 pro ekvivalenci kiivek).

—p




4. Vysvétlete, proC se zméni znaménko u integrace na intervalu, jestliZe se interval ,

,obrati", tj. f ’ flz)dx = — fb x) dx, ale znaménko se nezmem u kiivkového integralu
1.druhu, jestlize se kiivka ,,obrat"' . Jo f(s)ds= [ . f(s)

\




4., Vysvétlete proC se zméni znaménko u integrace na intervalu, jestlize se interval ,

,obrati", tj. f flz)dx=— [ f(

r) dx, ale znaménko se nezmem u krivkového 1ntegralu

1.druhu, jestlize se kiivka ,,obrat"' tj. fC ) ds = f f(s

\

Maly hint: [ ., se opét ro-

zepise na fab, jenom funkce
parametrizujici kiivku —C
bude jina: napt. obrazy bodt
a a b se prohodi.
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Kdo ma zajem? Je to la-
htdka.
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Kdo ma zijem? Je to la-
htdka.

\

5%, Dokazte (podobnym zptisobem jako rovnost Riemannova a Newtonova integralu),
Ze pro spojité funkce a hladké kiivky je definice krivkového integralu 1.druhu uvedené {gxerzixr

v textu ekvivalentni definici uvedené v Pozndmbkdch. kKr?\ylg)vy integral
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\

5%, Dokazte (podobnym zptisobem jako rovnost Riemannova a Newtonova integralu),
Ze pro spojité funkce a hladké kiivky je definice krivkového integralu 1.druhu uvedené

Kdo ma zijem? Je to la-
htdka.

v textu ekvivalentni definici uvedené v Poznamkdch.

\

Je to tak. Vim to.

LEKCE22-IKR
Kfivkovy integral
krivka
uzaviend kiivka
spojeni kiivek
hladka kiivka
cast. hladka krivka
jednoducha uz.
ktivka
orientace
ktivk.integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
ktivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
prolinani kiivek
Greenova véta
plocha kfivkovym int.
STANDARDY
Pozn4
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



6. V poslednim tvrzeni Pozorovani je ¢islo na pravé strané kone¢né, pokud je f po
Castech spojitd na C.

=




7. Ukazte, ze kfivkovy integral 1.druhu pres bod (tj., kfivku, kde prislusSné funkce v
parametrickém zadani jsou konstantni) je roven 0.

\




7. Ukazte, ze kiivkovy integral 1.druhu pfes bod (tj., kiivku, kde prislusné funkce v
parametrickém zadani jsou konstantni) je roven 0.

\

Konstantni kfivka mne do-
jima . ..
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Cviceni 2 :

Piiklad. Vypocitejte integral funkce f(x,y) = 73+ yé definované na kiivce L dané
vztahem % + y?f = a%, kde a > 0.

\




CvicCeni 2 :

Priklad. Vypocitejte integral funkce f(x,y) = x3 + y% definované na kiivce L dané

2 2 2
vztahem x3 + y3 = a3, kde a > 0.

\

Napred jenom koukejte. Az
to uz nepujde, zkuste pre-
myslet. AZ to uz neptjde,
tak to spocitame "raz-dva".
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Reseni. Kfivku Ize parametrizovat timto zpiisobem

o(t) = a’cos®t, Y(t) =a’sin’t, te€ [—m, ).




Krivku Ize param

p(t)=a

etrizovat timto zpisobem

Scos’t, Y(t) =a’sin’t, te[—m, 7).

Na to jsem nepomyslel, ale
vypada to fikané.

LEKCE22-IKR
Kfivkovy integral
kiivka
uzaviena kiivka
spojeni kiivek
hladka kfivka
Cast. hladka krivka
jednoducha uz.
kiivka
orientace
ktivk.integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
ktivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
prolinani kiivek
Greenova véta
plocha kfivkovym int.
STANDARDY
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Pfi derivovani podle Casu ¢
maji fyzici radi, kdyz se po-
uzivaji teCky a dvojtecky:
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Potom

Pfi derivovani podle Casu ¢
maji fyzici radi, kdyz se po-
uzivaji teCky a dvojtecky:

O*(t) + ¢2(t) = 9a% sin? t cos® t.
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Pfi derivovani podle Casu ¢
maji fyzici radi, kdyz se po-
uzivaji teCky a dvojtecky:

Potom

- 2 /2 6 ;2 2
¥ <t> + (t> = 9a” sin” t cos” t. LEKCE22-IKR

Kfivkovy integral
kiivka

‘ uzaviena kiivka

spojeni kiivek
17 1 hladk4 kiivka
Muzeme tedy p sat ¢ast. hladka kiivka
jednoducha uz.
kiivka

/ 23 + y% dr dy = / (sin*t + cos* t) V9absin?t cos2t dt = - - - = 4a’. orientace
L

ktivk.integral 1.druhu
—Tr vlastnosti 1.dr.
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Movey
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Kdyz se chci libit néjaké fy-
ziCce, musim ty teCky taky
délat?
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Kdyz se chci libit néjaké fy-
ziCce, musim ty teCky taky
délat?

Ten priklad mi dal nejvétsi
praci pri vymysleni zadani
tak, aby to Slo spocitat. Sli-
buji, Ze se pristé nebudu to-
lik snazit ...
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Kdyz se chci libit néjaké fy-
ziCce, musim ty teCky taky
délat?

Ten priklad mi dal nejvétsi
praci pii vymysleni zadani
tak, aby to Slo spocitat. Sli-
buji, Ze se pristé nebudu to-
lik snazit ...

A to si napfed nechal pora-
dit. JeSté Ze ma u koho.
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Myslim se svoje ...




Konec cvicCeni 2.




KRIVKOVE INTEGRALY 2.DRUHU




KRIVKOVE INTEGRALY 2.DRUHU
'

V praxi se vyskytuji ulohy typu: spoctéte, jaka prace byla vykonana lokomotivou pri
jizd€ vlaku po kiivé draze proti vétru.

\
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KRIVKOVE INTEGRALY 2.DRUHU
'

V praxi se vyskytuji ulohy typu: spoctéte, jaka prace byla vykonana lokomotivou pri
jizd€ vlaku po kiivé draze proti vétru.

\

. . . LEKCE22-IKR
Pokud vlak jede chvili proti Keivkovy integrl
v /1° v O Vv
vétru, chvili po vétru, muze uzaviend Kfivka
P spojeni kiive
nakonec vyjit nula. Paskd Kfivka
¢ast. hladka kiivka
jednoducha uz.
kiivka
‘ orientace
ktivk.integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
ktivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
proh’nénl’ ktivek
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M

plocha kfivkovym int.
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



\

V praxi se vyskytuji ulohy typu: spoctéte, jaka prace byla vykonana lokomotivou pri

KRIVKOVE INTEGRALY 2.DRUHU

jizd€ vlaku po kiivé draze proti vétru.

\

Pokud vlak jede chvili proti
vétru, chvili po vétru, mize
nakonec vyjit nula.

A kdyz se jede na okruzni
cestu okolo oka hurikanu je
vhodné zvolit spravny smer

=)
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Zkusime roviny pripad.

\




Zkusime roviny pripad.

\

Pocitame praci, tedy silu krat drhu.

\




Zkusime roviny pripad.

\

Pocitame praci, tedy silu krat drahu.

\/

Sila 1 kfivka jsou v tomto pripadé€ ,,dvojrozmérné", sila je vektor a kiivka je popsana
svymi tenymi vektory dt = (dx, dy).

\
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Zkusime roviny pripad.

\

Pocitame praci, tedy silu krat drahu.

\/

Sila 1 kfivka jsou v tomto pripadé€ ,,dvojrozmérné", sila je vektor a kiivka je popsana
svymi tenymi vektory dt = (dx, dy).

\

Prace je skalarni soucin sily a te¢ného vektoru drahy.

\/
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Zkusime roviny pripad.

\

Pocitame praci, tedy silu krat drahu.

\

Sila 1 kfivka jsou v tomto pripadé€ ,,dvojrozmérné", sila je vektor a kiivka je popsana

svymi tenymi vektory dt = (dx, dy).

\

Prace je skalarni soucin sily a te¢ného vektoru drahy.

\/

V praxi je jasné, jaky ma vektor teCny smér. V obecném pripade€ to zfeymé neni a je

nutné tento smér nejdrive zadat, tj. kfivku je nutné orientovat.

=)
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Zéakladni zajimavé pripady
jsou na obrazku:
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Zéakladni zajimavé pripady
jsou na obrazku:

LEKCE22-IKR
Kfivkovy integral
krivka
uzaviend kiivka
spojeni kiivek

hladka kiivka

¢ast. hladka kiivka

jednoducha uz.
kiivka

orientace

ktivk.integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
ktivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
prolinani kiivek
Greenova véta
plocha kfivkovym int.
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Zéakladni zajimavé pripady
jsou na obrazku:

LEKCE22-IKR
Kfivkovy integral
krivka
uzaviend kiivka
spojeni kiivek

hladka kiivka

¢ast. hladka kiivka

jednoducha uz.
kiivka

orientace

ktivk.integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
ktivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
prolinani kiivek
Greenova véta
plocha kfivkovym int.
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



V prvnim pripadé i v dru-
hém piipadé se celkova
prace rovnd nule.
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Ale krom toho je spousta
nezajimavych ptipadi, které
se museji upocitat . ..
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Z uvedené motivace vypoctu prace se nabizi nasledujici definice.

\




Z. uvedené motivace vypoctu prace se nabizi nasledujici definice.

\

DEFINICE. Necht je ddna rovinnd po ¢astech hladka orientovana kfivka C' funkcemi
¢, na intervalu [a, b] a funkce f na C's hodnotami v R? se soufadnicemi (f1, f2).

\
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Z. uvedené motivace vypoctu prace se nabizi nasledujici definice.

\

DEFINICE. Necht je ddna rovinnd po ¢astech hladka orientovana kfivka C' funkcemi
¢, na intervalu [a, b] a funkce f na C's hodnotami v R? se soufadnicemi (f1, f2).

\
Pak se definuje krivkovy integrdl 2.druhu funkce f podle kiivky C' jako

b
/f(S)dt:/ (fl(x7y) dX+f2($,y) dy) :/ (fl(gp(t%¢(t))90/(t)+f2(90(t)7¢(t))¢/(t>)
C C a

dt .
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Z. uvedené motivace vypoctu prace se nabizi nasledujici definice.

\

DEFINICE. Necht je ddna rovinnd po ¢astech hladka orientovana kfivka C' funkcemi
¢, na intervalu [a, b] a funkce f na C's hodnotami v R? se soufadnicemi (f1, f2).

\
Pak se definuje krivkovy integrdl 2.druhu funkce f podle kiivky C' jako

b
/f(S)dt:/ (fl(x7y) dX—‘_fQ(x?y) dy) :/ (fl(gp(t%¢(t))90/(t)+f2(90(t)7¢(t))¢/(t>)
C C a

\

Prvni dva integrély jsou ekvivalentni formy zapisu kiivkového integralu 2.druhu, treti
integral je jeho definice pomoci obyCejného integralu realné funkce jedné proménné na
intervalu.

\

dt .
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Z. uvedené motivace vypoctu prace se nabizi nasledujici definice.

\

DEFINICE. Necht je ddna rovinnd po ¢astech hladka orientovana kfivka C' funkcemi
¢, na intervalu [a, b] a funkce f na C's hodnotami v R? se soufadnicemi (f1, f2).

\
Pak se definuje krivkovy integrdl 2.druhu funkce f podle kiivky C' jako

b
/f(S)dt:/ (fl(x7y) dX—‘_fQ(x?y) dy) :/ (fl(gp(t%¢(t))90/(t)+f2(90(t)7¢(t))¢/(t>)
C C a

\

Prvni dva integrély jsou ekvivalentni formy zapisu kiivkového integralu 2.druhu, treti
integral je jeho definice pomoci obyCejného integralu realné funkce jedné proménné na
intervalu.

\

To si promyslete. Dékuji.
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Nésledujici zakladni vlastnosti kiivkového integrilu 2.druhu se opét snadno dokazuji.
Vsimnéte si rozdilu oproti kiivkovému integralu 1.druhu u predposledni vlastnosti.

\
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Nésledujici zakladni vlastnosti kiivkového integrilu 2.druhu se opét snadno dokazuji.
Vsimnéte si rozdilu oproti kiivkovému integralu 1.druhu u predposledni vlastnosti.

\

POZOROVANI. Nasledujici 3 rovnosti plati, jakmile maji smysl pravé strany.
1. [(of +Bg).dt=a [, f.dt+ 0 [, g dt;

2 fo o, £odt = [, £.dt+ [, £.dt;
3. [ o f.dt = — [ f.dt;
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Nésledujici zakladni vlastnosti kiivkového integrilu 2.druhu se opét snadno dokazuji.
Vsimnéte si rozdilu oproti kiivkovému integralu 1.druhu u predposledni vlastnosti.

\

POZOROVANI. Nasledujici 3 rovnosti plati, jakmile maji smysl pravé strany.

1. [(of +Bg).dt=a [, f.dt+ 0 [, g dt;
2 for g, ot = [ £.dt+ [, £.dt;

3. [ o f.dt = — [ f.dt;

\

Pozor, treti vlastnost je jind!

LEKCE22-IKR
Kfivkovy integral
krivka
uzaviend kiivka
spojeni kiivek

hladka kiivka

¢ast. hladka kiivka

jednoducha uz.
kiivka

orientace
ktivk.integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
ktivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
prolinani kiivek
Greenova véta
plocha kfivkovym int.
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Nésledujici tvrzeni uvadi vztah mezi obéma kiivkovymi integraly.

\




Nésledujici tvrzeni uvadi vztah mezi obéma kiivkovymi integraly.
\/
POZOROVANIL.

/(fl(:c,y) dx + fo(z,y)dy) = /(fl(s) cosa(s) + fo(s)sinaf(s)) ds,
C C

kde a(s) je dhel, ktery svira teCny vektor k C' v bod€ s s osou .

== LEKCE22-IKR
Kfivkovy integral
kiivka
uzaviena kiivka
spojeni kiivek
hladka kiivka
¢ast. hladka kiivka
jednoducha uz.
kiivka
orientace
ktivk.integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
ktivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
prolinani kiivek
Greenova véta
plocha kfivkovym int.
STANDARDY
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Nésledujici tvaha se Casto
pouziva:




Nasledujici uvaha se Casto
pouziva:

\

Necht' C', D jsou dvé rizné jednodusSe uzaviené kladné orientované po ¢astech hladké
ktivky, které se protinaji v kiivee K. Pak C je spojenim dvou orientovanych kfivek
C1, K a podobné D je spojenim dvou orientovanych kiivek Dy, Ky (v poradi podle
orientace), kde K a K j Je kfivka K s odliSnymi orientacemi. Spojeni C; + D je pak
kladné orientovand uzaviend po Castech hladka krivka.

—p

LEKCE22-IKR
Kftivkovy integral
kiivka
uzaviena kiivka
spojeni kiivek
hladka kiivka
¢ast. hladka kiivka
jednoducha uz.
kiivka
orientace
ktivk.integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
ktivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
proh’nénl’ ktivek
Greenova véta
plocha kfivkovym int.
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789






\ /
POZOROVANI. Je-li f funkce C' + D — R? pak

| oga= | ra.
C+D C1+D,




U kfivkovych integrdli je
treba mit oCi oteviené.

LEKCE22-IKR
Kfivkovy integral
krivka
uzaviend kiivka
spojeni kiivek

hladka kiivka

¢ast. hladka kiivka

jednoducha uz.
kiivka

orientace

ktivk.integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
ktivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
prolinani kiivek
Greenova véta
plocha kfivkovym int.
STANDARDY
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Poznamky 3 :

Podobné jako u ktivkového integralu 1.druhu lze 1 kiivkovy integrdl 2.druhu zadefi-
novat pomoci limit ,,Riemannovych" souctli a to i na nehladké ktivce.

\




Poznamky 3 :

Podobné jako u ktivkového integralu 1.druhu lze 1 kiivkovy integrdl 2.druhu zadefi-
novat pomoci limit ,,Riemannovych" souctli a to i na nehladké ktivce.

\

Ve vétsin€ praktickych situaci staci definice uvedend v textu pro po Castech hladké
kfivky.

\




Poznamky 3 :

Podobné jako u ktivkového integralu 1.druhu lze 1 kiivkovy integrdl 2.druhu zadefi-
novat pomoci limit ,,Riemannovych" souctli a to i na nehladké ktivce.

\

Ve vétsin€ praktickych situaci staci definice uvedend v textu pro po Castech hladké
kfivky.

\

Navic je nutné dodat, Ze vypocet integralu pomoci limit souctd je v praktickych pii-
kladech téZko proveditelny.

=)




Nase definice jsou nejhezdi.

Jsem prosté takova.

LEKCE22-IKR
Kfivkovy integral
krivka
uzaviend kiivka
spojeni kiivek

hladka kiivka

¢ast. hladka kiivka

jednoducha uz.
kiivka

orientace

ktivk.integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
ktivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
prolinani kiivek
Greenova véta
plocha kfivkovym int.
STANDARDY
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Uvedenym pfistupem pomoci limit souctd se vétSinou definuji obé Casti integralu
zv1ast, tj. integraly [, fi(z,y)dx a [ fo(z,y) dy. Tim se ztrdci jejich vektorovy cha-
rakter.

\




Uvedenym pfistupem pomoci limit souctd se vétSinou definuji obé Casti integralu
zv1ast, tj. integraly [, fi(z,y)dx a [ fo(z,y) dy. Tim se ztrdci jejich vektorovy cha-
rakter.

\

Definuje-li se kfivkovy integral pomoci skalarniho souc¢inu vektord, snadno se z tohoto
piistupu ziskd [, fi(z,y) dx jako specidlni piipad, kdy funkce f = (fi, f2) méd druhou
slozku f; nulovou. Podobné pro integril [ fo(z,y)dy.

=)




Neni nad sladké vektory.




Jestlize si pod kiivkovym integralem 2.druhu predstavite praci vykonanou po dané
kiivce vektorem (f1, f2), fikd Pozorovani 2, Ze prace vykonand na né€kolika spojenych
kiivkach je souCtem praci vykonanych na jednotlivych kiivkach.

\




Jestlize si pod kiivkovym integralem 2.druhu predstavite praci vykonanou po dané
kiivce vektorem ( fi, f2), fikd Pozorovani 2, Ze prace vykonana na nékolika spojenych
kiivkach je soucCtem praci vykonanych na jednotlivych kfivkach.

\/

Obrati-li se smér kiivky, je
zitejmé, Ze se zméni zna-
ménko vysledku préce.

LEKCE22-IKR
Kfivkovy integral
krivka
uzaviend kiivka
spojeni kiivek
hladkd kfivka

¢ast. hladka kiivka
jednoducha uz.
kiivka

orientace
ktivk.integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
ktivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
prolinani kiivek
Greenova véta
plocha kfivkovym int.
STANDARDY
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Jestlize si pod kiivkovym integralem 2.druhu predstavite praci vykonanou po dané
kiivce vektorem ( fi, f2), fikd Pozorovani 2, Ze prace vykonana na nékolika spojenych
ktivkach je souCtem praci vykonanych na jednotlivych kiivkach.

\/

Obrati-li se smér kiivky, je
zitejmé, Ze se zméni zna-
ménko vysledku préce.

Mém rad zapornou préci. Ke
kladné préci se stavim radéji
zapornge.

LEKCE22-IKR
Kfivkovy integral
krivka
uzaviend kiivka
spojeni kiivek

hladka kiivka

¢ast. hladka kiivka

jednoducha uz.
kiivka

orientace
ktivk.integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
ktivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
prolinani kiivek
Greenova véta
plocha kfivkovym int.
STANDARDY
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Uvedeny vztah kfivkového integrdlu 2.druhu k integralu 1.druhu se miiZze zdat tézko
pouzitelny. Nékdy je vSak jednoduché popsat cos «(s) i sin «(s) a spocitat pak kiivkovy
integral 1.druhu.

\




Uvedeny vztah kfivkového integrdlu 2.druhu k integralu 1.druhu se miiZze zdat tézko
pouzitelny. Nékdy je vsak jednoduché popsat cos a(s) i sin a(s) a spocitat pak kiivkovy
integral 1.druhu.

\

Hodné si kreslete a muZete
byt prekvapeni.

LEKCE22-IKR
Kfivkovy integral
kiivka
uzaviena kiivka
‘ spojeni kiivek
hladk4 kiivka
Cast. hladka krivka
jednoducha uz.
kiivka
orientace
ktivk.integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
ktivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
prolinani kiivek
Greenova véta

Movey

plocha kiivkovym int.
STANDARDY
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Uvedeny vztah kfivkového integrdlu 2.druhu k integralu 1.druhu se miiZze zdat tézko
pouzitelny. Nékdy je vsak jednoduché popsat cos a(s) i sin a(s) a spocitat pak kiivkovy

integral 1.druhu.

\

Hodné si kreslete a muZete
byt prekvapeni.

Hodné si kreslim a jsem po-
rad prekvapena.

LEKCE22-IKR
Kfivkovy integral
krivka
uzaviend kiivka
spojeni kiivek

hladka kiivka

¢ast. hladka kiivka

jednoducha uz.
kiivka

orientace
ktivk.integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
ktivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
prolinani kiivek
Greenova véta
plocha kfivkovym int.
STANDARDY
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Prenos definice a Pozorovani z roviny do prostoru je zcela formalni, pridanim treti
proménné.

\




Prenos definice a Pozorovani z roviny do prostoru je zcela formalni, pridanim treti
proménné.

\

Prvni a tfeti Pozorovéani jsou v textu jiz formulovédna nezavisle na dimenzi.

\




Prenos definice a Pozorovani z roviny do prostoru je zcela formalni, pridanim treti
proménné.

\

Prvni a tfeti Pozorovéani jsou v textu jiz formulovédna nezavisle na dimenzi.

\
Uvédomte si, Ze tfeti Pozorovani neplati pro kiivkové integraly 1.druhu (najdéte pri-
klad.)

\




Prenos definice a Pozorovani z roviny do prostoru je zcela formalni, pridanim treti

proménné.

\

Prvni a tfeti Pozorovani jsou v textu jiz formulovana nezavisle na dimenzi.

\

Uvédomte si, Ze tfeti Pozorovani neplati pro kiivkové integraly 1.druhu (najdéte pri-

klad.)
{

Konec poznamek 3.

Jednou jsem byl na pozoro-
vani ...

LEKCE22-IKR
Kfivkovy integral
krivka
uzaviend kiivka
spojeni kiivek
hladka kiivka

cast. hladka krivka
jednoducha uz.
ktivka

orientace
ktivk.integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
ktivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
prolinani kiivek
Greenova véta
plocha kfivkovym int.
STANDARDY
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Priklady 3 :

1. Spoctéte kiivkovy integral 2.druhu z funkce (—y?, zy) po obvodu &tverce s vrcholy
(0,0),(1,0),(1,1),(0,1).

—p




2. Spoctéte kiivkovy integral 2.druhu z funkce (—

. +y2, iy L) po kruZnici o poloméru r
se stfedem v pocatku.

=)




3. Spoctéte kiivkovy integral 2.druhu z funkce (yz, z\/7? — y?, xy) po Casti Sroubo-
vice x = rcost,y = rsint,z = 2t,t € [0,2x]. Pouzijte vyjadfeni integrdlu pomoci
kfivkového integrilu 1.druhu.

\




3. Spoctéte kiivkovy integrdl 2.druhu z funkce (yz, z+/7% — y?, zy) po Casti Sroubo-
vice x = rcost,y = rsint,z = 2t,t € [0,2x]. Pouzijte vyjadfeni integrdlu pomoci
kiivkového integrilu 1.druhu.

\

Sroubovice je asi zaSroubo-

vana slivovice ... LEKCE22-TKR
Kfivkovy integral
kiivka
uzaviena kiivka
spojeni kiivek
‘ hladka kiivka
¢ast. hladka kiivka
jednoducha uz.
kiivka
orientace
ktivk.integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
ktivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
prolinani kiivek
Greenova véta

M

plocha kfivkovym int.
STANDARDY
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



3. Spoctéte kiivkovy integrdl 2.druhu z funkce (yz, z+/7% — y?, zy) po Casti Sroubo-
vice x = rcost,y = rsint,z = 2t,t € [0,2x]. Pouzijte vyjadfeni integrdlu pomoci
kiivkového integrilu 1.druhu.

\

Sroubovice je asi zaSroubo-

vana slivovice ... LEKCE22-TKR
Kfivkovy integral
krivka
uzaviend kiivka
spojeni kiivek
‘ hladkd kfivka
cast. hladka krivka
jednoducha uz.
ktivka
orientace
ktivk.integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
ktivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
Ne. BTW, jednou jsem prolindni kfivek

. v Greenova véta
makal ]ak Sroub. €78 drdtn
plocha kfivkovym int.

STANDARDY
Pozna
123456789
Priklady

* 123456789
Otazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789




4. Spoctéte integral | oy dx+z dy-+z dz) pres kfivku x = a cos’t,y = av/2sint cost, z
-2
a s t.

\




4. Spoctéte integral [, (y dx+z dy+x dz) pres kfivku z = a cos® ¢,y = av/2sintcost, z =

a sin? t.

\

SMYSL to nedava ani mn¢,
ale spocitat to umim.

LEKCE22-IKR
Kfivkovy integral
krivka
uzaviend kiivka
spojeni kiivek

hladka kiivka

¢ast. hladka kiivka

jednoducha uz.
kiivka

orientace

ktivk.integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
ktivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
prolinani kiivek
Greenova véta
plocha kfivkovym int.
STANDARDY
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



4. Spoctéte integral [, (y dx+z dy+x dz) pres kfivku z = a cos® ¢,y = av/2sintcost, z =

a sin? t.

\

SMYSL to nedava ani mn¢,
ale spocitat to umim.

Mam rad SMYSLné kiivky.

LEKCE22-IKR
Kfivkovy integral
krivka
uzaviend kiivka
spojeni kiivek

hladka kiivka

¢ast. hladka kiivka

jednoducha uz.
kiivka

orientace

ktivk.integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
ktivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
prolinani kiivek
Greenova véta
plocha kfivkovym int.
STANDARDY
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



5. Spoctéte integral z predchoziho prikladu pres kiivku, ktera je priinikem dvou ploch:
{(z,y,2);2° + y* + 2% = a*},{(x,y, 2);x + y + 2 = 0}. Zkuste rGzné moZnosti (napf.
dosazeni za jednu proménnou z druhé podminky, nalezeni parametrického vyjadreni,

.)-

Konec priklada 3.

LEKCE22-IKR
Kfivkovy integral
krivka
uzaviend kiivka
spojeni kiivek

hladka kiivka

¢ast. hladka kiivka

jednoducha uz.
kiivka

orientace
ktivk.integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
ktivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
prolinani kiivek
Greenova véta
plocha kfivkovym int.
STANDARDY
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Otazky 3 :

1. Dokazte vSechny vlastnosti Pozorovani, zvlasté peclivé polozky 2 a 3. Kde se pro-
jevi v definici kfivkového integrdlu 2.druhu (tj. ve tfetim integrdlu v definici) zména
orientace kiivky?

=




2. Dokazte druhé Pozorovani o vztahu obou kfivkovych integrdli (pouZijte vypocet
kosinu a sinu z trojihelniku s odvésnami dx, dy).

\




2. Dokazte druhé Pozorovani o vztahu obou kfivkovych integrdli (pouZijte vypocet
kosinu a sinu z trojihelniku s odvésnami dx, dy).

\

Pomoci tohoto vztahu a odhadu kiivkového integralu 1.druhu dokazte znovu 3. tvrzeni
prvniho Pozorovani.

=)




3. Ukazte, Ze pro funkci f = (cos a(s),sin a(s)) je vysledkem integralu [ f. d¢ délka
kiivky O

=)




4. Zformulujte definici kiivkového integréalu 2.druhu pro prostorovou kiivku a funkci

f — <f17f27f3)'
-




5. Zformulujte druhé Pozorovani o vztahu obou kfivkovych integrdlG pro prostor a
dokaZzte jej.

-




6. Zapiste kiivkovy integral 2.druhu pro ptipad, kdy druhd slozka f, funkce f je nulova
a krivka C je grafem funkce g na intervalu [a, b].

\




6. Zapiste kiivkovy integral 2.druhu pro pripad, kdy druhé slozka f, funkce f je nulova
a kiivka C' je grafem funkce ¢ na intervalu |a, b).

\

Tady tusim Certovinu . . .

LEKCE22-IKR
Kfivkovy integral
kiivka
# uzaviena kiivka
spojeni kiivek
hladka kfivka
¢ast. hladka kiivka
jednoducha uz.
kiivka
orientace
ktivk.integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
ktivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
prolinani kiivek
Greenova véta
plocha kfivkovym int.
STANDARDY
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



7. Dokazte posledni Pozorovani.

\




7. Dokazte posledni Pozorovani.

\

To je jednoduché, neni-liz
pravda?




7. Dokazte posledni Pozorovani.

\

To je jednoduché, neni-liz
pravda?

Ja zazil jedno SUPERproli-
nani.

LEKCE22-IKR
Kfivkovy integral
krivka
uzaviend kiivka
spojeni kiivek

hladka kiivka

¢ast. hladka kiivka

jednoducha uz.
kiivka

orientace

ktivk.integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
ktivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
prolinani kiivek
Greenova véta
plocha kfivkovym int.
STANDARDY
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



8. Ukazte, Ze ktivkovy integral 2.druhu pres bod (tj., kfivku, kde prislusné funkce v
parametrickém zadani jsou konstantni) je roven 0.

\




8. Ukazte, ze krivkovy integral 2.druhu pres bod (tj., kfivku, kde prislusné funkce v
parametrickém zadani jsou konstantni) je roven 0.

\

A pak Ze matematici nedo-
vedou pocitat néco uZitec-
ného.

LEKCE22-IKR
Kfivkovy integral
‘ krivka
uzaviend kiivka
spojeni kiivek
hladka kiivka
cast. hladka krivka
jednoducha uz.
ktivka
orientace
ktivk.integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
ktivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
prolinani kiivek
Greenova véta
plocha kfivkovym int.
STANDARDY
Pozn4
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Priklady
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Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



8. Ukazte, ze krivkovy integral 2.druhu pres bod (tj., kfivku, kde prislusné funkce v
parametrickém zadani jsou konstantni) je roven 0.

\

A pak Ze matematici nedo-
vedou pocitat néco uZitec-
ného.

LEKCE22-IKR
Kfivkovy integral
krivka
uzaviend kiivka
spojeni kiivek
hladkd kfivka
cast. hladka krivka
jednoducha uz.
ktivka
orientace

To jsem jednou strasn€é moc Kfivk.integrdl 1.druhu
chtél pracovat, ale nemohl T b e

jsem se pohnout z mista. Viastnosti 2.dr.
eqe . vZzia .aZ. .
Nezaplatili mi to . .. prolindni iivek

Greenova véta

Movey

plocha kfivkovym int.
STANDARDY
L Pozna

Konec otazek 3. 123456789
Priklady
123456789
Otazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



CviCeni 3 :
Priklad. Vypoctéte integral
/L(y2 — 22 dz + (2* — 2°) dy + (2 — 9%) dz,
kde ktivka L je spojenim kiivek L, Lo, L3 danych parametrizacemi
Li: (t) =cost, $(t) =sint, 7() =0, te (0,7),

Ly: ) =0, %(t) =sint, m(t) =cost, te (0.7),

Ls:  (t) =cos(nt), ¥(t) =0, 7(t) =sin(nt), t€ <O, %) :




Cviceni 3 :
Priklad. Vypoctéte integral
[ = Ao+ (2= ) dy+ (@ - ) e
L

kde kiivka L je spojenim kiivek Li, Lo, L3 danych parametrizacemi

Li:  @(t) =cost, ¥(t) =sint, 7(t) =0, te (O, g) :

Ly @(t) =0, ¥(t) =sint, 7(t) = cost, t€ <0, g) :

Ls: (t) =cos(nt), ¥(t) =0, 7(t) =sin(nt), t€ 0,%

BTW, nevite kdo vymyslel
ta spletitd fecka pismenka?
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Reseni. Nejdiive spoéteme integraly (2. druhu) po kiivkdch L1, Lo, Ls.
/ (y* —2°)dx + (22— 2D dy + (22 —y?) dz =
Ly

s
2

= / (sin®t(—sint) + (— cos® t) cost + (cos* ¢ — sin”¢)0) dt =
0

= /0 (—Singt—cos?’t) dt =--- = —3
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Reseni. Nejdiive spoéteme integraly (2. druhu) po kiivkdch L1, Lo, Ls.

/ (y* —2)dz + (*—2)dy+ (2° —y*)dz =
Ly

5
= / (sin®t(—sint) + (— cos® t) cost + (cos* ¢ — sin”¢)0) dt =
0

CH
W

= / (—sin?’t = Cos3t) dt =--- = ——.
0 3
\
Podobné zjistime, Ze

4
| 6= dot (- oY dy+ P - ) o =
Ly

4
/ (1 = ) do+ (2 = %) dy + (2% — o) dz = —.
L3




Reseni. Nejdiive spoéteme integraly (2. druhu) po kiivkdch L1, Lo, Ls.

/ (y* —2)dz + (*—2)dy+ (2° —y*)dz =
Ly

5
= / (sin®t(—sint) + (— cos® t) cost + (cos* ¢ — sin”¢)0) dt =
0

CH
W

= /0 (—sin3t—cos3t) dt =--- = —3

\

Podobné zjistime, Ze

4
| 6= dot (- oY dy+ P - ) o =
Ly

4
/ (1 = ) do+ (2 = %) dy + (2% — o) dz = —.
L3

\
Celkovy vysledek tedy bude

/(y2 —Adr+ (P -2)dy+(z°—y)de=—2—=— = = —4.
. 373 3




Bylo to takhle: HOP, HOP a
HOP.
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GREENOVA VETA

Zéakladni véta analyzy 1ika,
Ze na hranici mnoziny po-

zname, co uvniti délala de-
rivace.
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GREENOVA VETA

Zéakladni véta analyzy 1ika,
Ze na hranici mnoziny po-

zname, co uvniti délala de-
rivace.

Vim a zndm. fab f(z) dz =

f(b) = f(a).
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Vim a znam se lehce rekne,
v roviné to byla fuska zafi-

dit.
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Vim a znam se lehce rekne,
v roviné to byla fuska zafi-

dit.

Ja si toho povazuji. Jsem po-
cténa prizni skiitkd.
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K¥ivkovy integral 2.druhu po uzaviené kiivce se Casto znaci symbolem § a chdpe se
pres kladnou orientaci kfivky (tj. proti sméru pohybu hodinovych rucicek).

\
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K¥ivkovy integral 2.druhu po uzaviené kiivce se Casto znaci symbolem § a chdpe se
pres kladnou orientaci kfivky (tj. proti sméru pohybu hodinovych rucicek).
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Nasledujici velmi dilezita
veta uvadi vztah mezi kiiv-
kovym integralem 2.druhu
po jednoduse uzaviené
kfivce a integralem pres
vnitfek této kiivky.
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K¥ivkovy integral 2.druhu po uzaviené kiivce se Casto znaci symbolem § a chdpe se
pres kladnou orientaci krivky (tj. proti sméru pohybu hodinovych rucicek).

\

Nésledujici velmi duleZzita
veta uvadi vztah mezi kiiv-
kovym integralem 2.druhu
po jednoduse uzaviené
kfivce a integralem pres
vnitfek této kiivky.

\

VETA. (Green) Necht' H je oteviend mnoZina v roving obsahujici jednoduse uzavienou
kiivku C'i s jejim vnittkem (C' a f = (f1, f2) je funkce H — R? majici spojité parcialni
derivace na H. Pak plati

df of
$ )+ feay = [ (F2-20)axay
g o\ oz "9y
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Greenova véta mimo jiné
fika, ze integral 2. druhu po
uzaviené kiivce pres kon-
stantni vektorovou funkci
(vitr) je roven ploSnému in-
tegralu pres nulovou funkci
(zadné viry, torndda a po-
dobné), tedy nule.
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Greenova véta mimo jiné
fika, ze integral 2. druhu po
uzaviené kiivce pres kon-
stantni vektorovou funkci
(vitr) je roven ploSnému in-
tegralu pres nulovou funkci
(zadné viry, torndda a po-
dobné), tedy nule.
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Greenova véta mimo jiné
fika, ze integral 2. druhu po
uzaviené kiivce pres kon-
stantni vektorovou funkci
(vitr) je roven ploSnému in-
tegralu pres nulovou funkci
(zadné viry, torndda a po-
dobné), tedy nule.
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Taky tak se chova dést’. Ko-
lik mi naprSeno do spacaku,
tolik vyteklo.
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Dukaz. V piipadé, ze C' je obvod obdélniku s vrcholy (a, ¢), (b, ¢), (b, d), (a, d), je dikaz
snadny, protoZe podle definic prisluSnych integrali je

7{) (Fu(ar ) it fol, ) dy) = / Ao / " b, ) dy— / ' e, d) dx / " o,

a

[C(%—%—js>dxdy —/Cd (f2(b,9) — fola,y)) dy—/ab (fi(z,d) dx — fi(z,c)) dx

a ob¢ pravé strany jsou stejné.
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Dukaz. V piipadé, ze C' je obvod obdélniku s vrcholy (a, ¢), (b, ¢), (b, d), (a, d), je dikaz
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ﬁ (Fu(ar ) it fol, ) dy) = / Ao / " b, ) dy— / ' e, d) dx / " e y)d

a

[C(%—%—js>dxdy —/Cd (f2(b,9) — fola,y)) dy—/ab (fi(z,d) dx — fi(z,c)) dx

a ob¢ pravé strany jsou stejné.
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Dukaz. V piipadé, ze C' je obvod obdélniku s vrcholy (a, ¢), (b, ¢), (b, d), (a, d), je dikaz
snadny, protoZe podle definic prisluSnych integrali je

ﬁ (Fu(ar ) it fol, ) dy) = / Ao / " b, ) dy— / ' e, d) dx / " e y)d

a

0 0 d b
[C (a—f— a—];l) dxdy = / (f2(b,9) = fala, y)) dy—/a (fi(z,d) dx — fi(z,c)) dx
a ob¢ pravé strany jsou stejné.

\

Podle posledniho Pozorovani z predchozi ¢asti o kfivkovych integralech 2.druhu plati
tedy Greenilv vzorec i pro koneCna sjednoceni nepfekryvajicich se obdélnikt v H, je-
jichz hranici tvori lomena Céra, ktera je uzaviena.

\/

Nyni si staci uvédomit (musi se to ovSem presné dokézat) Ze lze najit takovouto lo-
menou ¢aru D libovolné blizko kfivky C' v tom smyslu, Ze jak kiivkové 1ntegraly pres
C apres D se budou liSit nejvyse o predem dané € > 0, tak integraly pres (C' a pfes ono
sjednoceni obdélniku se budou liSit nejvyse o €. &

=
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JestliZe se v Greenove rovnosti misto funkce ( f1, f2) vezme funkce (— f, f1), dostava

S€ VZOrecC

Zde je v levém integralu skaldrni soucin f a normdly k C, ktery se Casto znaci jako

f.dn.

$ (s = pla) e = [

dfi

__l__

ox

01
dy

)dxdy.

=

LEKCE22-IKR
Kftivkovy integral
krivka
uzavrena kfivka
spojeni kiivek

hladka kiivka

¢ast. hladka kiivka

jednoducha uz.
kiivka

orientace
ktivk.integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
ktivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
prolinani kiivek
Greenova véta
plocha kfivkovym int.
STANDARDY
Pozndmky
123456789
Ptiklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Dobie si promyslete pred-
chozi diikaz.




Dobre si promyslete pred-
chozi diikaz.

Dali byste za néj ruku do
ohné?
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Dobre si promyslete pred-
chozi diikaz.

Dali byste za néj ruku do
ohné?

PreCtu si dikaz pro jistotu
jesté jednou . ..
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1. Greenova véta v obecném tvaru.
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Greenovu vétu Ize zobecnit na koneCny pocet kiivek. V tomto piipadé je ale jedno-
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kiivky.
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Poznamky 4 :

1. Greenova veéta v obecném tvaru.

\

Greenovu vetu lze zobecnit na konecny pocet kiivek. V tomto ptipade je ale jedno-

dusSsi se na situaci divat ne z hlediska ktivek, ale z hlediska mnozin majicich za hranici
ktivky.

\

Oteviend mnoZzina GG v rovine€ se nazyva souvisld, jestlize kazdé dva jeji body lze spojit
lomenou Carou leZici v G.

\

Necht” GG je oteviena souvisla mnozina, ktera ma za hranici 0G konecné¢ mnoho dis-
junktnich, jednoduSe uzavienych krivek.

\

Jako priklad 1ze uvést oteviené mezikruzi, nebo vnitiek elipsy s konecné mnoha kula-
tymi ,,dérami".

\

Je-li C' jedna z uzavienych ktivek tvorici hranici, pak orientace C' vzhledem ke G se
nazyva kladna v nasledujicim pripade: stojite-1i na krivce tvari v jejim kladném sméru,
mate GG po levé strané.

\
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hladka krivka
Cast. hladka krivka
jednoducha uz.
kiivka
orientace
krivk.integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
krivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
proliném’ ktivek
Greenova véta
plocha kfivkovym int.
STANDARDY
Poznamky
123456789
Priklady
123456789
Otazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Poznamky 4 :

1. Greenova veéta v obecném tvaru.

\

Greenovu vetu lze zobecnit na konecny pocet kiivek. V tomto ptipade je ale jedno-

dusSsi se na situaci divat ne z hlediska ktivek, ale z hlediska mnozin majicich za hranici
ktivky.

\

Oteviend mnoZzina GG v rovine€ se nazyva souvisld, jestlize kazdé dva jeji body lze spojit
lomenou Carou leZici v G.

\

Necht” GG je oteviena souvisla mnozina, ktera ma za hranici 0G konecné¢ mnoho dis-
junktnich, jednoduSe uzavienych krivek.

\

Jako priklad 1ze uvést oteviené mezikruzi, nebo vnitiek elipsy s konecné mnoha kula-
tymi ,,dérami".

\

Je-li C' jedna z uzavienych ktivek tvorici hranici, pak orientace C' vzhledem ke G se
nazyva kladna v nasledujicim pripade: stojite-1i na krivce tvari v jejim kladném sméru,
mate GG po levé strané.

\

U mezikruzi je tedy kladny smér vnéjsi kruznice proti sméru pohybu hodinovych ru-

LEKCE22-IKR
Kfivkovy integral
kiivka
uzaviena kiivka
spojeni kiivek
hladka krivka
Cast. hladka krivka
jednoducha uz.
kiivka
orientace
krivk.integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
krivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
proliném’ ktivek
Greenova véta
plocha kfivkovym int.
STANDARDY
Poznamky
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Priklady
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CiCek, u vnitfni kruznice je tomu opacné.




Jezdil jsem jako kaskadér
s autem po hranici stiechy
mrakodrapu a drzel jsem
kladnou orientaci.

LEKCE22-IKR
Kfivkovy integral
krivka
uzaviend kiivka
spojeni kiivek

hladka kiivka

¢ast. hladka kiivka

jednoducha uz.
kiivka

orientace

ktivk.integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
ktivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
prolinani kiivek
Greenova véta
plocha kfivkovym int.
STANDARDY
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
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Uceni
123456789



Jezdil jsem jako kaskadér
s autem po hranici stiechy
mrakodrapu a drzel jsem
kladnou orientaci.

M4im volant vlevo. Slo to
snadno.

LEKCE22-IKR
Kfivkovy integral
krivka
uzaviend kiivka
spojeni kiivek

hladka kiivka

¢ast. hladka kiivka

jednoducha uz.
kiivka

orientace

ktivk.integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
ktivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
prolinani kiivek
Greenova véta
plocha kfivkovym int.
STANDARDY
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Pro zjednoduseni z4pisu bude pro jednoduché mnoziny GG znacit faG soucet soucet

ktivkovych integralli 2.druhu pies jednotlivé uzaviené kiivky hranice, brané s kladnou
orientaci vzhledem ke G.

\




Pro zjednoduSeni zapisu bude pro jednoduché mnoZiny GG znacit fﬁa@ soucet soucet

kfivkovych integralli 2.druhu pfes jednotlivé uzaviené kiivky hranice, brané s kladnou
orientaci vzhledem ke G.

\

To je Sikovny zapis. Musi
se ale zapojit vSechny Casti
hranice. LEKCE22-IKR
Kfivkovy integral
krivka
uzaviend kiivka
spojeni kiivek
=p hladkd kfivka
cast. hladka krivka
jednoducha uz.
ktivka
orientace
ktivk.integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
ktivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
prolinani kiivek
Greenova véta

Movey

plocha kfivkovym int.
STANDARDY
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



VETA. (Greenova véta v obecném tvaru)

\




VETA. (Greenova véta v obecném tvaru)

\

Necht’ G je oteviend souvisld mnoZina, kterd mé za hranici kone¢né mnoho disjunkt-
nich, jednoduse uzavienych ktfivek a H oteviena mnozina obsahujici G U 0G.

\




VETA. (Greenova véta v obecném tvaru)

\

Necht’ G je oteviend souvisld mnoZina, kterd mé za hranici kone¢né mnoho disjunkt-
nich, jednoduse uzavienych ktfivek a H oteviena mnozina obsahujici G U 0G.

\

Necht f = (f1, f») je funkce H — R? majici spojité parcidlni derivace. Pak plati

$ (Bl pla)dn = [ (F2-FE)axdy.

G




VETA. (Greenova véta v obecném tvaru)

\

Necht’ G je oteviend souvisld mnoZina, kterd mé za hranici kone¢né mnoho disjunkt-
nich, jednoduse uzavienych ktfivek a H oteviena mnozina obsahujici G U 0G.

\
Necht f = (f1, f») je funkce H — R? majici spojité parcidlni derivace. Pak plati
df 0fi
filz,y) dx + folz,y) dy =/ (———) dxdy .
$ (et ey = [ (5=
G

\
Stejné jako u zdkladni verze Greenovy véty lze vzorec psat ve tvaru

ng(fl(fy?J)dy—fﬂxay)dX)—L<%+%—J;)d><d}’-




2. Greenova véta ma prirozené fyzikalni vysvétleni, které bude podrobnéji uvedeno v
kapitole o vektorovych funkcich.

\




2. Greenova véta ma prirozené fyzikalni vysvétleni, které bude podrobnéji uvedeno v
kapitole o vektorovych funkcich.

\

Napft. v druhé formulaci znamenad integrél skalarniho soucinu vektoru f na ktivce C's
normdlou kfivky tok vektoru kiivkou C' (napf. tok kapaliny).

\




2. Greenova véta ma prirozené fyzikalni vysvétleni, které bude podrobnéji uvedeno v
kapitole o vektorovych funkcich.

\

Napft. v druhé formulaci znamenad integrél skalarniho soucinu vektoru f na ktivce C's
normdlou kfivky tok vektoru kiivkou C' (napf. tok kapaliny).

\

Dvojrozmérny integrdl znamen4, kolik kapaliny uvnitf kiivky pribylo nebo se ztratilo.

\




2. Greenova véta ma prirozené fyzikalni vysvétleni, které bude podrobnéji uvedeno v

kapitole o vektorovych funkcich.

\

Napr. v druhé formulaci znamena integral skalarniho soucinu vektoru f na kiivce C's

normdlou kfivky tok vektoru kiivkou C' (napf. tok kapaliny).

\

Dvojrozmérny integral znamen4, kolik kapaliny uvnitr kfivky pribylo nebo se ztratilo.

\

Takze opct napriiklad, po-
kud bude tok vSude stejny,
uvnitt kfivky at’ uz bude ja-
kakoliv, bude kapaliny po-
rad stejné.

LEKCE22-IKR
Kfivkovy integral
krivka
uzaviend kiivka
spojeni kiivek

hladka kiivka

cast. hladka krivka

jednoducha uz.
ktivka

orientace
ktivk.integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
ktivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
prolinani kiivek
Greenova véta
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Pozna
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123456789



3. Greeniv vzorec lze pouZit i pro neuzaviené kfivky, pokud takovou kfivku vhodné
doplnime na uzavienou.

\




3. Greenuv vzorec lze pouZzit 1 pro neuzaviené kiivky, pokud takovou kfivku vhodné
doplnime na uzavrenou.

\

Slovo ,,vhodné" tu pak zna-
mena, ze muzeme snadno
spoCitat integrdl pres tuto
doplnénou kiivku i dvojroz-
mérny integral pres vznikly
vnitiek uzavrené krivky.

LEKCE22-IKR
Kfivkovy integral
kiivka
* uzaviena kiivka
spojeni kiivek
hladka kiivka
¢ast. hladka kiivka
jednoducha uz.
kiivka
orientace
ktivk.integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
ktivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
prolinani kiivek
Greenova véta
plocha kfivkovym int.
STANDARDY
Pozna
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Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
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123456789



4. V prvni formulaci Greenova vzorce je kiivkovy integral uveden podle definice a je
to tedy integral ze skalarniho souCinu vektoru funkce a teCného vektoru.

\




4. V prvni formulaci Greenova vzorce je kiivkovy integral uveden podle definice a je
to tedy integral ze skalarniho souCinu vektoru funkce a teCného vektoru.

\

Ve druhé formulaci je to kfivkovy integral ze skalarniho soucinu vektoru funkce a
normalového vektoru kiivky.

\




4. V prvni formulaci Greenova vzorce je kiivkovy integral uveden podle definice a je
to tedy integral ze skalarniho souCinu vektoru funkce a teCného vektoru.

\

Ve druhé formulaci je to kfivkovy integral ze skalarniho soucinu vektoru funkce a
normalového vektoru kiivky.

\

Zobecnéni Greenovy véty z roviny do prostoru se muze tykat jednak kfivek v prostoru,
jednak ploch v prostoru. Hladka kiivka v prostoru neméa obecné normalovy vektor, ale
ma jednoznacné urcené teCné vektory; proto se na tento pripad zobecnuje prvni varianta
Greenova vzorce.

\




4. V prvni formulaci Greenova vzorce je kiivkovy integral uveden podle definice a je
to tedy integral ze skalarniho souCinu vektoru funkce a teCného vektoru.

\

Ve druhé formulaci je to kfivkovy integral ze skalarniho soucinu vektoru funkce a
normalového vektoru kiivky.

\

Zobecnéni Greenovy véty z roviny do prostoru se muze tykat jednak kfivek v prostoru,
jednak ploch v prostoru. Hladka kiivka v prostoru neméa obecné normalovy vektor, ale
ma jednoznacné urcené teCné vektory; proto se na tento pripad zobecnuje prvni varianta
Greenova vzorce.

\

Naopak plocha (orientovand) nemd jednoznacné urcené teCné vektory ale ma norma-

lovy vektor v kazdém bodé, proto se pro tento pripad zobecnuje druhd varianta Greenova
vzorce.

\




4. V prvni formulaci Greenova vzorce je krivkovy integral uveden podle definice a je
to tedy integral ze skalarniho soucinu vektoru funkce a teCného vektoru.

\

Ve druhé formulaci je to kiivkovy integral ze skalarniho souCinu vektoru funkce a
normalového vektoru kiivky.

\

Zobecnéni Greenovy véty z roviny do prostoru se miiZe tykat jednak kiivek v prostoru,
jednak ploch v prostoru. Hladka krivka v prostoru nema obecné normélovy vektor, ale
ma jednoznacné urcené teCné vektory; proto se na tento pripad zobecnuje prvni varianta
Greenova vzorce.

\

Naopak plocha (orientovand) nemd jednoznacné urcené teCné vektory ale ma norma-

lovy vektor v kazdém bodé, proto se pro tento pripad zobecnuje druha varianta Greenova
vzorce.

\

To pro pripad, kdy by G
mohla byt tieba krychle a
O0G by bylo Sest jejich stén.

LEKCE22-IKR
Kfivkovy integral
kiivka
uzaviena kiivka
spojeni kiivek
hladka krivka
Cast. hladka krivka
jednoducha uz.
kiivka
orientace
krivk.integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
krivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
prolinani kfivek
Greenova véta
plocha kfivkovym int.
STANDARDY
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Konec poznamek 4.




Priklady 4 :

1. Prepoctéte kiivkové integréaly z prvnich dvou Prikladii predchozi ¢asti pomoci Gre-
enovy vety.

-




2. Pouzijte Greenliv vzorec na mezikruz {(z,y);r < 22 + 9> < R}, kde 0 < r < R

pro funkci (x2_+yy2’ o _“;yQ) (viz predchozi priklad).
\




2. Pouzijte Greentiv vzorec na mezikruzi {(z,y):r < 2 +1y*> < R}, kde 0 <r < R

pro funkci (xQ;yy% - Lﬂ) (viz pfedchozi priklad).
\

Dovedete vysvétlit, k jakym
problémim doslo? A proc¢?

LEKCE22-IKR
Kfivkovy integral
kiivka

uzaviena kiivka

* spojeni kiivek

hladka kiivka

¢ast. hladka kiivka

jednoducha uz.

kiivka

orientace
ktivk.integral 1.druhu

vlastnosti 1.dr.
ktivk.integral 2.druhu

vlastnosti 2.dr.

vztah 1. a 2. dr.

prolinani kiivek
Greenova véta

M

plocha kfivkovym int.
STANDARDY
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



3. Spoctéte integral |, C(:z:y2 dx — yz* dy) pies horni jednotkovou polokruznici doplné-
nim této polokruznice bud’ na kruZnici nebo spojenim tseckou obou koncovych bodu,
pak pouzijte Greenilv vzorec.

\




3. Spoctéte integral [ (xy* dx — yz* dy) pies horni jednotkovou polokruznici doplng-
nim této polokruznice bud’ na kruznici nebo spojenim useckou obou koncovych bodi,
pak pouZzijte Greentliv vzorec.

\

Co bude jednodussi? LEKCE22-IKR
Kfivkovy integral
krivka
uzaviend kiivka
spojeni kiivek

* hladka kiivka
¢ast. hladka kiivka
jednoducha uz.
kiivka
orientace
ktivk.integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
ktivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
prolinani kiivek
Greenova véta

Movey

plocha kfivkovym int.
STANDARDY
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



4. Ovéfte platnost Greenova vzorce na funkci ((z +1v)?, ° +y?) a obvodu trojihelniku
s vrcholy (1, 1), (3,2), (2,5).

Konec piikladi 4.




Otazky 4 :

Zkuste ukazat platnost Greenovy véty v obecném tvaru pouzitim nésledujici uvahy:

\




Otazky 4 :

Zkuste ukazat platnost Greenovy véty v obecném tvaru pouzitim nésledujici uvahy:

\

Jednotlivé ktivky hranice G se spoji disjunktnimi lomenymi ¢arami (nékdy staci
jednou Carou, nekdy dvéma) tak, aby se vytvorily jednoduché uzaviené kfivky, jejichz
vnitiek pokryva (G aZ na ony lomené Cary (ty nehraji Zddnou roli pfi dvojrozmérné inte-
gract).

G




Otazky 4 :

Zkuste ukazat platnost Greenovy véty v obecném tvaru pouzitim nésledujici uvahy:

\

Jednotlivé ktivky hranice G se spoji disjunktnimi lomenymi ¢arami (nékdy staci
jednou Carou, nekdy dvéma) tak, aby se vytvorily jednoduché uzaviené kfivky, jejichz
vnitrek pokryva (G az na ony lomené Cary (ty nehraji Zadnou roli pii dvojrozmérné inte-
graci).

G

\

Kazdou lomenou Caru probéhnete dvakrat, pokazdé v opaCném smeéru, takze se prii
souctu krivkové integraly pres tyto kfivky vyrusi a zbude jen soucet pies kiivky hranice.

\




Otazky 4 :

Zkuste ukazat platnost Greenovy véty v obecném tvaru pouzitim nésledujici uvahy:

\

Jednotlivé ktivky hranice G se spoji disjunktnimi lomenymi ¢arami (nékdy staci
jednou Carou, nekdy dvéma) tak, aby se vytvorily jednoduché uzaviené kfivky, jejichz
vnitrek pokryva (G az na ony lomené Cary (ty nehraji Zadnou roli pii dvojrozmérné inte-
graci).

G

\

Kazdou lomenou Caru probéhnete dvakrat, pokazdé v opaCném smeéru, takze se prii
souctu krivkové integraly pres tyto kfivky vyrusi a zbude jen soucet pies kiivky hranice.

\




Konec otazek 4.

Takové obrazky jsem kreslil
jako maly.




POUZITI KRIVKOVYCH INTEGRALU




POUZITI KRIVKOVYCH INTEGRALU
'

Podivate-li se nym zpatky na popis délky kfivky nebo na postup pri zjiSt ovani téziste

ktivky, zjistite, Ze vzorce z kapitoly 15-iap se daji prepsat pomoci kiivkovych integralt
1.druhu.

\




POUZITI KRIVKOVYCH INTEGRALU
'

Podivate-li se nym zpatky na popis délky kfivky nebo na postup pri zjiSt ovani tezisté

ktivky, zjistite, Ze vzorce z kapitoly 15-iap se daji prepsat pomoci kiivkovych integralt
1.druhu.

\

LEKCE22-IKR
Musim uznat, Ze to je $i- Ry el
kovné. UZ mame néco pre- uzaviend Kiivka
> 5 spojeni kiivek
dem rozmySleno. Vyplatilo hladki kiivka
se to cast. hladka krivka
* jednoducha uz.
ktivka
orientace
ktivk.integral 1.druhu
‘ vlastnosti 1.dr.
ktivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
proliném’ ktivek
Greenova véta

Movey

plocha kfivkovym int.
STANDARDY
Poznd
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Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



POUZITI KRIVKOVYCH INTEGRALU
'

Podivate-li se nym zpatky na popis délky kfivky nebo na postup pri zjiSt ovani tezisté

ktivky, zjistite, Ze vzorce z kapitoly 15-iap se daji prepsat pomoci kiivkovych integralt
1.druhu.

\/

LEKCE22-IKR
Musim uznat, Ze to je $i- [ivkovy integrdl
kovné. UZ mame néco pre- uzaviend Kiivka
> 5 spojeni kiivek
dem rozmySleno. Vyplatilo hladki kiivka
se to cast. hladka krivka
* jednoducha uz.
ktivka
orientace
ktivk.integral 1.druhu
‘ vlastnosti 1.dr.
ktivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
prolinénl’ ktivek
Greenova véta

Movey

plocha kfivkovym int.
v s o . STANDARDY
PfemysSlim a marné vzpomi- Eec i
nam, kdy presne jsem to za- Pfiklady

X 123456789
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POZOROVANL
1. Délka po ¢astech hladké kiivky C je rovna | o ds.

2. Hmotnost tenkého dratu majiciho tvar po ¢astech hladké ktivky C, ktery ma v bodé
s hustotu A(s), je rovna [, h(s) ds.

3. Tézisté tenkého dratu majiciho tvar po ¢astech hladké ktivky C, ktery ma v bod¢ s
hustotu h(s), ma soufadnice (7}, T}), kde (m znaci hmotnost dratu)

_ Jozh(s) ds T Joyh(s) ds.

)
m Y m

1%

LEKCE22-IKR
Kfivkovy integral
kiivka
{ uzaviend kiivka
spojeni kiivek
hladka kiivka
¢ast. hladka kiivka
jednoducha uz.
kiivka
orientace
ktivk.integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
ktivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
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POZOROVANL
1. Délka po ¢astech hladké kiivky C je rovna | o ds.

2. Hmotnost tenkého dratu majiciho tvar po ¢astech hladké ktivky C, ktery ma v bodé

s hustotu h(s), je rovna [, h(s) ds.

3. Tézisté tenkého dratu majiciho tvar po ¢astech hladké ktivky C, ktery ma v bod¢ s
hustotu h(s), ma soufadnice (7}, T}), kde (m znaci hmotnost dratu)

_ Jozh(s) ds T Joyh(s) ds.

)
m Y m

1%

\

V integrélech se musi za x, y, s dosadit pfislusSné vyrazy podle toho, jak je kfivka C
popsana.

\

LEKCE22-IKR
Kfivkovy integral
kiivka
uzaviena kiivka
spojeni kiivek
hladka kfivka
Cast. hladka krivka
jednoducha uz.
kiivka
orientace
ktivk.integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
ktivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
prolinani kiivek
Greenova véta
plocha kfivkovym int.
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POZOROVANL
1. Délka po ¢astech hladké kfivky C je rovna |, ds.

2. Hmotnost tenkého dratu majiciho tvar po ¢astech hladké ktivky C, ktery ma v bodé
s hustotu h(s), je rovna [, h(s) ds.

3. Tézisté tenkého dratu majiciho tvar po ¢astech hladké ktivky C, ktery ma v bod¢ s
hustotu h(s), ma soufadnice (77,7}, ), kde (m znaci hmotnost dratu)

[~ xh(s) ds yh(s) ds
TZL‘ _ JC : Ty _ fC’ .
m m

\/

V integrélech se musi za x, y, s dosadit pfislusSné vyrazy podle toho, jak je kfivka C
popsana.

'

Citatelé ve vzorcich pro t&Zi§té drdtu jsou (statické) momenty dratu vzhledem k osdm
y nebo x resp.

—p
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YV Vv

vyraz pro T’., coz je moment kiivky vzhledem k roviné xy.
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Na zédkladé Greenovy véty 1ze nyni uvést nové vzorce pro vypocet obsahu nékterych
rovinnych mnozin.
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Na zédkladé Greenovy véty 1ze nyni uvést nové vzorce pro vypocet obsahu nékterych
rovinnych mnozin.

\

Necht' G je jednoduchd mnoZina. Jeji obsah je roven |, o dxdy, tj. integrélu z funkce
identicky rovné 1 na G. Aby bylo moZzné pouzit Greenliv vzorec, musi se vzit takové

funkce f, f» majici spojité parcidlni derivace na G, aby = 9 4 af 2 =1,

\




Na zédkladé Greenovy véty 1ze nyni uvést nové vzorce pro vypocet obsahu nékterych
rovinnych mnozin.

\

Necht' G je jednoduchd mnoZina. Jeji obsah je roven |, o dxdy, tj. integrélu z funkce
identicky rovné 1 na G. Aby bylo moZzné pouzit Greenliv vzorec, musi se vzit takové
funkce f, f» majici spojité parcidlni derivace na G, aby = 9 4 af 2 =1,

\

Nabizi se n¢kolik moznosti, napt. fi(z,y) = x, fo(x,y) = 0, nebo naopak fi(x,y) =
0, fo(x,y) = y anebo symetricky zvolené funkce f1( y) =z/2, fo(x,y) = y/2.
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Na zédkladé Greenovy véty 1ze nyni uvést nové vzorce pro vypocet obsahu nékterych
rovinnych mnozin.

\

Necht' G je jednoduchd mnoZina. Jeji obsah je roven |, o dxdy, tj. integrélu z funkce

identicky rovné€ 1 na G. Aby bylo moZné pouZit Greenuv vzorec, musi se vzit takové
funkce f1, fo majici spojité parcidlni derivace na Gz, aby % 80:—22 = 1.

Nabizi se n¢kolik moznosti, napt. fi(z,y) = x, fo(x,y) = 0, nebo naopak fi(x,y) =
0, fo(x,y) = y anebo symetricky zvolené funkce fi(x,y) = x/2, fo(z,y) = y/2.
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Priklady 5 :

Y Vv

hustotou h(z,y) =2 — y.
\




Priklady 5 :

Y Vv

hustotou h(z,y) =2 — y.
\

2. Spoctéte plochu elipsy pomoci kfivkového integrélu.

\




Priklady 5 :

1. Spoctéte t&7ist€ drdtu tvaru polokruznice {(x,y);z* + y* = 4,2 > 0,y >)} s
hustotou h(x,y) =2 — v.

\

2. Spoctéte plochu elipsy pomoci kiivkového integralu.

\ /
3. Spoctéte plochu astroidy 2%/ + 4?3 = /3 pomoci kfivkovych integrald.
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Priklady 5 :

1. Spoctéte t&7ist€ drdtu tvaru polokruznice {(x,y);z* + y* = 4,2 > 0,y >)} s
hustotou h(x,y) =2 — v.

\

2. Spoctéte plochu elipsy pomoci kiivkového integralu.

\

3. Spoctéte plochu astroidy 2%/ + 4?3 = /3 pomoci kfivkovych integrald.

y

\
4. Najdéte tézisté cykloidy x = (t — sint),y = (1 — cost),t € [0, 4m].
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Cykloida = draha hiebiku v pneumatice

\V/

\
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Cykloida = draha hiebiku v pneumatice

Konec ptikladu 5.

Tak to jsem mél cykloidu 1
na aute.
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CviCeni 5 :

Ptiklad. Pomoci Greenovy véty urete obsah |G| plochy G uvnitf elipsy

2 2
—+L -
a b2




CviCeni 5 :

Ptiklad. Pomoci Greenovy véty urcete obsah |G| plochy G uvnitf elipsy
22 P

‘

Reseni. Elipsu budeme parametrizovat modifikovanymi poldrnimi soufadnicemi

r=p(t)=acost, y=1(t)=bsint, te[—m, 7.




CviCeni 5 :

Ptiklad. Pomoci Greenovy véty urcete obsah |G| plochy G uvnitf elipsy

2 2
L Yy

\
Reseni. Elipsu budeme parametrizovat modifikovanymi poldrnimi soufadnicemi
r=p(t)=acost, y=1(t)=bsint, te[—m, 7.

\
Zvolme funkci f = (f1, f2), kde funkce jsou dany vztahy fi(z,y) = —y, fo(z,y) = .

\




CvicCeni 5 :

Ptiklad. Pomoci Greenovy véty urcete obsah |G| plochy G uvnitf elipsy

2 2
x°
=L

\

ResSeni. Elipsu budeme parametrizovat modifikovanymi polarnimi souradnicemi

r=(t)=acost, y=1(t)=>bsint, te€[—m ml.

\

Zvolme funkci f = (f1, f2), kde funkce jsou dany vztahy fi(z,y) = —y, fo(z,y) =«

\

To jsem se naucil v baru "U
tornada".

LEKCE22-IKR
Kfivkovy integral
krivka
uzaviend kiivka
spojeni kiivek

hladka kiivka

cast. hladka krivka

jednoducha uz.
ktivka

orientace
ktivk.integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
ktivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
prolinani kiivek
Greenova véta
plocha kfivkovym int.
STANDARDY
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Podle Greenovy véty dostavame

filz,y)dz + folx,y) dy = /

G

<8fz(fc,y) . 3f1<5’779)> dr dy = 2/ dz dy.
G

e Ox dy

\




Podle Greenovy véty dostavame

filz,y)dz + folx,y) dy = /

G

<8fz(fv,y) . 3f1(5’773/)> dr dy = 2/ dz dy.
G

e Ox Ay

\
Jelikoz

m:/mw,
G

1 1 [7
G| = 5/ —ydz+xdy = 5/ ((=bsint)(—asint) + (acost)(bcost)) dt = wab.
G T

hledany obsah |G| pak bude roven

\




Podle Greenovy véty dostdvame

fﬂ%wdx+ﬁ@mﬁm/té a€§”>aﬁgﬂ> anQK;MdU

oG

 /
Jelikoz

\msz@,
&

hledany obsah |G| pak bude roven
1 1 ["

G| = 5/ —ydr +zrdy = 5/ ((=bsint)(—asint) + (acost)(bcost)) dt = mab.
oG —T

\

Ta f mohla byt i jind. Ta je-
diné jsem podle GREENovy
vety pochopil. Nejsem zele-
nac.
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Konec cvicCeni 5.







‘ STANDARDY z kapitoly \
\ KRIVKOVE INTEGRALY \
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KRIVKY




KRIVKY
'

Kfivka je spojity obraz kompaktniho intervalu ® : [a, b] — R", ® je tedy n-tice spoji-
tych redlnych funkci jedné proménné definovanych na [a, b]. Kfivka v roviné je popsdna
spojitymi funkcemi ¢, ¢ : [a, b] — R jako mnozina bodu {(p(t), ¥ (t));t € [a, b]}.

\
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KRIVKY
'

Kfivka je spojity obraz kompaktniho intervalu ® : [a, b] — R", ® je tedy n-tice spoji-
tych redlnych funkci jedné proménné definovanych na [a, b]. Kfivka v roviné je popsdna
spojitymi funkcemi ¢, ¢ : [a, b] — R jako mnozina bodu {(p(t), ¥ (t));t € [a, b]}.

\
Kfivka v prostoru je popsana spojitymi funkcemi ¢, ), 7 : [a,b] — R jako mnoZina

bodi {((t),¥(t),7(¢)); ¢ € |a, b]}.
-—p
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Pocatecni bod kiivky je ®(a), koncovy bod je ®(b) (pokud neni orientace stanovena
jinak — viz ddle). Kfivky, u kterych pocatecni a koncovy bod splyvaji, se nazyva uza-

vrené.

J (@(V), w(1)




Necht’ jsou dany dvé kiivky C, C5 definované funkcemi @ : [a,b] — R"a V¥ : [¢, d] —
R™, pficemz koncovy bod kiivky C| je pocatecni bod kiivky Cs, tj. (b)) = ¥(c). Spo-
jenim obou kfivek se rozumi kfivka, znacend jako C; + C5, definovana funkci 7'(¢) na
intervalu [a, b + d — c| predpisem

T(t) = { (1), prot €

a, bl;
U(t+c—b), prot €

b,b+d — .

{Q
Vo>
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Je-1i kiivka W popsana parametricky funkcemi o, 1), fekneme, Ze U je hladka kiivka,
kdyz:

1. funkce ¢, 1) maji spojité prvni derivace;
2. pro kazdé t € [a, b] je asponi jedna z derivaci ¢'(t), ¢/'(t) nenulova;

3. kazdy bod kfivky je obrazem jediného bodu z [a,b] s jedinou moznou vyjimkou:
pocatecni a koncovy bod mohou splyvat.

\
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Je-1i kiivka W popsana parametricky funkcemi o, 1), fekneme, Ze U je hladka kiivka,
kdyz:

1. funkce ¢, 1) maji spojité prvni derivace;
2. pro kazdé t € [a, b] je asponi jedna z derivaci ¢'(t), ¢/'(t) nenulova;

3. kazdy bod kfivky je obrazem jediného bodu z [a,b] s jedinou moznou vyjimkou:
pocatecni a koncovy bod mohou splyvat.

\

Po castech hladka kiivka je krivka, kterd vznikla spojenim konecné mnoha hladkych
kiivek.

=)
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Necht je po castech hladka kiivka C' spojenim kiivek C', Cs, ..., C), v uvedeném po-
radi. Krivka C' se nazyva jednoduse uzavrend, jestlize vSechny kiivky C; jsou navzajem
disjunktni s jedinymi vyjimkami:

e pocatecni bod kiivky C splyva s koncovym bodem kiivky C),

e pocateCni bod kiivky C;. 4 splyvé s koncovym bodem ktivky C; proz = 1..n — 1.

\
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Necht je po castech hladka kiivka C' spojenim kiivek C', Cs, ..., C), v uvedeném po-
radi. Krivka C' se nazyva jednoduse uzavrend, jestlize vSechny kiivky C; jsou navzajem
disjunktni s jedinymi vyjimkami:

e pocatecni bod kiivky C splyva s koncovym bodem kiivky C),

e pocateCni bod kiivky C;. 4 splyvé s koncovym bodem ktivky C; proz = 1..n — 1.

\

D4 se dokdzat, podobné jako u kruznice, Ze jednodusSe uzaviend kiivka C' déli rovinu
na dvé Casti: omezenou, tzv. vnitiek kiivky C' (znaCeny +C') a neomezenou, tzv. vnéjsek.

-p
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V dalSim textu bude potreba orientace krivky, tj. urCeni kladného a zaporného sméru
kiivky. Je-li C' orientovand kiivka, zna¢i —C mnoZinové tutéz kiivku s opacnou orien-
taci.

\




V dalsim textu bude potfeba orientace kfivky, tj. urceni kladného a zaporné¢ho sméru
krlvky Je-li C' orientovana kiivka, zna¢i —C' mnoZinové tutéZ kfivku s opacnou orien-
taci.

\

U kiivky zadané pomoci funkce ® na n¢jakém intervalu [a, b| je kladnd orientace ddna
(pokud nenfi uréeno jinak) timto intervalem. Kladna orientace probihd od bodu ®(a) do
bodu ®(b), tj. podle rostouciho parametru.

\
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V dalsim textu bude potfeba orientace kfivky, tj. urceni kladného a zaporné¢ho sméru
krlvky Je-li C' orientovana kiivka, zna¢i —C' mnoZinové tutéZ kfivku s opacnou orien-
taci.

\

U kiivky zadané pomoci funkce ® na n¢jakém intervalu [a, b| je kladnd orientace ddna
(pokud nenfi uréeno jinak) timto intervalem. Kladna orientace probihd od bodu ®(a) do
bodu ®(b), tj. podle rostouciho parametru.

\

Kladn4 orientace jednodusSe uzaviené kiivky (pokud nebude feCeno jinak) je proti
sméru pohybu hodinovych ruciek. Presnéji feCeno: jdete-li po této kiivce v kladném
sméru, mate jeji vnitrek po levé strané.

=)
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Priklad. Jakou prostorovou kfivku predstavuje parametrické zadani
() =sint,y(t) = cos(t),7(t) =t,t € [0,27] 7




Priklad. Jakou prostorovou kiivku predstavuje parametrické zadani
o(t) =sint,Y(t) = cos(t),r(t) =t,t € |0,2n]?

Je to Sroubovice.
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KRIVKOVE INTEGRALY 1.DRUHU




KRIVKOVE INTEGRALY 1.DRUHU

Postup, jak pocitat integral
funkce podle kiivky je priro-
zeny: ktivka se narovna do
useCky a spocCte se integral z
transformované funkce pres
tuto usecku.
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Necht” je dana redlnd funkce f na po Castech hladké ktivce v roviné zadané paramet-

ricky funkcemi  a ¢ na intervalu [a, b]. Pak se definuje kiivkovy integral 1.druhu funkce
f podél ktivky C' jako

/Cf(S) d8=/abf(( £V @2(t) + ()




Necht’ je ddna redlna funkce f na po ¢astech hladké kiivce v roviné zadané paramet-

ricky funkcemi ¢ a 1 na intervalu [a, b]. Pak se definuje kfivkovy integral 1.druhu funkce
f podél krivky C' jako

/C f(s) ds = / ’ F(olt), 900 + 50 de
}

Ozname 7(t) = (¢'(t), ¥'(t)) teCny vektor kiivky v bod€. Pak substituujeme (velikost
tecného vektoru je néco jako Jacobidn):
s = ((t),¥(?)) Ko

Kfivkovy integral
krivka

ds = [(¢'(£), ¢'(t))| dt = |7(£)| dt b

hladk4 kiivka

¢ast. hladka kiivka

b jednoduchd .
/f(S) dSI/ Flp(t),(8) | 7(#)] dt . orentacs
C a

ktivk.integral 1.druhu
vlastnosti 1.dr.
ktivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
* vztah 1. a 2. dr.
proliném’ ktivek
Greenova véta
plocha kfivkovym int.
STANDARDY
Pozna
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789



Pro prostorové krivky se pracuje se tremi slozkami

[ 166) ds= [ ote), w10), 70D + 720 + D .
C a




Priklad. Spoctéte krivkovy integral 1.druhu funkce x + y pres obvod trojuhelnika s
vrcholy (0,0), (1,0), (1, 1).
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Priklad. Necht’ je ddna redlnd funkce H na hladké kiivce C' = [0, 1] (jde o jednotkovy
interval na realné ose).
Necht’ jsou dany dvé parametrizace ¢ : [, 5] — C a f : [a,b] — C s rostoucimi

funkcemi p a f.
Pak

B B
/ H(s) ds = / H{o(r) /2P0 dr = / Bl /i) b
C « o
Podobné
b b
/ H(s) ds = / H(f () /728 dt = / H(f(1)) f/(t) dt
¢ a a

Dokazte, Ze se jedna o stejny vysledek pri obou parametrizacich.

\
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Priklad. Necht’ je ddna redlnd funkce H na hladké kiivce C' = [0, 1] (jde o jednotkovy
interval na realné ose).
Necht’ jsou dany dvé parametrizace ¢ : [, 5] — C a f : [a,b] — C s rostoucimi

funkcemi p a f.
Pak

B B
/H@m:/7mwm¢wwm7:/fmmnwﬂ&a
C « o
Podobné

LEKCE22-IKR
Kfivkovy integral

b b
/H®®j/mmmﬁwﬁ=/HWWﬂMt
O a a vk

Dokazte, ze se jedna o stejny vysledek pii obou parametrizacich. uzavien kiivka
spojeni kiivek
hladka kfivka

‘ ¢ast. hladka kfivka

v o ) .. X . . jednoducha uz.
Reseni. PouZijeme substituci 7 = ¢~ 1(f(t)). Pak kiivka
orientace
3 ktivk.integral 1.druhu
; vlastnosti 1.dr.
= kiivk.integrdl 2.druhu
H(@(T)) ¥ (T) dT vlastnosti 2.dr.
a vztah 1. a 2. dr.
prolinani kiivek
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KRIVKOVE INTEGRALY 2.DRUHU
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DEFINICE. Necht je ddna rovinnd po Castech hladka orientovand kiivka C' funkcemi
0,1 na intervalu [a, b] a funkce f na C's hodnotami v R? se soufadnicemi ( fi, f5).

\
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DEFINICE. Necht je ddna rovinnd po Castech hladka orientovand kiivka C' funkcemi
0,1 na intervalu [a, b] a funkce f na C's hodnotami v R? se soufadnicemi ( fi, f5).

\
Pak se definuje krivkovy integral 2.druhu funkce f podle kfivky C jako

b
/f(S)-dt:/ (filz, y) At fo(z, y) dy) :/ (file(®), p(0)e' (#)+fal(t), ()3 (t)) db.
C C a
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DEFINICE. Necht je ddna rovinnd po Castech hladka orientovand kiivka C' funkcemi
0,1 na intervalu [a, b] a funkce f na C's hodnotami v R? se soufadnicemi ( fi, f5).

\
Pak se definuje krivkovy integral 2.druhu funkce f podle kfivky C jako

b
/f(S)-dt:/ (filz, y) At fo(z, y) dy) :/ (file(®), p(0)e' (#)+fal(t), ()3 (t)) db.
C C a

\

Prvni dva integrély jsou ekvivalentni formy zapisu kiivkového integralu 2.druhu, treti
integrdl je jeho definice pomoci obycejného integralu realné funkce jedné proménné na
intervalu.

\
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DEFINICE. Necht je ddna rovinnd po Castech hladka orientovand kiivka C' funkcemi
0,1 na intervalu [a, b] a funkce f na C's hodnotami v R? se soufadnicemi ( fi, f5).

\
Pak se definuje krivkovy integral 2.druhu funkce f podle kfivky C jako

b
/f(S)-dt:/ (filz, y) At fo(z, y) dy) :/ (file(®), p(0)e' (#)+fal(t), ()3 (t)) db.
C C a

\

Prvni dva integrély jsou ekvivalentni formy zapisu kiivkového integralu 2.druhu, treti
integrdl je jeho definice pomoci obycejného integralu realné funkce jedné proménné na
intervalu.

\

Bude-li funkce f s hodnotami v roviné nebo prostoru chdpédna jako vektor, bude se téz
znacit tuéné jako f.

—
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Pro kiivku uvazujeme bod kiivky jako vektor ¢(¢) = (z(t),y(t)). Pak formalné zis-

kdme vektor dt = (dx, dy). Zde dx/dt = ¢/(¢) a dy/dt = ¢'(¢), odtud vyjadiime dx a
dy a pouZijeme nasledné substituci ve tvaru

dt = (dx, dy) = (©'(t),¢'(t)) dt = 7d¢t .

Tedy
t = (o(t), ¥(t))

dt = (¢'(t),'(t)) db = 7(t) dt

[ 160dt= [ 1o, v0)r)
C a
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Kdykoliv potrebujeme na-
hradime dx za ¢/(t) dt a po-
dobné dy za ¢/(t)dt. Po-
dobné dt = (dx, dy).
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POZOROVANI. Pokud m4 smysl prava strana tak plati.

/ f.dt:—/f.dt.
—C C




POZOROVANI. Pokud m4 smysl prav strana tak plati.

f.dt=— [ f.dt.
—C C

To je dualezité pro priklady.
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POZOROVANI. Je-li f funkce C' + D — R?, pak

/ fdt = / fdt.
C+D Ci1+Dq




Pifklad. Spoctéte kiivkovy integral 2.druhu z funkce (—%°, xy) po obvodu Ctverce s
vrcholy (0,0), (1,0), (1,1),(0,1).

\




Piklad. Spoctéte kiivkovy integrdl 2.druhu z funkce (—y?, zy) po obvodu Ctverce s
VrChOly (07 0)7 (17 O)? (17 1)7 (07 1)'

\
Priklad. Spoctéte integral [ (y dx + z dy +  dz) pfes vhodnou kiivku.

\/
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Piklad. Spoctéte kiivkovy integrdl 2.druhu z funkce (—y?, zy) po obvodu Ctverce s
VrChOly (07 0)7 (17 O)? (17 1)7 (07 1)'

\
Priklad. Spoctéte integral [ (y dx + z dy +  dz) pfes vhodnou kiivku.

\/

Priklad. Zintegrujte konstantni vektorové pole pres uzavienou kiivku na obrazku.
VA
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GREENOVA VETA




GREENOVA VETA

Jde o rvovinnou verzli za-
kladni véty analyzy.
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GREENOVA VETA

Jde o rvovinnou verzli za-
kladni véty analyzy.
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K¥ivkovy integral 2.druhu po uzaviené kiivce se Casto znaci symbolem § a chdpe se
pres kladnou orientaci kfivky (tj. proti sméru pohybu hodinovych rucicek).

\
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K¥ivkovy integral 2.druhu po uzaviené kiivce se Casto znaci symbolem § a chdpe se
pres kladnou orientaci kiivky (tj. proti sméru pohybu hodinovych rucicek).

\

VETA. (Green) Necht H je oteviena mnozina v rovin€ obsahujici jednoduse uzavirenou
kfivku C'i s jejim vnitikem (C a f = (f1, f2) je funkce H — R? majici spojité parcidlni
derivace na H. Pak plati

j{(fl (z,y)dx + folx,y) dy) = /,( < aaj;z - aa_J;l ) dx dy .
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Dukaz. V piipadé, ze C' je obvod obdélniku s vrcholy (a, ¢), (b, ¢), (b, d), (a, d), je dikaz
snadny, protoZe podle definic prisluSnych integrali je

7{) (Fu(ar ) it fol, ) dy) = / Ao / " b, ) dy— / ' e, d) dx / " o,

a

[C(%—%—js>dxdy —/Cd (f2(b,9) — fola,y)) dy—/ab (fi(z,d) dx — fi(z,c)) dx

a ob¢ pravé strany jsou stejné.
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Greenovu vétu lze psat

jgf-dt]é(h(xay)dXﬂsz(x,y)dY) [O (%—%—Q) Sy,

Na levé strané se integruje ve skutecnosti skaldrni soucin funkce f a teCného vektoru
T = (dx, dy) ke kfivce C. Na pravé strané se integruje rotace vektorové funkce.

\/
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Greenovu vétu lze psat

j{f.dtﬁ(fmx,y)dxwg(x,y)dy) [O (%—%—Q) Sy,

Na levé strané se integruje ve skutecnosti skaldrni soucin funkce f a teCného vektoru
T = (dx, dy) ke kfivce C. Na pravé strané se integruje rotace vektorové funkce.

\/

Jestlize se Greenova rovnost pouzije na pomocnou funkci (— f5, f1), dostava se vzorec

$ tdn = § (o) dy = flop) b0 = [ (FR+22) dxay,

Na levé strané se integruje ve skutecnosti skalarni soucin funkce f a normaly n =
(dy, — dx) ke kfivee C, zna¢ime analogicky f.dn. Na pravé strané se integruje diver-
gence vektorové funkce.

-=p
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VETA. (Greenova véta v obecném tvaru)

\




VETA. (Greenova véta v obecném tvaru)

\

Necht’ G je oteviend souvisld mnoZina, kterd mé za hranici kone¢né mnoho disjunkt-
nich, jednoduse uzavienych ktfivek a H oteviena mnozina obsahujici G U 0G.

\




VETA. (Greenova véta v obecném tvaru)

\

Necht’ G je oteviend souvisld mnoZina, kterd mé za hranici kone¢né mnoho disjunkt-
nich, jednoduse uzavienych ktfivek a H oteviena mnozina obsahujici G U 0G.

\

Necht f = (f1, f») je funkce H — R? majici spojité parcidlni derivace. Pak plati

$ (Bl pla)dn = [ (F2-FE)axdy.

G




VETA. (Greenova véta v obecném tvaru)

\

Necht’ G je oteviend souvisld mnoZina, kterd mé za hranici kone¢né mnoho disjunkt-
nich, jednoduse uzavienych ktfivek a H oteviena mnozina obsahujici G U 0G.

\
Necht f = (f1, f») je funkce H — R? majici spojité parcidlni derivace. Pak plati
df 0fi
filz,y) dx + folz,y) dy =/ (———) dxdy .
$ (et ey = [ (5=
G

\
Stejné jako u zdkladni verze Greenovy véty lze vzorec psat ve tvaru

ng(fl(fy?J)dy—fﬂxay)dX)—L<%+%—J;)d><d}’-




Piiklad. Pouzijte Greendv vzorec na mezikruzi {(z,y);r < z° +y*> < R}, kde 0 <

r < R pro funkci (xz_—l—yy2’ xﬁ?ﬂ).




POUZITI KRIVKOVYCH INTEGRALU




POUZITI KRIVKOVYCH INTEGRALU

\

POZOROVANIL.
1. Délka po ¢astech hladké kiivky C je rovna | o ds.

2. Hmotnost tenkého dratu majiciho tvar po Castech hladké kiivky C, ktery ma v bodé
s hustotu A(s), je rovna [, h(s) ds.

3. Tézisté tenkého dratu majiciho tvar po ¢astech hladké ktivky C, ktery mad v bod¢ s

hustotu h(s), ma soufadnice (73,7}, ), kde (m znaci hmotnost dratu) LEKCE22-IKR
ivkovy integral
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uzaviend kiivka
T _ fC .I'h(S) dS T _ fC yh<8) dS spojeni kiivek
w ) y . hladkd kfivka
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ktivka
orientace
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ktivk.integral 2.druhu
vlastnosti 2.dr.
vztah 1. a 2. dr.
prolinani kiivek
Greenova véta

Movey

plocha kfivkovym int.
STANDARDY
Poznd
123456789
Priklady
123456789
Otéazky
123456789
Cviceni
123456789
Uceni
123456789
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POZOROVANIL.
1. Délka po ¢astech hladké kiivky C je rovna | o ds.

2. Hmotnost tenkého dratu majiciho tvar po ¢astech hladké ktivky C, ktery ma v bodé
s hustotu h(s), je rovna [, h(s) ds.

3. Tézisté tenkého dratu majiciho tvar po ¢astech hladké ktivky C, ktery mad v bod¢ s
hustotu h(s), ma soufadnice (73,7}, ), kde (m znaci hmotnost dratu)

o Joxh(s) ds . Joyh(s) ds
x m ) Y m .

\/

V integralech se musi za x, y, s dosadit prisluSné vyrazy podle toho, jak je kiivka C
popsana.
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POZOROVANL
1. Délka po ¢astech hladké kiivky C je rovna | o ds.

2. Hmotnost tenkého dratu majiciho tvar po ¢astech hladké ktivky C, ktery ma v bodé
s hustotu h(s), je rovna [, h(s) ds.

3. Tézisté tenkého dratu majiciho tvar po ¢astech hladké ktivky C, ktery mad v bod¢ s
hustotu h(s), ma soufadnice (73,7}, ), kde (m znaci hmotnost dratu)

o Joxh(s) ds . Joyh(s) ds
x m ) Y m .

\

V integralech se musi za x, y, s dosadit prisluSné vyrazy podle toho, jak je kiivka C
popsana.

'

Citatel€ ve vzorcich pro téziSté dratu jsou (statické) momenty dratu vzhledem k osdm
y nebo x resp.

Prvni dvé polozky plati i v prostoru beze zmény. Pro tézist€ se prida analogicky treti
vyraz pro 1., coz je moment kiivky vzhledem k roviné xy.
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Na zédkladé Greenovy véty 1ze nyni uvést nové vzorce pro vypocet obsahu nékterych
rovinnych mnozin.

\




Na zédkladé Greenovy véty 1ze nyni uvést nové vzorce pro vypocet obsahu nékterych
rovinnych mnozin.

\

Necht' G je jednoduchd mnoZina. Jeji obsah je roven |, o dxdy, tj. integrélu z funkce
identicky rovné 1 na G. Aby bylo moZzné pouzit Greenliv vzorec, musi se vzit takové

funkce f, f» majici spojité parcidlni derivace na G, aby = 9 4 af 2 =1,

\




Na zédkladé Greenovy véty 1ze nyni uvést nové vzorce pro vypocet obsahu nékterych
rovinnych mnozin.

\

Necht' G je jednoduchd mnoZina. Jeji obsah je roven |, o dxdy, tj. integrélu z funkce
identicky rovné 1 na G. Aby bylo moZzné pouzit Greenliv vzorec, musi se vzit takové
funkce f, f» majici spojité parcidlni derivace na G, aby = 9 4 af 2 =1,

\

Nabizi se n¢kolik moznosti, napt. fi(z,y) = x, fo(x,y) = 0, nebo naopak fi(x,y) =
0, fo(x,y) = y anebo symetricky zvolené funkce fl( y) =x/2, fo(x,y) = y/2.
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Nabizi se n¢kolik moznosti, napt. fi(z,y) = x, fo(x,y) = 0, nebo naopak fi(x,y) =
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POZOROVANI.




Priklad. Spoctéte plochu elipsy pomoci kiivkového integrélu.
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Reseni. Pomoci Greenovy véty uréime obsah |G| plochy G uvnitf elipsy
2 2
g Y
St =1
Elipsu budeme parametrizovat modifikovanymi polarnimi soufadnicemi
r=p(t)=acost, y=1v(t)=bsint, t€E|—m, .

Zvolme funkci f = (f1, f2), kde funkce jsou dany vztahy fi(x,y) = —y, fo(z,y) = .

Podle Greenovy véty dostavame
0 0
filz,y) dz + fo(x,y) dy = / floy) Oy} o dy = 2/ dz dy.
G Ox Ay G

6l = [ drdy
@
hledany obsah |G| pak bude roven

oG
Jelikoz

1 1 ["
G| = 5/ —ydz +xdy = 5/ ((—bsint)(—asint) + (acost)(bcost)) dt = wab.
oG

—T

—p




Priklad.
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